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FAKULTET
DEPARTMAN ZA MATEMATIKU I

INFORMATIKU

Ivana Vojnović
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Predgovor

Udžbenik je namenjen lakšem savladavanju gradiva predmeta Napredne
teme funkcionalne analize. Predmet je izborni za studente master studija
matematike na Prirodno-matematičkom fakultetu, Univerziteta u Novom
Sadu. Pored studenata udžbenik mogu da koriste i svi koji žele vǐse da
znaju o topološko-vektorskim prostorima i teoriji distribucija.

Materija je organizovana u dve celine. U prvom delu se bavimo poj-
movima koji su nam potrebni da bismo u drugom delu mogli da definǐsemo
prostor distribucija. Uvodimo topološko-vektorske prostore i bavimo se
specijalnom klasom ovih prostora, lokalno-konveksnim prostorima. Pokazuje
se da se lokalno-konveksni prostor može zadati preko familije semi-normi,
ali da važi i obrat. Naime, ako je data neka lokalno-konveksna topologija,
onda postoji familija semi-normi koja opisuje upravo datu topologiju.

Zatim dajemo karakterizaciju neprekidnih linearnih preslikavanja izmed̄u
dva prostora na kojima su date lokalno-konveksne topologije. Uvodimo i
pojmove normabilnih i metrizablinih prostora, dajemo primere takvih pros-
tora i navodimo njihove osnovne osobine.

U narednom poglavlju definǐsemo finalne topologije, prostor test funkcija
snabdevamo finalnom topologijom i tako dolazimo do pojma distribucija
kao neprekidnih, linearnih preslikavanja čiji domen je odgovarajući prostor
test funkcija.

U drugom delu uvodimo pojmove množenja distribucija, izvoda i nosača
distribucija. Analiziramo i osnovne osobine Furijeove transformacije i na
kraju dajemo definiciju i osnovna svojstva Soboljevljevih prostora kao i
odnosa med̄u njima (teoreme o utapanju).



ii

Nakon nekih poglavlja su dati zadaci koji su namenjeni za samostalni
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Glava 1

Uvod

U ovom poglavlju ćemo izložiti osnovne pojmove i tvrd̄enja, da bismo u
narednim poglavljima mogli da uvedemo topološko-vektorske prostore i da
se bavimo njihovim svojstvima.

1.1 Topološki i vektorski prostori - definicije i os-
obine

Podsetimo se definicija i osobina u vezi sa vektorskim i topološkim pros-
torima koje ćemo koristiti u nastavku. Za dokaze navedenih tvrd̄enja
upućujemo čitaoca na [9].

Prvo navodimo definiciju vektorskog prostora.

Definicija 1.1. Neka je (X,+) komutativna grupa, a (K,+, ·) polje. Tada
je X vektorski prostor nad poljem K ako je definisano preslikavanje K ×
X → X, odnosno (α, a) 7→ αa koje za sve α, β ∈ K i a, b ∈ X zadovoljava
sledeće osobine:

1. α(a+ b) = αa+ αb;

2. (α+ β)a = αa+ βa;

3. (αβ)a = α(βa);
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4. 1a = a.

Sa 1 smo označili neutralni element za množenje u polju K.

Napomena 1.2. U nastavku podrazumevamo da K ∈ {R,C}, odnosno da
radimo sa realnim ili kompleksnim vektorskim prostorima.

Definicija 1.3. Neka je X ̸= ∅. Kolekcija τ podskupova skupa X je kolek-
cija otvorenih skupova ako važe sledeći uslovi:

(O1) ∅ ∈ τ, X ∈ τ ,

(O2) za svako O1, O2 ∈ τ važi da O1 ∩O2 ∈ τ ,

(O3) za svaku kolekciju skupova {Oi : i ∈ I} ⊂ τ važi da
⋃

i∈I Oi ∈ τ .

Za kolekciju τ kažemo da je topologija na skupu X, a za (X, τ) kažemo da
je topološki prostor.

Skup F ⊂ X je zatvoren ako i samo ako je njegov komplement X\F
otvoren skup.

Primer 1.4. Za bilo koji skup X ̸= ∅ kolekcija svih podskupova skupa X je
topologija na X. Ovu topologiju zovemo diskretna topologija i označavamo
je sa τdisc. Dakle τdisc = P (X), gde je P (X) partitivni skup skupa X.

Kolekcija τ = {∅, X} je takod̄e topologija na skupu X koju zovemo
antidiskretna topologija i označavamo je sa τadisc.

Ako su τ1 i τ2 topologije na skupu X i ako je τ1 ⊂ τ2, onda kažemo
da je topologija τ2 finija od topologije τ1, odnosno da je τ1 grublja od τ2.
Primetimo da za proizvoljnu topologiju τ na skupu X važi τadisc ⊂ τ ⊂
τdisc, odnosno τadisc je najgrublja topologija na skupu X, a τdisc je najfinija
topologija na skupu X.

Primer 1.5. (Uobičajena topologija na skupu R) Neka je O ⊂ R
skup koji ima sledeća svojstva: za svaku tačku x ∈ O postoji realan broj
r > 0 tako da je (x− r, x+ r) ⊂ O. Ako je τ kolekcija podskupova O ⊂ R
sa navedenim svojstvom može se pokazati da je τ topologija na skupu R.
Topologiju τ zovemo uobičajena topologija na R i označavamo je sa τuob.
Primetimo da je ovo standardna topologija na realnoj pravoj sa kojom se
srećemo u matematičkoj analizi.
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1.1.1 Baza topologije

Definicija 1.6. Neka je (X, τ) topološki prostor. Familija B ⊂ P (X) je
baza topologije τ ako važe sledeći uslovi:

(B1) B ⊂ τ ,

(B2) svaki otvoren skup O ∈ τ može da se prikaže kao unija elemenata iz B,
odnosno postoji kolekcija {Bj : j ∈ J} ⊂ B tako da je O =

⋃
j∈J Bj.

Primetimo da iz definicije 1.6 sledi da je svaka topologija τ na skupu X
baza topologije τ .

U mnogim slučajevima se topologija na skupu X zadaje navod̄enjem
elemenata neke njene baze.

Definicija 1.7. Neka je X ̸= ∅. Tada je familija B ⊂ P (X) baza neke
topologije na skupu X ako i samo ako je familija {∪B∈B′B : B′ ⊂ B}
topologija na skupu X.

Naredna teorema nam daje dodatne informacije o bazi B neke topologije
na skupu X.

Teorema 1.8. Kolekcija B ⊂ P (X) je baza neke topologije na skupu X
ako i samo ako važe uslovi:

(BN1)
⋃

B∈BB = X,

(BN2) za sve B1, B2 ∈ B postoji familija {Bi : i ∈ I} ⊂ B tako da je
B1 ∩B2 =

⋃
i∈I Bi.

Iz teoreme 1.8 sledi naredna posledica.

Posledica 1.9. Neka kolekcija podskupova B ⊂ P (X) zadovoljava uslove:

(BN1)
⋃

B∈BB = X,

(BN2) za sve B1, B2 ∈ B važi B1 ∩B2 ∈ B ∪ {∅}.

Tada je kolekcija B baza neke topologije na skupu X.

Primer 1.10. Familija otvorenih intervala B = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b}
je baza uobičajene topologije na skupu R.
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Metrički i normirani prostori

Posebna klasa topoloških prostora su prostori čija topologija je odred̄ena
nekom metrikom.

Definicija 1.11. Neka je X ̸= ∅. Funkcija d : X × X → [0,∞) koja
ispunjava uslove

(M1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(M2) d(x, y) = d(y, x),

(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),

je metrika na skupu X, a za (X, d) kažemo da je metrički prostor.

Za x ∈ X i r > 0 skup

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}

zovemo otvorena lopta sa centrom u tački x i poluprečnikom r. Često ćemo
koristiti i oznaku Br(x) umesto B(x, r).

Na svakom metričkom prostoru možemo definisati topologiju.

Teorema 1.12. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada je kolekcija svih
otvorenih lopti Bd = {B(x, r) : x ∈ X, r > 0} baza neke topologije τd na
skupu X.

Definicija 1.13. Topologiju τd definisanu u teoremi 1.12 zovemo topologi-
jom koja je odred̄ena (indukovana) metrikom d.

Topološki prostor (X, τ) je metrizabilan ako i samo ako postoji metrika
d na skupu X tako da je τ = τd.

Sledi da u je u metričkom prostoru skup otvoren ako i samo je unija
neke familije otvorenih lopti. Sledeća teorema daje još jednu karakterizaciju
otvorenih skupova u metričkom prostoru.

Teorema 1.14. U metričkom prostoru (X, d) skup O ⊂ X je otvoren ako
i samo ako za svaku tačku x ∈ O postoji broj r > 0 tako da je B(x, r) ⊂ O.
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Primer 1.15. Prostor (R, τuob) je metrizabilan. Važi τuob = τd, gde je
funkcija d : R2 → [0,∞) definisana sa d(x, y) = |x− y|, za sve x, y ∈ R.

Posebno važni primeri metričkih prostora su normirani vektorski pros-
tori. Neka je X vektorski prostor nad poljem R. Definǐsimo preslikavanje
∥ · ∥ : X → R tako da za sve x, y ∈ X i α ∈ R važi:

(N1) ∥x∥ ≥ 0,

(N2) ∥x∥ = 0 ako i samo ako je x = 0,

(N3) ∥αx∥ = |α|∥x∥,

(N4) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Preslikavanje ∥ · ∥ je norma na X, a (X, ∥ · ∥) je normiran vektorski prostor.
Tada je

d(x, y) = ∥x− y∥

metrika na skupu X. Sledi da je svaki normiran prostor i metrički prostor
(pa i topološki prostor).

1.1.2 Podbaza topologije

Nekad na skupu X želimo da definǐsemo topologiju tako da odabrana famil-
ija S podskupova skupa X bude familija otvorenih skupova. Ukoliko ta
familija nije topologija, onda je treba dopuniti i obično je cilj da proširenje
familije bude minimalno.

Definicija 1.16. Neka je (X, τ) topološki prostor. Familija P ⊂ P (X) je
podbaza topologije τ ako važe uslovi:

(PB1) P ⊂ τ ,

(PB2) familija svih konačnih preseka elemenata P je neka baza topologije τ .

Teorema 1.17. Neka je X ̸= ∅ i S neka familija podskupova skupa X.
Tada postoji najgrublja topologija na skupu X koja sadrži familiju S.
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Označimo sa τ(S) najgrublju topologiju koja sadrži familiju S. Sledeća
teorema daje odgovor kako se topologija τ(S) dobija od familije S, pod
pretpostavkom

⋃
A∈SA = X.

Teorema 1.18. Neka je X ̸= ∅ i S ⊂ P (X) tako da je
⋃

A∈SA = X. Tada
je familija B svih konačnih preseka elemenata kolekcije S baza topologije τ
na skupu X čija podbaza je S. Pritom je τ najgrublja topologija na skupu
X koja sadrži familiju S.

Napomena 1.19. Neka je (τi)i∈I neprazna kolekcija topologija na skupu
X. Tada postoji topologija τ na X koja je najmanje gornje ograničenje
topologija τi. To je topologija koja ima sledeće osobine:

1. τ je finija od svake topologije τi, i ∈ I, odnosno τi ⊂ τ za sve i ∈ I,

2. Ako je τ̃ finija od svake topologije τi, onda je τ̃ finija od τ .

Skup
⋃

i∈I τi je podbaza najmanjeg gornjeg ograničenja topologija τi.

1.1.3 Topologija zadata preko okolina

Definicija 1.20. Neka je (X, τ) topološki prostor. Skup E ⊂ X je okolina
tačke x ∈ X ako i samo ako postoji otvoren skup O ∈ τ tako da x ∈ O ⊂ E.
Familiju svih okolina tačke x označavamo sa U(x).

Primer 1.21. U prostoru (R, τuob) skupovi [−1, 1] i (−2, 7) su okoline tačke
0 zato što sadrže otvoren interval koji sadrži nulu.

Važi sledeća teorema.

Teorema 1.22. Neka je (X, τ) topološki prostor. Tada je skup E ⊂ X
otvoren ako i samo ako je E okolina svake svoje tačke.

Teorema 1.23. Neka je (X, τ) topološki prostor. Za svako x ∈ X važi:

(NB1) ako je W ⊂ X i ako postoji V ∈ U(x) tako da je V ⊂ W , onda
W ∈ U(x);
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(NB2) presek dva elementa iz U(x) pripada U(x);

(NB3) ako V ∈ U(x), onda x ∈ V ;

(NB4) za svako V ∈ U(x) postoji W ∈ U(x) tako da za svako y ∈ W važi
V ∈ U(y).

Obratno, topologiju možemo definisati tako što svakoj tački x ∈ X do-
delimo familiju V(x) koja zadovoljava uslove (NB1)−(NB4), pa je otvoren
skup onaj koji je okolina svake svoje tačke:

Teorema 1.24. Neka je X ̸= ∅ i neka je svakoj tački x ∈ X dodeljena
familija podskupova V(x) koja zadovoljava uslove (NB1) − (NB4). Tada
je familija O = {O ⊂ X : ∀x ∈ O (O ∈ V(x))} topologija na skupu X. U
topološkom prostoru (X,O) je za svako x ∈ X familija V(x) upravo familija
svih okolina tačke X.

Uslove (NB1)-(NB4) zovemo aksiome okolina.

1.1.4 Baza okolina tačke

Definicija 1.25. Neka je (X, τ) topološki prostor i x ∈ X. Tada je familija
skupova B(x) baza okolina tačke x ako i samo ako važe sledeći uslovi:

(BO1) elementi familije B(x) su okoline tačke x, odnosno B(x) ⊂ U(x),

(BO2) za svaku okolinu U ∈ U(x) postoji okolina B ∈ B(x) tako da je B ⊂
U .

Jasno je da je familija U(x) svih okolina tačke x jedna baza okolina
tačke x.

1.1.5 Filteri

Definicija 1.26. Neka je X ̸= ∅ skup i F ⊂ P (X). Kažemo da je kolekcija
F filter na X ako zadovoljava sledeće osobine:

(F1) ako je A ⊂ X i A sadrži skup B ∈ F, onda A ∈ F;
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(F2) presek konačne kolekcije skupova u F pripada F;

(F3) ∅ /∈ F i X ∈ F.

Neka je B kolekcija podskupova skupa X ̸= ∅. Neka je F kolekcija svih
podskupova od X koji sadrže skup u B. Tada je F filter ako i samo ako B

zadovoljava sledeće uslove:

(FB1) presek dva skupa u B sadrži skup u B;

(FB2) B ̸= ∅ i ∅ /∈ B.

Definicija 1.27. Kolekcija B podskupova skupa X se zove filter baza ako
zadovoljava uslove (FB1) i (FB2). Kažemo i da je B baza za filter F koji
generǐse (filter čiji elementi su nadskupovi elemenata iz B).

Primer 1.28. 1. Neka x ∈ X. Kolekcija svih podskupova od X koji
sadrže tačku x je filter na skupu X.

2. Neka je X topološki prostor i x ∈ X. Kolekcija U(x) svih okolina
tačke x je filter na X. Bazu filtera U(x) zovemo i fundamentalan
sistem okolina tačke x.

Dakle, kolekcija N okolina tačke x je fundamentalan sistem okolina
od x ako i samo ako svaka okolina od x sadrži skup B ∈ N.

1.1.6 Neprekidna preslikavanja

Podsetimo se definicije neprekidnosti koja se odnosi na preslikavanja izmed̄u
opštih topoloških prostora.

Za preslikavanje f : X → Y i za proizvoljan skup A ⊂ X skup

f(A) = {f(x) | x ∈ A}

zovemo direktna slika skupa A. Za B ⊂ Y skup

f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}

zovemo inverzna slika skupa B.
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Definicija 1.29. Neka su (X, τX) i (Y, τY ) topološki prostori i neka je
x0 ∈ X proizvoljna tačka. Funkcija f : X → Y je neprekidna u tački x0
ako i samo ako za svaku okolinu V tačke f(x0) postoji okolina U tačke
x0 tako da je f(U) ⊂ V . Funkcija f je neprekidna ako i samo ako je
neprekidna u svakoj tački x ∈ X.

Neprekidnost funkcije f : X → Y može da se okarakterǐse ekvivalentnim
uslovima koji su dati u narednoj teoremi.

Teorema 1.30. Neka su (X, τX) i (Y, τY ) topološki prostori i f : X → Y
proizvoljno preslikavanje. Sledeći uslovi su ekvivalentni:

1. preslikavanje f je neprekidno;

2. za svaki otvoreni skup O ⊂ Y je skup f−1(O) ⊂ X otvoren;

3. za svaki zatvoren skup F ⊂ Y je skup f−1(F ) ⊂ X zatvoren;

4. za svaki skup A ⊂ X je f(A) ⊂ f(A);

5. ako je BY proizvoljna baza topologije τY onda je za svaki skup B ∈ BY

skup f−1(B) ⊂ X otvoren.

U nastavku ćemo koristiti i pojam homemorfnog preslikavanja.

Definicija 1.31. Neka su (X, τX) i (Y, τY ) topološki prostori. Preslika-
vanje f : X → Y je homeomorfizam ako i samo ako važe uslovi:

1. f je bijekcija,

2. f je neprekidno,

3. f−1 je neprekidno.

1.1.7 Oznake

Uvedimo pojmove nosača funkcije i multi-indeksa, koje ćemo često koristiti
u nastavku teksta, kao i oznake za ove pojmove.

Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup i f : Ω → R.
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� Skup suppf := {x ∈ Ω | f(x) ̸= 0} zovemo nosač funkcije f . Nosač
funkcije f je zatvorenje skupa tačaka u kojima je vrednost funkcije
različita od nule, odnosno komplement najvećeg otvorenog skupa gde
je funkcija f identički jednaka nuli.

� Neka je Nn
0 := {(α1, . . . , αn) : αi ∈ N0, 1 ≤ i ≤ n}.

Element α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 zovemo multi-indeks.

� Red multi-indeksa α je broj |α| = α1 + · · ·+ αn.

� Sa ∂j (ili ∂xj ) označavamo parcijalni izvod
∂

∂xj
, 1 ≤ j ≤ n.

� Za α ∈ Nn
0 je

∂α := ∂α1
1 ...∂αn

n =
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n
,

gde je red |α| takod̄e i red izvoda.

� Često ćemo multi-indekse označavati slovima α, β, γ, . . . , ali ćemo
ponekad koristiti i oznake p i q.



Glava 2

Topološko-vektorski prostori,
lokalno-konveksne topologije

Drugi deo udžbenika ćemo posvetiti uvod̄enju topološko-vektorskih pros-
tora. Takod̄e ćemo se baviti lokalno-konveksnim prostorima, koji su speci-
jalna klasa topološko-vektorskih prostora. Pokazaćemo da lokalno-konveksne
prostore možemo definisati preko familije semi-normi i navešćemo primere
takvih prostora. Za vǐse detalja preporučujemo [8].

2.1 Topološko-vektorski prostori

Pretpostavljamo da je X vektorski prostor nad poljem K ∈ {R,C}. Za
A,B ⊂ X i λ ∈ K definǐsemo skupove:

A±B = {a± b : a ∈ A, b ∈ B}, λA = {λa : a ∈ A}.

Definicija 2.1. Topološko-vektorski prostor je ured̄en par (X, τ), gde
je τ topologija na X i važe osobine:

1. preslikavanje (x, y) 7→ x+y iz X×X → X je neprekidno preslikavanje;

2. preslikavanje (λ, x) 7→ λx iz K×X → X je neprekidno preslikavanje.
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Vektorska struktura i topologija prostora X su kompatibilne ako važe uslovi
1. i 2.

Napomena 2.2. Podrazumevamo da je na poljuK data uobičajena topologija
i da su na X × X i K × X date topologije proizvoda. Preciznije, otvoren
skup u prostoru X × X je oblika O1 × O2, gde su skupovi Oi, i ∈ {1, 2}
otvoreni skupovi u τ . Analogno važi za topologiju na K×X.

Primer 2.3. Normiran vektorski prostor snabdeven topologijom norme je
topološko-vektorski prostor. Ostavljamo čitaocu da za vežbu pokaže da u
ovom slučaju važe osobine 1. i 2. iz definicije 2.1.

Da li isti zaključak važi za proizvoljan vektorski prostor koji je snabde-
ven topologijom metrike?

Napomena 2.4. Iz osobine 1 u definiciji 2.1 sledi da za svaku okolinu nule
V u topološko-vektorskom prostoru (X, τ) postoji okolina nule U tako da
je U + U ⊂ V .

Zaista, neka je V proizvoljna okolina nule u (X, τ). Tada iz neprekid-
nosti sabiranja (uslov 1 u definiciji 2.1) u (0, 0) ∈ X ×X, sledi da postoje
okoline nule V1 i V2 takve da je V1 + V2 ⊂ V . Neka je U = V1 ∩ V2.
Znamo da je presek dve okoline neke tačke, ponovo okolina date tačke, pa
iz U + U ⊂ V1 + V2 ⊂ V , sledi da je U tražena okolina nule.

Uvodimo u nastavku definicije apsorbujućeg i uravnoteženog skupa.

Definicija 2.5. Neka je X vektorski prostor nad poljem K i A ⊂ X. Skup
A je apsorbujući ako za svako x ∈ X postoji α > 0 tako da x ∈ λA za sve
skalare |λ| ≥ α.

Napomena 2.6. Uslovu iz definicije 2.5 je ekvivalentan uslov da λx ∈ A
za sve |λ| ≤ α−1.

Posledica 2.7. Svaka okolina nule u topološko-vektorskom prostoru (X, τ)
je apsorbujuća.

Dokaz: Neka je V proizvoljna okolina nule u X. Iz uslova 2. u Definiciji
2.1, odnosno iz neprekidnosti preslikavanja (λ, x) 7→ λx iz K×X → X sledi
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tvrd̄enje. Naime (0, x) 7→ 0, pa postoji okolina O × U tačke (0, x) tako da
je λU ⊂ V za sve λ ∈ O. Dakle za svako x ∈ X postoji r > 0 tako da
λx ∈ V za sve |λ| ≤ r. □

Definicija 2.8. Skup A u vektorskom prostoru X nad poljem K je uravnotežen
ako je λA ⊂ A za sve λ ∈ K, za koje je |λ| ≤ 1.

Primetimo da 0 mora da pripada svakom skupu koji je apsorbujući ili
uravnotežen.

Primer 2.9. 1. Neka jeX = C iK = R. Tada je skup [−1, 1] uravnotežen.
Med̄utim, ako je K = C, onda ovaj skup nije uravnotežen.

2. U normiranom vektorskom prostoru jedinična lopta sa centrom u 0 je
uravnotežen i apsorbujući skup.

3. Posmatrajmo vektorski prostor R2 sa uobičajenom topologijom. Neka
je B jedinična lopta sa centrom u (1/2, 0). Skup B je apsorbujući, ali
nije uravnotežen zato što (1, 0) ∈ B, ali (−1)(1, 0) /∈ B.

Presek proizvoljne familije uravnoteženih skupova je uravnotežen skup.
Za dati skup Y u vektorskom prostoru X postoji najmanji uravnotežen
skup A koji sadrži Y . Skup A se zove uravnoteženi omotač za Y i to je
presek svih uravnoteženih skupova koji sadrže Y .

Unija proizvoljne familije uravnoteženih skupova je uravnotežen skup.
Za dati podskup A od X postoji najveći uravnotežen skup B koji je sadržan
u A. Ovaj skup zovemo uravnoteženo jezgro od A i to je unija svih
uravnoteženih skupova sadržanih u A. Ovaj skup je neprazan ako i samo
ako 0 ∈ A.

Zadatak 2.1. Neka je X topološko-vektorski prostor.

a) Neka a ∈ X. Posmatrajmo preslikavanje x 7→ x + a iz X → X
(translacija za a). Pokazati da je translacija homeomorfizam i da
su okoline tačke a oblika V + a, gde je V okolina nule u X. Dakle
topologija prostora X nam je poznata, ako su nam poznate okoline
nule.
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b) Neka je α ̸= 0, α ∈ K. Pokazati da je preslikavanje x 7→ αx iz X → X
homeomorfizam.

Rešenje: a) Inverzno preslikavanje je dato sa x 7→ x − a. Dokažimo
neprekidnost preslikavanja h : x 7→ x + a. Neka je V proizvoljna
okolina tačke x+a. Iz uslova 1 u definiciji 2.1 sledi da postoji okolina
U tačke x i okolina O tačke a tako da je U + O ⊂ V . Tada je
h(U) ⊂ V , pa smo dokazali neprekidnost za h. Analogno se dobija
da je inverzno preslikavanje neprekidno.

b) Inverzno preslikavanje je dato sa x 7→ 1
αx. Neprekidnost polaznog i

inverznog preslikavanja sledi iz osobine 2 u definiciji 2.1.

□

U topološko-vektorskom prostoru (X, τ) uravnoteženo jezgro okoline
nule V je okolina nule.

Zaista, množenje skalarom je neprekidno pa postoje okolina nule U i
α > 0 tako da za |λ| ≤ α sledi da je λU ⊂ V . Preslikavanje x 7→ αx iz
U → αU je homeomorfizam, pa je αU okolina nule. Pokažimo da je αU
sadržan u uravnoteženom jezgru B za V . Odatle će slediti da je B takod̄e
okolina nule. Primetimo, za uravnoteženo jezgro B od V važi da je

B =
⋂

|λ|≥1

λV, (2.1)

što znači da je x ∈ B ako i samo ako µx ∈ V za sve |µ| ≤ 1.

Neka αx ∈ αU i neka je |µ| ≤ 1. Tada je |µα| ≤ α, pa µ(αx) = (µα)x ∈
V . Iz (2.1) sledi da je αU ⊂ B, što je i trebalo pokazati.

Cilj nam je da pokažemo sledeću teoremu.

Teorema 2.10. (a) U topološko-vektorskom prostoru (X, τ) postoji baza
okolina nule B takva da važi:

(FS1) svaka okolina V ∈ B je apsorbujuća;
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(FS2) svaka okolina V ∈ B je uravnotežena;

(FS3) za svaku okolinu V ∈ B postoji okolina U ∈ B takva da je U+U ⊂ V .

(b) Obratno, neka je X vektorski prostor nad K i B filter baza na X koja
zadovoljava uslove (FS1)−(FS3). Tada postoji jedinstvena topologija na X,
takva da je X topološko-vektorski prostor i za koju je B baza okolina nule.

Dokaz: (a) Posmatrajmo familiju svih okolina nule u (X, τ). Iz posledice
2.7 sledi da za svaku okolinu nule važi uslov (FS1). Znamo i da je uravnoteženo
jezgro okoline nule ponovo okolina nule. Dakle, neka jeB familija uravnoteženih
jezgara svih okolina nula. Jasno je da za ovu familiju važe prva dva uslova
tvrd̄enja. Pokažimo i treći uslov. Za okolinu nule V postoji okolina nule U
takva da je U + U ⊂ V , što sledi iz napomene 2.4. Tada za uravnoteženo
jezgro B okoline U važi da je B +B ⊂ V .

(b) Primetimo da, ako postoji topologija na X za koju je X topološko-
vektorski prostor i B baza okolina nule koja zadovoljava uslove (FS1) −
(FS3), onda takva topologija mora biti jedinstvena. Naime, u takvom
prostoru skup W je okolina tačke a ∈ X ako i samo ako W sadrži skup
oblika V +a, gde je V ∈ B (odnosno homeomorfizmom se baze okolina nula
slikaju u baze okolina tačke a). Dakle, otvoreni skupovi su jedinstveno
odred̄eni.

Definisaćemo topologiju τ na X preko okolina proizvoljne tačke a ∈ X,
odnosno koristeći teoremu 1.24. Pokažimo da za a ∈ X kolekcija skupova

V(a) = {W ⊂ X : ∃V ∈ B V + a ⊂W}

zadovoljava aksiome okolina date u teoremi 1.23. Pokažimo uslov (NB1).
Neka je W1 ⊂ X i neka W ∈ V(a), W ⊂ W1. Tada postoji V ∈ B tako da
V + a ⊂W ⊂W1, pa i W1 ∈ V(a), odnosno važi (NB1).

Zatim pokazujemo (NB2). Neka su W1 i W2 dva elementa u V(a).
Treba pokazati da W1 ∩W2 ∈ V(a). Znamo da postoje skupovi V1, V2 ∈ B

tako da je V1 + a ⊂W1 i V2 + a ⊂W2. Kako je B filter baza, onda postoji
skup V ∈ B tako da V ⊂ V1∩V2. Sledi da je V +a ⊂ V1∩V2+a ⊂W1∩W2,
čime smo pokazali da W1 ∩W2 ∈ V(a).
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Dalje neka W ∈ V(a). Pokažimo (NB3), odnosno da a ∈ W . Svaki
element V ∈ B je neprazan po definiciji filter baze. Kako su svi elementi u
B uravnoteženi i apsorbujući, sledi da 0 ∈ V za svako V ∈ B. Pošto je za
neko V ∈ B zadovoljeno da V + a ⊂W , sledi da a ∈W, pa važi (NB3).

Dokažimo i (NB4). Neka je W ∈ V(a), odnosno za neko V ∈ B je
V + a ⊂W . Treba da nad̄emo W1 ∈ V(a) tako da za svako b ∈W1 važi da
W ∈ V(b). Iz osobine (FS3) sledi da postoji U ∈ B tako da je U +U ⊂ V .
Neka je W1 = U + a. Jasno je da W1 ∈ V(a). Neka b ∈ U + a. Tada je
U + b ⊂ U + U + a ⊂ V + a ⊂ W , odnosno W ∈ V(b). Time je osobina
(NB4) pokazana.

Kolekcije skupova V(a) za a ∈ X odred̄uju topologiju τ na X, gde je

τ = {O ⊂ X : ∀x ∈ O O ∈ V(x)}.

Pritom je V(a) kolekcija svih okolina tačke a. Sledi da je kolekcija

B(a) = {V + a : V ∈ B}

baza okolina tačke a, pa je kolekcija B baza okolina nule.

Ostaje da pokažemo da je (X, τ) topološko-vektorski prostor. Treba da
pokažemo uslove 1. i 2. iz definicije 2.1. Neka se elementu (a, b) ∈ X ×X
dodeli element c ∈ X, to jest a + b = c i neka je W okolina tačke c. Tada
postoji V ∈ B tako da je V + c ⊂W . Prema (FS3) postoji U ∈ B tako da
je U + U ⊂ V . Tada je U + a okolina tačke a, skup U + b je okolina tačke
b i

U + a+ U + b ⊂ V + c ⊂W,

pa je sabiranje neprekidno.

Pokažimo da je množenje skalarom takod̄e neprekidno. Neka a ∈ X,
λ ∈ K i neka je W okolina za λa. Postoji V ∈ B tako da je V + λa ⊂ W .
Primenom osobine (FS3) dva puta vidimo da postoji U ∈ B tako da je
U +U +U ⊂ V . Pošto su svi elementi u B apsorbujući, onda postoji ε > 0
tako da |η| ≤ ε implicira da ηa ∈ U .

Dodatno, postoji T ∈ B tako da je λT ⊂ U . Zaista, za U ∈ B iz
osobine (FS3) sledi da za svako n ∈ N postoji T ∈ B tako da je 2nT ⊂ U .
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Odaberimo dovoljno veliko n0 tako da je |λ| ≤ 2n0 . Tada je 2n0T ⊂ U i
zbog (FS2) je 2−n0λT ⊂ T , odnosno λT ⊂ 2n0T . Zato je λT ⊂ U .

Zatim, ako je |η| ≤ 1 i x−a ∈ U , onda zbog (FS2) sledi da η(x−a) ∈ U .
Neka je S ∈ B tako da je S ⊂ T ∩ U (B je filter baza). Kako je

ξx− λa = (ξ − λ)a+ λ(x− a) + (ξ − λ)(x− a),

onda ako je |ξ − λ| ≤ min(1, ε) i x ∈ S + a sledi da je

ξx− λa ∈ U + U + U ⊂ V,

odnosno ξx ∈W . Time je dokazana osobina 2. iz definicije 2.1. □

Propozicija 2.11. Neka je X vektorski prostor nad poljem K i neka je M

kolekcija apsorbujućih, uravnoteženih podskupova od X takvih da za svako
V ∈ M postoji U ∈ M tako da je U + U ⊂ V . Tada postoji jedinstvena
topologija na X tako da je X topološko - vektorski prostor i za koju konačni
preseci elemenata u M formiraju bazu okolina nule.

Dokaz: Svaki skup V ∈ M sadrži nulu, zato što je uravnotežen. Jasno
je da je presek konačno mnogo elemenata iz M neprazan, pa ∅ ne pripada
nepraznoj kolekciji svih konačnih preseka elemenata u M - označimo ovu
kolekciju sa M1. Cilj je da pokažemo da je M1 filter baza. Uslov (FB2)
smo pokazali. Treba pokazati (FB1). Neka M1,M2 ∈ M1. Jasno je da
tada M1 ∩ M2 ∈ M1, pa (FB1) važi. Kolekcija M1 zadovoljava uslove
(FS1)− (FS3) teoreme 2.10, pa iskaz tvrd̄enja sledi. □

Primer 2.12. 1. U normiranom vektorskom prostoru (X, ∥ · ∥) lopte
Br = {x : ∥x∥ ≤ r} formiraju filter bazu koja zadovoljava uslove
(FS1)− (FS3).

2. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup. Označimo sa C(Ω) vektorski prostor
svih neprekidnih funkcija f definisanih na Ω. Za svaki kompaktan
podskup K od Ω i za svaki ε > 0 neka je

VK,ε = {f ∈ C(Ω) : |f(x)| ≤ ε, x ∈ K}.
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Može se pokazati da skupovi VK,ε formiraju filter bazu na C(Ω) koja
zadovoljava uslove (FS1)−(FS3). Dakle skupovi VK,ε formiraju bazu
okolina nule za topologiju na C(Ω) koju zovemo topologija uniformne
konvergencije na kompaktnim skupovima.

3. Neka je K ⊂ Rn kompaktan skup. Sa D(K) označavamo vektorski
prostor svih funkcija koje su definisane na nekom otvorenom skupu
koji sadrži K, koje su jednake nuli izvan K i čiji parcijalni izvodi svih
redova postoje i neprekidni su. Za p ∈ Nn

0 i ε > 0 definǐsemo skup

Vp,ε = {f ∈ D(K) : |∂pf(x)| ≤ ε, x ∈ K}.

Skupovi Vp,ε zadovoljavaju uslove (FS1)− (FS3), pa prema propozi-
ciji 2.11 njihovi konačni preseci formiraju bazu okolina nule za topologiju
za koju je D(K) topološko-vektorski prostor.

Propozicija 2.13. U topološko-vektorskom prostoru (X, τ) svaka okolina
nule sadrži zatvorenu okolinu nule.

Dokaz: Neka je V okolina nule. Tada postoji uravnotežena okolina nule
U tako da je U + U ⊂ V . Pokažimo da je U ⊂ V . Ako x ∈ U , onda
(x+U)∩U ̸= ∅, odnosno postoji y ∈ U tako da x+ y ∈ U . Odatle sledi da

x ∈ −y + U ⊂ U + U ⊂ V,

što je i trebalo pokazati. Primetimo da iz uravnoteženosti skupa U sledi da
−y ∈ U . □

2.2 Lokalno-konveksni prostori

Neka je X vektorski prostor. Kažemo da je A ⊂ X konveksan ako za
α ≥ 0, β ≥ 0, α + β = 1 važi da je αA + βA ⊂ A. Ako je A konveksan,
onda su skupovi A + a i λA konveksni za a ∈ X i λ ∈ K. Neka su X i Y
vektorski prostori i f : X → Y linearno preslikavanje. Ako je A konveksan
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u X, onda je f(A) konveksan u Y . Ako je B konveksan u Y , onda je f−1(B)
konveksan u X.

Presek proizvoljne familije konveksnih skupova je konveksan skup.
Za dati skup B u X postoji najmanji konveksan skup A koji ga sadrži.

To je presek svih konveksnih skupova koji sadrže B i zovemo ga konveksan
omotač skupa B.

Važe sledeće propozicije.

Propozicija 2.14. Neka je A konveksan podskup vektorskog prostora X,
neka je (xi)1≤i≤n konačan niz elemenata u A i neka je (λi)1≤i≤n niz skalara
takvih da je λi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , n} i

∑n
i=1 λi = 1. Tada linearna kombinacija∑n

i=1 λixi ∈ A.

Dokaz: Za n = 1 propozicija važi trivijalno, a za n = 2 važi po definiciji
konveksnog skupa. Pretpostavimo da tvrd̄enje važi za n− 1 i dokažimo da
tada važi i za n. Neka je dat konačan niz (xi)1≤i≤n elemenata u A i neka
je λi > 0, 1 ≤ i ≤ n niz skalara takvih da je

∑n
i=1 λi = 1. Stavimo

α =

n−1∑
i=1

λi, β = λn, µi =
λi
α
, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Iz indukcijske hipoteze sledi da
n−1∑
i=1

µixi ∈ A. Kako je α+β = 1 iz definicije

konveksnog skupa dobijamo

n∑
i=1

λixi = α
( n−1∑

i=1

µixi

)
+ βxn ∈ A.

□

Propozicija 2.15. Neka je Ai, i ∈ I, familija konveksnih podskupova vek-
torskog prostora X. Tada je konveksan omotač skupa ∪i∈IAi skup C svih
linearnih kombinacija

∑
i∈I λixi, gde xi ∈ Ai, λi ≥ 0,

∑
i∈I λi = 1 pri

čemu je konačno mnogo skalara λi različito od nule.
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Dokaz: Iz propozicije 2.14 sledi da je skup C sadržan u svakom konvek-
snom skupu koji sadrži skupove Ai, i ∈ I. Ako stavimo λi = 1 dobijamo
da je Ai ⊂ C za svako i ∈ I, odnosno ∪i∈IAi ⊂ C. Ostaje još da se pokaže
da je skup C konveksan.

Neka su x =
∑

i∈I λixi i y =
∑

i∈I µiyi dva elementa iz C i neka su
α > 0, β > 0, α + β = 1 dva skalara.Treba da pokažemo da αx + βy ∈ C.
Za svako i ∈ I neka je νi = αλi + βµi. Neka je J konačan podskup od I za
koji je νi > 0. Tada

zi =
αλixi + βµiyi
αλi + βµi

∈ Ai, za sve i ∈ J.

Sledi da
αx+ βy =

∑
i∈J

νizi ∈ C

zato što je
∑

i∈J νi =
∑

i∈I νi = α
∑

i∈I λi + β
∑

i∈I µi = 1. □

Posledica 2.16. Konveksan omotač skupa A u vektorskom prostoru X
je skup svih linearnih kombinacija

∑
i λixi, gde je (xi) konačna familija

elemenata u A, λi ≥ 0 i
∑

i λi = 1.

Uravnoteženo jezgro konveksnog skupa je konveksan skup, što sledi iz
formule (2.1).

Dalje primetimo da je skup A uravnotežen i konveksan ako i samo ako
za sve x, y ∈ A i za sve λ, µ ∈ K takve da je |λ|+|µ| ≤ 1 važi da λx+µy ∈ A.
Zaista, ako ovaj uslov važi, onda ako biramo da je µ = 0 vidimo da je A
uravnotežen. Konveksnost skupa A dobijamo ako izaberemo λ > 0, µ > 0 i
λ+ µ = 1. Obratno, ako je A uravnotežen i konveksan, onda λx+ µy ∈ A
sledi iz jednakosti

λx+ µy = (|λ|+ |µ|)
( |λ|
|λ|+ |µ|

λ

|λ|
x+

|µ|
|λ|+ |µ|

µ

|µ|
y
)
.

Zaista, λ
|λ|x ∈ A i µ

|µ|y ∈ A zbog uravnoteženosti skupa A. Kako je |λ|
|λ|+|µ| +

|µ|
|λ|+|µ| = 1 iz konveksnosti dobijamo da |λ|

|λ|+|µ|
λ
|λ|x+

|µ|
|λ|+|µ|

µ
|µ|y ∈ A. Sledi da

i λx+µy ∈ A, gde ponovo koristimo da je A uravnotežen i da je |λ|+|µ| ≤ 1.
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Propozicija 2.17. U topološko-vektorskom prostoru (X, τ) zatvorenje kon-
veksnog skupa A je konveksan skup.

Dokaz: Neka x, y ∈ A i α > 0, β > 0, α + β = 1. Neka je W proizvoljna
okolina od αx + βy. Treba da pokažemo da W ∩ A ̸= ∅. Preslikavanje
(u, v) 7→ αu+ βv je neprekidno iz X ×X → X, pa postoje okolina U od x
i okolina V od y tako da je αU + βV ⊂W . Elementi x i y su u zatvorenju
skupa A, pa je U ∩A ̸= ∅ i V ∩A ̸= ∅. Neka z ∈ U ∩A i w ∈ V ∩A. Tada
αz + βw ∈W ∩A, što je i trebalo pokazati. □

Definicija 2.18. Topološko-vektorski prostor (X, τ) je lokalno-konveksan
ako svaka tačka ima bazu okolina koja se sastoji od konveksnih skupova.

Jasno je da je topološko-vektorski prostor lokalno konveksan ako nula
ima bazu okolina koja se sastoji od konveksnih skupova. Ako je W familija
podskupova vektorskog prostora X koja zadovoljava uslove propozicije 2.11
i ako je svaki element te familije konveksan, onda je topologija definisana
preko familije W na X lokalno-konveksna.

Primer 2.19. Prostori dati u primeru 2.12 su lokalno-konveksni.

Dovoljno je u svakom primeru pokazati da su skupovi koji formiraju
bazu okolina nule konveksni.

Lema 2.20. Neka je X topološko-vektorski prostor i A ⊂ X zatvoren skup.
Tada je uravnoteženo jezgro od A takod̄e zatvoren skup.

Dokaz: Neka je B uravnoteženo jezgro za skup A. Ako je B = ∅, tvrd̄enje
je pokazano. Ako B nije prazan, onda tvrd̄enje sledi iz formule (2.1).
Naime, preslikavanje x 7→ αx iz X u X (za α ̸= 0) je homeomorfizam
(zadatak 2.1), pa B možemo predstaviti kao presek familije zatvorenih
skupova, što znači da je i B zatvoren. □

Propozicija 2.21. U lokalno- konveksnom prostoru uravnotežene, zatvorene,
konveksne okoline nule formiraju bazu okolina nule.
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Dokaz: Neka jeW proizvoljna okolina nule. Tada postoji zatvorena okolina
nule V tako da je V ⊂ W (propozicija 2.13). Po pretpostavci tvrd̄enja
(prostor je lokalno konveksan) V sadrži konveksnu okolinu nule U i U ⊂
V = V . Iz propozicije 2.17 sledi da je U takod̄e konveksan skup. Najzad,
uravnoteženo jezgro od U , označimo ga sa V1, je uravnotežena, zatvorena
(lema 2.20 ), konveksna okolina nule sadržana u W . Dakle, za proizvoljnu
okolinu nule W smo našli okolinu nule V1 ⊂ W koja je uravnotežena,
zatvorena i konveksna, pa zaključujemo da familija takvih skupova formira
bazu okolina nule. □

Propozicija 2.22. Neka je X vektorski prostor i B filter baza na X koja
se sastoji od apsorbujućih, uravnoteženih, konveksnih skupova. Neka je R

kolekcija skupova oblika λV , gde je λ > 0 i V ∈ B. Tada postoji jedinstvena
topologija na X za koju je X lokalno-konveksan prostor i za koju je R baza
okolina nule.

Dokaz: Pokažimo prvo da je R filter baza. Jasno je da uslov (FB2) važi,
zato što je B filter baza. Da bismo pokazali uslov (FB1) posmatrajmo
dva elementa λ1V1 i λ2V2 u R, gde su λ1, λ2 > 0 i V1, V2 ∈ B. Kako je
B filter baza znamo da postoji V ∈ B tako da je V ⊂ V1 ∩ V2. Tada za
λ3 = min(λ1, λ2) važi

λ3
λ1
V ⊂ V ⊂ V1 i

λ3
λ2
V ⊂ V ⊂ V2

zato što je V uravnotežen. Dobijamo da je λ3V ⊂ λ1V1 ∩ λ2V2, pa važi
osobina (FB1) za kolekciju R.
Sada možemo da primenimo teoremu 2.10 na filter bazu R. Jasno je da
osobine (FS1) i (FS2) važe. Dodatno imamo i da je svaki element filter
baze R konveksan skup. Važi i osobina (FS3). Ako V ∈ R onda i 1

2V ∈ R

i 1
2V + 1

2V ⊂ V . Dakle, teorema 2.10 implicira da postoji jedinstvena
topologija na X za koju je X topološko-vektorski prostor sa bazom okolina
nule R. □

Primer 2.23. Neka je X vektorski prostor i neka je R kolekcija svih apsor-
bujućih, uravnoteženih, konveksnih podskupova od X. Jasno, kolekcija R
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je filter baza i ako V ∈ R, onda i λV ∈ R, za λ > 0. Primenom propozicije
2.22 dobijamo jedinstvenu topologiju na X koju zovemo najfinijom lokalno
konveksnom topologijom na X.

Primer 2.24. Posmatrajmo prostor C(Ω) koji je dat u primeru 2.12.
Skupovi VK = VK,1 zadovoljavaju uslove propozicije 2.22, odnosno formi-
raju filter bazuB. Pošto je VK,ε = εVK , dobijamo da skupovi VK,ε formiraju
bazu okolina nule za lokalno konveksnu topologiju na C(Ω).

Propozicija 2.25. Neka je X vektorski prostor i W kolekcija apsorbujućih,
uravnoteženih, konveksnih podskupova od X. Neka je R kolekcija svih
konačnih preseka skupova oblika λV , gde je λ > 0 i V ∈ W. Tada pos-
toji jedinstvena topologija na X za koju je X lokalno-konveksan prostor i
za koju je R baza okolina nule.

Dokaz: Analogno kao u dokazu propozicije 2.11 vidimo da je familija R

filter baza na X koja se sastoji od konveksnih, apsorbujućih, uravnoteženih
skupova. Jasno je i da iz V ∈ R sledi da λV ∈ R za sve λ > 0. Tvrd̄enje
onda sledi iz dokaza propozicije 2.22. □

Neka je W kolekcija definisana kao u propoziciji 2.25 i R, baza koja je
data u propoziciji 2.25.

Posledica 2.26. Neka je X vektorski prostor i B kolekcija svih konačnih
preseka elemenata iz W. Neka je M kolekcija svih skupova λV , gde je λ > 0
i V ∈ B. Tada je M baza okolina nule ekvivalentna sa bazom R.

Dokaz: Jasno je da je M ⊂ R. Dokažimo da je M baza okolina nule. Neka
je V ∈ R oblika V = ∩n

i=1λiVi za neke λi > 0 i Vi ∈ W. Tada je

λ ∩n
i=1 Vi ⊂ ∩n

i=1λiVi

za λ = min1≤i≤n λi. Dakle, za skup V ∈ R našli smo skup U ∈ M tako da
je U ⊂ V , odnosno M je baza okolina nule. Sledi i da su R i M ekvivalentne
baze okolina nule, odnosno topologije koje ove baze odred̄uju su jednake.

□
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Primer 2.27. (Topološko-vektorski prostor koji nije lokalno konveksan)
Neka je C([0, 1]) prostor neprekidnih funkcija f : [0, 1] → R. Za ε > 0 i
0 < δ < 1 definǐsimo skup Vε,δ ⊂ C([0, 1]) na sledeći način:

f ∈ Vε,δ ako i samo ako je |f(t)| ≤ ε, za svako t ∈ [0, 1] \A

za neki skup A =
∞⋃
i=1

(αi, βi) ⊂ [0, 1], takav da je
∞∑
i=1

(βi − αi) ≤ δ,

gde je αi < βi i αi, βi ∈ [0, 1], i ∈ N.
Pokazaćemo da je kolekcija skupova Vε,δ filter baza na C

(
[0, 1]

)
.

Funkcija f ≡ 0 je element skupa Vε,δ za svako ε > 0, 0 < δ < 1, pa
prazan skup nije element kolekcije, odnosno važi uslov (FB2) iz definicije
1.27.

Neka su Vε′,δ′ i Vε′′,δ′′ elementi kolekcije i ε =min{ε′, ε′′} i δ =min{δ′, δ′′}.
Tada je Vε,δ ⊂ Vε′,δ′ ∩ Vε′′,δ′′ , pa je ispunjen i uslov (FB1).

Dokažimo da kolekcija skupova Vε,δ zadovoljava uslove (FS1)−(FS3) iz
teoreme 2.10.

Pokazujemo prvo (FS1). Neka je ε > 0, 0 < δ < 1 i f ∈ C
(
[0, 1]

)
.

Funkcija f je realna neprekidna funkcija nad kompaktnim skupom [0, 1],
pa dostiže minimalnu i maksimalnu vrednost. Sledi da postoji C > 0 tako
da je |f(t)| ≤ C, za sve t ∈ [0, 1]. Neka je ε > 0 i 0 < δ < 1. Tada je∣∣∣ ε
C
f(t)

∣∣∣ ≤ ε, za sve t ∈ [0, 1].

Zatim, za svako λ ∈ R, |λ| ≤ ε

C
važi |λf(t)| ≤

∣∣∣ ε
C
f(t)

∣∣∣ ≤ ε, za sve t ∈ [0, 1].

Stoga, za proizvoljan skup A ⊂ [0, 1] i svako λ ∈ R, |λ| ≤ ε

C
važi da je

|λf(t)| ≤ ε, za sve t ∈ [0, 1] \ A. Dakle, za sve λ ∈ R, |λ| ≤ ε

C
važi

λf ∈ Vε,δ, pa je Vε,δ apsorbujući skup.
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Dalje neka je ε > 0 i 0 < δ < 1. Ako je f ∈ Vε,δ, onda postoji skup

A =
∞⋃
i=1

(αi, βi) ⊂ [0, 1] takav da je
∞∑
i=1

(βi − αi) ≤ δ i važi |f(t)| ≤ ε, za sve

t ∈ [0, 1] \ A. Tada je |λf(t)| ≤ ε, za svako |λ| ≤ 1 i svako t ∈ [0, 1] \ A,
odnosno Vε,δ je uravnotežen skup, pa važi (FS2).

Primetimo i da za ε > 0 i 0 < δ < 1 važi da je V ε
2
,δ + V ε

2
,δ ⊂ Vε,δ, pa je

ispunjen uslov (FS3).

Teorema 2.10 implicira da postoji jedinstvena topologija τ , takva da je(
C
(
[0, 1]

)
, τ
)
topološko-vektorski prostor u kom je kolekcija skupova Vε,δ

baza okolina nule.

Treba još pokazati da topologija τ nije lokalno konveksna. Dovoljno
je pokazati da skup U ⊂ C

(
[0, 1]

)
takav da je Vε′,δ′ ⊂ U ⊂ Vε,δ, za neke

ε, ε′ > 0 i δ, δ′ ∈ (0, 1), ne može biti konveksan. Tada sledi da u (X, τ) ne
postoji baza konveksnih okolina nule.

Neka je ε > ε′ > 0, 0 < δ′ < δ <
1

2
i Vε′,δ′ ⊂ U ⊂ Vε,δ. Neka su

Ii = (αi, βi) ⊂ [0, 1], 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N, med̄usobno disjunktni otvoreni

intervali, takvi da za sve 1 ≤ i ≤ n važi βi − αi = δ′ i
n∑

i=1

(βi − αi) > 2δ.

Za svako i označimo sa Ji interval dužine
δ′

2
u sredini intervala Ii. Neka

je fi ∈ C
(
[0, 1]

)
(0 ≤ i ≤ n) nenegativna funkcija, takva da je fi(t) = 0

za t ∈ [0, 1] \ Ii i fi(t) > nε za t ∈ Ji. Kako je βi − αi = δ′, sledi da je

fi ∈ Vε′,δ′ ⊂ U , za 0 ≤ i ≤ n. Pokazaćemo da

n∑
i=1

1

n
fi /∈ Vϵ,δ.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da

n∑
i=1

1

n
fi ∈ Vϵ,δ. Tada postoji

skup O =
∞⋃
i=1

(γi, ξi) ⊂ [0, 1] takav da je
∞∑
i=1

(ξi − γi) ≤ δ i
n∑

i=1

1

n
fi(t) =
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∣∣∣∣∣
(

n∑
i=1

1

n
fi

)
(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ε, za svako t ∈ [0, 1] \ O. Znamo da je
n∑

i=1

βi − αi

2
=

n
δ′

2
> δ, odakle sledi da postoji t′ ∈

(
n⋃

i=1

Ji

)
\ O. Tada t′ ∈ Ji′ za neko

0 ≤ i′ ≤ n. Dalje važi fi′(t
′) > nε, pa je∣∣∣∣∣

n∑
i=1

1

n
fi(t

′)

∣∣∣∣∣ =∑
i ̸=i′

1

n
fi(t

′) +
1

n
fi′(t

′) >
1

n
nε = ε.

Kako t′ /∈ O, dolazimo do kontradikcije, pa sledi da

n∑
i=1

1

n
fi /∈ Vϵ,δ.

Dakle

n∑
i=1

1

n
fi /∈ U , pa skup U nije konveksan, prema propoziciji 2.14.

2.2.1 Zadavanje topologije preko familije semi-normi

Primer 2.28. Posmatrajmo prostorD(K) uveden u primeru 2.12. Skupovi
Vp = Vp,1 su uravnoteženi, apsorbujući i konveksni. Pošto je Vp,ε = εVp sledi
da konačni preseci skupova Vp,ε formiraju bazu okolina nule za lokalno-
konveksnu topologiju na D(K).

Definicija 2.29. Neka je X vektorski prostor. Preslikavanje q : X →
[0,∞) koje zadovoljava uslove:

(SN1) q(λx) = |λ|q(x) za sve λ ∈ K i x ∈ X,

(SN2) q(x+ y) ≤ q(x) + q(y)

zovemo semi-norma na X.

Iz uslova (SN1) jasno je da važi q(0) = 0. Ako obratno q(x) = 0
implicira da je x = 0, onda je q norma na X.

Neka je X vektorski prostor i q semi-norma na X. Tada je skup

V = {x | q(x) ≤ 1}
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apsorbujući, uravnotežen i konveksan.

Neka je (qi)i∈I familija semi-normi definisanih na X i neka je

Vi = {x ∈ X | qi(x) ≤ 1}, i ∈ I.

Sledi iz propozicije 2.25 da konačni preseci skupova εVi, ε > 0 formiraju
bazu okolina nule za lokalno konveksnu topologiju τ na X. Označimo εVi =
Vi,ε. Jasno je da je Vi,ε = {x ∈ X | qi(x) ≤ ε}. Dakle, baza okolina nule za
τ je data preko skupova

Vi1,...,in,ε1,...,εn = {x | qik(x) ≤ εk, 1 ≤ k ≤ n},

gde je {i1, . . . , in} konačan podskup od I i εk > 0, 1 ≤ k ≤ n. Iz posledice
2.26 sledi da je ekvivalentna baza okolina nule data preko skupova

Vi1,...,in,ε = {x | qik(x) ≤ ε, 1 ≤ k ≤ n}.

Primer 2.30. Na prostoru C(Ω) možemo definisati familiju semi-normi na
sledeći način. Neka je K ⊂ Ω kompaktan i definǐsimo

qK(f) = max
x∈K

|f(x)|.

Topologija uvedena ovom familijom semi-normi je ista kao topologija uve-
dena u primeru 2.12. Skup VK iz primera 2.24 je dat sa VK = {f | qK(f) ≤
1}.

Primer 2.31. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup i neka je m ∈ N0. Sa Em(Ω)
označavamo vektorski prostor funkcija f : Ω → K takvih da njihovi parci-
jalni izvodi ∂pf reda |p| ≤ m postoje i neprekidni su. Za svaki kompaktan
skup K ⊂ Ω i za svaki multi-indeks p ∈ Nn

0 reda |p| ≤ m definǐsemo semi-
normu

qK,p(f) = max
x∈K

|∂pf(x)|. (2.2)

Familija semi-normi u (2.2) definǐse lokalno-konveksnu topologiju na Em(Ω).
Za m = 0 se radi o prostoru C(Ω).
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Primer 2.32. Za Ω ⊂ Rn otvoren skup definǐsemo vektorski prostor E(Ω)
glatkih funkcija na Ω (imaju neprekidne parcijalne izvode svih redova).
Prostor E(Ω) snabdevamo familijom semi-normi koja je definisana u (2.2)
za kompaktan skup K ⊂ Ω i p ∈ Nn

0 i na taj način dobijamo i lokalno-
konveksnu topologiju na E(Ω).

Primer 2.33. Neka je K ⊂ Rn kompaktan skup i m ∈ N0. Sa Dm(K)
označavamo vektorski prostor funkcija f definisanih na Rn čiji parcijalni
izvodi ∂pf za |p| ≤ m postoje i neprekidni su i čiji nosač je sadržan u K.
Za svaki multi-indeks |p| ≤ m definǐsemo semi-normu

qp(f) = max
x∈K

|∂pf(x)|. (2.3)

Preko familije semi-normi (2.3) prostor Dm(K) postaje lokalno konveksan.
Za m = 0 ćemo pisati K(K) umesto D0(K). Primetimo da je topologija
prostora K(K) definisana preko jedne semi-norme, odnosno preko norme
q0.

Primer 2.34. Na prostoru D(K) topologiju uvodimo preko familije semi-
normi (2.3) za svako p ∈ Nn

0 . Skup Vp definisan u Primeru 2.28 je dat
sa

Vp = {f | qp(f) ≤ 1}.

Primer 2.35. Neka jem ∈ N0, k ∈ Z. Sa Sm
k označavamo vektorski prostor

funkcija definisanih na Rn čiji parcijalni izvodi ∂pf postoje i neprekidni su
za |p| ≤ m i koje zadovoljavaju sledeći uslov: za dato p ∈ Nn

0 , |p| ≤ m i
ε > 0 postoji ρ > 0 (koje zavisi od f, p, ε) tako da je

|(1 + |x|2)k∂pf(x)| ≤ ε, za |x| > ρ. (2.4)

Za svako |p| ≤ m definǐsemo semi-normu

qk,p(f) = max
x∈Rn

|(1 + |x|2)k∂pf(x)| (2.5)

Primer 2.36. Za fiksiran ceo broj k označimo sa Sk vektorski prostor svih
funkcija definisanih na Rn koje imaju neprekidne parcijalne izvode svih
redova i koje zadovoljavaju uslov (2.4) za svako p ∈ Nn

0 . Na Sk imamo
familiju semi-normi (qk,p), gde je qk,p definisana sa (2.5) i p ∈ N0.
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Primer 2.37. Za fiksirano m ∈ N0 sa Sm označavamo vektorski prostor
funkcija defnisanih na Rn čiji parcijalni izvodi ∂pf postoje i neprekidni su za
|p| ≤ m i koje zadovoljavaju sledeći uslov: za svako k ∈ Z, p ∈ Nn

0 , |p| ≤ m
i ε > 0 postoji ρ > 0 tako da je

|(1 + |x|2)k∂pf(x)| ≤ ε, za |x| > ρ.

Kažemo da je funkcija f zajedno sa svojim izvodima reda |p| ≤ m brzo
opadajuća. Prostor Sm snabdevamo sa familijom semi-normi koje su defin-
isane sa (2.5), pri čemu k ∈ Z i |p| ≤ m.

Primer 2.38. Sa S(Rn) označavamo vektorski prostor funkcija koje imaju
neprekidne parcijalne izvode svih redova i čiji svi izvodi su brzo opadajuće
funkcije. Prostor S(Rn) snabdevamo lokalno- konveksnom toplogijom koja
je definisana preko familije semi-normi (qk,p) koja je data sa (2.5), gde
k ∈ Z i p ∈ N0. U nastavku ćemo prostor S(Rn) nazivati i prostorom
brzo-opadajućih funkcija ili Švarcovim prostorom.

Primetimo i da ako uslov (2.4) važi za sve k ∈ N0, onda važi i za sve
k ∈ Z.

Primer 2.39. Neka je X normiran prostor i X ′ njegov dual, odnosno
prostor linearnih, neprekidnih preslikavanja iz X u polje K. Za svako x′ ∈
X

′
definǐsemo semi-normu qx′ na X sa

qx′(x) = |⟨x, x′⟩|.

Lokalno-konveksnu topologiju na X definisanu preko familije semi-normi
(qx′)x′∈X′ zovemo slaba topologija na X.

2.2.2 Funkcional Minkovskog

Videli smo da lokalno-konveksnu topologiju možemo definisati preko famil-
ije semi-normi. Dokažimo obratno, ako je lokalno-konveksna topologija
data, onda postoji familija semi-normi preko koje dobijamo istu topologiju.

Neka je X vektorski prostor i A ⊂ X. Funkcional Minkovskog skupa A
je preslikavanje gA : X → [0,∞] tako da važe uslovi:
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� gA(x) = inf {ρ > 0 | x ∈ ρA}, ako postoji ρ0 > 0 tako da x ∈ ρ0A,

� gA(x) = ∞ , ako x /∈ ρA za sve ρ > 0.

U slučaju kada je A apsorbujući skup imamo da je vrednost za gA
konačna. Ako 0 ∈ A, onda je gA(0) = 0.

Lema 2.40. Za λ > 0 važi gA(λx) = λgA(x).

Dokaz: Ako je gA(x) = ∞ jasno je da tvrd̄enje važi. Pretpostavimo zato
da je gA(x) <∞. Tada je

gA(λx) = inf {ρ > 0 | λx ∈ ρA} = inf {ρ > 0 | x ∈ ρ

λ
A} = inf {λα > 0 | x ∈ αA}

= inf λ{α > 0 | x ∈ αA} = λinf {α > 0 | x ∈ αA} = λgA(x).

□

Neka je sada A ⊂ X apsorbujući, uravnotežen, konveksan skup. Važi
sledeća teorema.

Teorema 2.41. U vektorskom prostoru X funkcional Minkovskog apsor-
bujućeg, uravnoteženog, konveksnog skupa A je semi-norma.

Dokaz: Primetimo da je gA(x) < ∞ zato što je A apsorbujući. Pokažimo
prvo da je gA(αx) = |α|gA(x) za svaki α ∈ K. Kako je A uravnotežen
znamo da 0 ∈ A, pa možemo pretpostaviti da je α ̸= 0. Iz uravnoteženosti
skupa A sledi da je za sve x ∈ X i za sve α, ρ ∈ K, α ̸= 0 ispunjeno

αx ∈ ρA ako i samo ako x ∈ ρ

|α|
A.

Zaista, zbog uravnoteženosti je αA = |α|A, pa

x ∈ ρ

|α|
A ako i samo ako αx ∈ α

ρ

|α|
A = ρA.

Dakle, za x ∈ X i α ∈ K, α ̸= 0 je

gA(αx) = inf {ρ > 0 | αx ∈ ρA} = inf
{
ρ > 0 | x ∈ ρ

|α|
A
}
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= inf
{ |α|ρ

|α|
> 0 | x ∈ ρ

|α|
A
}
= |α|inf

{
µ > 0 | x ∈ µA

}
= |α|gA(x).

Pokažimo sada subaditivnost za gA. Neka x, y ∈ X. Prema definiciji
funkcionala Minkovskog za svako ε > 0 postoje λ, µ > 0 tako da je

λ ≤ gA(x) + ε, x ∈ λA i µ ≤ gA(y) + ε, y ∈ µA.

Skup A je konveksan pa je λA+µA ⊂ (λ+µ)A i x+ y ∈ (λ+µ)A. Dakle,

gA(x+ y) = inf {δ > 0 | x+ y ∈ δA} ≤ λ+ µ ≤ gA(x) + gA(y) + 2ε.

Kako je ε > 0 proizvoljno sledi da subaditivnost važi. □

Propozicija 2.42. Neka je X topološko-vektorski prostor i A ⊂ X apsor-
bujući, uravnotežen, konveksan skup. Tada je A okolina nule ako i samo
ako je funkcional Minkovskog gA : X → [0,∞) neprekidno preslikavanje.

Dokaz: Neka je A okolina nule. Dokažimo da je gA neprekidno. Znamo da
je gA semi-norma, pa iz subaditivnosti sledi da je |gA(x)−gA(y)| ≤ gA(x−y).
Neka je x0 ∈ X proizvoljna tačka. Pokazaćemo da je gA neprekidno u x0.
Neka je ε > 0 dato. Treba naći okolinu V tačke x0 tako da je za sve y ∈ V
važi |gA(x0) − gA(y)| ≤ ε. Neka je V = x0 + εA. Tada je y = x0 + εa za
neko a ∈ A, pa je |gA(x0) − gA(y)| ≤ gA(εa) ≤ ε, pa je V tražena okolina
tačke x0 (primetimo da je dovoljno pokazati neprekidnost u x0 = 0).

Pretpostavimo sada da je gA neprekidno. Tada je skup

{x | gA(x) < 1} = g−1
A ([0, 1))

otvoren, kao inverzna slika otvorenog skupa. Sledi da je 0 ∈ {x | gA(x) <
1} ⊂ A, pa je A okolina nule. □

Lema 2.43. Neka je X topološko-vektorski prostor i neka je V uravnotežena,
konveksna okolina nule. Tada je zatvorenje skupa V skup

B = {x | gV (x) ≤ 1}.
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Dokaz: Pokažimo da je V ⊂ B. Jasno je da je V ⊂ B. Kako je B =
g−1
V ([0, 1]) i gV je neprekidna (primetimo da je V okolina nule, pa je i
apsorbujući skup) sledi da je B zatvoren skup. Zato je V ⊂ B = B.

Dokažimo da je B ⊂ V . Neka je x ∈ B, odnosno gV (x) ≤ 1 i neka je
W okolina tačke x. Za |ρ| < 1 važi da ρx ∈ V , zato što je gV (ρx) < 1.
Množenje skalarom je neprekidno i 1x = x, pa postoji ε > 0 tako da za
1− ε < |ρ1| < 1+ ε važi ρ1x ∈W . Dakle ako biramo 1− ε < |ρ2| < 1, sledi
da ρ2x ∈ W ∩ V . Pošto je W proizvoljna okolina tačke x i W ∩ V ̸= ∅,
dobijamo da x ∈ V , što je i trebalo pokazati. □

Sada možemo da dokažemo da za datu lokalno - konveksnu topologiju
na prostoru X postoji familija semi-normi koja daje istu topologiju.

Teorema 2.44. Neka je (X, τ) lokalno-konveksni topološki prostor. Tada
postoji familija semi-normi koja definǐse upravo topologiju τ .

Dokaz: Prema propoziciji 2.21 znamo da postoji baza okolina nule B(0)
u (X, τ) koja se sastoji od uravnoteženih, konveksnih, zatvorenih skupova.
Označimo elemente ove baze sa Vi, i ∈ I. Skupovi εVi, ε > 0, i ∈ I su
takod̄e okoline nule koje su uravnoteženi, zatvoreni i konveksni skupovi i
posmatrajmo bazu okolina nule B1(0) u (X, τ) koja se sastoji od konačnih
preseka skupova εVi. Iz leme 2.43 sledi da je Vi = Vi = {x ∈ X | gVi(x) ≤ 1}.
Znamo i da su funkcionele gVi semi-norme naX. Za ovu familiju semi-normi
skupovi Vi1,...,in,ε = ε(Vi1 ∩ · · · ∩ Vin) formiraju bazu okolina nule ν(0) za
lokalno-konveksnu topologiju τ1 na X. Iz posledice 2.26 sledi da je τ = τ1.

□

Važi i sledeća teorema.

Teorema 2.45. Neka je (X, τ) lokalno-konveksni prostor. Topologija τ se
može definisati preko familije svih semi-normi koje su neprekidne za τ .

Neka je qi, 1 ≤ i ≤ n konačna familija semi-normi definisana na vek-
torskom prostoru X. Tada je funkcija q(x) = max1≤i≤n qi(x) takod̄e semi-
norma na X i važi

{x | q(x) ≤ ε} = {x | qi(x) ≤ ε, 1 ≤ i ≤ n}. (2.6)
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Ako je X topološko-vektorski prostor i ako su qi, 1 ≤ i ≤ n neprekidne,
onda je i q neprekidna semi-norma. Uvodimo sledeću definiciju.

Definicija 2.46. Neka je F familija semi-normi na vektorskom prostoru
X. Kažemo da je F zasićena ako za svaku konačnu potfamiliju (qi) u F

važi da maxi qi ∈ F.

Neka je (qi)i∈I zasićena familija semi-normi na X koja definǐse lokalno-
konveksnu topologiju τ . Tada iz (2.6) sledi da je baza okolina nula za τ
data preko skupova Vi,ε = {x | qi(x) ≤ ε}. Lokalno-konveksna topologija
uvek može da se definǐse preko zasićene familije semi-normi. Na primer,
iz teoreme 2.45 sledi da je familija svih neprekidnih semi-normi tražena
zasićena familija.

Kažemo da su dve familije semi-normi na vektorskom prostoru X ekvi-
valentne ako definǐsu istu lokalno konveksnu topologiju na X.

Napomena 2.47. Neka je (qi)i∈I familija semi-normi koja definǐse lokalno
konveksnu topologiju τ na vektorskom prostoru X. Posmatrajmo za svaku
konačnu potfamiliju qik , 1 ≤ k ≤ n semi-norme definisane sa

qi1,...,in = max
1≤k≤n

qik .

Na ovaj način dobijamo ekvivalentnu zasićenu familiju semi-normi qi1,...,in .
Prema (2.6) okolina Vi1,...,in,ε je sada skup {x | qi1,...,in ≤ ε}.

2.2.3 Neprekidna linearna preslikavanja

Propozicija 2.48. Neka su X i Y topološko-vektorski prostori i neka je
f : X → Y linearno preslikavanje. Ako je f neprekidno u nuli, onda je i
neprekidno na X.

Dokaz: Neka je a ∈ X proizvoljna tačka. Treba pokazati da za svaku
okolinu V tačke f(a) postoji okolina U tačke a tako da je f(U) ⊂ V . Neka
je V data okolina tačke f(a). Znamo da je tada V = W + f(a) gde je W
okolina nule u Y . Kako je f neprekidno u nuli znamo da postoji okolina
W1 nule u X tako da je f(W1) ⊂W . Tada je U = a+W1 okolina tačke a i
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zbog linearnosti je f(a+W1) = f(a)+f(W1), pa je f(a+W1) ⊂ f(a)+W ,
čime smo dokazali neprekidnost u a ∈ X. □

Sada dokazujemo teoremu koja nam daje uslov da linearno preslikavanje
izmed̄u dva lokalno-konveksna prostora bude neprekidno.

Teorema 2.49. Neka je X lokalno- konveksni prostor čija topologija je
definisana preko zasićene familije semi-normi (qi)i∈I . Neka je Y lokalno
konveksni prostor čija topologija je definisana preko familije semi-normi
(rj)j∈J . Linearno preslikavanje f : X → Y je neprekidno ako i samo ako
za svaku semi-normu rj postoje semi-norma qi i M > 0 (koji zavise od j)
tako da je

rj(f(x)) ≤Mqi(x) za sve x ∈ X.

Dokaz: Pretpostavimo da je f neprekidno i neka j ∈ J . To znači da
je f neprekidno i u nuli i pošto je f(0) = 0 (linearnost) za okolinu nule
V = {y ∈ Y : rj(y) ≤ 1} u Y postoji okolina nule U u X tako da
je f(U) ⊂ V . Familija (qi)i∈I je zasićena, pa su okoline nule u X oblika
Vi,ε = {x | qi(x) ≤ ε}, ε > 0. Dakle, zbog neprekidnosti postoje i ∈ I
i γ > 0 tako da je f({x ∈ X | qi(x) ≤ γ}) ⊂ {y ∈ Y : rj(y) ≤ 1}.
Zaključujemo da za svako j ∈ J postoje i ∈ I, γ > 0 tako da qi(x) ≤ γ
implicira rj(f(x)) ≤ 1. Tada je

rj(f(x)) ≤
1

γ
qi(x) za sve x ∈ X. (2.7)

Zaista, pretpostavimo prvo da je qi(x) = 0 < γ (primetimo da je qi semi-
norma pa ne mora biti x = 0). Tada je za svako µ > 0 ispunjeno qi(µx) < γ,
pa je rj(f(µx)) = µrj(f(x)) ≤ 1. Kako je µ > 0 proizvoljno sledi da je
rj(f(x)) = 0. Ako je qi(x) ̸= 0, onda je qi(

γx
qi(x)

) = γ, pa je

rj

(
f
( γx

qi(x)

))
=

γ

qi(x)
rj(f(x)) ≤ 1.

Dakle, važi uslov (2.7).
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Pretpostavimo sada da za svaku semi-normu rj postoje semi-norma qi
i M > 0 tako da je rj(f(x)) ≤ Mqi(x). Da bismo pokazali neprekidnost
preslikavanja f dovoljno je da pokažemo neprekidnost u nuli (propozicija
2.48). Neka je W okolina nule u Y . Tada W sadrži skup oblika

{x | rjk(x) ≤ ε, 1 ≤ k ≤ n}.

Znamo da postoje indeksi ik i konstante Mk > 0, 1 ≤ k ≤ n tako da je
rjk(f(x)) ≤Mkqik(x). Neka je

V =
{
x | qik(x) ≤

ε

Mk
, 1 ≤ k ≤ n

}
.

Tada je f(V ) ⊂W , pa je tvrd̄enje dokazano. □

Napomena 2.50. Neka jeX lokalno-konveksan prostor sa zasićenom famil-
ijom semi-normi i posmatrajmo R sa uobičajenom topologijom. Linearno
preslikavanje f : X → R je neprekidno ako i samo ako postoje semi-norma
qi i M > 0 tako da je |f(x)| ≤Mqi(x) za sve x ∈ X.

Napomena 2.51. Neka su X i Y dva lokalno konveksna prostora čije
topologije su definisane preko familije semi-normi (qi)i∈I i (rj)j∈J i neka je
f : X → Y linearno preslikavanje. Tada je f neprekidno ako i samo ako za
svako j ∈ J postoji konačna familija elemenata (i1, . . . , in) elemenata u I i
pozitivan broj M tako da je

rj(f((x)) ≤M max
1≤k≤n

qik(x), za sve x ∈ X.

2.2.4 Zadaci

Zadatak 2.2. Pokazati formulu (2.1) za uravnoteženo jezgro skupa.

Zadatak 2.3. Pokazati da je uravnoteženo jezgro konveksnog skupa A
konveksan skup.
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Zadatak 2.4. Neka je X vektorski prostor na kom su date dve lokalno
konveksne topologije τ i τ ′. Neka je τ definisana preko familije semi-normi
(qi)i∈I , a τ

′ preko familije semi-normi (rj)j∈J . Tada je τ finija od τ ′ ako i
samo ako za svako rj postoji konačna potfamilija qik , 1 ≤ k ≤ n i M > 0
tako da je

rj(x) ≤M max
1≤k≤n

qik(x), za sve x ∈ X.

Uputstvo: Ovaj uslov znači da je identičko preslikavanje i : (X, τ) →
(X, τ ′) neprekidno.

2.3 Ograničeni skupovi, normabilnost, metrizabil-
nost

Definicija 2.52. Neka je X vektorski prostor i A,B neka su podskupovi od
X. Kažemo da A apsorbuje B ako postoji α > 0 tako da je B ⊂ λA za sve
|λ| ≥ α.

Napomena 2.53. Neka je A ⊂ X, gde je X vektorski prostor. Tada
je A apsorbujući (definicija 2.5) ako i samo ako A apsorbuje sve konačne
podskupove od X.

Ako je A uravnotežen, onda A apsorbuje B ako postoji µ ∈ K tako
da je B ⊂ µA. Zaista, ako postoji takvo µ, onda za |λ| ≥ |µ| sledi da je
|λ−1µ| ≤ 1, pa iz uravnoteženosti sledi

B ⊂ µA = λ(λ−1µ)A ⊂ λA.

Dakle, za α = |µ| je ispunjen uslov iz definicije 2.52

Definicija 2.54. Neka je X topološko-vektorski prostor. Skup B ⊂ X je
ograničen ako ga apsorbuje svaka okolina nule.

Napomena 2.55. Podskup E normiranog vektorskog prostora (V, ∥ · ∥) je
ograničen ako postoji C > 0 tako da je ∥v∥ ≤ C za sve v ∈ E. Primetimo
da definicija 2.54 uopštava pojam ograničenog skupa sa normiranog na
proizvoljni topološko-vektorski prostor.
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Jasno je i da je skup ograničen ako i samo ako ga apsorbuje svaka okolina
koja pripada bazi okolina nule.

Napomena 2.56. Navedimo dodatne osobine koje slede iz definicije ograničenog
skupa.

1. Svaki podskup ograničenog skupa je takod̄e ograničen.

2. Unija konačno mnogo ograničenih skupova je ograničen skup. Ovu os-
obinu je dovoljno pokazati za dva skupa. Neka suA iB dva ograničena
skupa u topološko-vektorskom prostoru X. Treba da pokažemo da
svaka okolina nule apsorbuje A∪B, odnosno da svaka okolina iz baze
okolina nule apsorbuje ovaj skup. Neka je U proizvoljna okolina iz
baze okolina nule. Tada postoji uravnotežena okolina nule V tako
da je V ⊂ U (na primer uravnoteženo jezgro od U). Kako su A i B
ograničeni postoje α, β > 0 tako da je A ⊂ αV i B ⊂ βV . Tada za
γ = max(α, β) sledi da je A ∪ B ⊂ γV , što sledi iz uravnoteženosti
okoline V . Takod̄e sledi i da je A ∪B ⊂ λV za sve skalare λ tako da
je |λ| ≥ γ. Dakle za proizvoljnu okolinu U koja je u bazi okolina nule
smo pokazali da postoji γ > 0 tako da za sve λ ∈ K tako da je |λ| ≥ γ
važi da je A ∪B ⊂ λU .

3. Jednočlani skup je ograničen zato što je svaka okolina nule apsor-
bujuća. Sledi da je skup koji se sastoji od konačno mnogo tačaka
ograničen.

4. Zatvorenje ograničenog skupa je ograničen skup (zadatak 2.6).

Definicija 2.57. Kolekcija B ograničenih skupova u X je baza okolina
ograničenih skupova ako za svaki ograničen skup B u X postoji skup P ∈ B

tako da je B ⊂ P .

Lema 2.58. U lokalno-konveksnom prostoru X postoji baza ograničenih
skupova koja se sastoji od uravnoteženih, zatvorenih, konveksnih (ograničenih)
skupova.
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Dokaz: Neka jeB ograničen skup uX. Neka je P presek svih uravnoteženih,
zatvorenih, konveksnih skupova koji sadržeB. Tada je P takod̄e uravnotežen,
zatvoren i konveksan skup koji sadrži B. Treba još pokazati da je P
ograničen. Prema propoziciji 2.21 sledi da u X postoji baza okolina nule
koja se sastoji od uravnoteženih, konveksnih, zatvorenih okolina. Neka je
V takva okolina nule. Skup B je ograničen, pa postoji α > 0 tako da je
B ⊂ λV za sve skalare λ takve da je |λ| ≥ α. Tada je i P ⊂ λV za sve
|λ| ≥ α. Dakle, tražena baza ograničenih skupova je familija nadskupova
ograničenih skupova koji su pritom presek svih uravnoteženih, zatvorenih,
konveksnih skupova koji sadrže dati ograničen skup B. □

Neka je X lokalno konveksni prostor čija topologija je definisana famil-
ijom semi-normi (qi)i∈I . Tada imamo sledeću karakterizaciju ograničenih
skupova u X.

Lema 2.59. Skup B ⊂ X je ograničen ako i samo ako je svaka semi-norma
qi ograničena na B.

Dokaz leme 2.59 ostavljamo čitaocu za vežbu.
Neka je X vektorski prostor i neka je q semi-norma na X. Znamo da

q definǐse lokalno-konveksnu topologiju τ na X. Ova topologija ima bazu
ograničenih (lema 2.59) okolina nule koja se sastoji od skupova

Vε = {x | q(x) ≤ ε}, ε > 0.

Obratno važi sledeće tvrd̄enje.

Propozicija 2.60. Neka je X lokalno-konveksan prostor u kom postoji
ograničena okolina nule. Tada topologiju prostora X možemo definisati
preko jedne semi-norme.

Dokaz: Neka je V uravnotežena, ograničena okolina nule u X. Iz propozi-
cije 2.21 sledi da postoji ograničena, zatvorena, konveksna okolina nule
W koja je sadržana u V . Tada je funkcional Minkovskog qW semi-norma,
prema teoremi 2.41 iW = {x : qW (x) ≤ 1} prema propoziciji 2.43. Skupovi

Wε = {x : qW (x) ≤ ε}, ε > 0
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formiraju bazu okolina nule za topologiju koja je data na X. Zaista, neka
je U proizvoljna okolina nule. Kako je V ograničena, onda postoji ε > 0
tako da je εV ⊂ U , pa je i Wε ⊂ U . □

Neka je X topološko-vektorski prostor čija topologija je definisana preko
jedne semi-norme q. Može se pokazati da je tada q norma ako i samo ako
je X Hauzdorfov prostor.

Ako topologija prostora X može da se definǐse preko konačne familije
semi-normi (qi)1≤i≤n, onda može da se definǐse preko jedne semi-norme q.
Na primer, možemo posmatrati q(x) = max1≤i≤n qi(x) ili q(x) =

∑n
i=1 qi(x).

Tada je za svako x ∈ X

qi(x) ≤ max
1≤i≤n

qi(x) ≤
n∑

i=1

qi(x) ≤ n max
1≤i≤n

qi(x).

2.3.1 Normabilni i metrizabilni prostori

Ako topologija topološko-vektorskog prostora može da se definǐse preko
norme, onda kažemo da je prostor normabilan. Sledi da potreban i dovoljan
uslov da prostor bude normabilan jeste da je prostor lokalno-konveksan i
Hauzdorfov i da ima ograničenu okolinu nule.

Primer 2.61. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup, K ⊂ Rn kompaktan skup,
m ∈ N0, k ∈ Z. Prostori Dm(K) i Sm

k su normabilni pošto su Hauzdorfovi
i definisani preko konačne familije semi-normi.

Topološko-vektorski prostor X je metrizabilan ako postoji metrika na X
koja definǐse datu topologiju na X. Metrizabilan prostor je uvek Hauzdor-
fov i svaka tačka ima prebrojivu bazu okolina. Recimo, za x ∈ X možemo
posmatrati lopte B1/n(x), n ≥ 1. U topološko-vektorskim prostorima važi
obrat.

Definicija 2.62. Kažemo da je metrika δ na vektorskom prostoru X transla-
ciono invarijantna ako je δ(x+ a, y + a) = δ(x, y) za sve x, y, a ∈ X.
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Teorema 2.63. Pretpostavimo da je topološko-vektorski prostor X Hauz-
dorfov i da postoji prebrojiva baza okolina nule u X. Tada se topologija na
X može definisati preko translaciono-invarijantne metrike δ.

Pretpostavimo da niz semi-normi (qn)n∈N definǐse topologiju na vek-
torskom prostoru X. Tada familija semi-normi definisana sa

rn(x) = max
1≤i≤n

qi(x)

definǐse ekvivalentnu familiju semi-normi koja zadovoljava uslov rn(x) ≤
rn+1(x) za n ∈ N i x ∈ X. Kažemo da je (rn) rastući niz semi-normi. Važi
sledeća propozicija.

Propozicija 2.64. Neka je X lokalno-konveksan Hauzdorfov prostor čija
topologija τ je definisana preko rastuće familije semi-normi (qn)n∈N. Tada
se pomoću preslikavanja x 7→ |x|, gde je

|x| =
∞∑
n=1

1

2n
qn(x)

1 + qn(x)

može definisati metrika δ(x, y) = |x− y| koja definǐse topologiju τ .

Sledi da je lokalno-konveksan prostor metrizabilan ako i samo ako je
Hauzdorfov i njegova topologija može da se definǐse preko prebrojive familije
semi-normi.

Primer 2.65. Prostori D(K) i S su metrizabilni pošto su Hauzdorfovi i
njihova topologija može da se definǐse preko prebrojive familije semi-normi.

Primer 2.66. Prostori C(Ω),E(Ω) i Em(Ω), m ∈ N0 su metrizabilni.

Definicija 2.67. Neka je X topološko-vektorski prostor sa bazom okolina
nule B. Niz (xn)n∈N elemenata u X je Košijev niz ako za svaku okolinu
V ∈ B postoji N ∈ N tako da za sve m,n > N važi da xm − xn ∈ V .

Primetimo da se definicija 2.67 poklapa sa definicijom Košijevog niza u
metričkom prostoru u slučaju kada je topološko-vektorski prostor metriz-
abilan.
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Definicija 2.68. Frešeov prostor je lokalno-konveksan prostor koji je kom-
pletan i metrizabilan.

Primer 2.69. Svaki Banahov prostor je Frešeov prostor.

Primer 2.70. Prostor C(Ω) sa topologijom uvedenom u primeru 2.30 je
Frešeov. Znamo iz primera 2.66 da je metrizabilan, a pokazali smo i da je
i lokalno-konveksan, pa ostaje da se pokaže kompletnost. Neka je (fk)k∈N
Košijev niz u C(Ω). Sledi da za svaki kompaktan skup K ⊂ Ω i za svako
ε > 0 postoji prirodan broj N = N(K, ε) tako da je za sve k, l > N i x ∈ K
zadovoljeno |fk(x) − fl(x)| < ε. Dakle za svako x ∈ Ω dobijamo Košijev
niz (fk(x))k∈N u K koji konvergira ka nekom skalaru f(x). Posmatrajmo
funkciju x 7→ f(x) koja preslikava X → K. Dokažimo da f ∈ C(Ω) i da
fk → f u C(Ω). Neka je x0 ∈ Ω proizvoljna tačka i neka je x0 ∈ K ⊂ Ω za
kompaktan skupK. Neka je ε > 0 dato. Tada postoji N = N(K, ε) tako da
je za sve k, l > N i za sve x ∈ K zadovoljeno da je liml→∞ |fk(x)−fl(x)| ≤ ε.
Sledi da je |fk(x) − f(x)| ≤ ε za sve x ∈ K, odnosno imamo uniformnu
konvergenciju niza (fk) na K, pa fk → f u C(Ω). Sledi da je f neprekidna
u x0 kao granica niza uniformno neprekidnih funkcija. Kako je x0 bila
proizvoljna sledi da f ∈ C(Ω).

Primer 2.71. Prostori Em(Ω), m ∈ N0, su Frešeovi.

Primer 2.72. Prostori K(K) i Dm(K) za 1 ≤ m < ∞ su normabilni i
kompletni. Prostor D(K) je Frešeov. Neka je K ⊂ Ω zadat kompaktan
skup. Tada prostor Dm(K) možemo da posmatramo kao potprostor od
Em(Ω) sa indukovanom topologijom od Em(Ω), za 0 ≤ m ≤ ∞. Kako je
Em(Ω) kompletan, da bismo pokazali kompletnost za Dm(K) dovoljno je da
pokažemo da je Dm(K) zatvoren u Em(Ω), odnosno da sadrži granice svih
svojih nizova. Neka je (fk) niz u Dm(K) koji konvergira ka nekoj funkciji
f ∈ Em(Ω). Pretpostavimo da x /∈ K. Tada je

|f(x)− fk(x)| = |f(x)| < ε, za k > k0(ε).

Dakle, f(x) = 0 za x /∈ K, pa je nosač od f sadržan u K, odnosno f ∈
Dm(K).
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2.3.2 Zadaci

Zadatak 2.5. Ako su X i Y topološko-vektorski prostori i f : X → Y
linearno, neprekidno preslikavanje, onda f preslikava ograničene skupove iz
X u ograničene skupove u Y . Dokazati.

Zadatak 2.6. Pokazati da je u topološko-vektorskom prostoruX zatvorenje
ograničenog skupa ograničen skup.

Zadatak 2.7. Dokazati lemu 2.59.

Zadatak 2.8. Pokazati da su prostori iz primera 2.66 metrizabilni.

2.4 Inicijalne i finalne topologije

2.4.1 Inicijalne topologije

Neka je X vektorski prostor, {(Xi, τi) : i ∈ I} familija topološko-
vektorskih prostora i fi : X → Xi, i ∈ I familija linearnih preslikavanja. Na
skupu X ćemo opisati najgrublju topologiju T za koju su sva preslikavanja
(fi)i∈I neprekidna.

Za topologiju τdisc = P (X) su sva preslikavanja (fi)i∈I neprekidna, ali cilj
nam je da dobijemo topologiju sa što manje otvorenih skupova.

Posmatrajmo kolekciju skupova

S =
{
f−1
i [Oi] : Oi ∈ τi, i ∈ I

}
.

Preslikavanja (fi)i∈I su neprekidna za neku topologiju τ na X ako i samo
ako je S ⊂ τ (prema teoremi 1.30). Iz teoreme 1.18 sledi da do topologije
T dolazimo na sledeći način:

S
konačni−−−−→
preseci

B
proizvoljne−−−−−−→

unije
T.

Topologiju T zovemo inicijalna topologija na X za familiju preslikavanja
(fi)i∈I .
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Ako je Bi baza okoline nule u Xi, i ∈ I, onda je baza okolina nule u X
za T data preko konačnih preseka oblika

f−1
i1

(U1) ∩ · · · ∩ f−1
in

(Un),

gde Uk ∈ Bk, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N.
Prostor (X,T) je topološko-vektorski prostor što dokazujemo u narednoj

propoziciji.

Propozicija 2.73. Prostor (X,T) je topološko-vektorski prostor.

Dokaz: Dokazujemo da je topologija T kompatibilna sa vektorskom struk-
turom skupa X. Dokazaćemo da važi uslov 1 iz definicije 2.1. Slično se
pokazuje i da važi uslov 2.

Neka su a, b ∈ X i

n⋂
k=1

f−1
ik

[Wk] okolina nule u (X,T), gde su Wk okoline

nule u (Xik , τik), za 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N. Obeležimo ak = fik(a) i bk = fik(b),
1 ≤ k ≤ n. Na osnovu osobine 1 za topološko-vektorski prostor (Xik , τik)
postoje okoline nule Uk i Vk u (Xik , τik), takve da za sve u ∈ ak + Uk i sve
v ∈ bk + Vk važi

u+ v ∈ ak + bk +Wk 1 ≤ k ≤ n.

Sledi da za sve x ∈ a+
n⋂

k=1

f−1
ik

[Uk] i y ∈ b+
n⋂

k=1

f−1
ik

[Vk] važi

x+ y ∈ a+ b+

n⋂
k=1

f−1
ik

[Wk],

pa je sabiranje neprekidno, odnosno važi uslov 1 iz teoreme 2.1. □

Ako su {(Xi, τi) : i ∈ I} lokalno-konveksni prostori, onda je i prostor
(X,T) lokalno-konveksan.

Propozicija 2.74. Neka je X realan vektorski prostor i {(Xi, τi) : i ∈ I}
kolekcija lokalno konveksnih prostora. Neka su fi : X → Xi, i ∈ I linearna
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preslikavanja i T inicijalna topologija na X za familiju preslikavanja (fi)i∈I .
Tada je (X,T) lokalno konveksan prostor. Ako je za i ∈ I lokalno konveksna
topologija τi definisana familijom seminormi (qiλ)λ∈Li

, onda je topologija
T definisana familijom seminormi (qiλ ◦ fi)λ∈Li, i∈I .

Dokaz: U prethodnoj propoziciji je dokazano da je (X,T) topološko-vektorski
prostor. Treba još dokazati da ima bazu konveksnih okolina nule.
Za svako i ∈ I postoji baza konveksnih okolina nule u prostoru (Xi, τi).
Ako su Uk konveksne okoline nule u (Xik , τik), 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N, onda je
n⋂

k=1

f−1
ik

[Uk] konveksna okolina nule u (X,T). Prema tome, prostor (X,T)

ima bazu konveksnih okolina nule, pa je lokalno konveksan prostor.
Za dato i ∈ I, λ ∈ Li i ε > 0 važi

f−1
i

[
{x ∈ Xi : qiλ(x) ≤ ε}

]
= {x ∈ X : (qiλ ◦ fi)(x) ≤ ε} .

Prema tome, ako je za svako i ∈ I topologija τi definisana familijom semi-
normi (qiλ)λ∈Li

, onda je topologija T na X definisana familijom seminormi

{qiλ ◦ fi : λ ∈ Li, i ∈ I}.

□

Primer 2.75. Neka je X vektorski prostor i (τi) familija topologija na X
kompatibilna sa vektorskom strukturom na X. Označimo sa Fi topološko
vektorske prostore (X, τi) i neka su fi identička bijektivna preslikavanja
iz X u Fi. Tada je inicijalna topologija τ na X za familiju (fi) zapravo
najmanje gornje ograničenje topologija τi (videti napomenu 1.19). Sledi i
da je τ kompatibilna sa vektorskom strukturom na X.

2.4.2 Finalne topologije

Neka je X vektorski prostor i neka je (Yi)i∈I familija topološko-vektorskih
prostora nad istim poljem K. Neka je za svako i ∈ I preslikavanje fi : Yi →
X linearno. Označimo sa Φ skup svih lokalno-konveksnih topologija na X
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za koje su sva preslikavanja fi neprekidna. Anti-diskretna topologija na X
pripada skupu Φ, pa je Φ neprazan. Neka je τ najmanje gornje ograničenje
topologija koje su u skupu Φ. Topologija τ je kompatibilna sa vektorskom
strukturom na X (primer 2.75). Na ovaj način smo dobili da je (X, τ)
topološko-vektorski prostor.

Posmatrajmo kolekciju R svih apsorbujućih, konveksnih, uravnoteženih
skupova V takvih da je f−1

i (V ) okolina nule u Yi. Ova kolekcija je filter
baza. Pokazaćemo da je R baza okolina nule u X za τ , iz čega sledi da je
τ lokalno-konveksna topologija.

Iz propozicije 2.22 sledi da je filter baza R baza okolina nule za neku
lokalno-konveksnu topologiju τ1 na X. Sva preslikavanja fi su neprekidna
za topologiju τ1. Znamo da je τ finija od τ1 kao najmanje gornje ograničenje
topologija u skupu Φ. Dokažimo da je τ1 finija od τ , iz čega će slediti da
je τ = τ1. Neka je U okolina nule u X za τ . Tada postoji konačna familija
(τk)1≤k≤n topologija u Φ (videti napomenu 1.19) i za svako k uravnotežena,
konveksna okolina nule Vk u X za topologiju τk tako da je ∩n

k=1Vk ⊂ U .
Kako je f−1

i (∩n
k=1Vk) = ∩n

k=1f
−1
i (Vk) sledi da

V =

n⋂
k=1

Vk ∈ R.

Preciznije, V je apsorbujući, uravnotežen, konveksan skup i za svako i ∈ I
skup f−1

i (V ) je okolina nule u Yi.
Dobili smo da je (X, τ) lokalno konveksan prostor. Štavǐse, τ je najfinija

lokalno-konveksna topologija za koju su sva preslikavanja fi neprekidna.
Ovako definisana topologija τ naziva se finalna lokalno-konveksna topologi-

ja na X za familiju (fi)i∈I .
Važe sledeće propozicije.

Propozicija 2.76. Neka je X vektorski prostor, (Yi)i∈I familija lokalno
konveksnih prostora i neka je za svako i ∈ I preslikavanje fi : Yi → X
linearno. Neka je X snabdeven najfinijom lokalno-konveksnom topologijom
τ za koju su sva preslikavanja fi neprekidna. Neka je G lokalno konveksan
prostor i g : X → G linearno preslikavanje. Tada je g neprekidno za τ ako
i samo ako su sva preslikavanja g ◦ fi neprekidna.
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Propozicija 2.77. Neka je X vektorski prostor i neka su (Ei) i (Fλ) dve
familije lokalno konveksnih prostora. Za svako i ∈ I neka je fi linearno
preslikavanje iz Ei u X i za svako λ ∈ L neka je gλ linearno preslika-
vanje iz Fλ u X. Neka je τ najfinija lokalno konveksna topologija na X za
koju su preslikavanja fi neprekidna i neka je τ ′ najfinija lokalno konveksna
topologija na X za koju su sva preslikavanja gλ neprekidna. Pretpostavimo
da za svako i ∈ I postoji neprekidno linearno preslikavanje uλi iz Ei u neko
Fλ tako da je fi = gλ ◦ uλi. Tada je τ ′ grublja od τ .

Ako dodatno za svako λ ∈ L postoji neprekidno linearno preslikavanje
viλ iz Fλ u neko Ei tako da je gλ = fi◦viλ, onda su topologije τ i τ ′ jednake.

Teorema 2.78. Neka je X vektorski prostor i neka je (Xn)n∈N niz pot-
prostora od X takvih da je Xn ⊂ Xn+1 za sve n ∈ N i X = ∪n∈NXn. Pret-
postavimo da je svaki prostor Xn snabdeven lokalno konveksnom topologi-
jom τn i da za svako n topologija indukovana sa τn+1 na Xn je τn. Neka
je τ najfinija lokalno konveksna topologija na X za koju su sva injektivna
utapanja fn : Xn → X neprekidna. Tada τ indukuje topologiju τn na Xn.

Pod pretpostavkama iz teoreme 2.78 kažemo da je X striktni induktivni
limit niza (Xn).

Primer 2.79. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup i neka je D(Ω) vektorski pros-
tor svih funkcija na Ω čiji parcijalni izvodi svih redova postoje i neprekidni
su i čiji nosač je sadržan u nekom kompaktnom podskupu od Ω. Za K ⊂ Ω
kompaktan skup neka jeD(K) potprostor onih funkcija izD(Ω) čiji nosač je
sadržan u K. Tada je D(Ω) unija potprostora D(K) po svim kompaktnim
podskupovima K ⊂ Ω. Prostore D(K) smo snabdeli lokalno-konveksnim
topologijama za koje je D(K) Frešeov prostor. Prostor D(Ω) snabdevamo
najfinijom lokalno konveksnom topologijom τ za koju su sva injektivna
preslikavanja D(K) → D(Ω) neprekidna.

Ako je K ⊂ K ′ onda je D(K) ⊂ D(K ′) i topologija od D(K ′) indukuje
na D(K) topologiju prostora D(K). Neka je (Kk)k∈N rastući niz kompakt-
nih skupova u Ω takvih da je Kk ⊂ Int(Kk+1) (sa Int(Kk+1) smo označili
unutrašnjost skupa Kk+1) i svaki kompaktan podskup od Ω je sadržan u
nekom skupu Kk. Tada je D(Kk) ⊂ D(Kk+1) i D(Ω) = ∪k∈ND(Kk). Sledi
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iz propozicije 2.77 da je τ najfinija lokalno konveksna topolgija za koju su
injektivna preslikavanja fk : D(Kk) → D(Ω) neprekidna.

Može se pokazati da je D(Ω) kompletan, Hauzdorfov prostor koji na
svakom prostoru D(K) indukuje topologiju prostora D(K).

Primer 2.80. (Geljfand-Šilov prostori) Neka f ∈ C∞(Rn) i s, σ > 0.
Kažemo da f pripada prostoru Sσs ako postoji h > 0, C > 0 tako da je

sup
x∈Rn

|xαDβf | ≤ Ch|α+β|α!sβ!σ

za sve multi-indekse α, β.
Sa Sσ

s,h označavamo prostor glatkih funkcija takvih da je

∥f∥σs,h = sup
x∈Rn

|xαDβf |
h|α+β|α!sβ!σ

<∞.

Preslikavanje ∥ · ∥σs,h : Sσ
s,h → [0,∞) je norma i na ovaj način prostor Sσ

s,h

postaje Banahov.
Jasno je da je

Sσs =
⋃
h>0

Sσ
s,h.

Prostor Sσs snabdevamo najfinijom lokalno konveksnom topologijom τ
za koju su injektivna utapanja iz Sσ

s,h u Sσs neprekidna, za svako h > 0.

Prostor (Sσs , τ) zovemo prostor Geljfand - Šilova.

2.4.3 Zadaci

Zadatak 2.9. Pokazati da niz rastućih kompaktnih skupova iz primera
2.79 postoji, odnosno konstruisati takav niz skupova.

2.5 Uparivanja

Posmatrajmo preslikavanje B : F ×G→ K, gde su F i G vektorski prostori
nad poljem K. Preslikavanje B je bilinearno, ako je linearno po svakoj
promenljivoj.
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Definicija 2.81. Neka su F i G vektorski prostori nad poljem K. Ako je na
F ×G data bilinearna forma (x, y) 7→ B(x, y), onda kažemo da su prostori
F i G upareni, odnosno da formiraju uparivanje u odnosu na bilinearnu
formu B.

Kažemo da uparivanje ili bilinearna forma razdvaja tačke od F ako za
x ∈ F, x ̸= 0 postoji y ∈ G, y ̸= 0 tako da je B(x, y) ̸= 0. Analogno,
uparivanje ili bilinearna forma razdvaja tačke od G ako za y ∈ G, y ̸= 0
postoji x ∈ F, x ̸= 0 tako da je B(x, y) ̸= 0. Ako uparivanje razdvaja
tačke i od F i od G, onda kažemo da je (F,G) dualan sistem u odnosu na
bilinearnu formu B.

Primer 2.82. Neka je X vektorski prostor i neka je X∗ skup svih linearnih
preslikavanja iz X u K. Označimo elemente u X sa x, y, . . . , a elemente u
X∗ sa x′, y′, . . . . Sabiranje i množenje skalarom na X∗ definǐsemo sa

(x′ + y′)(x) = x′(x) + y′(x), (αx′)(x) = x′(αx), α ∈ K.

Nula vektor u X∗ je preslikavanje koje dodeljuje nulu svakom elementu
x ∈ X. Lako je proveriti da na ovaj način X∗ postaje vektorski prostor
i X∗ zovemo algebarski dual od X. Ako stavimo ⟨x, x′⟩ = ⟨x′, x⟩ = x′(x)
za x ∈ X i x′ ∈ X∗, onda je preslikavanje x 7→ ⟨x, x′⟩ linearno, pošto
je x′ linearno. Takod̄e je i x′ 7→ ⟨x, x′⟩ linearno. Preslikavanje (x, x′) 7→
⟨x, x′⟩ zovemo kanonička bilinearna forma. Ova kanonička bilinearna forma
razdvaja tačke od X∗. Takod̄e razdvaja i tačke od X. Neka je x ̸= 0
element u X i neka je (ei)i∈I algebarska baza u X. Tada je x =

∑
i∈I ξiei,

gde je ξk ̸= 0 za neko k. Neka je x′ ∈ X∗ linearna forma na X koja svakom
vektoru y =

∑
i ηiei dodeljuje k−tu koordinatu. Tada je ⟨x, x′⟩ = ξk ̸= 0.

Primer 2.83. Neka je X topološko-vektorski prostor i neka je X ′ skup
svih linearnih, neprekidnih preslikavanja X → K. Tada je X ′ potprostor
algebarskog duala X∗ (za dokaz pogledati [8], strana 184, primer 2). Vek-
torski prostor X ′ zovemo (topološki) dual prostora X. Sa (x, x′) 7→ ⟨x, x′⟩
označavamo restrikciju na X×X ′ kanoničke bilinearne forme definisane na
X ×X∗. Ova bilinearna forma razdvaja tačke od X ′.
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Neka su vektorski prostori X i Y upareni u odnosu na bilinearnu formu
(x, y) 7→ B(x, y). Uvedimo lokalno konveksne topologije na X i Y , koje
ćemo zvati slabe topologije definisane uparivanjem od X i Y .

Neka y ∈ Y . Tada je preslikavanje x 7→ |B(x, y)| semi-norma na X.
Označimo ovu semi-normu sa qy. Sa σ(X,Y ) označavamo topologiju na
X koje je definisana preko familije semi-normi qy, y ∈ Y . Ovu topologiju
zovemo slaba topologija na X. Baza okolina nule u X za topologiju σ(X,Y )
je data preko skupova

Uy1....,yk,ε = {x | |B(x, yk)| ≤ ε},

gde je ε > 0 i (yk)1≤k≤n je konačna familija elemenata u Y . Analogno se
definǐse i slaba topologija na Y , označavamo je sa σ(Y,X).

2.5.1 Polarnost

Definicija 2.84. Neka su F i G vektorski prostori nad poljem K upareni
u odnosu na bilinearnu formu (x, y) 7→ B(x, y). Neka je A ⊂ F . Tada
definǐsemo polar od A, u oznaci A◦, na sledeći način:

A◦ = {y ∈ G | |B(x, y)| ≤ 1, za sve x ∈ A}.

Analogno definǐsemo i polar podskupa skupa G.

Važi sledeća propozicija:

Propozicija 2.85. Pretpostavimo da su vektorski prostori F i G upareni
u odnosu na bilinearnu formu (x, y) 7→ B(x, y). Tada važe sledeće osobine:

1. Ako je A1 ⊂ A2 ⊂ F , onda je A◦
2 ⊂ A◦

1.

2. Ako je A ⊂ F i D je uravnoteženi omotač od A, onda je A◦ = D◦.

3. A ⊂ A◦◦ = (A◦)◦.

4. A◦ = A◦◦◦.
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5. Ako je A ⊂ F , onda je A◦ uravnotežen, konveksan skup u G, zatvoren
za σ(G,F ).

6. (λA)◦ = 1
λA

◦ za skalar λ ∈ K, λ ̸= 0. Skup A◦ je apsorbujući ako i
samo ako je A ograničen za σ(F,G).

7. Ako je (Ai)i∈I familija podskupova od F , onda je(⋃
i∈I

Ai

)◦
=
⋂
i∈I

A◦
i .

Dokaz: Dokažimo osobine 1, 2, 3, 4 i 7. Za osobine 5 i 6 pogledati zadatak
2.10.

1. Neka y ∈ A◦
2. Tada je |B(x, y)| ≤ 1 za sve x ∈ A2. Kako je A1 ⊂ A2,

onda je ova nejednakost ispunjena i za x ∈ A1, pa y ∈ A◦
1.

2. Iz A ⊂ D i iz dela 1. imamo da je D◦ ⊂ A◦. Dokažimo da je A◦ ⊂ D◦.
Neka y ∈ A◦. Tada je |B(λx, y)| ≤ 1 za sve x ∈ A i |λ| ≤ 1. Kako je

D = {λx : x ∈ A, |λ| ≤ 1},

sledi da y ∈ D◦.

3. Ako x ∈ A, onda je |B(x, y)| ≤ 1 za sve y ∈ A◦, pa x ∈ A◦◦.

4. Sledi iz 1. i 3.

7. Sledi iz definicije polara.

□

2.5.2 Σ-topologije

Neka su F i G vektorski prostori upareni u odnosu na bilinearnu formu
(x, y) 7→ B(x, y). Neka je Σ kolekcija σ(F,G) ograničenih skupova. Iz
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propozicije 2.85 sledi da polari A◦ skupova A ∈ Σ formiraju kolekciju ap-
sorbujućih, uravnoteženih, konveksnih skupova u G, pa ova familija definǐse
lokalno konveksnu topologiju na G. Ovu topologiju zovemo Σ-topologija ili
topologija uniformne konvergencije na skupovima koji pripadaju Σ. Konačni
preseci skupova λA◦, λ > 0 i A ∈ Σ formiraju bazu okolina nule za Σ-
topologiju.

Primetimo da je Σ-topologija na G definisana preko familije semi-normi
qA, gde je qA(y) = supx∈A |B(x, y)|. Naime, za funkcional Minkovskog
skupova A◦ za A ∈ Σ važi

pA◦(y) = inf{ε > 0 | y ∈ εA◦} = inf{ε > 0 | |B(x, y)| ≤ ε za sve x ∈ A} =

= sup{|B(x, y)| | x ∈ A} = qA(y).

Neka je Σ kolekcija svih ograničenih skupova za σ(F,G) topologiju.
Uvodimo sledeću definiciju.

Definicija 2.86. Neka su F i G upareni vektorski prostori. Ako je Σ
kolekcija svih σ(F,G) ograničenih skupova u F , onda se odgovarajuća Σ-
topologija na G zove jaka topologija i označava se sa β(G,F ).

Topologiju β(G,F ) zovemo i topologija uniformne konvergencije na
ograničenim podskupovima od F .

Primer 2.87. Neka je E normiran prostor i E′ njegov dual. Tada je
topologija β(E′, E) zapravo topologija definisana normom na E′.

2.5.3 Zadaci

Zadatak 2.10. Dokazati osobine 5 i 6 iz propozicije 2.85.
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Glava 3

Distribucije

3.1 Motivacija

U primenjenoj matematici se često koristi takozvana Dirakova delta funkcija
δ(t), koja se uvodi kao funkcija sa osobinama:

1. δ(t) = 0 za t ̸= 0,

2.

∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1 i

3. za proizvoljnu funkciju g neprekidnu u t = 0 važi∫ ∞

−∞
δ(t)g(t)dt = g(0).

Ipak, funkcija sa ovakvim osobinama ne postoji. Integral funkcije koja
je nula svuda, osim na skupu mere nula, mora biti jednak nuli. Zato ćemo
delta funkciju predstaviti kao limes niza pogodno odabranih funkcija. Za-
mislimo niz funkcija od kojih svaka dostiže maksimalnu vrednost za t = 0 i
svaki sledeći član niza ima veću maksimalnu vrednost od prethodnog člana,
pri čemu je integral svake funkcije u nizu jednak 1. Posmatrajmo sledeći
primer.
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Primer 3.1. Dat je niz funkcija (koristio ga je Hermit 1891. godine) defin-
isanih sa

fn(t) =
1

π

n

n2t2 + 1
, n ∈ N.

Slika 3.1. Primer delta niza.

Delta funkciju možemo da posmatramo kao limes ovakvog niza funkcija
(delta niz): δ(t) = limn→∞ fn(t).
Ispostaviće se da je delta funkcija jedan primer singularnih distribucija (ili
uopštenih funkcija).

Furijeova transformacija se često koristi prilikom rešavanja linearnih
parcijalnih diferencijalnih jednačina. U svom klasičnom obliku definisana je
za L1(Rn) funkcije (apsolutno integrabilne funkcije). Furijeova transforma-
cija Hevisajdove funkcije H ne postoji u klasičnom smislu, gde je H(t) = 1
za t ≥ 0 i H(t) = 0 za t < 0. Definisanjem Furijeove transformacije na pros-
toru distribucija moći ćemo da odredimo Furijeovu transformaciju funkcije
H.

Ma koja distribucija ima izvod prozivljnog reda, za razliku od klasičnih
funkcija. Uvod̄enjem distribucionog izvoda definisaćemo prostore Sobol-
jeva.

3.2 Definicija distribucija

Neka je Ω otvoren podskup u Rn i D(Ω) prostor glatkih funkcija sa kompak-
tnim nosačem u Ω. Prostor D(Ω) snabdevamo najfinijom lokalno konvek-
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snom topologijom T za koju su kanonička injektivna preslikavanja D(K) ↪→
D(Ω) neprekidna (K je proizvoljan kompaktan podskup od Ω, topologija na
D(K) je definisana familijom semi - normi (qp), qp(f) = maxx∈K |∂pf(x)|).

Definicija 3.2. (L. Schwartz) Neka je u : D(Ω) → K neprekidno linearno
preslikavanje. Tada je u distribucija definisana na Ω.

Dakle, dual E′ = D′(Ω) prostora E = D(Ω) je prostor svih distribucija
definisanih na Ω. Obično ćemo E′ posmatrati kao prostor snabdeven jakom
topologijom β(E′, E) (definicija 2.86).

Neka je K kompaktan podskup od Ω i iK : D(K) ↪→ D(Ω) kanonička
injekcija. Tada je linearna funkcionela T na D(Ω) neprekidna ako i samo
ako su preslikavanja T ◦ iK neprekidna na D(K) za svako K. Važi sledeća
propozicija ([8], strana 97).

Propozicija 3.3. Linearna funkcionela T na D(Ω) je distribucija ako i
samo ako za svaki kompaktan podskup K od Ω postoji pozitivan broj M i
m ∈ N0 tako da je za sve φ ∈ D(K)

|⟨T, φ⟩| ≤M max
|p|≤m

max
x∈K

|∂pφ(x)|. (3.1)

Uslov (3.1) može da se zameni sa

|⟨T, φ⟩| ≤M
∑
|p|≤m

max
x

|∂pφ(x)|,

pošto imamo ekvivalentne familije semi-normi.

Primer 3.4. Neka je Ω otvoren skup u Rn i neka f ∈ C(Ω) (sa C(Ω)
označavamo prostor neprekidnih funkcija definisanih na Ω). Tada je za
svako φ ∈ D(Ω) funkcija fφ neprekidna i jednaka je nuli van nosača od
φ. Ako definǐsemo da je fφ jednaka nuli izvan Ω, onda je ovako proširena
funkcija neprekidna na Rn i ima kompaktan nosač. Sledi da

∫
Rn f(x)φ(x)dx

postoji. Preslikavanje Tf : φ 7→
∫
Rn f(x)φ(x)dx je linearna funkcionela

na D(Ω). Ovako definisano preslikavanje Tf je i neprekidno. Zaista, ako
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φ ∈ D(K), gde je K sadržan u skupu {x : |xi| ≤ 1
2a, 1 ≤ i ≤ n} i ako je

m = maxx∈K |f(x)|, onda je

|⟨T, φ⟩| ≤
∫
Rn

|f(x)φ(x)|dx ≤ manmax
x

|φ(x)|.

Preslikavanje f 7→ Tf iz C(Ω) u D′(Ω) je linearno. Pokažimo da je i injek-
tivno. Neka je f ̸= 0. Tada postoji x0 ∈ Ω tako da je f(x0) ̸= 0. Funkciju f
možemo da zapǐsemo u obliku f = f1+if2, gde su f1 i f2 realne, neprekidne
funkcije. Kako su f1 i f2 neprekidne postoje c > 0 i lopta Br(x0) tako da
važi jedna od nejednakosti fi(x) > c i fi(x) < −c za bar jedan od indeksa
i = 1, 2 za sve x ∈ Br(x0). Neka je ϕ ∈ D(Ω) funkcija za koju je ϕ(x) ≥ 0,
ϕ(x) = 1 za x ∈ B 1

2
r(x0) i ϕ(x) = 0 za x ∈ Rn\Br(x0). Tada je

⟨Tf , φ⟩ =
∫
Br(x0)

f1(x)ϕ(x)dx+ i

∫
Br(x0)

f2(x)ϕ(x)dx ̸= 0,

odakle sledi injektivnost.

U nastavku funkciju f ∈ C(Ω) identifikujemo sa distribucijom Tf i
pǐsemo ⟨f, φ⟩ umesto ⟨Tf , φ⟩.

Slično kao u prethodnom primeru prostor L1
loc(Ω) (klasa) Lebeg merljivih

funkcija, koje su Lebeg integrabilne na svakom kompaktnom skupu od Ω,
može da se posmatra kao element od D′(Ω). Važi C(Ω) ⊂ L1

loc(Ω) ⊂ D′(Ω).

Definicija 3.5. Distribucija T ∈ D′(Ω) je regularna ako postoji f ∈ L1
loc(Ω)

tako da je T = Tf , tj.

⟨T, φ⟩ =
∫
Ω
f(x)φ(x)dx = ⟨Tf , φ⟩.

Funkciju f ∈ L1
loc(Ω) identifikujemo sa distribucijom Tf i pǐsemo ⟨f, φ⟩

umesto ⟨Tf , φ⟩.

Primer 3.6. Neka je Ω otvoren skup u Rn i a ∈ Ω. Linearna funkcionela
φ 7→ φ(a) je neprekidna na D(Ω) pošto za kompaktan podskup K od Ω
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imamo |φ(a)| ≤ maxx |φ(x)| za sve φ ∈ D(K). Dobijamo distribuciju δa,
koju zovemo delta distribucija, pri čemu je ⟨δa, φ⟩ = φ(a). Distribuciju δ0
zovemo i Dirakova mera (a = 0). Delta distribucija nije regularna distribu-
cija, što ćemo pokazati u primeru 3.11.

Navedimo neke osobine prostora D(Ω) i D′(Ω).
Konvergencija niza (familije) elemenata prostora D′(Ω) u slaboj

σ(D′(Ω),D(Ω)) topologiji je ekvivalentna konvergenciji u jakoj β(D′(Ω),D(Ω))
topologiji. Kako je jaka topologija finija od slabe, jasno je da konvergencija
u jakoj topologiji implicira konvergenciju u slaboj topologiji. Propozicija
koja sledi pokazuje da važi i obratno.

Propozicija 3.7. Neka je (Tn)n∈N niz distribucija (respektivno neka je
(Tε)0<ε<α familija distribucija) i pretpostavimo da za svako φ ∈ D(Ω)
granična vrednost T (φ) = limn→∞ Tn(φ) (respektivno T (φ) = limε→0 Tε(φ))
postoji. Tada je T : φ 7→ T (φ) distribucija i (Tn) (resp.(Tε)) konvergira ka
T u jakoj topologiji u D′(Ω)

Propozicija 3.7 nam omogućava da pokažemo da je injekcija f 7→ Tf iz
C(Ω) u D′(Ω) neprekidna.

Propozicija 3.8. Injekcija f 7→ Tf iz C(Ω) u D′(Ω) je neprekidno pres-
likavanje.

Dokaz: Koristeći da je C(Ω) metrizabilan prostor i da je preslikavanje
f 7→ Tf linearno, dovoljno je pokazati da ako je (fn)n∈N niz u C(Ω) koji
konvergira ka nuli u prostoru C(Ω), onda odgovarajući niz slika (Tfn)n∈N
konvergira na nuli u prostoru D′(Ω). Neka je φ ∈ D(Ω). Iz konvergencije
niza (fn) sledi da za ε > 0 postoji n0 ∈ N, tako da je za svako n ≥ n0
ispunjeno

max
x∈suppφ

|fn(x)| ≤ ε,

pa je prema tome

|⟨Tfn , φ⟩| =
∣∣∣∣∫

Ω
fn(x)φ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ε

∫
Ω
|φ(x)|dx.
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Dakle, ⟨Tfn , φ⟩ → 0, za svako φ ∈ D(Ω). Na osnovu Propozicije 3.7 sledi
da niz (Tfn) konvergira ka nuli u prostoru D′(Ω). □

Primer 3.9. Za φ ∈ D(R) definǐsemo distribuciju

p.v.
1

x
=

∫ ∞

0

φ(x)− φ(−x)
x

dx.

Pokažimo da p.v. 1x ∈ D′(R). Linearnost je jasna, dokažimo neprekidnost.
Treba da pokažemo da važi uslov (3.1). Pretpostavimo da je supp φ ⊂
[−d, d]. Tada je∣∣∣ ∫ ∞

0

φ(x)− φ(−x)
x

dx
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫ d

0

φ(x)− φ(−x)
x

dx
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫ d

0

x
∫ 1
−1 φ

′(sx)ds

x
dx
∣∣∣

≤
∫ d

0

∫ 1

−1
|φ′(sx)|dsdx ≤ 2d max

−d≤t≤d
|φ′(t)|.

Dakle, uslov (3.1) je ispunjen za M = 2d i m = 1.

Pre nego što navedemo dalje osobine i primere, razmotrićemo ponašanje
beskonačno diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosačem. Može se
pokazati da je funkcija definisana sa

f(x) =

{
exp(− 1

x2 ), x > 0
0, x ≤ 0

beskonačno diferencijabilna.
Odatle sledi da je funkcija φ definisana sa

φ(x) =

{
exp

(
− 1

1−|x|2

)
, |x| < 1

0, |x| ≥ 1

beskonačno diferencijabilna na Rn i njen nosač je jedinična lopta

B1 = {x : |x| ≤ 1}

na Rn. Stoga je nosač funkcije x 7→ φ(x−x0
ε ) lopta Bε(x0) = {x : |x− x0| ≤

ε}, što pokazuje da ako je Ω ̸= ∅, onda D(Ω) sadrži elemente različite od
nule. Ako φ podelimo sa pozitivnom konstantom

∫
Rn φ(x)dx, dobijamo

funkciju ρ sa sledećim osobinama:
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1. ρ je glatka na Rn,

2. suppρ = B1,

3. ρ(x) > 0 za |x| < 1,

4. ρ(x) ≥ 0 za sve x ∈ Rn,

5.
∫
Rn ρ(x)dx = 1.

Za ε > 0 funkcija ρε definisana sa

ρε(x) =
1

εn
ρ
(x
ε

)
(3.2)

ima osobine 1, 4, 5 i osobine

2’. suppρε = Bε,

3’. ρε(x) > 0 za |x| < ε.

Primer 3.10. Neka je ρ neprekidna funkcija definisana na Rn sa osobinama

a) suppρ ⊂ B1,

b) ρ(x) ≥ 0 za sve x ∈ Rn,

c)
∫
Rn ρ(x)dx = 1,

gde je, kao i pre, B1 = {x : |x| ≤ 1}. Iz prethodne konstrukcije vidimo
da takva funkcija postoji. Za svako ε > 0 definǐsemo funkciju ρε sa (3.2).
Tada ρε zadovoljava uslove

a’) suppρε ⊂ Bε,

b’) ρε(x) ≥ 0 za sve x ∈ Rn,

c’)
∫
Rn ρε(x)dx = 1.



60 Distribucije

Pokažimo da ρε konvergira u D′(Rn) ka Dirakovoj meri δ, kad ε → 0. Za
φ ∈ D(Rn) imamo na osnovu c′)∫

Rn

ρε(x)φ(x)dx− φ(0) =

∫
Rn

ρε(x)(φ(x)− φ(0))dx

i koristeći osobine a′), b′), c′) dobijamo∣∣∣ ∫
Rn

ρε(x)φ(x)dx− φ(0)
∣∣∣ ≤ max

|x|≤ε
|φ(x)− φ(0)|.

Pošto desna strana gornje nejednakosti može da se napravi proizvoljno
malom za dovoljno malo ε zaključujemo da je

lim
ε→0

∫
Rn

ρε(x)φ(x)dx = φ(0),

odnosno da ρε konvergira ka δ u slaboj topologiji, pa i u jakoj, na osnovu
propozicije 3.7.

U primeru 3.6 smo uveli delta distribuciju: δa : φ 7→ φ(a), za φ ∈
D(Rn). Pokažimo da delta nije regularna distribucija.

Primer 3.11. Delta distribucija δa nije regularna distribucija.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji f ∈ L1
loc(Rn), tako

da je

⟨δa, φ⟩ =
∫
Rn

f(x)φ(x)dx, φ ∈ D(Rn).

Izaberimo ρ ∈ D(Rn) tako da je suppρ ⊂ B1(0), ρ(0) = 1 i definǐsimo
ρl(x) = ρ(l(x − x0)), l ∈ N0. Tada je suppρl ⊂ B1/l(x0), ρl(x0) = 1
(postojanje ovakve funkcije sledi iz primera 3.10). Zaključujemo da je

1 = |⟨δx0 , ρl⟩| ≤
∫
B1/l(x0)

|f(x)||ρ(l(x−x0))|dx ≤ max
x∈Rn

|ρ(x)|
∫
B1/l(x0)

|f(x)|dx.

Med̄utim, kako je

∫
B1/l(x0)

|f(x)|dx l→∞−−−→ 0, dolazimo do kontradikcije.

Dakle, δa nije regularna distribucija. □



Nosač distribucije 61

3.3 Nosač distribucije

Za funkciju f : Ω → K, gde je Ω ⊂ Rn otvoren skup, često govorimo o vred-
nosti funkcije u tački x ∈ Ω i o restrikciji te funkcije na neku okolinu tačke
x. Da bismo ove pojmove uveli i za distribucije, definisaćemo restrikciju
(lokalizaciju) distribucija na otvorene podskupove skupa Ω.

Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup i U otvoren podskup od Ω. Svaka funkcija
u D(U) može da se posmatra kao funkcija u D(Ω). Ako je T ∈ D′(Ω) onda
je restrikcija ovog preslikavanja na D(U) distribucija TU ∈ D′(U) definisana
sa ⟨TU , φ⟩ = ⟨T, φ⟩ za sve φ ∈ D(U). Preslikavanje TU je restrikcija od T
na U ili distribucija indukovana sa T na U . Ako je TU = 0, kažemo da je T
jednako nuli na U . Slično, ako su Ω1 i Ω2 dva otvorena skupa u Rn i ako
je U otvoren podskup u Ω1 ∩ Ω2, S ∈ D′(Ω1), T ∈ D′(Ω2), onda su S i T
jednaki na U ako je SU = TU .

Propozicija 3.12. Neka je Ω otvoren skup u Rn, T ∈ D′(Ω) i neka je U
otvoren podskup u Ω. Ako za svako x ∈ U postoji otvorena okolina Vx tako
da je T jednako nuli na Vx, onda je T jednako nuli na U .

Iz prethodne propozicije sledi da ako je (Ui) familija otvorenih pod-
skupova od Ω i ako je T = 0 na svakom Ui, onda je T = 0 na

⋃
i∈I Ui. Zato

naredna definicija ima smisla.

Definicija 3.13. Neka je Ω otvoren podskup u Rn i neka T ∈ D′(Ω). Ako
je U najveći otvoren podskup od Ω na kom je T jednako nuli, onda je skup
UC nosač od T i označavamo ga sa Supp(T ).

Skup Supp(T ) je zatvoren u Ω prema definiciji, kao komplement otvorenog
skupa.

Napomena 3.14. Nosač distribucije T je komplement najvećeg otvorenog
skupa na kom je T jednako nuli. Drugim rečima, tačka x ∈ Ω je element
nosača distribucije T ako i samo ako za svaku (otvorenu) okolinu V tačke
x postoji φ ∈ D(Ω), tako da je suppφ ⊂ V i ⟨T, φ⟩ ≠ 0.

Sledeća lema je posledica koju dobijamo iz definicije nosača distribucije.
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Lema 3.15. Neka je T ∈ D′(Ω) i K = SuppT . Tada je ⟨T, φ⟩ = 0, za sve
φ ∈ D(Ω), za koje je suppφ ∩K = ∅.

Dokaz: Neka je φ ∈ D(Ω) i K ∩ suppφ = ∅. Kako je suppφ ⊂ (Ω \ K)
i Ω \ K je najveći otvoren skup na kome je T jednako nuli, sledi da je
⟨T, φ⟩ = 0. □

Primer 3.16. Ako je f ∈ C(Ω), onda je SuppTf = supp f .

(⊂) Neka je x ∈ SuppTf . Iz napomene 3.14 sledi da za svaku okolinu V
tačke x postoji φ ∈ D(Ω), tako da je

suppφ ⊂ V i ⟨Tf , φ⟩ ≠ 0. (3.3)

Ako je f(x) ̸= 0, onda x ∈ supp f . Ako je f(x) = 0, pokažimo da za
svaku okolinu V tačke x važi V ∩ {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0} ̸= ∅. Pret-
postavimo suprotno, odnosno da postoji okolina W tačke x, takva da je
W ∩ {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0} = ∅. Prema (3.3) postoji φ ∈ D(Ω), tako da je
suppφ ⊂ W i ⟨Tf , φ⟩ =

∫
Rn f(x)φ(x)dx ̸= 0. Med̄utim, iz suppφ ⊂ W i

W ∩ {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0} = ∅, sledi da je f(x)φ(x) = 0, za sve x ∈ Rn, pa je
⟨Tf , φ⟩ = 0. Došli smo do kontradikcije, pa je presek svake okoline tačke x i

skupa {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0} neprazan i onda x ∈ {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0} = supp f.

(⊃) Ovu inkluziju pokazujemo kontrapozicijom. Neka x0 ∈ Ω \ SuppTf .
Na osnovu napomene 3.14, postoji okolina Bξ(x0) tačke x0, takva da je za
sve φ ∈ D(Ω), za koje je suppφ ⊂ Bξ(x0), ispunjeno da je ⟨Tf , φ⟩ = 0.
Pokažimo da x0 /∈ supp f .

Pretpostavimo suprotno, da x0 ∈ supp f . Tada za svaku okolinu V
tačke x0 važi da postoji y ∈ V , tako da je f(y) ̸= 0, pa i za okolinu Bξ(x0).
Neka je y ∈ Bξ(x0), tako da je f(y) ̸= 0. Tada postoje α > 0 i η > 0, tako
da je fi(x) > α ili fi(x) < −α, za sve x ∈ Bη(y) i bar jedan od indeksa
i ∈ {1, 2} (koristimo f = f1+if2). Neka je δ > 0, tako da je Bδ(y) ⊂ Bξ(x).
Dalje, neka je γ = min{δ, η}. Sada za funkciju ρ(x) = ρ(x−y

γ ) ∈ D(Ω), koja
ima osobine kao u primeru 3.10, važi da je supp ρ ⊂ Bγ(y) ⊂ Bξ(x0). Ako
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je, na primer, f1(x) > α, onda na osnovu osobina funkcije ρ sledi∫
Ω
f1(z)ρ(z)dz =

∫
Bγ(y)

f1(z)ρ(z)dz > α

∫
Bγ(y)

ρ(z)dz = α,

pa je ∫
Ω
f(x)ρ(x)dx ̸= 0.

Dobijamo kontradikciju sa činjenicom da za sve φ ∈ D(Ω), čiji je nosač
sadržan u Bξ(x0), važi ⟨Tf , φ⟩ = 0.

Primer 3.17. Supp(δ) = {0}.
Zaista, ako je x ̸= 0 možemo da izaberemo otvorenu okolinu U tačke x
tako da 0 /∈ U. Tada za φ ∈ D(U) imamo ⟨δ, φ⟩ = φ(0) = 0. Zato je
Supp(δ) ⊂ {0}. Sa druge strane, za svaku okolinu nule V postoji funkcija
φ ∈ D(Rn) tako da je supp(φ) ⊂ V i φ(0) ̸= 0. Zato je za takvu funkciju
φ, ⟨δ, φ⟩ = φ(0) ̸= 0 i sledi da je {0} ⊂ Suppδ.

Propozicija 3.18. Ako S, T ∈ D′(Ω), onda je

Supp(S + T ) ⊂ SuppS ∪ SuppT,

i
Supp(λT ) = SuppT, za λ ̸= 0, λ ∈ K.

Dokaz: Neka je φ ∈ D(Ω) funkcija za koju važi

supp(φ) ⊂ Ω\(SuppS ∪ Supp(T )) = Ω\Supp(S) ∩ Ω\Supp(T ).

Tada je ⟨S + T, φ⟩ = ⟨S, φ⟩+ ⟨T, φ⟩ = 0 i zato je

Ω\(SuppS ∪ SuppT ) ⊂ Ω\Supp(S + T ).

Ostatak tvrd̄enja sledi iz supp(λφ) = supp(φ) za λ ̸= 0 i ⟨λT, φ⟩ = ⟨T, λφ⟩.
□

Sledi da sve distribucije iz D′(Ω), čiji nosač je sadržan u fiksnom pod-
skupu od Ω, formiraju vektorski prostor. Slično, sve distribucije sa kom-
paktnim nosačem formiraju vektorski prostor.
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3.4 Izvod distribucije

Jedna od najvažnijih osobina distribucija je da za proizvoljno j ∈
{1, . . . , n} može da se definǐse linearno preslikavanje D′(Rn) → D′(Rn) koje
uopštava uobičajeni parcijalni izvod ∂j .Ovo preslikavanje takod̄e obeležavamo
simbolom ∂j . Neka je f neprekidno diferencijabilna funkcija i neka je
T = Tf distribucija povezana sa ovom funkcijom. Tada je razumljivo da
očekujemo da distribucija ∂jTf bude povezana sa funkcijom ∂jf.

Neka φ ∈ D(Rn). Parcijalnom integracijom u odnosu na xj i ako
uzmemo u obzir da je φ jednako nuli izvan nekog kompaktnog skupa dobi-
jamo ∫

Rn

∂jf(x)φ(x)dx = −
∫
Rn

f(x)∂jφ(x)dx.

Prethodnu jednačinu možemo da napǐsemo u obliku

⟨∂jT, φ⟩ = −⟨T, ∂jφ⟩.

Propozicija 3.19. Neka je Ω otvoren skup u Rn. Za svaki indeks j, 1 ≤
j ≤ n linearno preslikavanje φ 7→ ∂jφ iz D(Ω) u D(Ω) je neprekidno.

Dokaz: Dovoljno je pokazati da je za proizvoljni kompaktan podskup K
od Ω preslikavanje φ 7→ ∂jφ neprekidno. Neka je V okolina 0 u D(Ω).
Postoji ε > 0 i k ∈ N tako da V ∩D(K) sadrži skup

{φ : |∂pφ(x)| ≤ ε, |p| ≤ k}.

Tada je skup
U = {φ : |∂pφ(x)| ≤ ε, |p| ≤ k + 1}

okolina 0 u D(K) i iz φ ∈ U sledi da ∂jφ ∈ V. □

Posledica 3.20. Za svaki multi-indeks p ∈ Nn preslikavanje φ 7→ ∂pφ iz
D(Ω) u D(Ω) je neprekidno.

Neka je p ∈ Nn
0 . Ako je T ∈ D′(Ω), definǐsimo preslikavanje ∂pT :

D(Ω) → K, tako da je

∂pT (φ) = (−1)|p|⟨T, ∂pφ⟩, φ ∈ D(Ω).
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� Iz linearnosti distribucije T sledi da je ∂pT linearno preslikavanje.

� Neka je (φk)k∈N niz u D(Ω), φ ∈ Ω i neka φk → φ, k → ∞ u
D(Ω). Tada na osnovu neprekidnosti preslikavanja φ 7→ ∂pφ sledi
da niz (∂pφk) konvergira ka ∂pφ u prostoru D(Ω). Dalje, kako je T
neprekidna funkcionela na D(Ω), sledi da

⟨T, ∂pφk⟩
k→∞−−−→ ⟨T, ∂pφ⟩.

Iz definicije preslikavanja ∂pT sledi

⟨∂pT, φk⟩
k→∞−−−→ ⟨∂pT, φ⟩.

Uslov neprekidnosti linearne funkcionele naD(Ω) ekvivalentan je uslovu
sekvencijalne neprekidnosti, pa je ∂pT neprekidna linearna funkcionela
na D(Ω), to jest ∂pT ∈ D′(Ω).

Dobijamo da je naredna definicija dobra.

Definicija 3.21. Neka je Ω otvoren skup u Rn i p ∈ Nn
0 . Sa ∂

p označavamo
linearno preslikavanje iz D′(Ω) u D′(Ω) definisano sa

⟨∂pT, φ⟩ = (−1)|p|⟨T, ∂pφ⟩

za T ∈ D′(Ω), φ ∈ D(Ω). Preslikavabhe ∂pT = T (p) zovemo parcijalnim
izvodom reda |p| od T .

Primetimo da je ∂i∂jT = ∂j∂iT za T ∈ D′(Ω), 1 ≤ i, j ≤ n, pošto
analogna formula važi za funkcije iz D(Ω).

Znamo da je supp (∂pf) ⊂ supp f . Analogno važi i za distribucije.

Propozicija 3.22. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup i T ∈ D′(Ω). Tada je
Supp (∂pT ) ⊂ SuppT , za svako p ∈ Nn

0 .

Dokaz: Neka je x ∈ Supp (∂pT ) i V okolina tačke x. Tada postoji φ ∈
D(Ω), tako da je suppφ ⊂ V i ⟨∂pT, φ⟩ ≠ 0. Sledi da je

⟨T, ∂pφ⟩ ≠ 0.

Kako je ∂pφ ∈ D(Ω) i supp (∂pφ) ⊂ suppφ ⊂ V , sledi da je x ∈ SuppT
(videti napomenu 3.14). □



66 Distribucije

Primer 3.23. Neka je H Hevisajdova funkcija definisana na R, tj.

H(x) =

{
1, x ≥ 0,
0, x < 0.

Preslikavanje

φ 7→
∫ ∞

−∞
H(x)φ(x)dx =

∫ ∞

0
φ(x)dx

iz D(R) u K je neprekidno zato što je∣∣∣ ∫ ∞

0
φ(x)dx

∣∣∣ ≤ a ·max
x

|φ(x)|

ako je nosač od φ sadržan u intervalu [−a, a]. Dakle, H definǐse distribuciju
koju označavamo isto sa H, odnosno

⟨H,φ⟩ =
∫ ∞

0
φ(x)dx.

Prema definiciji 3.21 važi

⟨∂H,φ⟩ = −⟨H, ∂φ⟩ = −
∫ ∞

0
φ′(x)dx = φ(0) = ⟨δ, φ⟩,

odnosno, H ′ = ∂H = δ. Primetimo da je izvod Hevisajdove funkcije u
klasičnom smislu funkcija koja je jednaka 0 za x ̸= 0 i koja nije definisana
u koordinatnom početku. Ovaj primer nam ilustruje i da izvod regularne
distribucije ne mora biti regularna distribucija.

Primer 3.24. Neka je f : R → R funkcija koja je neprekidna svuda, osim
u konačno mnogo tačaka a1 < a2 < · · · < as i pri tome za svaku tačku ak,
1 ≤ k ≤ s, leve i desne granične vrednosti

f(ak + 0) = lim
ε→0+

f(ak + ε), f(ak − 0) = lim
ε→0+

f(ak − ε),

postoje i konačne su. Tada f ∈ L1
loc(R) i definǐse regularnu distribuciju Tf ,

⟨Tf , φ⟩ =
∫ ∞

−∞
f(x)φ(x)dx =

s∑
k=0

∫ ak+1

ak

f(x)φ(x)dx, φ ∈ D(R),
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gde je a0 = −∞ i as+1 = ∞.
Dodatno, pretpostavimo da na svakom intervalu (ak, ak+1), 0 ≤ k ≤ s,

funkcija f ima neprekidan prvi izvod i da u svakoj tački ak, 1 ≤ k ≤ s,
jednostrane granične vrednosti

f ′(ak +0) = lim
ε→0+

f(ak + ε)− f(ak)

ε
, f ′(ak − 0) = lim

ε→0+

f(ak − ε)− f(ak)

ε
,

postoje i konačne su. Tada f ′ ∈ L1
loc(R) i definǐse regularnu distribuciju

Tf ′ . Ako označimo jk = f(ak+0)−f(ak−0), 1 ≤ k ≤ s, onda za φ ∈ D(R)
važi

⟨∂Tf , φ⟩ = −⟨Tf , φ′⟩ = −
s∑

k=0

∫ ak+1

ak

f(x)φ′(x)dx = (⋆).

Primenom parcijalne integracije i koristeći da φ ima kompaktan nosač do-
bijamo da je

(⋆) =
s∑

k=1

jkφ(ak) +

∫ ∞

−∞
f ′(x)φ(x)dx.

Dakle,

∂Tf = Tf ′ +

s∑
k=1

jkδak .

Posebno, ako je f neprekidna funkcija, onda je ∂Tf = Tf ′ , ali u opštem
slučaju ∂Tf nije ponovo regularna distribucija.

3.5 Distribucije konačnog reda

Definicija 3.25. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup. Par (E, j), gde je E
lokalno konveksan Hauzdorfov prostor i j : E → D′(Ω) neprekidno, in-
jektivno linearno preslikavanje nazivamo injektivni par. Za sliku j(E)
kažemo da je prostor distribucija na Ω.

Često prostor E identifikujemo sa slikom j(E), pa za E kažemo da je
prostor distribucija. Napomenimo da prostor E posmatramo sa njegovom
prvobitnom topologijom, koja je finija od topologije indukovane topologi-
jom prostora D′(Ω).
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Definicija 3.26. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup. Trojku (i, E, j), gde je E
lokalno konveksan Hauzdorfov prostor, a i : D(Ω) → E i j : E → D′(Ω) su
neprekidna, injektivna linearna preslikavanja, zovemo normalni triplet,
ako su sledeći uslovi zadovoljeni:

� skup Im(i) je gust u prostoru E,

� preslikavanje j ◦ i je upravo preslikavanje φ 7→ Tφ iz D(Ω) u D(Ω),
definisano u primeru 3.4.

Prostor j(E) tada nazivamo normalan prostor distribucija.

Može se pokazati da važi naredna propozicija.

Propozicija 3.27. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup i m ∈ N0. Tada je Dm(Ω)
normalan prostor distribucija.

Sada možemo da zaključimo da je dual D′m(Ω) prostora Dm(Ω) prostor
distribucija (definicija 3.25). Sa Dm(Ω) smo označili prostor svih m puta
diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosačem sadržanim u otvorenom
skupu Ω. Takod̄e, možemo da zaključimo da imamo sledeći niz injektivnih
preslikavanja, tako da je slika svakog prostora gust skup u prostoru koji je
kodomen posmatranog preslikavanja.

D(Ω) ↪→ · · · ↪→ Dm+1(Ω) ↪→ Dm(Ω) ↪→ · · · ↪→ K(Ω)

Iste osobine ima i naredni niz preslikavanja.

K′(Ω) → · · · → D′m(Ω) → D′m+1(Ω) → · · · → D′(Ω).

Na prethodno opisan način možemo svaki od navedenih prostora pos-
matrati kao vektorski potprostor narednog prostora u nizu. Preciznije, za
0 ≤ m < k ≤ ∞, distribucija T ∈ D′k(Ω) je elemenat prostora D′m(Ω) ako i
samo ako je T restrikcija na Dk(Ω) nekog elementa T̃ ∈ D′m(Ω). Dolazimo
da naredne definicije.
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Definicija 3.28. Neka je m ∈ N. Distribucija T ∈ D′(Ω) je distribucija
reda m ako je T ∈ D′m(Ω) i T /∈ D′m−1(Ω). Distribucija T ∈ D′(Ω) je
reda nula ako je T ∈ K′(Ω). Distribucije reda nula takod̄e nazivamo i
(Radonove) mere na Ω.

Na osnovu definicije sledi da je za 0 ≤ m ≤ ∞ prostor D′m(Ω) up-
ravo prostor svih distribucija čiji je red manji ili jednak m. Za distribuciju
T ∈ D′(Ω) koja pripada nekom od prostora D′m(Ω), m ∈ N0, kažemo da je
distribucija konačnog reda.

Red distribucije T ∈ D′(Ω) je manji ili jednak m ∈ N0 ako i samo
ako je T neprekidna na D(Ω) u odnosu na (grublju) topologiju koja je
na D(Ω) indukovana topologijom prostora Dm(Ω), odnosno ako postoji
distribucija T̃ ∈ D′m(Ω), takva da je T = T̃ |D(Ω). Uzimajući u obzir
potreban i dovoljan uslov da linearna funkcionela deifnisana na lokalno-
konveksnom prostoru bude neprekidna (napomena 2.50), oblik semi-normi
koje definǐsu topologiju prostora Dm(K), gde je K kompaktan podskup
od Ω i činjenicu da je topologija prostora Dm(Ω) striktni induktivni limit
topologija na Dm(K), možemo da zaključimo da je T ∈ D′m(Ω) ako i samo
ako za svaki kompaktan skup K ⊂ Ω postoji M > 0, tako da je

|⟨T, φ⟩| ≤M max
|p|≤m

max
x∈K

|∂pφ(x)|, φ ∈ D(K) (φ ∈ Dm(K)).

Na osnovu prethodnih zaključaka i posmatrajući ekvivalentne famil-
ije seminormi na prostoru Dm(K), možemo uvesti i sledeću (ekvivalentnu
prethodnoj) definiciju distribucije konačnog reda.

Definicija 3.29. Distribucija T ∈ D′(Ω) je konačnog reda ako postoji
m ∈ N0, tako da za svaki kompaktan podskup K od Ω postoji M > 0, tako
da je

|⟨T, φ⟩| ≤M
∑
|p|≤m

max
x∈K

|∂pφ(x)|, φ ∈ D(K). (3.4)

Najmanji broj m ∈ N0 za koji je (3.4) ispunjeno naziva se red distribucije
T .
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Dajemo primere distribucija konačnog reda.

Primer 3.30. Neka je f ∈ C(Ω) i K ⊂ Ω kompaktan skup. Važi da je

|⟨Tf , φ⟩| =
∣∣∣∣∫

Ω
f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ m(K)max
x∈K

|f(x)| ·max
x∈K

|φ(x)|, φ ∈ D(K),

pa je Tf distribucija reda nula.

Primer 3.31. Neka je a ∈ Ω i K ⊂ Ω kompaktan skup. Tada je za
φ ∈ D(K) ispunjeno

|⟨δa, φ⟩| = |φ(a)| ≤ max
x∈K

|φ(x)|,

pa je δa distribucija reda nula.

Primer 3.32. Košijeva glavna vrednost za 1
x je distribucija reda 1. Neka

je K ⊂ R kompaktan skup i a > 0, tako da je K ⊂ [−a, a]. Pokazali smo u
primeru 3.9 da je

|⟨p.v.1
x
, φ⟩| ≤ 2a max

x∈[−a,a]
|φ′(x)|, φ ∈ D(K),

pa sledi da je red distribucije p.v. 1x manji ili jednak 1. Pretpostavimo da je
p.v. 1x distribucija reda nula. Tada za svaki skup K ⊂ R kompaktan skup
postoji CK > 0, tako da za svako φ ∈ D(K) važi

|⟨p.v.1
x
, φ⟩| ≤ CK max

x∈K
|φ(x)|. (3.5)

Konstruǐsimo niz funkcija (φn)n∈N, φn ∈ D([−2, 2]), 0 ≤ φn ≤ 1,

φn(x) =


1, x ∈ [ 1n , 1]

0, x /∈ [ 1
2n , 2]

.

Iz (3.5), za K = [−2, 2], sledi da postoji C > 0, tako da je

|⟨p.v.1
x
, φn⟩| ≤ Cmax

x∈K
|φn(x)| = C, za svako n ∈ N. (3.6)
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Med̄utim, za svako n ∈ N postoji ε̃ > 0, tako da za sve ε < ε̃ važi [ 1
2n , 2] ⊂

[ε,∞). Prema tome, za svako n ∈ N je

|⟨p.v.1
x
, φn⟩| =

∫ 2

1
2n

φn(x)

x
dx ≥

∫ 1

1
n

1

x
dx = ln1− ln

1

n
= lnn. (3.7)

Sada na osnovu (3.6) i (3.7) sledi da za svako n ∈ N važi da je lnn ≤ C.
Došli smo do kontradikcije, pa sledi da je p.v. 1x distribucija reda 1.

Primer 3.33. Distribucija T =
∑
n∈N

∂nδn ∈ D(R) data sa

⟨T, φ⟩ =
∑
n∈N

(∂nφ)(n), φ ∈ D(R),

nije konačnog reda.

Važe i naredna tvrd̄enja koja navodimo bez dokaza.

Posledica 3.34. Svaka distribucija koja ima kompaktan nosač je distribu-
cija konačnog reda.

Propozicija 3.35. Neka je 0 ∈ Ω. Svaka distribucija T ∈ D(Ω) za koju je
SuppT = {0} je konačna linearna kombinacija Dirakove delta distribucije
(Dirakove mere) i njenih izvoda.

3.6 Množenje distribucija

Primetimo da je diferencijalni operator na prostoru distribucija defin-
isan tako da na odred̄eni način predstavlja uopštenje diferencijalnog oper-
atora na prostoru funkcija. Prilikom definisanja operacije množenja dis-
tribucija očekivano je da ono bude uopštenje operacije množenja funkcija.
Med̄utim, takvu operaciju na prostoru distribucija nije uvek moguće defin-
isati. Videćemo da ova operacija ne mora da bude asocijativna, što je
osobina operacije množenja funkcija.
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Razmotrimo množenje distribucije beskonačno diferencijabilnom funkci-
jom. Posmatrajmo funkcije f ∈ C(Ω) i α ∈ E(Ω). Tada je funkcija αf
elemenat prostora C(Ω) i za φ ∈ D(Ω) važi

⟨Tαf , φ⟩ =
∫
Ω
α(x)f(x)φ(x) dx = ⟨Tf , αφ⟩.

Cilj je definisati proizvod αT funkcije α ∈ E(Ω) i distribucije T ∈ D′(Ω)
tako da za T = Tf bude ispunjeno da je αTf = Tαf . Važi sledeća propozi-
cija.

Propozicija 3.36. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup, 0 ≤ m ≤ ∞ i α ∈ Em(Ω).
Linearno preslikavanje φ 7→ αφ iz Dm(Ω) u Dm(Ω) je neprekidno.

Definicija 3.37. Neka je Ω ⊂ Rn otvoren skup i 0 ≤ m ≤ ∞. Ako je
α ∈ Em(Ω) i T ∈ D′m(Ω), onda je distribucija αT definisana na sledeći
način

⟨αT, φ⟩ = ⟨T, αφ⟩, φ ∈ Dm(Ω).

Važi da je αφ ∈ Dm(Ω), pa je αT dobro definisana linarna funkcionela
na Dm(Ω). Presliakvanje φ 7→ ⟨T, αφ⟩ je Prema propoziciji 3.36 kompozi-
cija neprekidnih preslikavanja φ 7→ αφ i ψ 7→ ⟨T, ψ⟩, pa je neprekidno.
Dakle, definicija je dobra.

Preslikavanje T 7→ αT iz D′m(Ω) u D′m(Ω) je transponovano preslika-
vanje neprekidnog preslikavanja φ 7→ αφ iz Dm(Ω) u Dm(Ω), pa je i ono
neprekidno. Ako prostor C(Ω) posmatramo kao potprostor prostora D′(Ω)
(pomoću injekcije f 7→ Tf ), onda restrikcija preslikavanja T 7→ αT na C(Ω)
predstavlja uobičajeno množenje funkcija f 7→ αf .

Primer 3.38. Neka δ ∈ D′(Ω), f ∈ C(Ω), f(x) = x, x ∈ Ω. Za φ ∈ D(Ω)
je

⟨xδ, φ⟩ = ⟨δ, xφ⟩ = (xφ)(0) = 0.

Primer 3.39. Neka f ∈ C(R), f(x) = x, x ∈ R, p.v. 1x ∈ D′(R). Za
φ ∈ D(R) važi

⟨x · p.v.1
x
, φ⟩ = lim

ε→0

∫
|x|>ε

xφ(x)

x
dx =

∫
R
φ(x) dx = ⟨T1, φ⟩,
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gde je T1 distribucija pridružena funkciji g ∈ C(R), g(x) = 1, x ∈ R.
Propozicija 3.40. Neka je 0 ≤ m ≤ ∞ i Ω ⊂ Rn otvoren skup. Za
α ∈ Em(Ω) i T ∈ D′m(Ω) važi

Supp (αT ) ⊂ suppα ∩ SuppT.

Dokaz: Pokazaćemo da važi

(suppα)c ∪ (SuppT )c ⊂ (Supp (αT ))c,

pri čemu komplement skupa posmatramo u odnosu na skup Ω. Pret-
postavimo da x ∈ (suppα)c. Sledi da postoji okolina V tačke x, tako
da je α(y) = 0, za sve y ∈ V . Ako za φ ∈ D(Ω) važi da je suppφ ⊂ V ,
onda je αφ(x) = 0, za sve x ∈ Ω. Prema tome sledi

⟨αT, φ⟩ = ⟨T, αφ⟩ = 0.

Možemo na osnovu napomene 3.14 da zaključimo da je x ∈ (Supp (αT ))c.
Dalje, pretpostavimo da je x ∈ (SuppT )c. Tada postoji okolina V tačke
x, tako da za svako φ ∈ D(Ω), suppφ ⊂ V , važi ⟨T, φ⟩ = 0. Kako je
supp (αφ) ⊂ suppφ sledi da je

⟨αT, φ⟩ = ⟨T, αφ⟩ = 0,

pa ponovo na osnovu napomene 3.14 zaključujemo da je x ∈ (Supp (αT ))c.
□

Propozicija 3.41. Neka je Ω ⊂ Rn i m ∈ N0. Ako je α ∈ E(Ω) i T ∈
D′(Ω), ili ako je α ∈ Em+1(Ω) i T ∈ D′m(Ω), onda sledi

∂j(αT ) = ∂jα · T + α · ∂jT, 1 ≤ j ≤ n.

Dokaz: Neka je φ ∈ D(Ω). Tada važi

⟨∂j(αT ), φ⟩ = −⟨αT, ∂jφ⟩
= −⟨T, α · ∂jφ⟩
= −⟨T, ∂j(αφ)− φ · ∂jα⟩
= ⟨∂jT, αφ⟩+ ⟨∂jα · T, φ⟩
= ⟨α · ∂jT + ∂jα · T, φ⟩.

□
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Posledica 3.42. Neka je p ∈ Nn
0 , T ∈ D′(Ω) i α ∈ E(Ω). Tada važi

∂p(αT ) =
∑
q≤p

(
p

q

)
∂qα · ∂p−qT.

Množenje distribucija Em-funkcijama je asocijativno i distributivno. Pre-
ciznije, važi sledeća propozicija.

Propozicija 3.43. Neka je 0 ≤ m ≤ ∞. Ako je α, β ∈ Em(Ω) i T, S ∈
D′m(Ω), onda važi

(α+ β)T = αT + βT, α(S + T ) = αS + αT,

(αβ)T = α(βT ).

Neka je 0 ≤ m ≤ ∞. Za α ∈ Em(Ω) i T ∈ D′m(Ω) definǐsemo da je
Tα = αT . Ako je T1, ..., Tk ∈ D′m(Ω) i ako je najmanje k − 1 distribucija
elemenat prostora Em(Ω), onda induktivno može biti definisan proizvod

T1T2 · · · Tk = T1(T2 · · · Tk).

Navedeni proizvod ne zavisi od redosleda članom u proizvodu, to jest važi
uopšteno pravilo asocijativnosti l∏

j=1

Tj

 ·

 k∏
j=l+1

Tj

 =
k∏

j=1

Tj ,

za svako 1 ≤ l < k.
Med̄utim, operacija množenja Em(Ω)×D′m(Ω) → D′m(Ω) ne može na

pogodan način biti proširena na operaciju množenja D′m(Ω) ×D′m(Ω) →
D′m(Ω). Za tako definisanu operaciju ne bi važila asocijativnost.

Primer 3.44. Posmatrajmo distribucije δ, p.v. 1x ∈ D′(R) i f ∈ C(R),
f(x) = x, x ∈ R. Za φ ∈ D(R) je

⟨(δx) · vp( 1
x
), φ⟩ =

↑
primer 3.38

⟨0 · vp( 1
x
), φ⟩ = 0,
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dakle (δx) · vp( 1x) = 0. Med̄utim,

⟨δ · (xvp( 1
x
)), φ⟩ =

↑
primer 3.39

⟨δ, φ⟩,

dakle δ · (xvp( 1x)) = δ. Sledi, (δx) · vp( 1x) ̸= δ · (xvp( 1x)).

Nemogućnost definisanja množenja proizvoljnih distribucija uD′ uzroko-
vala je probleme u fizici, na primer u hidrodinamici se javljaju proizvodi
udarnih talasa i njihovih izvoda, oblikaH(x)δ(x). To je dovelo do ideje da se
D′(Rn) utopi u neku algebru, čime bi se dobilo množenje sa uobičajenim os-
obinama. Čuveni ,,Schwartz impossibility result” pokazuje da se u ovakvom
pristupu javljaju izvesna ograničenja.

3.7 Lebegov integral, Lp prostori

Definicija 3.45. Neka je X ̸= ∅. Familiju skupova M ⊂ P(X) sa osobi-
nama

1. X ∈ M

2. A ∈ M ⇒ X \A ∈ M

3. An ∈ M, n ∈ N ⇒
⋃
n∈N

An ∈ M,

nazivamo σ-algebra na X. Par (X,M) nazivamo prostor sa σ-algebrom.
Elementi σ-algebre M su merljivi skupovi.

Definicija 3.46. Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom. Mera na M je
funkcija µ : M → [0,∞] za koju važi:

Ako je {Ai ∈ M : i ∈ N} familija disjunktnih skupova, onda je
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µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai) (σ aditivnost).

(X,M, µ) nazivamo merljiv prostor ili prostor sa merom. Skup A ∈ M

za koji je µ(A) = 0 nazivamo skup mere nula.

Mera µ je σ-konačna ako je X =

∞⋃
i=1

Ei, Ei ∈ M, µ(Ei) < ∞, za svako

i ∈ N.

Definicija 3.47. Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom. Kažemo da je
mera µ na M kompletna, to jest da je (X,M, µ) prostor sa kompletnom
merom, ako je svaki podskup merljivog skupa mere nula takod̄e merljiv skup.
Drugačije zapisano,

B ⊂ A, A ∈ M, µ(A) = 0 ⇒ B ∈ M.

Za prostor sa (nekompletnom) merom (X,M, µ) postoji najmanji pros-
tor sa kompletnom merom koji ga sadrži. Taj prostor nazivamo komple-
tiranje od M u odnosu na meru µ.
Značaj kompletnih mera je u tome što se u teoriji mera tvrd̄enja često for-
mulǐsu da važe za skoro svako (s.s) x ∈ X, a ne za svako x ∈ X. Ako je
(X,M, µ) proizvoljan prostor sa merom, kažemo da neko tvrd̄enje važi za
skoro svako x ∈ X ako postoji skup N ∈ M, µ(N) = 0, tako da tvrd̄enje
važi za svako x ∈ X \ N . U tom smislu možemo, na primer, definisati
jednakost skoro svuda ili konvergenciju skoro svuda.

Definicija 3.48. Neka je (X,M) prostor sa σ-algebrom i (Y, τ) topološki
prostor. Funkcija f : X → Y (ili f : (X,M) → (Y, τ)) je merljiva ako i
samo ako je f−1[ω] ∈ M, za svako ω ∈ τ .

Na skupovima Rn, n ∈ N podrazumevamo Lebegove σ-algebre i
Lebegove mere, koje su σ-konačne i kompletne mere.
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3.7.1 Lp prostori

Neka je (X,M, µ) prostor sa σ-konačnom, kompletnom merom µ, što u nas-
tavku podrazumevamo.

Sa L1(µ) obeležavamo skup svih realnih merljivih funkcija, f : X → R, za
koje važi ∫

X
|f |dµ <∞.

Na skupu L1(µ) možemo uvesti relaciju ekvivalencije ∼: Za f, g ∈ L1(µ) je

f ∼ g ako i samo ako f = g s.s.

Tada možemo definisati i klase ekvivalencije te relacije. Za f ∈ L1(µ) je[
f
]
∼ = {g ∈ L1(µ) : f = g s.s.}.

Odgovarajući faktor prostor obeležavamo sa L1(X). Na njemu je definisana
vektorska struktura, za

[
f
]
∼,
[
g
]
∼ ∈ L1(X) i λ ∈ R je[

f + g
]
∼ =

[
f
]
∼ +

[
g
]
∼,

[
λf
]
∼ = λ

[
f
]
∼,

gde podrazumevamo uobičajene operacije sabiranja funkcija i množenja
funkcije realnim brojem. Preslikavanje ∥ · ∥1 : L1(X) → [0,∞),∥∥[f]∼∥∥1 = ∫

X
|f |dµ,

[
f
]
∼ ∈ L1(X),

je dobro definisano, jer klasu relacije ekvivalencije čine funkcije jednake
skoro svuda.
Elemenat

[
f
]
∼ možemo označavati sa f , vodeći računa o tome da se radi o

klasi funkcija jednakih skoro svuda (identifikovane su sve funkcije jednake
skoro svuda). U tom kontekstu faktor prostor možemo identifikovati sa
početnim prostorom L1(µ) i zvati ga prostor Lebeg-integrabilnih funkcija
(u kom su prethodno identifikovane sve funkcije jednake skoro svuda).
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Uz prethodno navedene pretpostavke i uzimajući u obzir identifikaciju
skoro svuda jednakih funkcija (na način koji je opisan za L1(µ)) dajemo
naredne definicije.

Definicija 3.49. Za p ∈ R, 1 ≤ p < ∞, prostor Lp(X) je skup realnih
merljivih funkcija f : X → R za koje važi∫

X
|f |pdµ <∞

i u kojem identifikujemo funkcije jednake skoro svuda. Drugačije zapisano,

Lp(X) =

{
f : X → R : f je merljiva i

∫
X
|f |pdµ <∞

}
.

Definicija 3.50. Prostor esencijalno ograničenih funkcija, u oznaci L∞(X),
je skup realnih merljivih funkcija f : X → R za koje važi da postoje A ∈ M,
µ(A) = 0 i C > 0, tako da je

|f(x)| ≤ C, za sve x ∈ X \A

i u kojem identifikujemo funkcije jednake skoro svuda. Drugačije zapisano,

L∞(X) =

f : X → R

∣∣∣∣∣∣
f je merljiva,
postoje C > 0 i A ∈ M, µ(A) = 0, tako da je
|f(x)| ≤ C, za sve x ∈ (X \A)

 .

Sa uobičajenim operacijama sabiranja funkcija i množenja funkcije re-
alnim brojem Lp(X) je realan vektorski prostor, za svako 1 ≤ p ≤ ∞. U
narednim tvrd̄enjima predstavićemo i norme na ovim prostorima.

Lema 3.51. Neka je 1 ≤ p <∞. Preslikavanje ∥ · ∥p : Lp(X) → [0,∞),

∥f∥p =
[∫

X
|f |pdµ

] 1
p

, f ∈ Lp(X),

je norma na Lp(X).
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Lema 3.52. Preslikavanje ∥ · ∥∞ : L∞(X) → [0,∞),

∥f∥∞ = inf{C ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > C}) = 0}, f ∈ L∞(X),

je norma na L∞(X).

Teorema 3.53. Za svako 1 ≤ p ≤ ∞ prostor (Lp(X), ∥ · ∥p) je Banahov.

Teorema 3.54. Za svako 1 < p < ∞ Banahov prostor (Lp(X), ∥ · ∥p) je
refleksivan.

Napomena 3.55. Prostori (L1(X), ∥·∥1) i (L∞(X), ∥·∥∞) nisu refleksivni,
osim u trivijalnom slučaju, kada je X konačan skup.

Funkcija f : Rn → R je Lebeg integrabilna ako je merljiva i∫
Rn

|f(x)|dx <∞.

Funkcija f : Rn → C je Lebeg integrabilna ako su njeni realni i imaginarni
deo Lebeg integrabilni. Tada je∫

Rn

f(x)dx :=

∫
Rn

Re f(x)dx+ i

∫
Rn

Imf(x)dx.

Prostor svih Lebeg integrabilnih funkcija označavamo sa L1(Rn). To je
vektorski prostor na kom definǐsemo normu

∥f∥L1 :=

∫
Rd

|f(x)|dx,

pri čemu identifikujemo funkcije koje se razlikuju na skupu mere nula. Sa
ovako uvedenom normom prostor L1(Rn) je Banahov.

Često ćemo koristiti sledeću teoremu.

Teorema 3.56. (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji)
Neka je (fk)k∈N niz funkcija u L1(Rn) tako da je limk→∞ fk(x) = f(x)
skoro svuda i |fk(x)| ≤ g(x) skoro svuda za neku funkciju g ∈ L1(Rn).
Tada f ∈ L1(Rn) i

lim
k→∞

∫
Rn

fk(x)dx =

∫
Rn

f(x)dx.
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Primenom Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji možemo pokazati
sledeću teoremu.

Teorema 3.57. Neka je U ⊂ Rm otvoren skup i a ∈ U . Neka je f :
Rn × U → C funkcija koja zadovoljava sledeće uslove:

1. za svako x ∈ Rn funkcija t 7→ f(x, t) je neprekidna u a,

2. za svako t ∈ U funkcija x 7→ f(x, t) je integrabilna na Rn;

3. postoji F ∈ L1(Rn) tako da je |f(x, t)| ≤ F (x) za skoro sve x ∈ Rn i
za sve t ∈ U .

Tada je funkcija

U ∋ t 7→ g(t) :=

∫
Rn

f(x, t)dx ∈ C

neprekidna u a.

Navedimo i specijalnu formu Fubinijeve teoreme, koju ćemo koristiti u
nastavku.

Teorema 3.58. Neka su X ⊂ Rm i Y ⊂ Rn Lebeg merljivi skupovi.

1. Neka f ∈ L1(X × Y ). Tada funkcije

x 7→
∫
Y
f(x, y)dy, y 7→

∫
X
f(x, y)dx

definǐsu integrabilne funkcije na X i Y redom i važe jednakosti∫
X
(

∫
Y
f(x, y)dy)dx =

∫
X×Y

f(x, y)d(x, y) =

∫
Y
(

∫
X
f(x, y)dx)dy.

2. Ako je f Lebeg merljiva na X × Y , onda su funkcije

x 7→
∫
Y
|f(x, y)|dy, y 7→

∫
X
|f(x, y)|dx

Lebeg merljive na X i Y redom i važe jednakosti∫
X
(

∫
Y
|f(x, y)|dy)dx =

∫
X×Y

|f(x, y)|d(x, y) =
∫
Y
(

∫
X
|f(x, y)|dx)dy.
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Važi i Helderova nejednakost:

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥p′ za sve f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lp′(Rn),

gde je 1 ≤ p ≤ ∞ i 1 = 1
p + 1

p′ .

Prostor L2(Rn) je Hilbertov. Norma i unutrašnji proizvod su dati sa

∥f∥2 :=
(∫

Rn

|f(x)|2dx
) 1

2
,

(f, g)L2 :=

∫
Rn

f(x)g(x)dx

za sve f, g ∈ L2(Rn).

Za U ⊂ Rn otvoren skup definǐsemo vektorski prostor

Lp
loc(U) = {f : U → Kmerljiva | f |K ∈ Lp(K) za svakiK ⊂ U kompaktan.}

Važe i naredna tvrd̄enja.

Teorema 3.59. Neka je 1 ≤ p < ∞. Tada je C∞
c (Rn) gust u Lp(Rn), to

jest za svako f ∈ Lp(Rn) postoji niz funkcija fk ∈ C∞
c (Rn), k ∈ N, tako da

je limk→∞ ∥fk − f∥p = 0.

Teorema 3.60. Neka je U ⊂ Rn otvoren skup i neka je f ∈ L1
loc(U)

funkcija takva da je∫
U
f(x)φ(x)dx = 0 za sve φ ∈ C∞

c (U).

Tada je f(x) = 0 za skoro sve x ∈ U .

Uvodimo oznaku ⟨x⟩ = (1 + ∥x∥2)
1
2 za x ∈ Rn (,,japanska zagrada”).

Važi sledeća lema.

Lema 3.61. Neka je s > n. Tada ⟨x⟩−s ∈ L1(Rn) i (1+ ∥x∥)−s ∈ L1(Rn).
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3.7.2 Konvolucija

Neka su f ∈ C(Rn), g ∈ C(Rn) i pretpostavimo da funkcija g ima kompak-
tan nosač. Tada je za svako x ∈ Rn funkcija

y 7→ f(x− y)g(y)

neprekidna na Rn, njen nosač je podskup nosača funkcije g, pa je∫
Rn

|f(x− y)g(y)|dy <∞.

Definicija 3.62. Neka f ∈ C(Rn), g ∈ C(Rn) i neka funkcija g ima kom-
paktan nosač. Konvolucija funkcija f i g je definisana sa:

(f ∗ g)(x) :=
∫
Rn

f(x− y)g(y)dy =

∫
Rn

f(y)g(x− y)dy, x ∈ Rn.

Napomena 3.63. Druga jednakost u definiciji 3.62 se dobija preko smene
promenljive.

Navedimo neke od osobina konvolucije za neprekidne funkcije f i g i uz
pretpostavku da g ima kompaktan nosač.

(1) supp (f ∗ g) ⊂ supp f + supp g.

Pretpostavimo da x /∈ supp f +supp g. Kako je x = (x− y)+ y, sledi
da x− y /∈ supp f ili y /∈ supp g, za sve y ∈ Rn, pa je (f ∗ g)(x) = 0.
Dakle,

Rn \ (supp f + supp g) ⊂ {x ∈ Rn : (f ∗ g)(x) = 0},

odnosno

{x ∈ Rn : (f ∗ g)(x) ̸= 0} ⊂ supp f + supp g.
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Skup supp f +supp g je zatvoren (pošto je zbir zatvorenog i kompak-
tnog skupa) odakle sledi

supp(f ∗ g) ⊂ supp f + supp g.

(2) Ako funkcija f ima kompaktan nosač, onda i konvolucija f ∗ g ima
kompaktan nosač.

(3) Ako i funkcija f ima kompaktan nosač, onda je f ∗ g neprekidna
funkcija.

(4) Ako funkcija f ima kompaktan nosač i ako je φ ∈ D(Rn), onda je∫
Rn

(f ∗ g)(x)φ(x) dx =

∫
Rn

g(y)(f̆ ∗ φ)(y) dy, (3.8)

gde je f̆(x) = f(−x), x ∈ Rn.

Funkcija F (x, y) = f(x− y)g(y)φ(x) je neprekidna i ima kompaktan
nosač u Rn×Rn, pa F ∈ L1(Rn×Rn). Na osnovu Fubinijeve teoreme
sledi da je∫
Rn

∫
Rn

F (x, y)dy dx =

∫
Rn×Rn

F (x, y) d(x, y) =

∫
Rn

∫
Rn

F (x, y) dx dy.

Sledi da je∫
Rn

φ(x)

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy dx =

∫
Rn

g(y)

∫
Rn

f(x− y)φ(x) dx dy,

pa smo dokazali jednakost (3.8). Smena promenljive u drugom inte-
gralu nam daje i jednakost∫

Rn

φ(x)

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy dx =

∫
Rn

∫
Rn

f(x)g(y)φ(x+ y) dx dy.
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3.8 Furijeova transformacija

U ovom odeljku ćemo uvesti Furijeovu transformaciju i pokazaćemo njene
osnovne osobine. Videćemo da je Furijeova transformacija korisna za rešavanje
linearnih parcijalnih diferencijalnih jednačina.

Definicija 3.64. Za f ∈ L1(Rn) definǐsemo Furijeovu transformaciju f̂ sa

f̂(ξ) = F(f)(ξ) =

∫
Rn

f(x)e−ix·ξdx, (3.9)

gde je x · ξ =
n∑

i=1

xiξi.

Kako je f ∈ L1(Rn) sledi da je f(x)e−ix·ξ ∈ L1(Rn) u odnosu na x, pa
je (3.9) dobro definisana.

Važi sledeća teorema.

Teorema 3.65. 1. Preslikavanje F : L1(Rn) → C0
b (Rn) je linearno i

važi
∥F(f)∥C0

b (Rn) ≤ ∥f∥L1 .

Sa C0
b (Rn) označavamo neprekidne, ograničene funkcije i za g ∈

C0
b (Rn) je ∥g∥C0

b (Rn) = supx∈Rn |g(x)|.

2. Ako je f : Rn → C neprekidno diferencijabilna funkcija tako da f ∈
L1(Rn) i ∂jf ∈ L1(Rn), onda

F(∂xjf) = iξjF(f)(ξ). (3.10)

3. Ako f ∈ L1(Rn) i xjf ∈ L1(Rn), onda je f̂(ξ) neprekidno diferenci-
jabilna u odnosu na ξj i

∂ξj f̂(ξ) = F(−ixjf(x)). (3.11)

4. Neka f ∈ L1(Rn). Označimo sa (τyf)(x) := f(x + y), y ∈ Rn

translaciju od f za y. Tada je F(τyf)(ξ) = eiy·ξ f̂(ξ), za sve ξ ∈ Rn.



Furijeova transformacija 85

5. Neka f ∈ L1(Rn). Označimo sa (ρλf)(x) := f(λx), λ > 0 dilataciju
od f za λ. Tada je

F(ρλf)(ξ) = λ−nf̂(ξ/λ).

Dokaz: Pokazaćemo prvi deo tvrd̄enja. Pokažimo prvo da je f̂ ograničena.
Važi

∥f̂∥L∞ = sup
ξ∈Rn

|f̂ | ≤ sup
ξ∈Rn

∫
Rn

|e−ix·ξf(x)|dx = ∥f∥L1 .

Dalje označimo g(x, ξ) = e−ix·ξf(x). Tada je za fiksirano x funkcija ξ 7→
g(x, ξ) neprekidna. Zatim, za fiksirano ξ funkcija x 7→ g(x, ξ) je integra-
bilna i |g(x, ξ)| ≤ |f(x)| ∈ L1(Rn). Primenom Teoreme 3.57 dobijamo
neprekidnost za f̂ . □

Napomena 3.66. Uvodimo oznaku Dxj = 1
i ∂xj . Tada je osobina (3.10)

ekvivalentna sa

F(Dxj )(f) = ξjF(f).

Posmatrajmo sada konvoluciju dve funkcije f ∈ L1(Rn) i g ∈ Lp(Rn),
za 1 ≤ p ≤ ∞ na sledeći način:

(f ∗ g)(x) :=
∫
Rn

f(x− y)g(y)dy za skoro sve x ∈ Rn. (3.12)

Pokažimo da kada f, g ∈ L1(Rn), onda f ∗ g ∈ L1(Rn). Važi sledeća
propozicija.

Propozicija 3.67. Neka f, g ∈ L1(Rn). Tada f ∗ g ∈ L1(Rn) i F(f ∗ g) =
f̂ ĝ.

Dokaz: Primetimo da je funkcija (x, y) 7→ f(y)g(x− y) Lebeg merljiva i∫
Rn×Rn

|f(y)g(x− y)|d(x, y) =
∫

|f(y)|
∫

|g(x− y)|dxdy =
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∫
|f(y)|∥g∥1dy = ∥f∥1∥g∥1 <∞.

Primenom Teoreme 3.58 sledi da funkcija x 7→
∫
f(y)g(x−y)dy = (f ∗g)(x)

definǐse integrabilnu funkciju na Rn. Za Furijeovu transormaciju konvolu-
cije važi:

F(f ∗ g)(ξ) =
∫
e−ix·ξ(f ∗ g)(x)dx =

∫
e−ix·ξ

∫
f(y)g(x− y)dydx =

∫
f(y)

∫
g(x− y)e−ix·ξdxdy =

∫
f(y)

∫
g(z)e−i(z+y)ξdzdy =∫

f(y)e−iyξ

∫
g(z)e−izξdzdy = f̂(ξ)ĝ(ξ).

□

Napomena 3.68. Može se pokazati da za f ∈ L1(Rn) i g ∈ Lp(Rn),
1 ≤ p ≤ ∞ važi da f ∗ g ∈ Lp(Rn).

3.8.1 Prostor brzo opadajućih funkcija

Podsetimo se prostora brzo opadajućih funkcija - S(Rn).
Posmatrajmo funkciju f ∈ C∞

c (Rn). Tada ∂αx f ∈ L1(Rn) za sve α ∈ Nn
0 .

Takod̄e je i |f̂(ξ)| ≤ C(1+|ξ|)−k za svako k ∈ N0. Dodatno, (1+|x|)kf(x) ∈
L1(Rn) za sve k ∈ N0. Sledi da f̂ ∈ Ck(Rn) pri čemu su svi izvodi do reda
k za f̂ ograničeni. Med̄utim, f̂ /∈ C∞

c (Rn) (osim ako je f = 0). Ako
f ∈ C∞

c (Rn), onda f̂ ∈ S(Rn).

Definicija 3.69. Sa S(Rn) označavamo prostor svih glatkih funkcija f :
Rn → C tako da za sve α ∈ Nn

0 i za sve N ∈ N0 postoji konstanta Cα,N

tako da je
|∂αx f(x)| ≤ Cα,N (1 + |x|)−N (3.13)

uniformno po x ∈ Rn. Za f ∈ S(Rn) i m ∈ N0 definǐsemo niz semi-normi

|f |m := sup
|α|+|β|≤m

sup
x∈Rn

|xα∂βxf(x)|.
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Napomena 3.70. Funkcije u prostoru S(Rn) zovemo i Švarcove funkcije.
Jasno je da je C∞

c (Rn) ⊂ S(Rn) i e−|x|2 ∈ S(Rn)\C∞
c (Rn).

Napomena 3.71. Prostor S(Rn) snabdevamo topologijom preko familije
semi-normi | · |m i na taj način S(Rn) postaje Frešeov prostor.

Lema 3.72. Furijeova transformacija F : S(Rn) → S(Rn) je linearno pres-
likavanje. Za svako m ∈ N0 postoji Cm > 0 tako da je

|f̂ |m ≤ Cm|f |m+n+1, za sve f ∈ S(Rn).

Dokaz: Za f ∈ S(Rn) je

∥f∥1 =
∫
Rn

(1 + |x|)−n−1((1 + |x|)n+1|f(x)|) ≤ c|f |n+1.

Sledi da je (primenom teoreme 3.65)

|f̂ |0 = ∥f̂∥∞ ≤ ∥f∥1 ≤ c|f |n+1.

Ponovo primenom teoreme 3.65 znamo da je

ξαDβ
ξ f̂(ξ) = F(Dα

x (x
βf(x))).

Dobijamo da je
∥ξαDβ

ξ f̂∥∞ ≤ c|Dα
x (x

βf(x)))|n+1.

Lajbnicovo pravilo implicira

Dα
x (x

βf(x))) =
∑
γ≤α

(
α

γ

)
(Dγ

xx
β)(Dα−γ

x f(x)).

Dalje sledi da je

|Dα
x (x

βf(x)))|n+1 ≤ cα,β|f ||α|+|β|+n+1.

Kad uzmemo u obzir sve ove ocene i uzmemo supremum po α, β ∈ Nn
0 sa

|α|+ |β| ≤ m dobijamo

|f̂ |m ≤ Cm|f |m+n+1

za m ∈ N0. Dakle, F(f) ∈ S(Rn) za sve f ∈ S(Rn). □
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3.9 Inverzna Furijeova transformacija, Planšerelova
teorema

Furijeova transformacija F : S(Rn) → S(Rn) je invertibilna i inverz je dat
sa

F−1(g)(x) :=
1

(2π)n

∫
Rn

eix·ξg(ξ)dξ.

Primetimo da je ovako definisano preslikavanje dobro definisano za g ∈
L1(Rn). Preslikavanje F−1 zovemo inverzna Furijeova transformacija. Važi

F−1(g)(x) = (2π)−nF(g)(−x).

Važi sledeća lema (formula o inverziji).

Lema 3.73. Neka f ∈ S(Rn). Tada je f(x) = F−1(f̂)(x) za sve x ∈ Rn.
Dodatno, F : S(Rn) → S(Rn) je linearni izomorfizam.

Dokaz: Iz definicije preslikavanja F−1 sledi da je

F−1(f̂)(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

(∫
Rn

ei(x−y)ξf(y)dy
)
dξ.

Funkcija F (y, ξ) := ei(x−y)ξf(y) /∈ L1(R2n), pa ne možemo da primenimo
Fubinijevu teoremu. Zbog toga definǐsemo preslikavanje ψε(ξ) := e−ε2|ξ|2/2,
ε > 0 i funkcija Fε(y, ξ) := ei(x−y)ξψε(ξ)f(y) ∈ L1(R2n). Kako je limε→0 ψε(ξ) =
1 za sve ξ ∈ Rn, prema Lebegovoj teoremi o dominantnoj konvergenciji i
Fubinijevoj teoremi dobijamo

F−1(f̂)(x) = lim
ε→0

1

(2π)n

∫
Rn

(∫
Rn

ei(x−y)ξψε(ξ)f(y)dy
)
dξ

= lim
ε→0

1

(2π)n

∫
R2n

ei(x−y)ξe−ε2|ξ|2/2f(y)d(y, ξ).

Dalje koristimo smene ξ = η/ε i y = x+ εz pa je

1

(2π)n

∫
R2n

ei(x−y)ξe−ε2|ξ|2/2f(y)d(y, ξ)
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=
1

(2π)n

∫
Rn

(∫
Rn

e−iz·ηe−|η|2/2dη
)
f(x+εz)dz =

1

(2π)n/2

∫
Rn

e−|z|2/2f(x+εz)dz,

gde koristimo zadatak 3.5. Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji
implicira

lim
ε→0

1

(2π)n/2

∫
Rn

e−|z|2/2f(x+ εz)dz = f(x)
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−|z|2/2dz = f(x).

□

Važi i Planšerelova teorema, koju navodimo bez dokaza.

Teorema 3.74. Za sve f, g ∈ S(Rn) je∫
Rn

f(x)g(x)dx =
1

(2π)n

∫
Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ.

Sledi da je

∥f∥22 =
1

(2π)n
∥f̂∥22

i F može da se proširi do linearnog izomorfizma F : L2(Rn) → L2(Rn).

3.10 Temperirane distribucije i Furijeova trans-
formacija

Definicija 3.75. Prostor temperiranih distribucija S′(Rn) := (S(Rn))′ je
prostor linearnih i neprekidnih preslikavanja f : S(Rn) → C. Niz fk ∈
S′(Rn) konvergira ka f ∈ S′(Rn) ako i samo ako

⟨fk, φ⟩ → ⟨f, φ⟩, k → ∞, za sve φ ∈ S(Rn).

Koristimo oznaku ⟨f, φ⟩ := f(φ).

Napomena 3.76. 1. Ako je f : S(Rn) → C linearno, onda iz Teoreme
2.49 sledi da je f neprekidno ako i samo ako postoji m ∈ N0 i C >
tako da je

|⟨f, φ⟩| ≤ C|φ|m,S za sve φ ∈ S(Rn).
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2. Kao i u slučaju klasičnih distribucija možemo uvesti regularne tem-
perirane distribucije. Med̄utim, da bi izraz

∫
Rn f(x)φ(x)dx bio do-

bro definisan za sve φ ∈ S(Rn) nije dovoljno pretpostaviti da f ∈
L1
loc(Rn).

Pretpostavićemo da je f : Rn → C funkcija takva da f ∈ L1
loc(Rn)

i ⟨x⟩−Nf(x) ∈ L1(Rn) za neko N ∈ N0. Tada f možemo da iden-
tifikujemo sa temperiranom distribucijom Ff ∈ S′(Rn). Distribuciju
Ff definǐsemo sa

⟨Ff , φ⟩ :=
∫
Rn

f(x)φ(x)dx, za sve φ ∈ S(Rn).

Primetimo da je

|⟨Ff , φ⟩| ≤ c∥⟨x⟩−Nf∥1|φ|N,S, φ ∈ S(Rn).

Preslikavanje f 7→ Ff je injektivno zbog Teoreme 3.60. Ostavljamo
za vežbu da se pokaže da zaista Ff ∈ S′(Rn).

Primer 3.77. Nisu sve temperirane distribucije regularne. Na primer,
delta distribucija definisana sa

⟨δx0 , φ⟩ = φ(x0), φ ∈ S(Rn)

nije regularna.

Definicija 3.78. Neka f ∈ S′(Rn). Distribucioni izvod ∂αf distribucije f
je definisan sa

⟨∂αf, φ⟩ := (−1)|α|⟨f, ∂αφ⟩, φ ∈ S(Rn).

Napomena 3.79. Može se pokazati da ∂αf ∈ S′(Rn).

Primer 3.80. Hevisajdova funkcija definǐse regularnu distribuciju, to jest
H ∈ S′(R) i H ′ = δ.
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Definicija 3.81. Neka f ∈ S′(Rn). Furijeova transformacija F(f) i in-
verzna Furijeova transformacija F−1(f) su definisane kao distribucije

⟨F(f), φ⟩ = ⟨f,F(φ)⟩, za sve φ ∈ S(Rn),

⟨F−1(f), φ⟩ = ⟨f,F−1(φ)⟩, za sve φ ∈ S(Rn).

Važi sledeća teorema koju navodimo bez dokaza.

Teorema 3.82. Furijeova transformacija F : S′(Rn) → S′(Rn) je neprekidno,
linearno preslikavanje. Pritom, F−1 je inverzno preslikavanje za F i F−1 :
S′(Rn) → S′(Rn) je takod̄e linearno i neprekidno.

Primer 3.83. Izračunajmo Furijeovu transformaciju delta distribucije:

⟨F(δ), φ⟩ = ⟨δ,F(φ)⟩ = F(φ)(0) = ⟨1, φ⟩, φ ∈ S(Rn).

Dakle, F(δ) = 1.

Napomena 3.84. Važi S′(Rn) ⊂ D′(Rn). Inkluzija je striktna. Na primer,
ex

2 ∈ D′(R)\S′(R).

Primer 3.85. Neka je H Hevisajdova distribucija i znamo da je

H ′ = δ.

Važi da je H ∈ L∞(Rn) ⊂ S′. Primenom Furijeove transformacije i na
osnovu primera 3.83, sledi da je

iξF(H) = F(δ) = 1.

Iz primera 3.39 imamo da je (na D′)

ξvp(
1

ξ
) = 1.

Sledi da je

iξF(H) = ξvp(
1

ξ
),
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to jest

ξ(iF(H)− vp(
1

ξ
)) = 0.

Pokažimo da za T ∈ D′ važi

ξT = 0 ⇒ T |R\{0} = 0.

Pretpostavimo suprotno, da postoji φ ∈ D, tako da je suppφ ⊂ R \ {0} i

⟨T, φ⟩ ≠ 0.

Tada za 1
ξφ ∈ D važi supp (1ξφ) ⊂ suppφ ⊂ R \ {0} i

⟨ξT, 1
ξ
φ⟩ = ⟨T, ξ 1

ξ
φ⟩ = ⟨T, φ⟩ ≠ 0.

Dobili smo kontradikciju sa pretpostavkom da je ξT = 0. Dakle, T |R\{0} =
0, pa sledi da je

SuppT ⊂ {0}.

Sada na osnovu propozicije 3.35 sledi da je

T =
m∑
j=0

cjδ
(j).

Pretpostavimo, na primer da je c1 ̸= 0. Tada bi za φ ∈ D važilo

⟨ξT, φ⟩ = ⟨c0δ, ξφ⟩+ ⟨c1δ(1), ξφ⟩ = c0 · 0 · φ(0)− c1⟨δ, (ξφ)′⟩ = −c1φ(0),

pa dolazimo do kontradikcije sa ξT = 0. Slično zaključujemo da je cj = 0,
j ∈ {1, ...,m}. Dakle, sledi da je T = cδ, c ∈ K. Možemo da zaključimo da
je

iF(H)− vp(
1

ξ
) = c̃δ,

ili ekvivalentno

(⋆) F(H) + ivp(
1

ξ
) = cδ.
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Važi da je
H + H̆ = 1,

pa primenom Furijeove transformacije i njenih osobina dobijamo

(⋆⋆) F(H) + (F(H))˘= F(1) = 2πδ.

Takod̄e, za φ ∈ D važi

⟨(vp(1
ξ
))˘, φ⟩ = lim

ε→0

∫
|ξ|>ε

φ(−ξ)
ξ

dξ = lim
ε→0

(
−
∫
|ξ|>ε

φ(ξ)

ξ
dξ

)
= −⟨vp(1

ξ
), φ⟩.

Dakle,

(⋆ ⋆ ⋆) (vp(
1

ξ
))˘= −vp(

1

ξ
).

Na osnovu svega što smo pokazali sledi

cδ = cδ̆ =
↑
(⋆)

(F(H))˘+ i(vp(
1

ξ
))˘ =

↑
(⋆⋆), (⋆⋆⋆)

2πδ − F(H)− ivp(
1

ξ
) =

↑
(⋆)

2πδ − cδ.

Dakle, c = π i

F(H) = πδ − ivp(
1

ξ
).

3.11 Prostori Soboljeva

Definicija 3.86. Neka je 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N0. Prostor Soboljeva reda m
definǐsemo sa

Wm
p (Rn) = {f ∈ Lp(Rn) | ∂αf ∈ Lp(Rn), |α| ≤ m}.

Takod̄e definǐsemo

∥f∥Wm
p

=
( ∑

|α|≤m

∥∂αf∥pp
) 1

p
za 1 ≤ p <∞,

∥f∥Wm
∞ = max

|α|≤m
∥∂αf∥∞.
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Izvod ∂αf je definisan kao izvod u S′(Rn). Pritom, ako ∂αf ∈ Lp(Rn),
onda ∂αf definǐse regularnu distribuciju, odnosno postoji gα ∈ Lp(Rn) tako
da je

⟨∂αf, φ⟩ =
∫
Rn

gα(x)φ(x)dx, za sve φ ∈ S(Rn).

Uobičajeno, identifikujemo ∂αf i gα.

Napomena 3.87. Važi S(Rn) ⊂ Lp(Rn) ⊂ S′(Rn) za sve 1 ≤ p ≤ ∞.
Pritom, funkcije iz Lp(Rn) posmatramo kao regularne distribucije u S′(Rn).

Napomena 3.88. 1. Za p = 2 koristimo oznaku Hm(Rn) = Wm
2 (Rn).

Prostori Hm(Rn) su Hilbertovi, pri čemu je unutrašnji proizvod dat
sa

(f, g)Hm =
∑

|α|≤m

∫
Rn

∂αf(x)∂αg(x)dx.

2. Za m1 ≤ m2 je Wm2
p (Rn) ⊂ Wm1

p (Rn). Primetimo i da je W 0
p (Rn) =

Lp(Rn). Prostori (Wm
p (Rn), ∥ · ∥Wm

p
) su Banahovi.

Primer 3.89. Pokazati da rešenje jednačine u(4) + u = f , f ∈ L2(R)
pripada prostoru H4(R).

Rešenje: Treba pokazati da u, u′, u′′, u(3) i u(4) pripadaju prostoru L2(R).
Primenom Furijeove transformacije na obe strane jednakosti dobijamo (ξ4+
1)F(u) = Ff ∈ L2(R). Odavde sledi da F(u) ∈ L2(R), pa onda i u ∈ L2(R).
Takod̄e možemo zaključiti i da ξFu ∈ L2(R), pa onda i F(u′) ∈ L2(R).
Sledi da u′ ∈ L2(R). Analogno se dobija da i ostali izvodi pripadaju L2(R).

□

Definǐsimo za s ∈ R Beselov potencijal sa

Jsf = F−1(1 + ∥ξ∥2)s/2Ff, f ∈ S′(Rn).

Sada možemo da proširimo definiciju prostora Wm
p (Rn) na slučaj kada je

m realan broj.
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Definicija 3.90. Neka je s ∈ R i 1 ≤ p ≤ ∞ i neka je

∥f∥Hs
p
= ∥Jsf∥p.

Nehomogeni prostor Soboljeva Hs
p(Rn) definǐsemo sa

Hs
p(Rn) = {f ∈ S′(Rn) : ∥f∥Hs

p
<∞}.

Kada je p = 2 pǐsemo Hs(Rn) umesto Hs
2(Rn).

Na ovaj način prostor Hs
p(Rn) je normiran prostor i Banahov. Zaista,

neka je (fm) Košijev niz u Hs
p . Prostor L

p je kompletan, pa sledi da postoji
g ∈ Lp tako da je

∥fm − J−sg∥Hs
p
= ∥Jsfm − g∥Lp → 0, m→ ∞.

Jasno je da J−sg ∈ S′, pa je Hs
p kompletan.

Teorema 3.91. Neka s ∈ R i 1 ≤ p ≤ ∞. Tada važi:

1. S je gust u Hs
p , 1 ≤ p <∞,

2. Hs+ε
p ⊂ Hs

p za svako ε > 0,

3. Hs
p ⊂ L∞ za sve s > n/p

Dokaz: 1. Neka f ∈ Hs
p , odnosno Jsf ∈ Lp. Pošto je S gust u Lp

(1 ≤ p <∞), onda postoji g ∈ S tako da je

∥f − J−sg∥Hs
p
= ∥Jsf − g∥p

i ova razlika je manja od svakog datog pozitvnog broja. Kako J−sg ∈
S sledi da je S gust u Hs

p .

2. Može se pokazati da za ε > 0 operator J−ε slika Lp u Lp sa normom
1. Neka f ∈ Hs+ε

p . Dobijamo

∥f∥Hs
p
= ∥Jsf∥p = ∥J−εJs+εf∥p ≤ ∥Js+εf∥p = ∥f∥Hs+ε

p
.
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3. Za s > 0 označimo Gs(x) = F−1((1 + ∥ξ∥2)−s/2)(x). Tada Gs ∈ Lp′

za 1 ≤ p ≤ ∞, s > n/p i 1
p + 1

p′ = 1. Iz Jangove nejednakosti sledi

∥f∥∞ = ∥F−1(1 + |ξ|2)−s/2(1 + |ξ|2)s/2Ff∥∞

= ∥F−1(1 + |ξ|2)−s/2 ∗ Jsf∥∞ ≤ ∥F−1(1 + |ξ|2)−s/2∥p′∥Jsf∥p
= ∥Gs(x)∥p′∥f∥Hs

p
≤ C∥f∥Hs

p
.

□

Napomena 3.92. Može se pokazati da je Wm
p (Rn) = Hm

p (Rn) za m ∈ N0,
1 ≤ p ≤ ∞.

3.12 Zadaci

Zadatak 3.1. Koja od sledećih preslikavanja definǐsu distribucije u D′(R):

1. ⟨u, φ⟩ =
∑∞

k=0 φ(k),

2. ⟨u, φ⟩ =
∫
R φ

2(x)dx.

Zadatak 3.2. 1. Pokazati da ln|x| ∈ L1
loc(R).

2. Pokazati da je (ln|x|)′ = p.v. 1x u D′(R).

Zadatak 3.3. Ako je p ∈ Nn, onda je izvod ∂pδ = δ(p) definisan sa

⟨δ(p), φ⟩ = (−1)|p|φ(p)(0),

gde φ ∈ D i φ(p) = ∂pφ. Dokazati.

Zadatak 3.4. Pokazati da Hermitov niz fn(t) = 1
π

n
n2t2+1

, n ∈ N (videti
primer 3.1) konvergira ka delta distribuciji, odnosno da fn → δ, n → ∞ u
D′(R).

Zadatak 3.5. Neka je f(x) = e−∥x∥2/2, x ∈ Rn. Tada je f̂(ξ) = (2π)n/2e−∥ξ∥2/2.
Dokazati.



Zadaci 97

Zadatak 3.6. Pokazati da je

F(e−λ|x|)(ξ) =
2λ

(λ2 + ξ2)
, x ∈ R, λ > 0.

Zadatak 3.7. Rešiti jednačinu

uxx + uyy = 0, u(x, 0) = f(x), x ∈ R, y > 0, f ∈ L1(R).

Ideja: jedna mogućnost je da se primeni Furijeova transformacija po x.

Zadatak 3.8. Pokazati osobine 2, 3, 4, 5 navedene u Teoremi 3.65.

Zadatak 3.9. Pokazati Lemu 3.61.

Zadatak 3.10. Pokazati da je C∞
c (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞.

Zatim pokazati da je S(Rn) gust u Lp(Rn) za 1 ≤ p < ∞ (u normi ∥ · ∥p).
Da li je S(Rn) gust u L∞(Rn)(u normi ∥ · ∥∞)?
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