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Predgovor

Udzbenik je namenjen laksem savladavanju gradiva predmeta Napredne
teme funkcionalne analize. Predmet je izborni za studente master studija
matematike na Prirodno-matematickom fakultetu, Univerziteta u Novom
Sadu. Pored studenata udzbenik mogu da koriste i svi koji zele viSe da
znaju o topolosko-vektorskim prostorima i teoriji distribucija.

Materija je organizovana u dve celine. U prvom delu se bavimo poj-
movima koji su nam potrebni da bismo u drugom delu mogli da definiSemo
prostor distribucija. Uvodimo topolosko-vektorske prostore i bavimo se
specijalnom klasom ovih prostora, lokalno-konveksnim prostorima. Pokazuje
se da se lokalno-konveksni prostor moze zadati preko familije semi-normi,
ali da vazi i obrat. Naime, ako je data neka lokalno-konveksna topologija,
onda postoji familija semi-normi koja opisuje upravo datu topologiju.

Zatim dajemo karakterizaciju neprekidnih linearnih preslikavanja izmedu
dva prostora na kojima su date lokalno-konveksne topologije. Uvodimo i
pojmove normabilnih i metrizablinih prostora, dajemo primere takvih pros-
tora i navodimo njihove osnovne osobine.

U narednom poglavlju definiSemo finalne topologije, prostor test funkcija
snabdevamo finalnom topologijom i tako dolazimo do pojma distribucija
kao neprekidnih, linearnih preslikavanja ¢iji domen je odgovarajuéi prostor
test funkcija.

U drugom delu uvodimo pojmove mnozenja distribucija, izvoda i nosaca
distribucija. Analiziramo i osnovne osobine Furijeove transformacije i na
kraju dajemo definiciju i osnovna svojstva Soboljevljevih prostora kao i
odnosa medu njima (teoreme o utapanju).
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Nakon nekih poglavlja su dati zadaci koji su namenjeni za samostalni
rad studenata i doprinose boljem razumevanju gradiva.

Zahvaljujem se recenzentima dr Marku Nedeljkovu, redovnom profe-
soru Prirodno-matematickog fakulteta u Novom Sadu, dr Nenadu Teo-
fanovu, redovnom profesoru Prirodno-matematickog fakulteta u Novom
Sadu i dr Ivanu Ivecu, docentu Metalurskog fakulteta, Sveucilista u Za-
grebu na veoma detaljnom c¢itanju udzbenika i davanju korisnih sugestija.
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Glava 1

Uvod

U ovom poglavlju ¢emo izloziti osnovne pojmove i tvrdenja, da bismo u
narednim poglavljima mogli da uvedemo topolosko-vektorske prostore i da
se bavimo njihovim svojstvima.

1.1 Topoloski i vektorski prostori - definicije i os-
obine

Podsetimo se definicija i osobina u vezi sa vektorskim i topoloskim pros-

torima koje ¢emo koristiti u nastavku. Za dokaze navedenih tvrdenja

upucujemo Citaoca na [9].
Prvo navodimo definiciju vektorskog prostora.

Definicija 1.1. Neka je (X, +) komutativna grupa, a (K, +,-) polje. Tada
je X wektorski prostor nad poljem K ako je definisano preslikavanje K x
X — X, odnosno («,a) — aa koje za sve o, B € K i a,b € X zadovoljava
sledeée osobine:

1. afa+b) = aa+ ab;
2. (a+ B)a = aa+ Ba;
3. (af)a = a(fa);
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4. la = a.
Sa 1 smo oznadili neutralni element za mnoZenje u polju K.

Napomena 1.2. U nastavku podrazumevamo da K € {R, C}, odnosno da
radimo sa realnim ili kompleksnim vektorskim prostorima.

Definicija 1.3. Neka je X # (). Kolekcija T podskupova skupa X je kolek-
cija otvorenih skupova ako vaZe sledeéi uslovi:

(01) Der, X er,
(02) za svako O1,02 € T vazi da O1 N Oy € T,
(03) za svaku kolekciju skupova {O; :i € I} C 7 vazi da |J;c; O; € 7.

Za kolekciju T kazemo da je topologija na skupu X, a za (X, 7) kaZemo da
je topoloski prostor.

Skup F C X je zatvoren ako i samo ako je njegov komplement X\F
otvoren skup.

Primer 1.4. Za bilo koji skup X # () kolekcija svih podskupova skupa X je
topologija na X. Ovu topologiju zovemo diskretna topologija i ozna¢avamo
je sa Tgise. Dakle 7455 = P(X), gde je P(X) partitivni skup skupa X.

Kolekcija 7 = {0, X} je takode topologija na skupu X koju zovemo
antidiskretna topologija i oznacavamo je sa Tggisc-

Ako su 71 i ™ topologije na skupu X i ako je 71 C 79, onda kazemo
da je topologija 7o finija od topologije 71, odnosno da je 71 grublja od 7».
Primetimo da za proizvoljnu topologiju 7 na skupu X vazi Tugsc C T C
Tdise, 0dNOSNO Tu4isc je najgrublja topologija na skupu X, a 74 je najfinija
topologija na skupu X.

Primer 1.5. (Uobicajena topologija na skupu R) Neka je O C R
skup koji ima sledeta svojstva: za svaku tacku x € O postoji realan broj
r > 0 tako da je (x —r,z +r) C O. Ako je 7 kolekcija podskupova O C R
sa navedenim svojstvom moze se pokazati da je 7 topologija na skupu R.
Topologiju 7 zovemo uobicajena topologija na R i oznacavamo je sa 7yp-
Primetimo da je ovo standardna topologija na realnoj pravoj sa kojom se
sre¢emo u matematickoj analizi.
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1.1.1 Baza topologije

Definicija 1.6. Neka je (X,7) topoloski prostor. Familija B C P(X) je
baza topologije T ako vaze sledeéi uslovi:

(B1) B Cr,
(B2) svaki otvoren skup O € T moze da se prikaze kao unija elemenata iz B,
odnosno postoji kolekcija {Bj : j € J} C B tako da je O = UjeJ B;.

Primetimo da iz definicije 1.6 sledi da je svaka topologija 7 na skupu X
baza topologije 7.

U mnogim slucajevima se topologija na skupu X zadaje navodenjem
elemenata neke njene baze.

Definicija 1.7. Neka je X # (. Tada je familija B C P(X) baza neke
topologije na skupu X ako i samo ako je familija {Uges'B : B’ C B}
topologija na skupu X.

Naredna teorema nam daje dodatne informacije o bazi B neke topologije
na skupu X.

Teorema 1.8. Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na skupu X
ako i samo ako vaZe uslovi:

(BNJ) UBE%B = X;

(BN2) za sve Bi,By € B postoji familija {B; : i € I} C B tako da je
BN By = Uz’e[ B;.

Iz teoreme 1.8 sledi naredna posledica.
Posledica 1.9. Neka kolekcija podskupova B C P(X) zadovoljava uslove:
(BN1) UBEBB =X,
(BN2) za sve By, B € B vazi B1 N By € BU{0}.
Tada je kolekcija B baza neke topologije na skupu X.

Primer 1.10. Familija otvorenih intervala B = {(a,b) : a,b € R, a < b}
je baza uobicajene topologije na skupu R.
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Metricki i normirani prostori

Posebna klasa topoloskih prostora su prostori ¢ija topologija je odredena
nekom metrikom.

Definicija 1.11. Neka je X # (. Funkcija d : X x X — [0,00) koja
ispunjava uslove

(M1) d(z,y) =0 < z =y,

(M2) d(x,y) = d(y,z),

(M3) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y),

je metrika na skupu X, a za (X,d) kaZemo da je metricki prostor.

Zax € X ir >0 skup
B(e,r) = {y € X : d(z,y) < 1}

zovemo otvorena lopta sa centrom u tacki z i polupreénikom r. Cesto ¢emo
koristiti i oznaku B, (z) umesto B(zx,r).
Na svakom metrickom prostoru mozemo definisati topologiju.

Teorema 1.12. Neka je (X,d) metricki prostor. Tada je kolekcija svih
otvorenih lopti By = {B(z,r) : x € X, r > 0} baza neke topologije 74 na
skupu X.

Definicija 1.13. Topologiju 174 definisanu u teoremi 1.12 zovemo topologi-
jom koja je odredena (indukovana) metrikom d.

Topoloski prostor (X, T) je metrizabilan ako i samo ako postoji metrika
d na skupu X tako da je T = 14.

Sledi da u je u metrickom prostoru skup otvoren ako i samo je unija
neke familije otvorenih lopti. Sledeéa teorema daje jos jednu karakterizaciju
otvorenih skupova u metrickom prostoru.

Teorema 1.14. U metrickom prostoru (X, d) skup O C X je otvoren ako
i samo ako za svaku tacku x € O postoji broj r > 0 tako da je B(x,r) C O.
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Primer 1.15. Prostor (R,7,) je metrizabilan. Vazi 7, = 74, gde je
funkcija d : R? — [0, 00) definisana sa d(z,y) = |z — y|, za sve x,y € R.

Posebno vazni primeri metrickih prostora su normirani vektorski pros-
tori. Neka je X vektorski prostor nad poljem R. Definisimo preslikavanje
|- ]| : X — R tako da za sve z,y € X i o € R vazi:

(N1) [l]| = 0,
(N2) ||z|| = 0 ako i samo ako je z =0,

(N3) o] = |aff|],
(N4) lz +yll <[]l + lly]l-

Preslikavanje || - || je norma na X, a (X, || -||) je normiran vektorski prostor.
Tada je

d(z,y) = ||z —yl|
metrika na skupu X. Sledi da je svaki normiran prostor i metricki prostor
(pa i topoloski prostor).

1.1.2 Podbaza topologije

Nekad na skupu X zelimo da definisemo topologiju tako da odabrana famil-
ija 8 podskupova skupa X bude familija otvorenih skupova. Ukoliko ta
familija nije topologija, onda je treba dopuniti i obi¢no je cilj da proSirenje
familije bude minimalno.

Definicija 1.16. Neka je (X, 7) topoloski prostor. Familija P C P(X) je
podbaza topologije T ako vaze uslovi:

(PB1) P C T,
(PB2) familija svih konacnih preseka elemenata P je neka baza topologije T.

Teorema 1.17. Neka je X # 0 i 8 neka familija podskupova skupa X .
Tada postoji najgrublja topologija na skupu X koja sadrzi familiju S.
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Oznacimo sa 7(8) najgrublju topologiju koja sadrzi familiju 8. Sledec¢a
teorema daje odgovor kako se topologija 7(8) dobija od familije 8, pod
pretpostavkom (J .5 A = X.

Teorema 1.18. Neka je X # () i 8 C P(X) tako da je|J es A= X. Tada
je familija B svih konacnih preseka elemenata kolekcije 8 baza topologije T
na skupu X ¢ija podbaza je 8. Pritom je T najgrublja topologija na skupu
X koja sadrzi familiju 8.

Napomena 1.19. Neka je (7;);c; neprazna kolekcija topologija na skupu
X. Tada postoji topologija 7 na X koja je najmanje gornje ogranicenje
topologija 7;. To je topologija koja ima sledete osobine:

1. 7 je finija od svake topologije 7;,¢ € I, odnosno 7; C T za sve i € I,
2. Ako je 7 finija od svake topologije 7;, onda je 7 finija od 7.

Skup U, 7i je podbaza najmanjeg gornjeg ogranicenja topologija 7;.

1.1.3 Topologija zadata preko okolina

Definicija 1.20. Neka je (X, T) topoloski prostor. Skup E C X je okolina
tacke x € X ako i samo ako postoji otvoren skup O € 7 tako dax € O C F.
Familiju svih okolina tacke x oznacavamo sa U(x).

Primer 1.21. U prostoru (R, 7,0p) skupovi [—1,1] i (=2, 7) su okoline tacke
0 zato sto sadrze otvoren interval koji sadrzi nulu.

Vazi sledeéa teorema.

Teorema 1.22. Neka je (X, 7) topoloski prostor. Tada je skup E C X
otvoren ako i samo ako je E okolina svake svoje tacke.

Teorema 1.23. Neka je (X, 1) topoloski prostor. Za svako © € X vaZi:

(NB1) ako je W C X i ako postoji V€ U(z) tako da je V. C W, onda
W e U(z);
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(NB2) presek dva elementa iz U(z) pripada U(x);
(NB3) ako V € U(x), onda z € V;

(NBj4) za svako V € U(x) postoji W € U(x) tako da za svako y € W vazi
Ve l(y).

Obratno, topologiju mozemo definisati tako sto svakoj tacki x € X do-
delimo familiju V(z) koja zadovoljava uslove (N B1)— (N B4), pa je otvoren
skup onaj koji je okolina svake svoje tacke:

Teorema 1.24. Neka je X # () i neka je svakoj tacki v € X dodeljena
familija podskupova V(z) koja zadovoljava uslove (NB1) — (NB4). Tada
jge familija O = {O C X : Yz € O (O € V(x))} topologija na skupu X. U
topoloskom prostoru (X, Q) je za svako x € X familija V(x) upravo familija
svih okolina tacke X.

Uslove (NB1)-(NB4) zovemo aksiome okolina.

1.1.4 Baza okolina tacke

Definicija 1.25. Neka je (X, 1) topoloski prostor i x € X. Tada je familija
skupova B(z) baza okolina tacke x ako i samo ako vazZe sledeéi uslovi:

(BO1) elementi familije B(x) su okoline tacke x, odnosno B(x) C U(z),

(BO2) za svaku okolinu U € U(zx) postoji okolina B € B(x) tako da je B C
U.

Jasno je da je familija U(x) svih okolina tacke x jedna baza okolina
tacke x.
1.1.5 Filteri
Definicija 1.26. Neka je X # () skup i F C P(X). KaZemo da je kolekcija

F filter na X ako zadovoljava sledeée osobine:

(F1) ako je A C X i A sadrzi skup B € F, onda A € F;
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(F'2) presek konacne kolekcije skupova u F pripada F;
(F3) 0 ¢F i X ed.

Neka je B kolekcija podskupova skupa X # (). Neka je F kolekcija svih
podskupova od X koji sadrze skup u B. Tada je F filter ako i samo ako B
zadovoljava sledeée uslove:

(FB1) presek dva skupa u B sadrzi skup u B;
(FB2) BA0i0 ¢ B.

Definicija 1.27. Kolekcija B podskupova skupa X se zove filter baza ako
zadovoljava uslove (FB1) i (FB2). KaZemo i da je B baza za filter F koji
generise (filter ¢iji elementi su nadskupovi elemenata iz B ).

Primer 1.28. 1. Neka x € X. Kolekcija svih podskupova od X koji
sadrze tacku x je filter na skupu X.

2. Neka je X topoloski prostor i € X. Kolekcija U(x) svih okolina
tacke z je filter na X. Bazu filtera U(x) zovemo i fundamentalan
sistem okolina tacke x.

Dakle, kolekcija N okolina tacke x je fundamentalan sistem okolina
od z ako i samo ako svaka okolina od z sadrzi skup B € N.
1.1.6 Neprekidna preslikavanja

Podsetimo se definicije neprekidnosti koja se odnosi na preslikavanja izmedu
opstih topoloskih prostora.
Za preslikavanje f : X — Y i za proizvoljan skup A C X skup

fA)={f(z) |z € A}
zovemo direktna slika skupa A. Za B C Y skup
f7H(B)={re X | f(x) € B}

zovemo inverzna slika skupa B.
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Definicija 1.29. Neka su (X,7x) i (Y,7y) topoloski prostori i neka je
xg € X proizvoljna tacka. Funkcija f : X — Y je neprekidna u tacki xg
ako i samo ako za svaku okolinu V' tacke f(xo) postoji okolina U tacke
xo tako da je f(U) C V. Funkcija f je neprekidna ako i samo ako je
neprekidna u svakoj tacki x € X.

Neprekidnost funkcije f : X — Y moze da se okarakterise ekvivalentnim
uslovima koji su dati u narednoj teoremi.

Teorema 1.30. Neka su (X,7x) i (Y,7y) topoloski prostori i f : X —Y
proizvoljno preslikavanje. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

1. preslikavange f je neprekidno;

2. za svaki otvoreni skup O CY je skup f~1(O) C X otvoren;

o

za svaki zatvoren skup F CY je skup f~1(F) C X zatvoren;

za svaki skup A C X je f(A) C f(A);

Cvoo

ako je By proizvoljna baza topologije Tv onda je za svaki skup B € By
skup f~Y(B) C X otvoren.

U nastavku ¢emo koristiti i pojam homemorfnog preslikavanja.

Definicija 1.31. Neka su (X, 7x) @ (Y,7y) topoloski prostori. Preslika-
vanje f: X =Y je homeomorfizam ako i samo ako vaze uslovi:

1. f je bijekcija,
2. f je neprekidno,

3. 71 je neprekidno.

1.1.7 Oznake

Uvedimo pojmove nosaca funkcije i multi-indeksa, koje ¢emo ¢esto koristiti
u nastavku teksta, kao i oznake za ove pojmove.

Neka je 2 C R™ otvoren skup i f: Q — R.
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Uvod

Skup suppf = {z € Q| f(z) # 0} zovemo nosac funkcije f. Nosac
funkcije f je zatvorenje skupa tacaka u kojima je vrednost funkcije
razli¢ita od nule, odnosno komplement najveéeg otvorenog skupa gde
je funkcija f identicki jednaka nuli.

Neka je Nj := {(a1,...,ap) : a; € Ng,1 <i < n}.

Element a = (a4, ..., o) € Nj zovemo multi-indeks.

Red multi-indeksa « je broj |o| = a1 + - - - + ap.
. 5 e 0 )
Sa 0; (ili 8xj) oznac¢avamo parcijalni izvod Fr 1<j<n.
Ly

Za o € Ny je

Hlel
« (e} Qlp )
0x{'0xy° ... Oxn"

0% 1= 9.9 =

gde je red |a| takode i red izvoda.

Cesto ¢emo multi-indekse oznacavati slovima «, f3,7,..., ali ¢emo
ponekad koristiti i oznake p i q.



Glava 2

Topolosko-vektorski prostori,
lokalno-konveksne topologije

Drugi deo udzbenika ¢emo posvetiti uvodenju topolosko-vektorskih pros-
tora. Takode ¢emo se baviti lokalno-konveksnim prostorima, koji su speci-
jalna klasa topolosko-vektorskih prostora. Pokaza¢emo da lokalno-konveksne
prostore mozemo definisati preko familije semi-normi i nave$§¢emo primere
takvih prostora. Za vise detalja preporu¢ujemo [8].

2.1 Topolosko-vektorski prostori

Pretpostavljamo da je X vektorski prostor nad poljem K € {R,C}. Za
A, B C X i )\ € K definisemo skupove:

A+tB={atxb:ac A be B}, M ={Xa:a€ A}.

Definicija 2.1. Topolosko-vektorski prostor je ureden par (X,7), gde
je T topologija na X i vaze osobine:

1. preslikavanje (x,y) — x4y iz X x X — X je neprekidno preslikavange;

2. preslikavanje (A, x) — A\x iz K x X — X je neprekidno preslikavange.
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Vektorska struktura i topologija prostora X su kompatibilne ako vazZe uslovi
1.42.

Napomena 2.2. Podrazumevamo da je na polju K data uobicajena topologija
idasuna X x X iK x X date topologije proizvoda. Preciznije, otvoren
skup u prostoru X x X je oblika O; x O, gde su skupovi O;,i € {1,2}
otvoreni skupovi u 7. Analogno vazi za topologiju na K x X.

Primer 2.3. Normiran vektorski prostor snabdeven topologijom norme je
topolosko-vektorski prostor. Ostavljamo ¢itaocu da za vezbu pokaze da u
ovom slucaju vaze osobine 1. i 2. iz definicije 2.1.

Da li isti zakljucak vazi za proizvoljan vektorski prostor koji je snabde-
ven topologijom metrike?

Napomena 2.4. Iz osobine 1 u definiciji 2.1 sledi da za svaku okolinu nule
V' u topologko-vektorskom prostoru (X, 7) postoji okolina nule U tako da
jeU+UCV.

Zaista, neka je V proizvoljna okolina nule u (X, 7). Tada iz neprekid-
nosti sabiranja (uslov 1 u definiciji 2.1) u (0,0) € X x X, sledi da postoje
okoline nule V; i V5 takve da je V1 + Vo C V. Neka je U = Vi N Va.
Znamo da je presek dve okoline neke tacke, ponovo okolina date tacke, pa
izU+U CVy+ Vo CV,sledi da je U trazena okolina nule.

Uvodimo u nastavku definicije apsorbujuceg i uravnotezenog skupa.

Definicija 2.5. Neka je X wvektorski prostor nad poljem K i A C X. Skup
A je apsorbujuci ako za svako x € X postoji a > 0 tako da x € AA za sve
skalare |\| > a.

Napomena 2.6. Uslovu iz definicije 2.5 je ekvivalentan uslov da Az € A
za sve |\ < a”l.

Posledica 2.7. Svaka okolina nule u topolosko-vektorskom prostoru (X, )
je apsorbujuca.

Dokaz: Neka je V proizvoljna okolina nule u X. Iz uslova 2. u Definiciji
2.1, odnosno iz neprekidnosti preslikavanja (A, z) — Az iz Kx X — X sledi
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tvrdenje. Naime (0,z) — 0, pa postoji okolina O x U tacke (0, ) tako da
je AU C V za sve A € O. Dakle za svako x € X postoji r > 0 tako da
Az €V zasve |A <. a

Definicija 2.8. Skup A u vektorskom prostoru X nad poljem K je uravnotezZen
ako je NA C A za sve A € K, za koje je |A| < 1.

Primetimo da 0 mora da pripada svakom skupu koji je apsorbujuéi ili
uravnotezen.

Primer 2.9. 1. Nekaje X = CiK = R. Tada je skup [—1, 1] uravnotezen.
Medutim, ako je K = C, onda ovaj skup nije uravnotezen.

2. U normiranom vektorskom prostoru jedini¢na lopta sa centrom u 0 je
uravnotezen i apsorbujuéi skup.

3. Posmatrajmo vektorski prostor R? sa uobi¢ajenom topologijom. Neka
je B jedini¢na lopta sa centrom u (1/2,0). Skup B je apsorbujudi, ali
nije uravnotezen zato sto (1,0) € B, ali (—1)(1,0) ¢ B.

Presek proizvoljne familije uravnotezenih skupova je uravnotezen skup.
Za dati skup Y u vektorskom prostoru X postoji najmanji uravnotezen
skup A koji sadrzi Y. Skup A se zove uravnotezeni omotaé za Y i to je
presek svih uravnotezenih skupova koji sadrze Y.

Unija proizvoljne familije uravnotezenih skupova je uravnotezen skup.
Za dati podskup A od X postoji najveéi uravnotezen skup B koji je sadrzan
u A. Ovaj skup zovemo uravnotezeno jezgro od A i to je unija svih
uravnotezenih skupova sadrzanih u A. Ovaj skup je neprazan ako i samo
ako 0 € A.

Zadatak 2.1. Neka je X topolosko-vektorski prostor.

a) Neka a € X. Posmatrajmo preslikavanje x — = +a iz X — X
(translacija za a). Pokazati da je translacija homeomorfizam i da
su okoline tacke a oblika V' + a, gde je V okolina nule u X. Dakle
topologija prostora X nam je poznata, ako su nam poznate okoline
nule.
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b) Neka je a # 0, € K. Pokazati da je preslikavanje z — ax iz X — X
homeomorfizam.

ReSenje: a) Inverzno preslikavanje je dato sa x — = — a. Dokazimo
neprekidnost preslikavanja h :  — x 4+ a. Neka je V proizvoljna
okolina tacke x +a. 1z uslova 1 u definiciji 2.1 sledi da postoji okolina
U tacke x i okolina O tacke a tako da je U + O C V. Tada je
h(U) C V, pa smo dokazali neprekidnost za h. Analogno se dobija
da je inverzno preslikavanje neprekidno.

b) Inverzno preslikavanje je dato sa z — éx Neprekidnost polaznog i
inverznog preslikavanja sledi iz osobine 2 u definiciji 2.1.

O

U topolosko-vektorskom prostoru (X,7) uravnotezeno jezgro okoline
nule V je okolina nule.

Zaista, mnozenje skalarom je neprekidno pa postoje okolina nule U i
a > 0 tako da za |A| < « sledi da je AU C V. Preslikavanje z — ax iz
U — aU je homeomorfizam, pa je aU okolina nule. Pokazimo da je aU
sadrzan u uravnotezenom jezgru B za V. Odatle ¢e slediti da je B takode
okolina nule. Primetimo, za uravnotezeno jezgro B od V vazi da je

B= ()Y, (2.1)
IAI>1
Sto znaci da je x € B ako i samo ako ux € V za sve |u| < 1.
Neka ax € aU ineka je |u| < 1. Tada je |ua| < a, pa p(az) = (pa)x €
V. Iz (2.1) sledi da je aU C B, §to je i trebalo pokazati.
Cilj nam je da pokazemo sledecu teoremu.

Teorema 2.10. (a) U topolosko-vektorskom prostoru (X, T) postoji baza
okolina nule B takva da vazi:

(FS1) svaka okolina V € B je apsorbujuca;
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(FS2) svaka okolina V € B je uravnoteZena;

(FS3) za svaku okolinu' V€ B postoji okolina U € B takva da je U+U C V.

(b) Obratno, neka je X vektorski prostor nad K i B filter baza na X koja
zadovoljava uslove (FS1)—(FS3). Tada postoji jedinstvena topologija na X,
takva da je X topolosko-vektorski prostor i za koju je B baza okolina nule.

Dokaz: (a) Posmatrajmo familiju svih okolina nule u (X, 7). Iz posledice
2.7 sledi da za svaku okolinu nule vazi uslov (FS1). Znamo i da je uravnotezeno
jezgro okoline nule ponovo okolina nule. Dakle, neka je B familija uravnotezenih
jezgara svih okolina nula. Jasno je da za ovu familiju vaze prva dva uslova
tvrdenja. Pokazimo i treé¢i uslov. Za okolinu nule V' postoji okolina nule U
takva da je U + U C V, sto sledi iz napomene 2.4. Tada za uravnotezeno
jezgro B okoline U vazi da je B4+ B C V.

(b) Primetimo da, ako postoji topologija na X za koju je X topolosko-
vektorski prostor i B baza okolina nule koja zadovoljava uslove (F'S1) —
(F'S3), onda takva topologija mora biti jedinstvena. Naime, u takvom
prostoru skup W je okolina tacke a € X ako i samo ako W sadrzi skup
oblika V +a, gde je V € B (odnosno homeomorfizmom se baze okolina nula
slikaju u baze okolina tacke a). Dakle, otvoreni skupovi su jedinstveno
odredeni.

Definisa¢emo topologiju 7 na X preko okolina proizvoljne tacke a € X,
odnosno koristeéi teoremu 1.24. Pokazimo da za a € X kolekcija skupova

V) ={WcCcX:3VeB V+aCW}

zadovoljava aksiome okolina date u teoremi 1.23. Pokazimo uslov (N B1).
Neka je Wi € X ineka W € V(a), W C W;. Tada postoji V € B tako da
V+4+aCWC Wy, paiWp €V(a), odnosno vazi (NB1).

Zatim pokazujemo (NB2). Neka su W; i Wy dva elementa u V(a).
Treba pokazati da Wi N Wy € V(a). Znamo da postoje skupovi Vq,V, € B
tako da je Vi +a C Wy i Vo +a C W, Kako je B filter baza, onda postoji
skup V € BtakodaVC ViNVs. Sledidaje V+4a C ViNVo+a C WiNWa,
¢ime smo pokazali da Wi N W, € V(a).
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Dalje neka W € V(a). Pokazimo (NB3), odnosno da a € W. Svaki
element V' € B je neprazan po definiciji filter baze. Kako su svi elementi u
B uravnotezeni i apsorbujudi, sledi da 0 € V za svako V € B. Posto je za
neko V' € B zadovoljeno da V 4+ a C W, sledi da a € W, pa vazi (NB3).

Dokazimo i (NB4). Neka je W € V(a), odnosno za neko V € B je
V +a C W. Treba da nademo W; € V(a) tako da za svako b € W) vazi da
W € V(b). 1z osobine (F'S3) sledi da postoji U € B takoda je U+ U C V.
Neka je Wi = U + a. Jasno je da W; € V(a). Neka b € U + a. Tada je
U+bCcU+U+aCV+acCW,odnosno W € V(b). Time je osobina
(N B4) pokazana.

Kolekcije skupova V(a) za a € X odreduju topologiju 7 na X, gde je

T={0CX:VYxeO OeV(x)}
Pritom je V(a) kolekcija svih okolina tacke a. Sledi da je kolekcija
B(a) ={V +a:V € B}

baza okolina tacke a, pa je kolekcija B baza okolina nule.

Ostaje da pokazemo da je (X, 7) topolosko-vektorski prostor. Treba da
pokazemo uslove 1. i 2. iz definicije 2.1. Neka se elementu (a,b) € X x X
dodeli element ¢ € X, to jest a + b = c i neka je W okolina tacke c¢. Tada
postoji V' € B tako da je V + ¢ C W. Prema (F'S3) postoji U € B tako da
je U+ U C V. Tada je U + a okolina tacke a, skup U + b je okolina tacke
bi

U4+a4+U+bCV+cCW,

pa je sabiranje neprekidno.

Pokazimo da je mnozenje skalarom takode neprekidno. Neka a € X,
A € K i neka je W okolina za Aa. Postoji V € B tako da je V 4+ Aa C W.
Primenom osobine (F'S3) dva puta vidimo da postoji U € B tako da je
U+U+U CV. Posto su svi elementi u B apsorbujuéi, onda postoji € > 0
tako da |n| < e implicira da na € U.

Dodatno, postoji T € B tako da je XI' C U. Zaista, za U € B iz
osobine (FS3) sledi da za svako n € N postoji T € B tako da je 2T C U.
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Odaberimo dovoljno veliko ng tako da je |A\| < 2. Tada je 2™T C U i
zbog (F'S2) je 27™\T C T, odnosno AT' C 2™T. Zato je \XT C U.

Zatim, ako je |n| < 1ix—a € U, onda zbog (F'S2) sledi dan(x—a) € U.
Neka je S € B tako da je S C T'NU (B je filter baza). Kako je

Ex—Xa=(§—Na+ ANz —a)+ (=N (z—a),
onda ako je [€ — A\| <min(l,e) iz € S+ a sledi da je
x—XdacU+U+UCY,
odnosno &z € W. Time je dokazana osobina 2. iz definicije 2.1. (|

Propozicija 2.11. Neka je X vektorski prostor nad poljem K i neka je M
kolekcija apsorbujucih, uravnoteZenih podskupova od X takvih da za svako
V € M postoji U € M tako da je U +U C V. Tada postoji jedinstvena
topologija na X tako da je X topolosko - vektorski prostor i za koju konacni
preseci elemenata u M formiraju bazu okolina nule.

Dokaz: Svaki skup V' € M sadrzi nulu, zato $to je uravnotezen. Jasno
je da je presek kona¢no mnogo elemenata iz M neprazan, pa () ne pripada
nepraznoj kolekciji svih konac¢nih preseka elemenata u M - oznac¢imo ovu
kolekciju sa M;. Cilj je da pokazemo da je M; filter baza. Uslov (FB2)
smo pokazali. Treba pokazati (FB1). Neka M, My € My. Jasno je da
tada M; N My € My, pa (FB1) vazi. Kolekcija M; zadovoljava uslove
(F'S1) — (FS3) teoreme 2.10, pa iskaz tvrdenja sledi. a

Primer 2.12. 1. U normiranom vektorskom prostoru (X, | - ||) lopte
B, = {z : ||z|]| < r} formiraju filter bazu koja zadovoljava uslove
(FS1) — (F53).

2. Neka je 2 C R"™ otvoren skup. Oznac¢imo sa C(Q2) vektorski prostor
svih neprekidnih funkcija f definisanih na Q. Za svaki kompaktan
podskup K od i za svaki € > 0 neka je

Vike={f€C(Q):|f(z)|<e, z€K}
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Moze se pokazati da skupovi Vi . formiraju filter bazu na C(Q2) koja
zadovoljava uslove (F'S1)—(FS3). Dakle skupovi Vi  formiraju bazu
okolina nule za topologiju na C(€2) koju zovemo topologija uniformne
konvergencije na kompaktnim skupovima.

3. Neka je K C R™ kompaktan skup. Sa D(K) oznacavamo vektorski
prostor svih funkcija koje su definisane na nekom otvorenom skupu

koji sadrzi K, koje su jednake nuli izvan K i ¢iji parcijalni izvodi svih
redova postoje i neprekidni su. Za p € Nj i € > 0 definiSemo skup

Vpe = {f € D(K) : |07 f(2)| <&, = € K}.

Skupovi V), . zadovoljavaju uslove (F'S1) — (F'S3), pa prema propozi-
ciji 2.11 njihovi konaéni preseci formiraju bazu okolina nule za topologiju
za koju je D(K) topolosko-vektorski prostor.

Propozicija 2.13. U topolosko-vektorskom prostoru (X,T) svaka okolina
nule sadrzi zatvorenu okolinu nule.

Dokaz: Neka je V okolina nule. Tada postoji uravnotezena okolina nule
U tako da je U + U C V. Pokazimo da je U C V. Ako = € U, onda
(x4+U)NU # 0, odnosno postoji y € U tako da = +y € U. Odatle sledi da

re—y+UCU+UCY,
S§to je i trebalo pokazati. Primetimo da iz uravnotezenosti skupa U sledi da
—yeU. (]
2.2 Lokalno-konveksni prostori
Neka je X vektorski prostor. Kazemo da je A C X konveksan ako za
a>0,8>0,,a+ B =1vazi da je aA+ BA C A. Ako je A konveksan,

onda su skupovi A+ a i AA konveksni za a € X i A € K. Nekasu X iY
vektorski prostorii f : X — Y linearno preslikavanje. Ako je A konveksan
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u X, onda je f(A) konveksan u Y. Ako je B konveksan u Y, onda je f~(B)
konveksan u X.

Presek proizvoljne familije konveksnih skupova je konveksan skup.

Za dati skup B u X postoji najmanji konveksan skup A koji ga sadrzi.
To je presek svih konveksnih skupova koji sadrze B i zovemo ga konveksan
omotac skupa B.

Vaze sledeée propozicije.

Propozicija 2.14. Neka je A konveksan podskup vektorskog prostora X,
neka je (x;)1<i<n konacan niz elemenata u A i neka je (\i)1<i<n niz skalara
takvih da je \; > 0,0 € {1,...,n} i)y ;" Ny = 1. Tada linearna kombinacija
Z?:l ANix; € A.

Dokaz: Za n = 1 propozicija vazi trivijalno, a za n = 2 vazi po definiciji
konveksnog skupa. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1 i dokazimo da
tada vazi i za n. Neka je dat konacan niz (x;)1<i<n elemenata u A i neka
je \i >0, 1 <i < n niz skalara takvih da je > ; A\; = 1. Stavimo

n—1

)\,
a=> X, B=, W:é, 1<i<n-1.
=1

n—1

1z indukcijske hipoteze sledi da Z wiz; € A. Kako je a4 = 1 iz definicije
i=1

konveksnog skupa dobijamo

z”: \NiT; = a(nz:lmaci) + Bx, € A.
i=1 i=1

|

Propozicija 2.15. Neka je A;,i € I, familija konveksnih podskupova vek-
torskog prostora X. Tada je konveksan omotaé skupa U;erA; skup C' svih
linearnih kombinacija ) ;e Nivi, gde x; € Ay, N\i >0, YA = 1 pri
cemu je konacéno mnogo skalara \; razlicito od nule.
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Dokaz: Iz propozicije 2.14 sledi da je skup C sadrzan u svakom konvek-
snom skupu koji sadrzi skupove A;, i € I. Ako stavimo A; = 1 dobijamo
da je A; C C za svako i € I, odnosno U;c1A; C C. Ostaje jos da se pokaze
da je skup C konveksan.

Neka su x = Y,y Nix; iy = > ;cp piyi dva elementa iz C' i neka su
a>0,8>0,a+ 6 =1 dva skalara.Treba da pokazemo da axz + Sy € C.
Za svako i € I neka je v; = a\; + Bu;. Neka je J konacan podskup od I za
koji je v; > 0. Tada

_almg + By

zi = € A;, zasve i€ J.
' aX; + B ’
Sledi da
ar+By=> vizeC
e
zato §to je 3 e Vi = D Vi =Y ep A+ B e i = 1. u

Posledica 2.16. Konveksan omotac¢ skupa A u wvektorskom prostoru X
je skup svih linearnih kombinacija Y, \ix;, gde je (x;) konacna familija
elemenata uw A, \y >0 1), A\ =1.

Uravnotezeno jezgro konveksnog skupa je konveksan skup, Sto sledi iz
formule (2.1).

Dalje primetimo da je skup A uravnotezen i konveksan ako i samo ako
zasvex,y € Aizasve \, u € K takve da je |A|+|u| < 1vazida Az+puy € A.
Zaista, ako ovaj uslov vazi, onda ako biramo da je p = 0 vidimo da je A
uravnotezen. Konveksnost skupa A dobijamo ako izaberemo A > 0,u > 01
A+ = 1. Obratno, ako je A uravnotezen i konveksan, onda Ax + py € A
sledi iz jednakosti

Al A ul
N+ = (M 1) (57 o T T Y-
AL+ Ll AL A+ Ll (]
. A . L ~ . . |>\‘
Zaista, DA Ai Y € A zbog uravnotezenosti skupa A. Kako je BEmia

||
[Al+]p]
i Az+uy € A, gde ponovo koristimo da je A uravnotezen i da je |A|+|p| < 1.

_ 1 . s AL A lul  p i
= 1 iz konveksnosti dobijamo da N I T N Y € A. Sledi da
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Propozicija 2.17. U topolosko-vektorskom prostoru (X, ) zatvorenje kon-
veksnog skupa A je konveksan skup.

Dokaz: Neka 2,y € Aia > 0,8>0, a+ 3 =1. Neka je W proizvoljna
okolina od ax + fy. Treba da pokazemo da W N A # (). Preslikavanje
(u,v) — au+ fv je neprekidno iz X x X — X, pa postoje okolina U od x
i okolina V' od y tako da je aU + fV C W. Elementi x i y su u zatvorenju
skupa A, paje UNA#DiVNA#( NekazeUNAiweVNA. Tada
az+ fw € WN A, sto je i trebalo pokazati. G

Definicija 2.18. Topolosko-vektorski prostor (X, T) je lokalno-konveksan
ako svaka tacka ima bazu okolina koja se sastoji od konveksnih skupova.

Jasno je da je topolosko-vektorski prostor lokalno konveksan ako nula
ima bazu okolina koja se sastoji od konveksnih skupova. Ako je W familija
podskupova vektorskog prostora X koja zadovoljava uslove propozicije 2.11
i ako je svaki element te familije konveksan, onda je topologija definisana
preko familije W na X lokalno-konveksna.

Primer 2.19. Prostori dati u primeru 2.12 su lokalno-konveksni.
Dovoljno je u svakom primeru pokazati da su skupovi koji formiraju
bazu okolina nule konveksni.

Lema 2.20. Neka je X topolosko-vektorski prostor i A C X zatvoren skup.
Tada je uravnotezeno jezgro od A takode zatvoren skup.

Dokaz: Neka je B uravnotezeno jezgro za skup A. Ako je B = (), tvrdenje
je pokazano. Ako B nije prazan, onda tvrdenje sledi iz formule (2.1).
Naime, preslikavanje x — ax iz X u X (za a # 0) je homeomorfizam
(zadatak 2.1), pa B mozemo predstaviti kao presek familije zatvorenih
skupova, §to znaci da je i B zatvoren. (|

Propozicija 2.21. U lokalno- konveksnom prostoru uravnoteZene, zatvorene,
konveksne okoline nule formiraju bazu okolina nule.
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Dokaz: Neka je W proizvoljna okolina nule. Tada postoji zatvorena okolina
nule V' tako da je V. C W (propozicija 2.13). Po pretpostavci tvrdenja
(prostor je lokalno konveksan) V' sadrzi konveksnu okolinu nule U i U C
V = V. Iz propozicije 2.17 sledi da je U takode konveksan skup. Najzad,
uravnotezeno jezgro od U, ozna¢imo ga sa Vi, je uravnotezena, zatvorena
(lema 2.20 ), konveksna okolina nule sadrzana u W. Dakle, za proizvoljnu
okolinu nule W smo nasli okolinu nule V; C W koja je uravnotezena,
zatvorena i konveksna, pa zaklju¢ujemo da familija takvih skupova formira
bazu okolina nule. O

Propozicija 2.22. Neka je X wvektorski prostor i B filter baza na X koja
se sastoji od apsorbujucih, uravnoteZenih, konveksnih skupova. Neka je R
kolekcija skupova oblika AV, gde je A > 01V € B. Tada postoji jedinstvena
topologija na X za koju je X lokalno-konveksan prostor i za koju je R baza
okolina nule.

Dokaz: Pokazimo prvo da je R filter baza. Jasno je da uslov (F'B2) vazi,
zato Sto je B filter baza. Da bismo pokazali uslov (F'B1) posmatrajmo
dva elementa A1V i AoVo u R, gde su A, Ao > 01 Vp, Vo € B. Kako je
B filter baza znamo da postoji V € B tako da je V C Vi N V,. Tada za
)\3 = min()\b )\2) vazi
EVCVCVl i éVCVCVQ

A1 A2
zato §to je V uravnotezen. Dobijamo da je A3V C A\ Vi N AVa, pa vazi
osobina (F'B1) za kolekciju R.
Sada mozemo da primenimo teoremu 2.10 na filter bazu R. Jasno je da
osobine (F'S1) i (F'S2) vaze. Dodatno imamo i da je svaki element filter
baze R konveksan skup. Vazi i osobina (F'S3). Ako V € Rondai 3V € R
i %V + %V C V. Dakle, teorema 2.10 implicira da postoji jedinstvena
topologija na X za koju je X topolosko-vektorski prostor sa bazom okolina
nule R. (W

Primer 2.23. Neka je X vektorski prostor i neka je R kolekcija svih apsor-
bujuéih, uravnotezenih, konveksnih podskupova od X. Jasno, kolekcija R
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je filter baza i ako V € R, onda i AV € R, za A > 0. Primenom propozicije
2.22 dobijamo jedinstvenu topologiju na X koju zovemo najfinijom lokalno
konveksnom topologijom na X.

Primer 2.24. Posmatrajmo prostor C(£2) koji je dat u primeru 2.12.
Skupovi Vi = Vi 1 zadovoljavaju uslove propozicije 2.22, odnosno formi-
raju filter bazu B. Posto je Vi . = eV, dobijamo da skupovi Vi . formiraju
bazu okolina nule za lokalno konveksnu topologiju na C'(€2).

Propozicija 2.25. Neka je X vektorski prostor i 20 kolekcija apsorbujucih,
uravnotezenih, konveksnih podskupova od X. Neka je R kolekcija svih
konacnih preseka skupova oblika NV, gde je A > 0 ¢V € 0. Tada pos-
toji jedinstvena topologija na X za koju je X lokalno-konveksan prostor i
za koju je R baza okolina nule.

Dokaz: Analogno kao u dokazu propozicije 2.11 vidimo da je familija R
filter baza na X koja se sastoji od konveksnih, apsorbujuéih, uravnotezenih
skupova. Jasno je i daiz V € R sledi da AV € R za sve A > 0. Tvrdenje
onda sledi iz dokaza propozicije 2.22. (|

Neka je 20 kolekcija definisana kao u propoziciji 2.25 i R, baza koja je
data u propoziciji 2.25.

Posledica 2.26. Neka je X wvektorski prostor i B kolekcija svih konacnih
preseka elemenata iz20. Neka je M kolekcija svih skupova AV, gde je A > 0
iV € B. Tada je M baza okolina nule ekvivalentna sa bazom R.

Dokaz: Jasno je da je M C R. Dokazimo da je M baza okolina nule. Neka
je Ve Roblika V=N \;V; za neke \; > 01 V; € 0. Tada je

za A = minj<;<, A;. Dakle, za skup V' € R nasli smo skup U € M tako da
je U C V, odnosno M je baza okolina nule. Sledii da su R i M ekvivalentne
baze okolina nule, odnosno topologije koje ove baze odreduju su jednake.

O
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Primer 2.27. (Topolosko-vektorski prostor koji nije lokalno konveksan)
Neka je C([0,1]) prostor neprekidnih funkcija f : [0,1] - R. Zae > 01
0 < ¢ < 1 definisimo skup V. 5 C C([0,1]) na slede¢i nacin:

f € V.5 ako i samo ako je |f(t)| < ¢, zasvakot € [0,1] \ A

za neki skup A = U(ai,ﬁi) C [0,1], takav da je Z(ﬁz — ) <90,
i=1 i=1

gde je a; < B; iy, B € [0, 1],i € N.

Pokazac¢emo da je kolekcija skupova V. 5 filter baza na C([0,1]).

Funkcija f = 0 je element skupa V.5 za svako ¢ > 0, 0 < 0 < 1, pa
prazan skup nije element kolekcije, odnosno vazi uslov (FB2) iz definicije
1.27.

Neka su Vs 5 1 Vor sn elementi kolekcije i e =min{e’,e"} 1§ =min{d’, 6"}
Tada je V. s C Voo 5 N Vor 50, pa je ispunjen i uslov (FB1).

Dokazimo da kolekcija skupova V; 5 zadovoljava uslove (FS1)—(FS3) iz
teoreme 2.10.

Pokazujemo prvo (F'S1). Nekajee > 0,0 < d < 1i f € C([O, 1])
Funkcija f je realna neprekidna funkcija nad kompaktnim skupom [0, 1],
pa dostize minimalnu i maksimalnu vrednost. Sledi da postoji C' > 0 tako
da je |f(t)] < C, zasvet € [0,1]. Nekajee > 010 < ¢ < 1. Tada je

’%f(t)) <eg, zasvete|0,1].

Zatim, za svako A € R, || < % vazi A f(t)| < ‘%f(t)‘ <e, zasvet € [0,1].

Stoga, za proizvoljan skup A C [0,1] i svako A € R, |A] < % vazi da je

INf(t)] < e, zasvet € [0,1] \ A. Dakle, za sve A € R, |\ < % vazi

Af € Vo5, paje V.5 apsorbujudi skup.
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DalJe nekajee >0i0 <4 < 1 Ako je f € Vs, onda postoji skup

A:U a;, B;i) C [0,1] takavdajez i — ;) < 0ivazi |[f(t)| < e, za sve
i=1 i=1
t €10,1] \ A. Tada je |A\f(t)| < e, za svako |A\| < 1isvako t € [0,1]\ A,

odnosno V5 je uravnotezen skup, pa vazi (£'52).

Primetimoidazae > 010 <4 <1 vazi da je Veos +Ves CVeg, paje
ispunjen uslov (F'S3).

Teorema 2.10 implicira da postoji jedinstvena topologija 7, takva da je
(C ([0, 1]),7) topolosko-vektorski prostor u kom je kolekcija skupova Vs
baza okolina nule.

Treba jos pokazati da topologija 7 nije lokalno konveksna. Dovoljno
je pokazati da skup U C C([O, 1]) takav da je Voo s C U C V.5, za neke
g,/ > 01,8 € (0,1), ne moze biti konveksan. Tada sledi da u (X, 7) ne
postoji baza konveksnih okolina nule.

1
Nekajee>€’>0,0<(5’<5<§iV€/,5/CUCVE,(;. Neka su

I = (a4, 6;) € [0,1], 1 < i < n, n € N, medusobno disjunktni otvoreni
n

intervali, takvi da za sve 1 < i <nvazi 3; —a; = ¢ i Z(,BZ — ) > 20.

i=1
!

Za svako i oznacimo sa J; interval duzine 3 u sredini intervala I;. Neka
je fi € C([0,1]) (0 <4 < n) nenegativna funkcija, takva da je f;(t) = 0
zat € [0,1]\ I; i fi(t) > ne za t € J;. Kako je 8; —a; = ¢, sledi da je

n
1
fi € Vo s CU, za 0 <1< n. Pokaza¢emo da Z ﬁfz ¢ Ves.
i=1

n
1
Pretpostavimo suprotno, odnosno da Z— fi € Ves. Tada postoji

z 1
9]

skup O = U(%‘,fz‘) [0,1] takav da je Z & —vi) <46 Z fi(t) =

i=1 =1
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n n
1 o
‘(Z nﬂ) (t)| < e, za svako t € [0,1] \ O. Znamo da je Z w =
i=1 =1
o "
ny > §, odakle sledi da postoji t' € U Ji | \ O. Tada t' € Jy za neko
i=1

0 < i’ < n. Dalje vazi fy(t') > ne, pa je

"1 L
;nfi(t) = Zﬁfi(t )+ Efi'(t) > ne=c.

i

n
1
Kako ¢’ ¢ O, dolazimo do kontradikcije, pa sledi da E —fi & Ves.
n
i=1

n
1
Dakle Z —fi ¢ U, pa skup U nije konveksan, prema propoziciji 2.14.
n
i=1
2.2.1 Zadavanje topologije preko familije semi-normi

Primer 2.28. Posmatrajmo prostor D(K') uveden u primeru 2.12. Skupovi
Vp = V} 1 su uravnotezeni, apsorbujudi i konveksni. Posto je V), . = €V, sledi
da konac¢ni preseci skupova V). formiraju bazu okolina nule za lokalno-
konveksnu topologiju na D(K).

Definicija 2.29. Neka je X wvektorski prostor. Preslikavanje q : X —
[0,00) koje zadovoljava uslove:

(SN1) q(A\x) = |Ag(x) za sve \e K iz e X,
(SN2) q(z +y) < q(z) +q(y)
zovemo semi-norma na X.

Iz uslova (SN1) jasno je da vazi ¢(0) = 0. Ako obratno ¢(z) = 0
implicira da je z = 0, onda je ¢ norma na X.
Neka je X vektorski prostor i ¢ semi-norma na X. Tada je skup

V={z]q(x) <1}
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apsorbujuéi, uravnotezen i konveksan.
Neka je (g;)ies familija semi-normi definisanih na X i neka je

Vi={r e X |qx) <1}, iel

Sledi iz propozicije 2.25 da konaé¢ni preseci skupova £V;,e > 0 formiraju
bazu okolina nule za lokalno konveksnu topologiju 7 na X. Oznacimo eV; =
Vie. Jasno je da je Vi = {z € X | ¢;(xz) < €}. Dakle, baza okolina nule za
T je data preko skupova

‘/7:13---7in7517---78n = {x | qlk(‘r) S Ek? 1 S k S n}7

gde je {i1,...,in} konacan podskup od I ie; > 0,1 < k < n. Iz posledice

2.26 sledi da je ekvivalentna baza okolina nule data preko skupova
‘/til:---vinya = {$ ’ qiy, (.%) <eg 1<k< n}

Primer 2.30. Na prostoru C'(2) mozemo definisati familiju semi-normi na

slede¢i nacin. Neka je K C ) kompaktan i defini§imo

qx (f) = max|f(z)].
Topologija uvedena ovom familijom semi-normi je ista kao topologija uve-
dena u primeru 2.12. Skup Vi iz primera 2.24 je dat sa Vi = {f| qx (f) <

1.

Primer 2.31. Neka je 2 C R™ otvoren skup i neka je m € Ny. Sa £™(Q)
oznacavamo vektorski prostor funkcija f : 2 — K takvih da njihovi parci-
jalni izvodi 0P f reda |p| < m postoje i neprekidni su. Za svaki kompaktan
skup K C i za svaki multi-indeks p € Njj reda |p| < m definiSsemo semi-
normu

axp(f) = max|07f(z)]. (2.2)

Familija semi-normi u (2.2) definise lokalno-konveksnu topologiju na €™ (€2).
Za m = 0 se radi o prostoru C(€2).
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Primer 2.32. Za Q) C R" otvoren skup definisemo vektorski prostor &(12)
glatkih funkcija na © (imaju neprekidne parcijalne izvode svih redova).
Prostor £(€2) snabdevamo familijom semi-normi koja je definisana u (2.2)
za kompaktan skup K C Qi p € Njj i na taj nacin dobijamo i lokalno-
konveksnu topologiju na ().

Primer 2.33. Neka je K C R™ kompaktan skup i m € Nyp. Sa D™(K)
oznacavamo vektorski prostor funkcija f definisanih na R™ ¢&iji parcijalni

Za svaki multi-indeks |p| < m definiSemo semi-normu
— P
gp(f) = max|0” f(z)]. (2.3)

Preko familije semi-normi (2.3) prostor D™ (K') postaje lokalno konveksan.
Za m = 0 éemo pisati K(K) umesto DY(K). Primetimo da je topologija
prostora K(K) definisana preko jedne semi-norme, odnosno preko norme
4do-

Primer 2.34. Na prostoru D(K) topologiju uvodimo preko familije semi-
normi (2.3) za svako p € Nj. Skup V), definisan u Primeru 2.28 je dat
sa

Vo =4/ 1 gp(f) <1}.

Primer 2.35. Neka jem € Ny, k € Z. Sa S}"* oznacavamo vektorski prostor
funkcija definisanih na R™ &iji parcijalni izvodi O f postoje i neprekidni su
za |p| < m 1 koje zadovoljavaju sledeéi uslov: za dato p € Ni, |p| < m i
e > 0 postoji p > 0 (koje zavisi od f,p,e) tako da je

|(1+ \x\2)k8pf(x)\ <e za |z|>p. (2.4)
Za svako |p| < m definiSemo semi-normu

Gp(f) = max (1 + |%)*0" f ()] (2.5)

Primer 2.36. Za fiksiran ceo broj k£ oznacimo sa Sy, vektorski prostor svih
funkcija definisanih na R™ koje imaju neprekidne parcijalne izvode svih
redova i koje zadovoljavaju uslov (2.4) za svako p € Nj. Na S imamo
familiju semi-normi (g ), gde je g, definisana sa (2.5) i p € No.
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Primer 2.37. Za fiksirano m € Ny sa S™ oznacavamo vektorski prostor
funkcija defnisanih na R™ &iji parcijalni izvodi 0P f postoje i neprekidni su za
Ip| < m i koje zadovoljavaju sledeéi uslov: za svako k € Z, p € N, |p| <m
ie > 0 postoji p > 0 tako da je

(L +Jal)fPf(a) <e, za |z| > p.

Kazemo da je funkcija f zajedno sa svojim izvodima reda |[p| < m brzo
opadajuca. Prostor " snabdevamo sa familijom semi-normi koje su defin-
isane sa (2.5), pri cemu k € Z i [p| < m.

Primer 2.38. Sa $(R") oznacavamo vektorski prostor funkcija koje imaju
funkcije. Prostor §(R™) snabdevamo lokalno- konveksnom toplogijom koja
je definisana preko familije semi-normi (g ,) koja je data sa (2.5), gde
k € Zip € Nyp. U nastavku éemo prostor §(R™) nazivati i prostorom
brzo-opadajuéih funkcija ili Svarcovim prostorom.

Primetimo i da ako uslov (2.4) vazi za sve k € Ny, onda vazi i za sve
keZ.

Primer 2.39. Neka je X normiran prostor i X’ njegov dual, odnosno
prostor linearnih, neprekidnih preslikavanja iz X u polje K. Za svako 2’ €
X' definisemo semi-normu ¢ na X sa

o (2) = [{z, 2")].

Lokalno-konveksnu topologiju na X definisanu preko familije semi-normi
(qz') e x’ zovemo slaba topologija na X.

2.2.2 Funkcional Minkovskog

Videli smo da lokalno-konveksnu topologiju mozemo definisati preko famil-
ije semi-normi. Dokazimo obratno, ako je lokalno-konveksna topologija
data, onda postoji familija semi-normi preko koje dobijamo istu topologiju.

Neka je X vektorski prostor i A C X. Funkcional Minkovskog skupa A
je preslikavanje g4 : X — [0, 0o] tako da vaze uslovi:
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e ga(z)=inf {p >0 | x € pA}, ako postoji pp > 0 tako da = € ppA,

e ga(r) =00, ako x & pA za sve p > 0.

U slucaju kada je A apsorbujuéi skup imamo da je vrednost za gz

konacna. Ako 0 € A, onda je g4(0) = 0.
Lema 2.40. Za A > 0 vazi ga(Az) = Aga(z).

Dokaz: Ako je ga(z) = oo jasno je da tvrdenje vazi. Pretpostavimo zato

da je ga(z) < co. Tada je

gA()\x):inf{p>0])\xepA}:inf{p>0]ac€§A}:inf{/\a>0]x€0u4}

=inf M{a>0|z€ad}=ANinf {a>0]|z€ad}=

Aga(x).
(|

Neka je sada A C X apsorbujuéi, uravnotezen, konveksan skup. Vazi

sledeca teorema.

Teorema 2.41. U wvektorskom prostoru X funkcional Minkovskog apsor-

bujuceg, uravnoteZenog, konveksnog skupa A je semi-norma.

Dokaz: Primetimo da je g4(z) < oo zato sto je A apsorbujuéi. Pokazimo
prvo da je ga(ax) = |ajga(x) za svaki @ € K. Kako je A uravnotezen
znamo da 0 € A, pa mozemo pretpostaviti da je o # 0. Iz uravnotezenosti
skupa A sledi da je za sve x € X i za sve o, p € K, a # 0 ispunjeno

ax € pA ako i samo ako x € Ly

|al
Zaista, zbog uravnotezenosti je «A = |a|A, pa

p

ze 2 Aakoisamo ako azcal A= pA.

| |

Dakle,zax € X i a €e K,a # 0 je

gA(ax):inf{p>0\a:cEpA}:inf{p>0|x€

i}
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— inf {||O‘||” >0|ze ﬁA} = |afinf {M >0|ze NA} = |alga(@).
« «
Pokazimo sada subaditivnost za ga. Neka z,y € X. Prema definiciji
funkcionala Minkovskog za svako € > 0 postoje A, u > 0 tako da je

A<ga(z)+e, z€XAipu<galy) +e, ye pA.
Skup A je konveksan pa je A\A+pA C (A+p)Aixz+y € (A+p)A. Dakle,
ga@+y)=inf {6 >0 |z +y€dA} <A+ < galz) +galy) + 2.
Kako je € > 0 proizvoljno sledi da subaditivnost vazi. (|

Propozicija 2.42. Neka je X topolosko-vektorski prostor i A C X apsor-
bujuci, uravnotezen, konveksan skup. Tada je A okolina nule ako i samo
ako je funkcional Minkovskog g4 : X — [0,00) neprekidno preslikavanje.

Dokaz: Neka je A okolina nule. Dokazimo da je g4 neprekidno. Znamo da
je g4 semi-norma, pa iz subaditivnosti sledi da je |ga(z)—g4(y)| < ga(z—y).
Neka je xg € X proizvoljna tacka. Pokazac¢emo da je g4 neprekidno u xg.
Neka je € > 0 dato. Treba naci okolinu V' tacke zg tako da je zasve y € V
vazi |ga(zo) — ga(y)| < e. Neka je V =9+ cA. Tada je y = xo + ca za
neko a € A, pa je [ga(zo) — ga(y)| < ga(ea) < ¢, pa je V trazena okolina
tacke xo (primetimo da je dovoljno pokazati neprekidnost u zp = 0).
Pretpostavimo sada da je g4 neprekidno. Tada je skup

{z ] galz) <1} = g5 ((0,1))

otvoren, kao inverzna slika otvorenog skupa. Sledi da je 0 € {z | ga(z) <
1} C A, pa je A okolina nule. O

Lema 2.43. Neka je X topolosko-vektorski prostor i neka je V' uravnotezena,
konveksna okolina nule. Tada je zatvorenje skupa V skup

B=A{z|gv(z) <1}
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Dokaz: Pokazimo da je V. C B. Jasno je da je V C B. Kako je B =
g‘jl([O, 1]) i gv je neprekidna (primetimo da je V okolina nule, pa je i
apsorbujuéi skup) sledi da je B zatvoren skup. Zato je V C B = B.
Dokazimo da je B C V. Neka je z € B, odnosno gy(x) < 1 i neka je
W okolina tacke z. Za |p| < 1 vazi da px € V, zato §to je gy(pzr) < 1.
Mnozenje skalarom je neprekidno i 1x = z, pa postoji ¢ > 0 tako da za
1—e < |p1] < 1+4¢ vazi pyz € W. Dakle ako biramo 1 —¢ < |pa| < 1, sledi
da por € W N V. Posto je W proizvoljna okolina tacke z i W NV # 0,
dobijamo da x € V, §to je i trebalo pokazati. (W

Sada mozemo da dokazemo da za datu lokalno - konveksnu topologiju
na prostoru X postoji familija semi-normi koja daje istu topologiju.

Teorema 2.44. Neka je (X, T) lokalno-konveksni topoloski prostor. Tada
postogi familija semi-normi koja definise upravo topologiju 7.

Dokaz: Prema propoziciji 2.21 znamo da postoji baza okolina nule B(0)
u (X, 7) koja se sastoji od uravnotezenih, konveksnih, zatvorenih skupova.
Oznacimo elemente ove baze sa V;,i € I. Skupovi €V, ¢ > 0,7 € I su
takode okoline nule koje su uravnotezeni, zatvoreni i konveksni skupovi i
posmatrajmo bazu okolina nule B;(0) u (X, 7) koja se sastoji od kona¢nih
preseka skupova eV;. Iz leme 2.43 sledidaje V; = V; = {z € X | gv;(z) < 1}.
Znamo i da su funkcionele gy; semi-norme na X. Za ovu familiju semi-normi
skupovi Vi, i, = e(Vi, N---NV;,) formiraju bazu okolina nule v(0) za
lokalno-konveksnu topologiju 7 na X. Iz posledice 2.26 sledi da je 7 = 7.

|

Vazi i sledec¢a teorema.

Teorema 2.45. Neka je (X, 1) lokalno-konveksni prostor. Topologija T se
moZe definisati preko familije svih semi-normi koje su neprekidne za 7.

Neka je ¢;,1 < i < n konac¢na familija semi-normi definisana na vek-
torskom prostoru X. Tada je funkcija ¢(z) = maxj<i<p gi(z) takode semi-
norma na X i vazi

{z]qx)<e}={z]qx)<e 1<i<n}. (2.6)
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Ako je X topolosko-vektorski prostor i ako su ¢;, 1 < i < n neprekidne,
onda je i ¢ neprekidna semi-norma. Uvodimo slede¢u definiciju.

Definicija 2.46. Neka je F familija semi-normi na vektorskom prostoru
X. Kazemo da je F zasi¢ena ako za svaku konacénu potfamiliju (q;) v F
vaZi da max; q; € F.

Neka je (¢;)icr zasi¢ena familija semi-normi na X koja definise lokalno-
konveksnu topologiju 7. Tada iz (2.6) sledi da je baza okolina nula za
data preko skupova V;. = {z | ¢;(x) < €}. Lokalno-konveksna topologija
uvek moze da se definiSe preko zasi¢ene familije semi-normi. Na primer,
iz teoreme 2.45 sledi da je familija svih neprekidnih semi-normi trazena
zasi¢ena familija.

Kazemo da su dve familije semi-normi na vektorskom prostoru X ekvi-
valentne ako definisu istu lokalno konveksnu topologiju na X.

Napomena 2.47. Neka je (¢;)ier familija semi-normi koja definise lokalno
konveksnu topologiju 7 na vektorskom prostoru X. Posmatrajmo za svaku
konac¢nu potfamiliju ¢;, ,1 < k < n semi-norme definisane sa

Qiq,...sin = lfél%xn iy, -
Na ovaj nacin dobijamo ekvivalentnu zasicenu familiju semi-normi ¢;, . ;..
Prema (2.6) okolina V;, ;. . je sada skup {z | ¢;,,..i, <€}

2.2.3 Neprekidna linearna preslikavanja

Propozicija 2.48. Neka su X 1Y topolosko-vektorski prostori i neka je
f: X = Y linearno preslikavanje. Ako je f neprekidno u nuli, onda je i
neprekidno na X.

Dokaz: Neka je a € X proizvoljna tacka. Treba pokazati da za svaku
okolinu V tacke f(a) postoji okolina U tacke a tako da je f(U) C V. Neka
je V data okolina tacke f(a). Znamo da je tada V =W + f(a) gde je W
okolina nule u Y. Kako je f neprekidno u nuli znamo da postoji okolina
Wi nule u X tako da je f(W;) C W. Tada je U = a+ W okolina tacke a i
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zbog linearnosti je f(a+W1) = f(a)+ f(W1), paje f(a+Wi) C f(a)+ W,
¢ime smo dokazali neprekidnost u a € X. (|

Sada dokazujemo teoremu koja nam daje uslov da linearno preslikavanje
izmedu dva lokalno-konveksna prostora bude neprekidno.

Teorema 2.49. Neka je X lokalno- konveksni prostor c¢ija topologija je
definisana preko zasiéene familije semi-normi (q;)ic;- Neka je Y lokalno
konveksni prostor cija topologija je definisana preko familije semi-normi
(rj)jes. Linearno preslikavanje f : X — Y je neprekidno ako i samo ako
za svaku semi-normu r; postoje semi-norma q; @ M > 0 (koji zavise od j)
tako da je

ri(f(z)) < Mgi(z) za svex € X.

Dokaz: Pretpostavimo da je f neprekidno i neka j € J. To znaci da
je f meprekidno i u nuli i posto je f(0) = 0 (linearnost) za okolinu nule
V={yeY : rjly) <1} uY postoji okolina nule U u X tako da
je f(U) C V. Familija (g;)ies je zasi¢ena, pa su okoline nule u X oblika
Vie = {z | ¢i(z) < €}, ¢ > 0. Dakle, zbog neprekidnosti postoje i € I
iy > 0 tako daje f({z € X | qi(x) <7D C {y €Y : ry) < 1}
Zakljuéujemo da za svako j € J postoje i € I,y > 0 tako da ¢;(z) < v
implicira r;(f(x)) < 1. Tada je

ri(f(2) < iqi(z) 78 sve @ € X. (2.7)

Zaista, pretpostavimo prvo da je ¢;(x) = 0 < 7 (primetimo da je ¢; semi-
norma pa ne mora biti z = 0). Tada je za svako p > 0 ispunjeno ¢;(uz) < 7,
pa je rj(f(px)) = prj(f(z)) < 1. Kako je p > 0 proizvoljno sledi da je
ri(J(2)) = 0. Ako je ,(x) # 0, onda je g 225) = 7, pa je

() = arien =

Dakle, vazi uslov (2.7).
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Pretpostavimo sada da za svaku semi-normu r; postoje semi-norma g;
i M > 0 tako da je 7;(f(x)) < Mg;i(x). Da bismo pokazali neprekidnost
preslikavanja f dovoljno je da pokazemo neprekidnost u nuli (propozicija
2.48). Neka je W okolina nule u Y. Tada W sadrzi skup oblika

{z | rj,(z) <e, 1 <k<n}

Znamo da postoje indeksi 7, i konstante My > 0, 1 < k < n tako da je
. (f(x)) < Myg;, (x). Neka je

v={rla@< g 1<k<n)

Tada je f(V) C W, pa je tvrdenje dokazano. |

Napomena 2.50. Neka je X lokalno-konveksan prostor sa zasi¢enom famil-
ijom semi-normi i posmatrajmo R sa uobi¢ajenom topologijom. Linearno
preslikavanje f : X — R je neprekidno ako i samo ako postoje semi-norma
gi 1 M > 0 tako da je |f(x)| < Mg;(x) za sve x € X.

Napomena 2.51. Neka su X i Y dva lokalno konveksna prostora cije
topologije su definisane preko familije semi-normi (¢;)ier 1 (rj);es 1 neka je
f: X — Y linearno preslikavanje. Tada je f neprekidno ako i samo ako za
svako j € J postoji kona¢na familija elemenata (i1, ...,%,) elemenata u I i
pozitivan broj M tako da je

. < . ‘
Tj(f((l")) > Mlglggnqzk(x), zasve € X

2.2.4 Zadaci

Zadatak 2.2. Pokazati formulu (2.1) za uravnotezeno jezgro skupa.

Zadatak 2.3. Pokazati da je uravnoteZeno jezgro konveksnog skupa A
konveksan skup.
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Zadatak 2.4. Neka je X vektorski prostor na kom su date dve lokalno
konveksne topologije 7 i /. Neka je 7 definisana preko familije semi-normi
(¢i)ier, a 7" preko familije semi-normi (r);cs. Tada je 7 finija od 7’ ako i
samo ako za svako r; postoji konac¢na potfamilija ¢;,, 1 <k <niM >0
tako da je

ri(x) < Mlgll?icnqik(x), zasve x € X.

Uputstvo: Ovaj uslov znaci da je identicko preslikavanje i : (X, 7) —
(X, 7") neprekidno.

2.3 Ograniceni skupovi, normabilnost, metrizabil-
nost

Definicija 2.52. Neka je X vektorski prostor i A, B neka su podskupovi od
X. Kazemo da A apsorbuje B ako postoji a > 0 tako da je B C M\A za sve
A > a.

Napomena 2.53. Neka je A C X, gde je X vektorski prostor. Tada
je A apsorbujuéi (definicija 2.5) ako i samo ako A apsorbuje sve konac¢ne
podskupove od X.

Ako je A uravnotezen, onda A apsorbuje B ako postoji p € K tako
da je B C pA. Zaista, ako postoji takvo p, onda za || > |p| sledi da je
A"yl < 1, pa iz uravnotezenosti sledi

B C pA =X \"1p)A cC M.
Dakle, za o = |u| je ispunjen uslov iz definicije 2.52

Definicija 2.54. Neka je X topolosko-vektorski prostor. Skup B C X je
ogranicen ako ga apsorbuje svaka okolina nule.

Napomena 2.55. Podskup F normiranog vektorskog prostora (V, || -||) je
ogranicen ako postoji C' > 0 tako da je [|v|]| < C za sve v € E. Primetimo
da definicija 2.54 uopstava pojam ograni¢enog skupa sa normiranog na
proizvoljni topolosko-vektorski prostor.
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Jasno je i da je skup ogranicen ako i samo ako ga apsorbuje svaka okolina
koja pripada bazi okolina nule.

Napomena 2.56. Navedimo dodatne osobine koje slede iz definicije ograni¢enog
skupa.

1. Svaki podskup ograni¢enog skupa je takode ogranicen.

2. Unija kona¢no mnogo ogranic¢enih skupova je ograni¢en skup. Ovu os-
obinu je dovoljno pokazati za dva skupa. Neka su A i B dva ogranicena
skupa u topolosko-vektorskom prostoru X. Treba da pokazemo da
svaka okolina nule apsorbuje AU B, odnosno da svaka okolina iz baze
okolina nule apsorbuje ovaj skup. Neka je U proizvoljna okolina iz
baze okolina nule. Tada postoji uravnotezena okolina nule V' tako
da je V C U (na primer uravnotezeno jezgro od U). Kako su Ai B
ogranic¢eni postoje «, 8 > 0 tako da je A C oV i B C V. Tada za
v = max(a, 3) sledi da je AU B C 4V, §to sledi iz uravnotezenosti
okoline V. Takode sledi i da je AU B C AV za sve skalare A tako da
je |A| > ~. Dakle za proizvoljnu okolinu U koja je u bazi okolina nule
smo pokazali da postoji v > 0 tako da za sve A € K tako da je |\| >~
vazi da je AUB C A\U.

3. Jednoclani skup je ogranicen zato Sto je svaka okolina nule apsor-
bujuca. Sledi da je skup koji se sastoji od konatno mnogo tacaka
ogranicen.

4. Zatvorenje ogranicenog skupa je ogranic¢en skup (zadatak 2.6).

Definicija 2.57. Kolekcija B ogranicenih skupova u X je baza okolina
ogranicenih skupova ako za svaki ogranicen skup B u X postoji skup P € B
tako da je B C P.

Lema 2.58. U lokalno-konveksnom prostoru X postoji baza ogranicenih
skupova koja se sastoji od uravnotezenih, zatvorenih, konveksnih (ograni¢enih)
skupova.
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Dokaz: Neka je B ogranic¢en skup u X. Neka je P presek svih uravnotezenih,
zatvorenih, konveksnih skupova koji sadrze B. Tada je P takode uravnotezen,
zatvoren i konveksan skup koji sadrzi B. Treba jos pokazati da je P
ograni¢en. Prema propoziciji 2.21 sledi da u X postoji baza okolina nule
koja se sastoji od uravnotezenih, konveksnih, zatvorenih okolina. Neka je
V takva okolina nule. Skup B je ograniCen, pa postoji a > 0 tako da je
B C AV za sve skalare \ takve da je |A\|] > a. Tada jei P C AV za sve
A| > a. Dakle, trazena baza ogranicenih skupova je familija nadskupova
ogranicenih skupova koji su pritom presek svih uravnotezenih, zatvorenih,
konveksnih skupova koji sadrze dati ogranic¢en skup B. [

Neka je X lokalno konveksni prostor ¢ija topologija je definisana famil-
jjom semi-normi (¢;);er. Tada imamo slede¢u karakterizaciju ogranicenih
skupova u X.

Lema 2.59. Skup B C X je ogranicen ako i samo ako je svaka semi-norma
q; ogranicena na B.

Dokaz leme 2.59 ostavljamo ¢itaocu za vezbu.

Neka je X vektorski prostor i neka je ¢ semi-norma na X. Znamo da
q definise lokalno-konveksnu topologiju 7 na X. Ova topologija ima bazu
ogranicenih (lema 2.59) okolina nule koja se sastoji od skupova

Ve={z]q(z) <e}, e>0.
Obratno vazi sledece tvrdenje.

Propozicija 2.60. Neka je X lokalno-konveksan prostor u kom postoji
ogranicena okolina nule. Tada topologiju prostora X moZemo definisati
preko jedne semi-norme.

Dokaz: Neka je V' uravnotezena, ograni¢ena okolina nule u X. Iz propozi-
cije 2.21 sledi da postoji ogranicena, zatvorena, konveksna okolina nule
W koja je sadrzana u V. Tada je funkcional Minkovskog gy semi-norma,
prema teoremi 2.411 W = {z : gy (x) < 1} prema propoziciji 2.43. Skupovi

We={z:qw(z) <€}, e>0
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formiraju bazu okolina nule za topologiju koja je data na X. Zaista, neka
je U proizvoljna okolina nule. Kako je V ogranicena, onda postoji € > 0
tako da jeeV C U, pajei W, CU. (|

Neka je X topolosko-vektorski prostor ¢ija topologija je definisana preko
jedne semi-norme q. Moze se pokazati da je tada g norma ako i samo ako
je X Hauzdorfov prostor.

Ako topologija prostora X moze da se definiSe preko kona¢ne familije
semi-normi (¢;)1<i<n, onda moze da se definise preko jedne semi-norme gq.
Na primer, mozemo posmatrati ¢(z) = maxi<;<n ¢i(x) ili g(z) = 1" | ¢;(z).
Tada je za svako x € X

n
gi(z) < max, gi(z) < Zl(h(l') <n max ().
1=

2.3.1 Normabilni i metrizabilni prostori

Ako topologija topolosko-vektorskog prostora moze da se definiSe preko
norme, onda kazemo da je prostor normabilan. Sledi da potreban i dovoljan
uslov da prostor bude normabilan jeste da je prostor lokalno-konveksan i
Hauzdorfov i da ima ograni¢enu okolinu nule.

Primer 2.61. Neka je 2 C R™ otvoren skup, K C R" kompaktan skup,
m € No, k € Z. Prostori D™(K') i S;* su normabilni posto su Hauzdorfovi
i definisani preko kona¢ne familije semi-normi.

Topolosko-vektorski prostor X je metrizabilan ako postoji metrika na X
koja definiSe datu topologiju na X. Metrizabilan prostor je uvek Hauzdor-
fov i svaka tacka ima prebrojivu bazu okolina. Recimo, za x € X mozemo
posmatrati lopte B, (z),n > 1. U topolosko-vektorskim prostorima vazi
obrat.

Definicija 2.62. KazZemo da je metrika 6 na vektorskom prostoru X transla-
ciono invarijantna ako je 6(x + a,y + a) = 0(x,y) za sve x,y,a € X.
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Teorema 2.63. Pretpostavimo da je topolosko-vektorski prostor X Hauz-
dorfov i da postoji prebrojiva baza okolina nule u X. Tada se topologija na
X moze definisati preko translaciono-invarijantne metrike 0.

Pretpostavimo da niz semi-normi (g, )nen definiSe topologiju na vek-
torskom prostoru X. Tada familija semi-normi definisana sa
rn(x) = max gi(z)
definise ekvivalentnu familiju semi-normi koja zadovoljava uslov r,(z) <
rn+1(z) zan € Niz € X. Kazemo da je (r,) rastuéi niz semi-normi. Vazi
sledeca propozicija.

Propozicija 2.64. Neka je X lokalno-konveksan Hauzdorfov prostor ¢ija
topologija T je definisana preko rastuce familije semi-normi (¢n)nen. Tada
se pomocu preslikavanja x — |x|, gde je
oo
1 gun(x)
x| = —
2 §:2n1+qax)

n=1
moze definisati metrika 0(x,y) = |z — y| koja definise topologiju 7.

Sledi da je lokalno-konveksan prostor metrizabilan ako i samo ako je
Hauzdorfov i njegova topologija moze da se definiSe preko prebrojive familije
semi-normi.

Primer 2.65. Prostori D(K) i 8§ su metrizabilni posto su Hauzdorfovi i
njihova topologija moze da se definiSe preko prebrojive familije semi-normi.

Primer 2.66. Prostori C'(2),&(2) i £™(22), m € Ny su metrizabilni.

Definicija 2.67. Neka je X topolosko-vektorski prostor sa bazom okolina
nule B. Niz (zp)nen elemenata v X je Kosijev niz ako za svaku okolinu
V € B postoji N € N tako da za sve m,n > N vazi da Xy — xn € V.

Primetimo da se definicija 2.67 poklapa sa definicijom Kosijevog niza u
metrickom prostoru u slucaju kada je topolosko-vektorski prostor metriz-
abilan.



Ograniceni skupovi, normabilnost, metrizabilnost 41

Definicija 2.68. Freseov prostor je lokalno-konveksan prostor koji je kom-
pletan © metrizabilan.

Primer 2.69. Svaki Banahov prostor je Freseov prostor.

Primer 2.70. Prostor C'(f2) sa topologijom uvedenom u primeru 2.30 je
Freseov. Znamo iz primera 2.66 da je metrizabilan, a pokazali smo i da je
i lokalno-konveksan, pa ostaje da se pokaze kompletnost. Neka je (fx)ren
Kosijev niz u C(Q). Sledi da za svaki kompaktan skup K C 2 i za svako
e > 0 postoji prirodan broj N = N(K,¢) takoda jezasve k,l > Niz € K
zadovoljeno |fr(x) — fi(x)| < e. Dakle za svako = € Q dobijamo Kosijev
niz (fr(x))ken u K koji konvergira ka nekom skalaru f(x). Posmatrajmo
funkciju x — f(z) koja preslikava X — K. Dokazimo da f € C(Q) i da
fr = fuC(Q). Neka je zg € Q proizvoljna tacka i neka je zo € K C Q za
kompaktan skup K. Neka je ¢ > 0 dato. Tada postoji N = N(K,¢) tako da
jezasvek,l > Nizasvex € K zadovoljeno da je limy_, | fx(2)—fi(z)| < e.
Sledi da je |fix(z) — f(z)| < € za sve x € K, odnosno imamo uniformnu
konvergenciju niza (fx) na K, pa fr — f u C(Q). Sledi da je f neprekidna
u zg kao granica niza uniformno neprekidnih funkcija. Kako je zg bila
proizvoljna sledi da f € C(Q).

Primer 2.71. Prostori £™(Q2), m € Ny, su Freseovi.

Primer 2.72. Prostori X(K) i D"(K) za 1 < m < oo su normabilni i
kompletni. Prostor D(K) je Freseov. Neka je K C Q zadat kompaktan
skup. Tada prostor D™(K) mozemo da posmatramo kao potprostor od
E™(Q) sa indukovanom topologijom od £™(R2), za 0 < m < oco. Kako je
E™(Q) kompletan, da bismo pokazali kompletnost za D" (K) dovoljno je da
pokazemo da je D" (K) zatvoren u €"(2), odnosno da sadrzi granice svih
svojih nizova. Neka je (fx) niz u D™(K) koji konvergira ka nekoj funkciji
f € &™(Q). Pretpostavimo da x ¢ K. Tada je

[f(@) = fe(@)] = [f(z)| <&, za k> ko(e)

Dakle, f(x) = 0 za z ¢ K, pa je nosa¢ od f sadrzan u K, odnosno f €
D™(K).
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2.3.2 Zadaci

Zadatak 2.5. Ako su X i Y topolosko-vektorski prostorii f : X — Y
linearno, neprekidno preslikavanje, onda f preslikava ograni¢ene skupove iz
X u ogranicene skupove u Y. Dokazati.

Zadatak 2.6. Pokazati da je u topolosko-vektorskom prostoru X zatvorenje
ograni¢enog skupa ogranic¢en skup.

Zadatak 2.7. Dokazati lemu 2.59.

Zadatak 2.8. Pokazati da su prostori iz primera 2.66 metrizabilni.

2.4 Inicijalne i finalne topologije

2.4.1 Inicijalne topologije

Neka je X vektorski prostor, {(X;,7;) : ¢ € I} familija topolosko-
vektorskih prostorai f; : X — Xj, ¢ € I familija linearnih preslikavanja. Na
skupu X ¢emo opisati najgrublju topologiju T za koju su sva preslikavanja
(fi)ier neprekidna.

Za topologiju 74;sc = P(X) su sva preslikavanja (f;);cr neprekidna, ali cilj
nam je da dobijemo topologiju sa §to manje otvorenih skupova.
Posmatrajmo kolekciju skupova

8={f10:)]:0;€m, iel}.

Preslikavanja (f;);er su neprekidna za neku topologiju 7 na X ako i samo
ako je 8§ C 7 (prema teoremi 1.30). Iz teoreme 1.18 sledi da do topologije
T dolazimo na slede¢i nacin:

konaéni proizvoljne
S B 7.

preseci unije

Topologiju T zovemo inicijalna topologija na X za familiju preslikavanja

(fi)ier-
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Ako je B; baza okoline nule u X;, i € I, onda je baza okolina nule u X
za T data preko konac¢nih preseka oblika
Ji (O) e f K (U),

in

gde Up € B, 1 <k<n,neN.
Prostor (X, T) je topolosko-vektorski prostor sto dokazujemo u narednoj
propoziciji.

Propozicija 2.73. Prostor (X,T) je topolosko-vektorski prostor.

Dokaz: Dokazujemo da je topologija T kompatibilna sa vektorskom struk-
turom skupa X. Dokazac¢emo da vazi uslov 1 iz definicije 2.1. Sli¢no se
pokazuje i da vazi uslov 2.

n
Neka su a,b e X i m flzl[Wk] okolina nule u (X, T), gde su W}, okoline
k=1
nule u (Xj,,7,), za 1 <k <n,n e N. Obelezimo a, = f;, (a) i by = fi, (),

1 < k < n. Na osnovu osobine 1 za topolosko-vektorski prostor (X, , 7, )
postoje okoline nule Uy, i Vi, u (Xj,, 7, ), takve da za sve u € a + Uy, i sve
v € by + Vi vazi

ut+veEar+b+Wr1<k<n.

Sledi da za sve z € a + ﬂ fizl[Uk] iyeb+ ﬂ fizl[Vk] vazi
k=1 k=1

n
rty€atb+ ) f; Wi,
k=1
pa je sabiranje neprekidno, odnosno vazi uslov 1 iz teoreme 2.1. (|

Ako su {(X;,m) : ¢ € I} lokalno-konveksni prostori, onda je i prostor
(X, 7T) lokalno-konveksan.

Propozicija 2.74. Neka je X realan vektorski prostor i {(X;,7;) : i € I}
kolekcija lokalno konveksnih prostora. Neka su f; : X — X;, 1 € I linearna
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preslikavangja i T inicijalna topologija na X za familiju preslikavanja (f;)icr-
Tada je (X, T) lokalno konveksan prostor. Ako je zai € I lokalno konveksna
topologija T; definisana familijom seminormi (¢;ix)aer;, onda je topologija
T definisana familijom seminormi (¢;x © fi)aeL,, icl-

Dokaz: U prethodnoj propoziciji je dokazano da je (X, T) topologko-vektorski
prostor. Treba jos dokazati da ima bazu konveksnih okolina nule.

Za svako i € I postoji baza konveksnih okolina nule u prostoru (X, 7;).
Ako su Uy konveksne okoline nule u (X;,,7,), 1 <k <n,n €N, onda je

n
ﬂ figl[Uk] konveksna okolina nule u (X, 7). Prema tome, prostor (X,T)
k=1

ima bazu konveksnih okolina nule, pa je lokalno konveksan prostor.
Zadatoie I, A€ L;ie >0 vazi

iz e Xiiqn(z) <e}] ={zr € X : (gno fi)(x) <e}.

Prema tome, ako je za svako i € I topologija 7; definisana familijom semi-
normi (g;x)aer,, onda je topologija T na X definisana familijom seminormi

{gino fi: A€ Ly, ieI}.
|

Primer 2.75. Neka je X vektorski prostor i (7;) familija topologija na X
kompatibilna sa vektorskom strukturom na X. Oznacimo sa F; topolosko
vektorske prostore (X,7;) i neka su f; identicka bijektivna preslikavanja
iz X u F;. Tada je inicijalna topologija 7 na X za familiju (f;) zapravo
najmanje gornje ogranic¢enje topologija 7; (videti napomenu 1.19). Sledi i
da je 7 kompatibilna sa vektorskom strukturom na X.

2.4.2 Finalne topologije

Neka je X vektorski prostor i neka je (Y;)ier familija topolosko-vektorskih
prostora nad istim poljem K. Neka je za svako ¢ € I preslikavanje f; : Y; —
X linearno. Oznac¢imo sa ® skup svih lokalno-konveksnih topologija na X
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za koje su sva preslikavanja f; neprekidna. Anti-diskretna topologija na X
pripada skupu @, pa je ® neprazan. Neka je 7 najmanje gornje ogranicenje
topologija koje su u skupu ®. Topologija 7 je kompatibilna sa vektorskom
strukturom na X (primer 2.75). Na ovaj nac¢in smo dobili da je (X,7)
topolosko-vektorski prostor.

Posmatrajmo kolekciju R svih apsorbujuéih, konveksnih, uravnotezenih
skupova V takvih da je f; (V) okolina nule u ¥;. Ova kolekcija je filter
baza. Pokazacemo da je R baza okolina nule u X za 7, iz Cega sledi da je
7 lokalno-konveksna topologija.

Iz propozicije 2.22 sledi da je filter baza R baza okolina nule za neku
lokalno-konveksnu topologiju 7 na X. Sva preslikavanja f; su neprekidna
za topologiju 7. Znamo da je 7 finija od 7 kao najmanje gornje ogranicenje
topologija u skupu ®. Dokazimo da je 7 finija od 7, iz ¢ega ée slediti da
je T =1. Neka je U okolina nule u X za 7. Tada postoji kona¢na familija
(Tk)1<k<n topologija u ® (videti napomenu 1.19) i za svako k uravnotezena,
konveksna okolina nule V3, u X za topologiju 75, tako da je Ny_, Vi C U.
Kako je f; ' (Mp_, Vi) = Ni_, £ (Vi) sledi da

VZﬁVkER.
k=1

Preciznije, V' je apsorbujuéi, uravnotezen, konveksan skup i za svako ¢ €
skup fi_l(V) je okolina nule u Y;.

Dobili smo da je (X, 7) lokalno konveksan prostor. Stavise, 7 je najfinija
lokalno-konveksna topologija za koju su sva preslikavanja f; neprekidna.

Ovako definisana topologija 7 naziva se finalna lokalno-konveksna topologi-
ja na X za familiju (f;)ier.

Vaze sledeée propozicije.

Propozicija 2.76. Neka je X wvektorski prostor, (Y;)icr familija lokalno
konveksnih prostora i neka je za svako i € I preslikavanje f; : Y; — X
linearno. Neka je X snabdeven najfinijom lokalno-konveksnom topologijom
T za koju su sva preslikavanja f; neprekidna. Neka je G lokalno konveksan
prostor i g : X — G linearno preslikavanje. Tada je g neprekidno za T ako
i samo ako su sva preslikavanja g o f; neprekidna.
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Propozicija 2.77. Neka je X vektorski prostor i neka su (E;) i (F)\) dve
familije lokalno konveksnih prostora. Za svako i € I neka je f; linearno
preslikavanje 1z E; v X @ za svako A € L neka je gy linearno preslika-
vange iz I\ u X. Neka je T najfinija lokalno konveksna topologija na X za
koju su preslikavanja f; neprekidna i neka je 7' najfinija lokalno konveksna
topologija na X za koju su sva preslikavanja gy neprekidna. Pretpostavimo
da za svako i € I postoji neprekidno linearno preslikavanje uy; iz E; u neko
Fy tako da je f; = g\ ouy;. Tada je 7 grublja od T.

Ako dodatno za svako N € L postoji neprekidno linearno preslikavanje
vix 12 F\ u neko E; tako da je g = fiov;x, onda su topologije T i 7' jednake.

Teorema 2.78. Neka je X vektorski prostor i neka je (Xp)nen niz pot-
prostora od X takvih da je X,, C Xp11 za sven € N ¢ X = U,enX,,. Pret-
postavimo da je svaki prostor X, snabdeven lokalno konveksnom topologi-
jom T, i da za svako n topologija indukovana sa Th,41 na X, je m,. Neka
je T najfinija lokalno konveksna topologija na X za koju su sva injektivna
utapanja f, : X, = X neprekidna. Tada 7 indukuje topologiju 1, na X,.

Pod pretpostavkama iz teoreme 2.78 kazemo da je X striktni induktivni
limit niza (X,,).

Primer 2.79. Neka je Q C R™ otvoren skup i neka je D(§2) vektorski pros-
tor svih funkcija na §2 ¢iji parcijalni izvodi svih redova postoje i neprekidni
kompaktan skup neka je D(K) potprostor onih funkcija iz D(2) ¢iji nosac je
sadrzan u K. Tada je D(€2) unija potprostora D(K) po svim kompaktnim
podskupovima K C Q. Prostore D(K) smo snabdeli lokalno-konveksnim
topologijama za koje je D(K) Freseov prostor. Prostor D(£2) snabdevamo
najfinijom lokalno konveksnom topologijom 7 za koju su sva injektivna
preslikavanja D(K) — D(2) neprekidna.

Ako je K C K’ onda je D(K) C D(K’) i topologija od D(K') indukuje
na D(K) topologiju prostora D(K). Neka je (K)gen rastuéi niz kompakt-
nih skupova u Q takvih da je Kj C Int(Kyy1) (sa Int(Kky1) smo oznacili
unutrasnjost skupa Kjy1) i svaki kompaktan podskup od Q je sadrzan u
nekom skupu Kj. Tada je D(Ky) C D(Kgki1) 1 D(Q) = UgenD(Kk). Sledi
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iz propozicije 2.77 da je T najfinija lokalno konveksna topolgija za koju su
injektivna preslikavanja fi : D(Kx) — D(£) neprekidna.

Moze se pokazati da je D(€2) kompletan, Hauzdorfov prostor koji na
svakom prostoru D(K) indukuje topologiju prostora D(K).

Primer 2.80. (Geljfand-Silov prostori) Neka f € C®°(R") i s,0 > 0.
Kazemo da f pripada prostoru 87 ako postoji h > 0,C > 0 tako da je

sup |z*DP f| < ChlotPlalsple
TER™

za sve multi-indekse «, 3.
Sa S7, oznacavamo prostor glatkih funkcija takvih da je

|z D f|
[
Preslikavanje || - ||7,, : S7,, — [0,00) je norma i na ovaj nacin prostor S,
postaje Banahov.
Jasno je da je
87 = 8%
h>0

Prostor 8¢ snabdevamo najfinijom lokalno konveksnom topologijom 7
za koju su injektivna utapanja iz S7, u 87 neprekidna, za svako h > 0.

Prostor (87,7) zovemo prostor Geljfand - Silova.

2.4.3 Zadaci

Zadatak 2.9. Pokazati da niz rastué¢ih kompaktnih skupova iz primera
2.79 postoji, odnosno konstruisati takav niz skupova.

2.5 Uparivanja

Posmatrajmo preslikavanje B : F'x G — K, gde su F' i G vektorski prostori
nad poljem K. Preslikavanje B je bilinearno, ako je linearno po svakoj
promenljivoj.
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Definicija 2.81. Neka su F' i G vektorski prostori nad poljem K. Ako je na
F x G data bilinearna forma (x,y) — B(z,y), onda kaZemo da su prostori
F i G upareni, odnosno da formiraju uparivanje u odnosu na bilinearnu
formu B.

KazZemo da uparivanje ili bilinearna forma razdvaja tacke od F ako za
x € Fyx # 0 postoji y € G,y # 0 tako da je B(z,y) # 0. Analogno,
uparivange ili bilinearna forma razdvaja tacke od G ako za y € G,y # 0
postoji x € F,x # 0 tako da je B(x,y) # 0. Ako uparivanje razdvaja
tacke i od F i od G, onda kaZemo da je (F,G) dualan sistem u odnosu na
bilinearnu formu B.

Primer 2.82. Neka je X vektorski prostor i neka je X* skup svih linearnih
preslikavanja iz X u K. Oznac¢imo elemente u X sa x,y, ..., a elemente u
X*sa x',y,.... Sabiranje i mnozenje skalarom na X* definiSemo sa

(@ +9)(z) =2'(x) + ' (x), (az’)(z)=2"(az),a € K.

Nula vektor u X* je preslikavanje koje dodeljuje nulu svakom elementu
xz € X. Lako je proveriti da na ovaj nac¢in X* postaje vektorski prostor
i X* zovemo algebarski dual od X. Ako stavimo (x,2') = (z/,z) = 2/(z)
zax € X 12’ € X* onda je preslikavanje x — (x,2’) linearno, posto
je 2’ linearno. Takode je i 2/ — (z,2’) linearno. Preslikavanje (x,2’) —
(x,2") zovemo kanonicka bilinearna forma. Ova kanonicka bilinearna forma
razdvaja tacke od X*. Takode razdvaja i tacke od X. Neka je x # 0
element u X i neka je (e;)icr algebarska baza u X. Tada je x = >, &es,
gde je & # 0 za neko k. Neka je 2/ € X* linearna forma na X koja svakom
vektoru y = Y. mie; dodeljuje k—tu koordinatu. Tada je (z,2') = & # 0.

Primer 2.83. Neka je X topolosko-vektorski prostor i neka je X’ skup
svih linearnih, neprekidnih preslikavanja X — K. Tada je X’ potprostor
algebarskog duala X* (za dokaz pogledati [8], strana 184, primer 2). Vek-
torski prostor X’ zovemo (topoloski) dual prostora X. Sa (z,2') — (z,2’)
oznacavamo restrikciju na X x X’ kanonicke bilinearne forme definisane na
X x X*. Ova bilinearna forma razdvaja tacke od X’.
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Neka su vektorski prostori X i Y upareni u odnosu na bilinearnu formu
(z,y) — B(z,y). Uvedimo lokalno konveksne topologije na X i Y, koje
¢emo zvati slabe topologije definisane uparivanjem od X i Y.

Neka y € Y. Tada je preslikavanje x — |B(z,y)| semi-norma na X.
Oznac¢imo ovu semi-normu sa ¢g,. Sa o(X,Y’) oznacavamo topologiju na
X koje je definisana preko familije semi-normi ¢y, y € Y. Ovu topologiju
zovemo slaba topologija na X. Baza okolina nule u X za topologiju o(X,Y")
je data preko skupova

Uyl....,yk,a = {.%' | ’B(x7yk)‘ < 8}’

gde je € > 01 (yx)1<k<n je kona¢na familija elemenata u Y. Analogno se
definige i slaba topologija na Y, oznac¢avamo je sa o(Y, X).

2.5.1 Polarnost

Definicija 2.84. Neka su F' i G vektorski prostori nad poljem K upareni
u odnosu na bilinearnu formu (z,y) — B(x,y). Neka je A C F. Tada
definisemo polar od A, u oznaci A°, na sledeéi nacin:

A°={ye G| |B(z,y)| <1, za sve x € A}.
Analogno definisemo i polar podskupa skupa G.
Vazi sledeca propozicija:

Propozicija 2.85. Pretpostavimo da su vektorski prostori F' i G upareni
u odnosu na bilinearnu formu (z,y) — B(z,y). Tada vaZe sledeée osobine:

1. Ako je Ay C Ay C F, onda je A5 C AS.
2. Ako je A C F i D je uravnoteZeni omotaé¢ od A, onda je A° = D°.
3. A C A% = (A°)°.

Jo A0 = A%,
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5. Ako je A C F, onda je A° uravnotezen, konveksan skup u G, zatvoren
za o(G, F).

6. (ANA)° = %AO za skalar X\ € K, A #£ 0. Skup A° je apsorbujuci ako i
samo ako je A ogranicen za o(F,G).

7. Ako je (Ay)icr familija podskupova od F, onda je
(U4) =45
iel iel

Dokaz: Dokazimo osobine 1,2,3,4 1 7. Za osobine 5 i 6 pogledati zadatak
2.10.

1. Neka y € AS. Tada je |B(x,y)| <1 za sve x € Ay. Kako je A} C As,
onda je ova nejednakost ispunjena i za z € Ay, pay € AJ.

2. Iz A C Diizdelal. imamo da je D° C A°. Dokazimo da je A° C D°.
Neka y € A°. Tada je |B(Az,y)| < 1zasvex € Ai|)\ < 1. Kako je

D={ :2ecA, |A\1},
sledi da y € D°.
3. Ako z € A, onda je |B(x,y)| <1 zasvey € A° pax € A®°.
4. Slediiz 1. i 3.

7. Sledi iz definicije polara.

2.5.2 X-topologije

Neka su F' i G vektorski prostori upareni u odnosu na bilinearnu formu
(z,y) — B(x,y). Neka je ¥ kolekcija o(F,G) ogranic¢enih skupova. Iz
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propozicije 2.85 sledi da polari A° skupova A € ¥ formiraju kolekciju ap-
sorbujucih, uravnotezenih, konveksnih skupova u G, pa ova familija definise
lokalno konveksnu topologiju na G. Ovu topologiju zovemo Y-topologija ili
topologija uniformne konvergencije na skupovima koji pripadaju . Konaé¢ni
preseci skupova AA°, A > 01 A € ¥ formiraju bazu okolina nule za Y-
topologiju.

Primetimo da je ¥-topologija na G definisana preko familije semi-normi
qa, gde je qa(y) = sup,ea |B(z,y)|. Naime, za funkcional Minkovskog
skupova A° za A € ¥ vazi

pac(y) =inf{e >0 |y €cA°} =inf{e > 0| |B(z,y)| < e zasvex € A} =

= sup{|B(z,y)| | v € A} = qa(y).

Neka je 3 kolekcija svih ogranicenih skupova za o(F,G) topologiju.
Uvodimo sledeéu definiciju.

Definicija 2.86. Neka su F i G upareni vektorski prostori. Ako je X
kolekcija svih o(F,G) ogranicenih skupova u F', onda se odgovarajuéa -
topologija na G zove jaka topologija i oznacava se sa (G, F).

Topologiju B(G, F') zovemo i topologija uniformne konvergencije na
ograni¢enim podskupovima od F'.

Primer 2.87. Neka je F normiran prostor i E’' njegov dual. Tada je
topologija B(E', E) zapravo topologija definisana normom na E’.

2.5.3 Zadaci
Zadatak 2.10. Dokazati osobine 5 i 6 iz propozicije 2.85.
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Glava 3
Distribucije

3.1 DMotivacija

U primenjenoj matematici se ¢esto koristi takozvana Dirakova delta funkcija
d(t), koja se uvodi kao funkcija sa osobinama:

1. 6(t) =0zat#0,

o
2. / S(t)dt =11
—0o
3. za proizvoljnu funkciju g neprekidnu u t = 0 vazi

| st = 900).

Ipak, funkcija sa ovakvim osobinama ne postoji. Integral funkcije koja
je nula svuda, osim na skupu mere nula, mora biti jednak nuli. Zato ¢emo
delta funkciju predstaviti kao limes niza pogodno odabranih funkcija. Za-
mislimo niz funkcija od kojih svaka dostize maksimalnu vrednost za t = 0 i
svaki slede¢i ¢lan niza ima veéu maksimalnu vrednost od prethodnog ¢lana,
pri ¢emu je integral svake funkcije u nizu jednak 1. Posmatrajmo sledeéi
primer.
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Primer 3.1. Dat je niz funkcija (koristio ga je Hermit 1891. godine) defin-

isanih sa
1 n

s o RO AL

fn(t) =

Slika 3.1. Primer delta niza.

Delta funkciju mozemo da posmatramo kao limes ovakvog niza funkcija
(delta niz): §(t) = limy, 00 fr(t).

Ispostavice se da je delta funkcija jedan primer singularnih distribucija (ili
uopstenih funkcija).

Furijeova transformacija se Cesto koristi prilikom reSavanja linearnih
parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina. U svom klasi¢nom obliku definisana je
za L'(R™) funkcije (apsolutno integrabilne funkcije). Furijeova transforma-
cija Hevisajdove funkcije H ne postoji u klasiénom smislu, gde je H(t) =1
zat>01H(t) =0zat < 0. Definisanjem Furijeove transformacije na pros-
toru distribucija mo¢i ¢emo da odredimo Furijeovu transformaciju funkcije
H.

Ma koja distribucija ima izvod prozivljnog reda, za razliku od klasiénih
funkcija. Uvodenjem distribucionog izvoda definisa¢emo prostore Sobol-
jeva.

3.2 Definicija distribucija

Neka je Q otvoren podskup u R™ i D(2) prostor glatkih funkcija sa kompak-
tnim nosacem u 2. Prostor D(2) snabdevamo najfinijom lokalno konvek-
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snom topologijom T za koju su kanonicka injektivna preslikavanja D(K) —
D(Q) neprekidna (K je proizvoljan kompaktan podskup od €2, topologija na
D(K) je definisana familijom semi - normi (gp), gp(f) = maxgzecx [0F f(z)]).

Definicija 3.2. (L. Schwartz) Neka je u : D(Q2) — K neprekidno linearno
preslikavanje. Tada je u distribucija definisana na Q.

Dakle, dual E' = D'(Q) prostora E = D(Q) je prostor svih distribucija
definisanih na 2. Obi¢no ¢emo E’ posmatrati kao prostor snabdeven jakom
topologijom B(E’, E) (definicija 2.86).

Neka je K kompaktan podskup od Qi ig : D(K) — D(Q) kanonicka
injekcija. Tada je linearna funkcionela 7' na D(Q2) neprekidna ako i samo
ako su preslikavanja 7" o ix neprekidna na D(K) za svako K. Vazi sledeca
propozicija ([8], strana 97).

Propozicija 3.3. Linearna funkcionela T na D(QY) je distribucija ako i
samo ako za svaki kompaktan podskup K od ) postoji pozitivan broj M i
m € Ny tako da je za sve ¢ € D(K)

T o) < M oP . 3.1
T, )| < ﬁ;‘i%' e(7)| (3.1)

Uslov (3.1) moze da se zameni sa

(T @) <MY max|aPp(a)],

[p|<m
posto imamo ekvivalentne familije semi-normi.

Primer 3.4. Neka je Q otvoren skup u R™ i neka f € C(Q) (sa C(Q)
oznac¢avamo prostor neprekidnih funkcija definisanih na ). Tada je za
svako ¢ € D() funkcija fe neprekidna i jednaka je nuli van nosaca od
. Ako definisemo da je fy jednaka nuli izvan €2, onda je ovako prosirena
funkeija neprekidna na R™ i ima kompaktan nosac. Sledi da [, f(z)¢(x)dz
postoji. Preslikavanje T : ¢ +— [p. f(x)¢(x)dz je linearna funkcionela
na D(€2). Ovako definisano preslikavanje T je i neprekidno. Zaista, ako
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¢ € D(K), gde je K sadrzan u skupu {z : |2;| < £a,1 <i < n}i ako je
m = maxgex |f(x)|, onda je

(T )| < /Rn |[f(@)p(@)|dz < ma" max | (z)].

Preslikavanje f — Ty iz C(Q) u D'(Q) je linearno. Pokazimo da je i injek-
tivno. Neka je f # 0. Tada postoji zg € Q tako da je f(zg) # 0. Funkciju f
mozemo da zapiSemo u obliku f = f1+ifs, gde su fi i fs realne, neprekidne
funkcije. Kako su f1 i fo neprekidne postoje ¢ > 0 i lopta B,(zp) tako da
vazi jedna od nejednakosti f;i(z) > ¢ i fi(x) < —c za bar jedan od indeksa
i=1,2zasve x € B.(xg). Neka je ¢ € D(Q) funkcija za koju je ¢(z) > 0,
olx)=1zazxe€ B%T(wo) i¢p(x) =0zaxz € R"\B,(xg). Tada je

Ty, ) = /B @@ /B Do) £ 0,

odakle sledi injektivnost.

U nastavku funkciju f € C(Q) identifikujemo sa distribucijom T} i
pisemo (f, ) umesto (T, ).

Sli¢no kao u prethodnom primeru prostor L}, .(2) (klasa) Lebeg merljivih
funkcija, koje su Lebeg integrabilne na svakom kompaktnom skupu od §2,
moze da se posmatra kao element od D’(2). Vazi C(Q) C L} (Q) c D'(Q).

loc

Definicija 3.5. DistribucijaT € D'() je reqularna ako postoji f € L}, .(2)
tako da je T =Ty, tj.

(T, ) = /Q f(@)p(a)dz = (Ty, ).

Funkciju f € Lj,.(Q) identifikujemo sa distribucijom Ty i pisemo (f, )

loc

umesto (T't, ).

Primer 3.6. Neka je € otvoren skup u R" i @ € . Linearna funkcionela
¢ +— ¢(a) je neprekidna na D() posto za kompaktan podskup K od Q
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imamo |¢(a)] < max, |p(z)| za sve ¢ € D(K). Dobijamo distribuciju dg,
koju zovemo delta distribucija, pri ¢emu je (dq, ) = ¢(a). Distribuciju dy
zovemo i Dirakova mera (a = 0). Delta distribucija nije regularna distribu-
cija, §to ¢emo pokazati u primeru 3.11.

Navedimo neke osobine prostora D(2) i D’'().

Konvergencija niza (familije) elemenata prostora D’(€2) u slaboj
a(D'(Q), D(2)) topologiji je ekvivalentna konvergenciji u jakoj (D’ (), D())
topologiji. Kako je jaka topologija finija od slabe, jasno je da konvergencija
u jakoj topologiji implicira konvergenciju u slaboj topologiji. Propozicija
koja sledi pokazuje da vazi i obratno.

Propozicija 3.7. Neka je (Tn)nen niz distribucija (respektivno neka je
(T:)o<e<a familija distribucija) i pretpostavimo da za svako ¢ € D(Q)
granicéna vrednost T () = limy, o0 T (@) (respektivno T(p) = lim._,0 T:(¢))
postoji. Tada je T : o — T(p) distribucija i (T),) (resp.(Te)) konvergira ka
T u jakoj topologiji u D'(Q)

Propozicija 3.7 nam omogucava da pokazemo da je injekcija f +— T iz
C(22) u D'(Q) neprekidna.

Propozicija 3.8. Injekcija f — Ty iz C(Q) u D'(Q) je neprekidno pres-
likavange.

Dokaz: Koristeé¢i da je C(£2) metrizabilan prostor i da je preslikavanje
f = Ty linearno, dovoljno je pokazati da ako je (fn)nen niz u C(£2) koji
konvergira ka nuli u prostoru C(f2), onda odgovarajuéi niz slika (T, )nen
konvergira na nuli u prostoru D’'(Q2). Neka je ¢ € D(Q2). Iz konvergencije
niza (f,) sledi da za € > 0 postoji ng € N, tako da je za svako n > ng
ispunjeno

<
o |fn(@) < e

pa je prema tome

Ty, )| = \ [ intaeteyis| << [ fotalas.
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Dakle, (Ty,,¢) — 0, za svako ¢ € D(£2). Na osnovu Propozicije 3.7 sledi
da niz (T},) konvergira ka nuli u prostoru D’(12). a

Primer 3.9. Za ¢ € D(R) definisemo distribuciju
1 [ o) — (-
pulk = [ EE 0,
T 0

X

Pokazimo da p.v.= € D'(R). Linearnost je jasna, dokazimo neprekidnost.
Treba da pokazemo da vazi uslov (3.1). Pretpostavimo da je supp ¢ C
[—d,d]. Tada je

‘/ dx—)/ dl‘—‘/wdl'

/ / (sx)|dsdx < 2d _max ' (1)1

Dakle, uslov (3.1) je ispunjen za M = 2dim = 1.

Pre nego §to navedemo dalje osobine i primere, razmotri¢emo ponasanje
beskona¢no diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosacem. Moze se
pokazati da je funkcija definisana sa

1
_ exp(—p), x>0
beskonacno diferencijabilna.

Odatle sledi da je funkcija ¢ definisana sa

1
o) = { o (~ ). lel <1
0, [ > 1
beskonaéno diferencijabilna na R™ i njen nosac je jedini¢na lopta
By ={x:|z| <1}

na R". Stoga je nosa¢ funkcije x — o(*2™) lopta B.(wo) = {z : |z — zo| <
e}, 8to pokazuje da ako je Q # (), onda D(Q) sadrzi elemente razlicite od
nule. Ako ¢ podelimo sa pozitivnom konstantom [p, ¢(x)dz, dobijamo
funkciju p sa slede¢im osobinama:
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1. p je glatka na R™,

2. suppp = By,

3. p(x) >0za|z| <1,

4. p(x) >0 za sve z € R",
5. Jgn p(x)de =1.

Za e > 0 funkcija p. definisana sa

pe() = o (2) (3.2)
ima osobine 1, 4, 5 i osobine
2". supppe = Be,
3. pe(z) >0za x| <e.
Primer 3.10. Neka je p neprekidna funkcija definisana na R™ sa osobinama
a) suppp C Bi,
b) p(x) > 0 za sve x € R™,
¢) Jgnp(x)dr =1,

gde je, kao i pre, By = {x : |z| < 1}. Iz prethodne konstrukcije vidimo
da takva funkcija postoji. Za svako ¢ > 0 definisemo funkciju p. sa (3.2).
Tada p. zadovoljava uslove

a’) suppp: C Be,
b") pe(x) >0 za sve z € R™,

¢) Jgn pe(x)de = 1.
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Pokazimo da p. konvergira u D’'(R™) ka Dirakovoj meri §, kad e — 0. Za
¢ € D(R™) imamo na osnovu ¢’)

[ peladelalda = ¢(0) = [ pela)(ota) - pl0)da

i koristeéi osobine a’), '), ¢') dobijamo

) /n pe()p(z)dz — @(0)‘ < max () — o(0).

|z|<e
Posto desna strana gornje nejednakosti moze da se napravi proizvoljno
malom za dovoljno malo ¢ zaklju¢ujemo da je

lim [ pe(2)p(z)dz = ¢(0),

e—0 Rn

odnosno da p. konvergira ka § u slaboj topologiji, pa i u jakoj, na osnovu
propozicije 3.7.

U primeru 3.6 smo uveli delta distribuciju: d, : ¢ — ¢(a), za ¢ €
D(R™). Pokazimo da delta nije regularna distribucija.

Primer 3.11. Delta distribucija J, nije regularna distribucija.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji f € L (R"), tako
da je

<5a7 §0> = an f(:c)go(:n)dx, pE D(Rn)

Izaberimo p € D(R™) tako da je suppp C B1(0), p(0) = 1 i definisimo

pi(z) = p(l(x — o)), I € No. Tada je suppp; C Byj(wo), pi(vo) = 1
(postojanje ovakve funkcije sledi iz primera 3.10). Zaklju¢ujemo da je

1= [(8aq, p1)| < / |f (@)l p(l(z—x0))|dx < max |p(x) |f (z)|da.
B 1(wo) z€R By i(z0)
Medutim, kako je / |f(x)|dx LmiN 0, dolazimo do kontradikcije.
By /1(z0)

Dakle, é, nije regularna distribucija. (W
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3.3 Nosac distribucije

Za funkciju f : Q — K, gde je 2 C R" otvoren skup, ¢esto govorimo o vred-
nosti funkcije u tacki x € € i o restrikciji te funkcije na neku okolinu tacke
x. Da bismo ove pojmove uveli i za distribucije, definisa¢emo restrikciju
(lokalizaciju) distribucija na otvorene podskupove skupa (.

Neka je 2 C R™ otvoren skup i U otvoren podskup od 2. Svaka funkcija
u D(U) moze da se posmatra kao funkcija u D(Q2). Ako je T' € D'(Q2) onda
je restrikcija ovog preslikavanja na D(U) distribucija Ty € D'(U) definisana
sa (Ty, ) = (T, p) za sve ¢ € D(U). Preslikavanje Ty je restrikcija od T
na U ili distribucija indukovana sa T na U. Ako je Ty = 0, kazemo da je T'
jednako nuli na U. Sli¢no, ako su Q7 i 29 dva otvorena skupa u R” i ako
je U otvoren podskup u Q; N Qy, S € D'(Q), T € D'(2), ondasu SiT
jednaki na U ako je Sy =Ty

Propozicija 3.12. Neka je Q otvoren skup u R™, T € D'(Q) i neka je U
otvoren podskup u Q. Ako za svako x € U postoji otvorena okolina V,, tako
da je T jednako nuli na V., onda je T jednako nuli na U.

Iz prethodne propozicije sledi da ako je (U;) familija otvorenih pod-
skupova od € i ako je T' = 0 na svakom U;, onda je T' = 0 na | J;c; Us. Zato
naredna definicija ima smisla.

Definicija 3.13. Neka je Q otvoren podskup u R™ i neka T € D'(Q). Ako
je U najveéi otvoren podskup od 2 na kom je T jednako nuli, onda je skup
UC nosac od T i oznacavamo ga sa Supp(T).

Skup Supp(7’) je zatvoren u €2 prema definiciji, kao komplement otvorenog
skupa.

Napomena 3.14. Nosac distribucije T' je komplement najveéeg otvorenog
skupa na kom je T jednako nuli. Drugim rec¢ima, tatka = € ) je element
nosaca distribucije T ako i samo ako za svaku (otvorenu) okolinu V' tacke
x postoji ¢ € D(Q), tako da je suppp C Vi (T, @) # 0.

Sledec¢a lema je posledica koju dobijamo iz definicije nosaca distribucije.
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Lema 3.15. Neka je T € D'(Q) i K = SuppT'. Tada je (T, p) =0, za sve
v € D(Q), za koje je suppp N K = 0.

Dokaz: Neka je o € D(Q) i K Nsuppy = 0. Kako je suppy C (Q\ K)
i Q\ K je najveéi otvoren skup na kome je T jednako nuli, sledi da je
(T, ) =0. O

Primer 3.16. Ako je f € C(Q2), onda je Supp Ty = supp f.

(C) Neka je € SuppTy. Iz napomene 3.14 sledi da za svaku okolinu V'
tacke x postoji ¢ € D(Q), tako da je

suppp C Vi (Ty, ) # 0. (3.3)

Ako je f(x) # 0, onda = € supp f. Ako je f(x) = 0, pokazimo da za
svaku okolinu V' tacke x vazi VN {x € Q : f(z) # 0} # (. Pret-
postavimo suprotno, odnosno da postoji okolina W tacke z, takva da je
Wn{xeQ: fz) 75 0} = 0. Prema (3.3) postoji ¢ € D(Q), tako da je
suppp C Wi (Ty,¢) fR" z)dr # 0. Medutim, iz suppe C W i
Wn{ze: f(x)#0} =10, sledldaJef( Jo(x) =0, za sve z € R™, pa je
(T, ) = 0. Dosli smo do kontradikcije, pa je presek svake okoline tacke z i
skupa {x € Q: f(z) # 0} neprazaniondaz € {x € Q: f(x) # 0} = supp f.

(D) Ovu inkluziju pokazujemo kontrapozicijom. Neka xzo € Q \ Supp 7.
Na osnovu napomene 3.14, postoji okolina B¢ (zg) tacke xo, takva da je za
sve ¢ € D(N), za koje je supp C Be(xp), ispunjeno da je (Ty, ) = 0.
Pokazimo da z¢ ¢ supp f.

Pretpostavimo suprotno, da xzg € supp f. Tada za svaku okolinu V
tacke xo vazi da postoji y € V, tako da je f(y) # 0, pa i za okolinu B¢(xo).
Neka je y € Be(xo), tako da je f(y) # 0. Tada postoje o > 017 > 0, tako
da je fi(x) > o ili fi(x) < —a, za sve © € By(y) i bar jedan od indeksa
i € {1,2} (koristimo f = f1+if2). Neka je 6 > 0, tako da je Bs(y) C Be(x).
Dalje, neka je v = min{4, n}. Sada za funkciju p(z) = p(=2 = ) € D(Q), koja
ima osobine kao u primeru 3.10, vazi da je supp p C By(y) C Be¢(xo). Ako
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je, na primer, fi(x) > «, onda na osnovu osobina funkcije p sledi
[ @eeiz= [ p@eed>a [ ped=a
Q By (y) By(y)
pa je
| @ty 2o
Dobijamo kontradikciju sa ¢injenicom da za sve ¢ € D(£2), ¢iji je nosac
sadrzan u Bg(zo), vazi (Ty, ) = 0.

Primer 3.17. Supp(d) = {0}.

Zaista, ako je x # 0 mozemo da izaberemo otvorenu okolinu U tacke z
tako da 0 ¢ U. Tada za ¢ € D(U) imamo (4,¢) = ¢(0) = 0. Zato je
Supp(d) C {0}. Sa druge strane, za svaku okolinu nule V' postoji funkcija
¢ € D(R™) tako da je supp(y) C V i ¢(0) # 0. Zato je za takvu funkciju
@, (0,) = (0) # 0 1isledi da je {0} C Suppd.

Propozicija 3.18. Ako S,T € D'(Q), onda je

Supp(S + T') C SuppS U SuppT,

Supp(AT) = SuppT,, za A # 0, \ € K.
Dokaz: Neka je ¢ € D(Q) funkcija za koju vazi
supp(y) C Q\(SuppS U Supp(T)) = Q\Supp(S) N 2\Supp(7).
Tada je (S + T, ) = (S, ) + (T, ) = 0 i zato je
O\ (SuppS U SuppT’) € Q\Supp(S + 7).

Ostatak tvrdenja sledi iz supp(Ap) = supp(p) za A # 01 (AT, ¢) = (T, \p).
U

Sledi da sve distribucije iz D’(Q), ¢€iji nosa¢ je sadrzan u fiksnom pod-
skupu od 2, formiraju vektorski prostor. Sli¢no, sve distribucije sa kom-
paktnim nosa¢em formiraju vektorski prostor.
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3.4 Izvod distribucije

Jedna od najvaznijih osobina distribucija je da za proizvoljno j €
{1,...,n} moze da se definiSe linearno preslikavanje D'(R"™) — D’(R") koje
uopstava uobicajeni parcijalni izvod 9;. Ovo preslikavanje takode obelezavamo
simbolom 0;. Neka je f neprekidno diferencijabilna funkcija i neka je
T = T}y distribucija povezana sa ovom funkcijom. Tada je razumljivo da
oc¢ekujemo da distribucija 9;T bude povezana sa funkcijom 9; f.

Neka ¢ € D(R"™). Parcijalnom integracijom u odnosu na z; i ako
uzmemo u obzir da je ¢ jednako nuli izvan nekog kompaktnog skupa dobi-
jamo

| aif@etadn = - [ f@oed.
Prethodnu jedna¢inu mozemo da napisemo u obliku
(0T, p) = —(T, 9jp).

Propozicija 3.19. Neka je Q) otvoren skup u R™. Za svaki indeks j, 1 <
J < n linearno preslikavanje ¢ — 05 iz D(Q) u D(Q) je neprekidno.

Dokaz: Dovoljno je pokazati da je za proizvoljni kompaktan podskup K
od € preslikavanje ¢ — 0j¢ neprekidno. Neka je V' okolina 0 u D(Q).
Postoji € > 01 k € N tako da V N D(K) sadrzi skup

{:10Pp(x)] <e, |p| <k}

Tada je skup
U={p:|0Pp(x)| <e, |p| <k+1}

okolina 0 u D(K) i iz ¢ € U sledi da 0 € V. O

Posledica 3.20. Za svaki multi-indeks p € N preslikavanje o — 9Py iz
D(Q) u D(Q) je neprekidno.

Neka je p € Nj. Ako je T € D'(Q), definisimo preslikavanje OPT :
D(Q?) — K, tako da je

T (p) = (~1)P(T,07¢), ¢ € D(D).
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e Iz linearnosti distribucije T sledi da je 9T linearno preslikavanje.

e Neka je (pr)ken niz u D(Q), ¢ € Qi neka pp — ¢, k — oo u
D(Q). Tada na osnovu neprekidnosti preslikavanja ¢ +— 9Py sledi
da niz (0Ppy) konvergira ka 0P¢ u prostoru D(Q2). Dalje, kako je T
neprekidna funkcionela na D(£2), sledi da

<Ta 8p30k> IH—OO> <Ta 8p(:0>
Iz definicije preslikavanja OPT sledi

(OPT, pr) 222 (97T, ).

Uslov neprekidnosti linearne funkcionele na D(2) ekvivalentan je uslovu
sekvencijalne neprekidnosti, pa je 8T neprekidna linearna funkcionela
na D(Q), to jest T € D'(Q).

Dobijamo da je naredna definicija dobra.
Definicija 3.21. Neka je 2 otvoren skup u R™ i p € Nij. Sa 0P oznacavamo
linearno preslikavanje iz D'(Q) u D'(Q) definisano sa
(0°T, @) = (~1)PU(T, 07¢)

zaT € D'(Q), ¢ € D). Preslikavabhe PT = TP zovemo parcijalnim
izvodom reda |p| od T.

Primetimo da je 0;0;,T = 0;0,T za T € D'(Q), 1 < 4,5 < n, posto
analogna formula vazi za funkcije iz D(£2).
Znamo da je supp (0P f) C supp f. Analogno vazi i za distribucije.

Propozicija 3.22. Neka je Q C R"™ otvoren skup i T € D'(Q). Tada je
Supp (OPT') C Supp T, za svako p € Njj.

Dokaz: Neka je x € Supp (0PT) i V okolina tacke x. Tada postoji ¢ €
D(Q), tako da je suppp C V' i (OPT, @) # 0. Sledi da je

(T, Pp) # 0.

Kako je 0Pp € D(Q) i supp (0P¢) C suppp C V, sledi da je x € SuppT
(videti napomenu 3.14). O
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Primer 3.23. Neka je H Hevisajdova funkcija definisana na R, tj.
1, >0

H(x):{ 0, z<0.

® '—>/ H(z)p(x)dr = /Ooocp(:c)d:r

iz D(R) u K je neprekidno zato §to je

Preslikavanje

| [ owis] < - max o)

ako je nosa¢ od ¢ sadrzan u intervalu [—a, a]. Dakle, H definise distribuciju
koju oznacavamo isto sa H, odnosno

<H@=A?wm.

Prema definiciji 3.21 vazi

<m1w=—www=—%3wwx=wm=@w,

odnosno, H' = OH = §. Primetimo da je izvod Hevisajdove funkcije u
klasiénom smislu funkcija koja je jednaka 0 za x # 0 i koja nije definisana
u koordinatnom pocetku. Ovaj primer nam ilustruje i da izvod regularne
distribucije ne mora biti regularna distribucija.

Primer 3.24. Neka je f : R — R funkcija koja je neprekidna svuda, osim
u kona¢no mnogo tacaka a; < az < --- < as i pri tome za svaku tacku ay,
1 <k <s, leve i desne grani¢ne vrednosti

flag +0) = lim f(ax +e¢), flar—0)= lim f(ay —e),

e—0t e—0t+

postoje i kona¢ne su. Tada f € L} (R) i definie regularnu distribuciju T,

= [ o

S

/WHﬂ@ﬂ@wnweﬂﬁh

k=0" %
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gde je ag = —00 i asy1 = 0.

Dodatno, pretpostavimo da na svakom intervalu (ax, agy1), 0 <
funkcija f ima neprekidan prvi izvod i da u svakoj tacki ag, 1 <
jednostrane grani¢ne vrednosti

flag —¢€) — flax)

Flan+0) = tim L@FE) ZI@) 0 gy ,

e—0t £ e—0t €

S,
S,

k <
k <

postoje i kona¢ne su. Tada f' € L} (R) i definise regularnu distribuciju
Ty, Ako oznacimo ji = f(ar+0)— f(ar—0), 1 <k < s, onda za ¢ € D(R)

vazi
ak+1
(0T, ) = —(Ty, ) Z / z)dz = ().

Primenom parcijalne integracije i korlste(:1 da ¢ ima kompaktan nosac do-

bijamo da je
= ijgo(ak) +/ f'(z)p(x)dx
k=1 >
Dakle,

S
8Tf =Ty + ijéak.
k=1
Posebno, ako je f neprekidna funkcija, onda je 01y = Ty, ali u opStem
slucaju 0Ty nije ponovo regularna distribucija.

3.5 Distribucije kona¢nog reda

Definicija 3.25. Neka je Q@ C R"™ otvoren skup. Par (E,j), gde je E
lokalno konveksan Hauzdorfov prostor i j : E — D'(Q) neprekidno, in-
jektivno linearno preslikavanje nazivamo injektivni par. Za sliku j(E)
kaZemo da je prostor distribucija na €.

Cesto prostor E identifikujemo sa slikom j (E), pa za E kazemo da je
prostor distribucija. Napomenimo da prostor E posmatramo sa njegovom
prvobitnom topologijom, koja je finija od topologije indukovane topologi-
jom prostora D’(Q).
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Definicija 3.26. Neka je  C R™ otvoren skup. Trojku (i, E,j), gde je E
lokalno konveksan Hauzdorfov prostor, ai:D(Q) = E ij: E — D'(Q) su
neprekidna, injektivna linearna preslikavanja, zovemo normalni triplet,
ako su sledeci uslovi zadovoljeni:

o skup Im(i) je gust u prostoru E,

e preslikavanje j o i je upravo preslikavanje ¢ — T, iz D(Q) u D(),
definisano u primeru 3.4.

Prostor j(F) tada nazivamo normalan prostor distribucija.
Moze se pokazati da vazi naredna propozicija.

Propozicija 3.27. Neka je Q C R™ otvoren skup im € Ny. Tada je D™(Q)
normalan prostor distribucija.

Sada mozemo da zaklju¢imo da je dual D" (Q) prostora D™ () prostor
distribucija (definicija 3.25). Sa D™ () smo oznagcili prostor svih m puta
diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim nosacem sadrzanim u otvorenom
skupu 2. Takode, mozemo da zaklju¢imo da imamo sledeéi niz injektivnih
preslikavanja, tako da je slika svakog prostora gust skup u prostoru koji je
kodomen posmatranog preslikavanja.

D) — - = DQ) = D(Q) = - = K(Q)

Iste osobine ima i naredni niz preslikavanja.

K(Q) == D™Q) = D™TQ) = - - = D(Q).

Na prethodno opisan na¢in mozemo svaki od navedenih prostora pos-
matrati kao vektorski potprostor narednog prostora u nizu. Preciznije, za
0 <m < k < oo, distribucija T € D’*(Q) je elemenat prostora D™ () ako i
samo ako je T restrikcija na DF(Q) nekog elementa T € D™ (Q). Dolazimo
da naredne definicije.
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Definicija 3.28. Neka je m € N. Distribucija T € D'(Q) je distribucija
reda m ako je T € D'™(Q) i T ¢ D'™~L(Q). Distribucija T € D'(Q) je
reda nula ako je T € K'(Q). Distribucije reda nula takode nazivamo i
(Radonove) mere na €.

Na osnovu definicije sledi da je za 0 < m < oo prostor D" (Q) up-
T € D'(Q) koja pripada nekom od prostora D™ (), m € Ny, kazemo da je
distribucija kona¢nog reda.

Red distribucije T" € D’(Q2) je manji ili jednak m € Ny ako i samo
ako je T neprekidna na D(2) u odnosu na (grublju) topologiju koja je
na D(Q) indukovana topologijom prostora D" (2), odnosno ako postoji
distribucija T € D"™(Q), takva da je T = T|®(Q). Uzimajuéi u obzir
potreban i dovoljan uslov da linearna funkcionela deifnisana na lokalno-
konveksnom prostoru bude neprekidna (napomena 2.50), oblik semi-normi
koje definisu topologiju prostora D™ (K), gde je K kompaktan podskup
od Q i ¢injenicu da je topologija prostora D™(2) striktni induktivni limit
topologija na D™ (K), mozemo da zaklju¢imo da je T € D™ () ako i samo
ako za svaki kompaktan skup K C €2 postoji M > 0, tako da je

(T’ )] < M max max[0"p(x)], ¢ € D(K) (p € D™(K)).
|p|<m zeK

Na osnovu prethodnih zakljucaka i posmatrajuéi ekvivalentne famil-
ije seminormi na prostoru D™ (K'), mozemo uvesti i slede¢u (ekvivalentnu
prethodnoj) definiciju distribucije konacnog reda.

Definicija 3.29. Distribucija T € D'(Q2) je konacénog reda ako postoji

m € Ny, tako da za svaki kompaktan podskup K od ) postoji M > 0, tako
da je

T <M oP D(K). 3.4

(T, ¢)| < Zglefgl p(z)|, » € D(K) (3.4)

Ip|<m

Nagmangi broj m € Ny za koji je (3.4) ispunjeno naziva se red distribucije
T.
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Dajemo primere distribucija kona¢nog reda.

Primer 3.30. Neka je f € C'(Q2) 1 K C Q kompaktan skup. Vazi da je

(Tl = | [ f)ole) do| < m() )] maglo(@ll. ¢ € D),

zeK

pa je Ty distribucija reda nula.

Primer 3.31. Neka je a € Q1 K C ) kompaktan skup. Tada je za
¢ € D(K) ispunjeno

[{9a; )] = lp(a)] < max|e()],

pa je &, distribucija reda nula.

Primer 3.32. Kosijeva glavna vrednost za % je distribucija reda 1. Neka
je K C R kompaktan skup i a > 0, tako da je K C [—a,a]. Pokazali smo u
primeru 3.9 da je

1
[(p-v.—s )l < 2a_max |¢'(z)], » € D(K),

z€[—a,a)

pa sledi da je red distribucije p.v.% manji ili jednak 1. Pretpostavimo da je
p.v.% distribucija reda nula. Tada za svaki skup K C R kompaktan skup
postoji Cx > 0, tako da za svako ¢ € D(K) vazi

1
.=, )| < : :
[{p-v.—, o) < Ok max |p(z)] (3.5)

Konstruisimo niz funkcija (¢n)nen, ©n € D([—2,2]), 0 < ¢, < 1,

1, zeli 1]
on(z) = .
0, =z ¢ [ﬁ,Q}

Iz (3.5), za K = [-2,2], sledi da postoji C' > 0, tako da je

1
|{(p.v.—, pn)| < Cmax|p,(x)| = C, za svako n € N. (3.6)
x zeK
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Medutim, za svako n € N postoji € > 0, tako da za sve € < € vazi [%, 2] C

[e,00). Prema tome, za svako n € N je

1 T

1 2 on "1 1
[(p.v.—, pn)| = / #nl2) dx > / —dx =1Inl — In— = Inn. (3.7)
x 1z n

2n

Sada na osnovu (3.6) i (3.7) sledi da za svako n € N vazi da je Inn < C.
Dosli smo do kontradikcije, pa sledi da je p.v.% distribucija reda 1.

Primer 3.33. Distribucija T' = Z 0", € D(R) data sa
neN

(T,0) = _(0"¢)(n), ¢ € D(R),

neN
nije konacnog reda.
Vaze i naredna tvrdenja koja navodimo bez dokaza.

Posledica 3.34. Svaka distribucija koja ima kompaktan nosacé je distribu-
cija konacnog reda.

Propozicija 3.35. Neka je 0 € Q. Svaka distribucija T € D(Q) za koju je
SuppT = {0} je konacna linearna kombinacija Dirakove delta distribucije
(Dirakove mere) i njenih izvoda.

3.6 MnozZenje distribucija

Primetimo da je diferencijalni operator na prostoru distribucija defin-
isan tako da na odredeni nacin predstavlja uopstenje diferencijalnog oper-
atora na prostoru funkcija. Prilikom definisanja operacije mnozenja dis-
tribucija oc¢ekivano je da ono bude uopsStenje operacije mnozenja funkcija.
Medutim, takvu operaciju na prostoru distribucija nije uvek moguée defin-
isati. Videéemo da ova operacija ne mora da bude asocijativna, Sto je
osobina operacije mnozenja funkcija.
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Razmotrimo mnozenje distribucije beskonac¢no diferencijabilnom funkci-
jom. Posmatrajmo funkcije f € C(Q) i a € (). Tada je funkcija af
elemenat prostora C(f2) i za ¢ € D(N) vazi

(Top @) = /Q o(2) f(2)p(z) dz = (T}, ap).

Cilj je definisati proizvod a1 funkcije @ € () i distribucije T € D'(Q)
tako da za T = Ty bude ispunjeno da je a1y = T, s. VaZzi sledeca propozi-
cija.

Propozicija 3.36. Neka je Q) C R™ otvoren skup, 0 < m < oo i € E™(N).
Linearno preslikavanje ¢ — ap iz D™(Q) u D™(Q) je neprekidno.

Definicija 3.37. Neka je © C R" otvoren skup i 0 < m < oco. Ako je
a € &™) i T e D™(Q), onda je distribucija oT definisana na sledeéi
nacin

<aT7 QO> = <T) O‘90>’ pE Dm(Q)

Vazi da je ap € D™(Q), pa je o1 dobro definisana linarna funkcionela
na D"(Q). Presliakvanje ¢ — (T, ap) je Prema propoziciji 3.36 kompozi-
cija neprekidnih preslikavanja ¢ — a@ 1 ¥ — (T,4), pa je neprekidno.
Dakle, definicija je dobra.

Preslikavanje T' +— oT iz D™ () u D™ () je transponovano preslika-
vanje neprekidnog preslikavanja ¢ — ap iz D™(Q) u D™ (), pa je i ono
neprekidno. Ako prostor C'(2) posmatramo kao potprostor prostora D'((2)
(pomocu injekcije f +— T), onda restrikcija preslikavanja T' — o1 na C(12)
predstavlja uobi¢ajeno mnozenje funkcija f +— af.

Primer 3.38. Neka 6 € D'(Q0), f € C(Q), f(z) =z, z € Q. Za p € D(Q)
je

(26, ) = (6, zp) = (20)(0) = 0.
Primer 3.39. Neka f € C(R), f(z) = z, z € R, pv.l € D'(R). Za
¢ € D(R) vazi

: vl = lim zp(2) T = x)dr =
oo =tim [ 0= [ o= 0,0),

x e—0 xT
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gde je Ty distribucija pridruzena funkciji g € C(R), g(z) =1, z € R.
Propozicija 3.40. Neka je 0 < m < oo i & C R" otvoren skup. Za
ae&™(Q)iT e D™Q) vazi
Supp (aT") C supp N Supp 7.
Dokaz: Pokaza¢emo da vazi
(supp ) U (Supp T)° C (Supp (2T))",

pri ¢emu komplement skupa posmatramo u odnosu na skup 2. Pret-
postavimo da x € (supp«a)®. Sledi da postoji okolina V' tacke x, tako
da je a(y) = 0, zasve y € V. Ako za ¢ € D(Q) vazi da je suppp C V,
onda je ap(z) =0, za sve x € Q. Prema tome sledi

(aT, ) = (T, ap) = 0.

Mozemo na osnovu napomene 3.14 da zaklju¢imo da je x € (Supp (aT1))°.
Dalje, pretpostavimo da je x € (Supp7')¢. Tada postoji okolina V' tacke
x, tako da za svako ¢ € D(Q), suppp C V, vazi (T,¢) = 0. Kako je
supp (ap) C supp ¢ sledi da je

(aTv @) = <Ta 0490> =0,

pa ponovo na osnovu napomene 3.14 zaklju¢ujemo da je x € (Supp (a1))°.

O

Propozicija 3.41. Neka je Q C R™ im € Nyg. Akojea € E(Q) i1 T €
D'(Q), ili ako je o € E™TL(Q) i T € D'™(Q), onda sledi

0j(aT) =0ja- T+ a-0;T, 1 <j<mn.
Dokaz: Neka je ¢ € D(2). Tada vazi

(a] (O[T), ()0> = —<O[T, a](p>
_<T7 Q- 83@)
— (T, 9j(ap) — ¢ - 0j)
= (- ajT+aja‘T,g0>.
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Posledica 3.42. Neka jep e N, T € D'(Q) i a € E(Q). Tada vaZi
p _
(al) =Y ( )aqa . QPTAT,
q<p q

Mnozenje distribucija €™-funkcijama je asocijativno i distributivno. Pre-
ciznije, vazi slede¢a propozicija.

Propozicija 3.43. Neka je 0 < m < oo. Ako je o, € E™(Q) i T,S €
D™ (), onda vazi
(a+B8)T =aT+pT, a(S+T)=aS+aT,

(aB)T = a(BT).
Neka je 0 < m < c0. Zaa € E™(Q) 1T € D'™(Q) definisemo da je
Ta = aoT. Ako je Ty, ..., T, € D'™(Q) i ako je najmanje k — 1 distribucija
elemenat prostora £™(€2), onda induktivno moze biti definisan proizvod

- T, = Tl(T2 Ce Tk)-

Navedeni proizvod ne zavisi od redosleda ¢lanom u proizvodu, to jest vazi
uopsteno pravilo asocijativnosti

l k k
7]\ 11 %) =117
J=1 J=I+1 j=1
za svako 1 <[ < k.
Medutim, operacija mnozenja E™(2) x D" (Q) — D™ () ne moze na
pogodan nacin biti prosirena na operaciju mnozenja D (Q) x D"™(Q) —
D'™ (). Za tako definisanu operaciju ne bi vazila asocijativnost.

Primer 3.44. Posmatrajmo distribucije 6,p.v.l € D'(R) i f € C(R),
f(z) =z, z€R. Za p € DR) je

(@) ¥p(5)e) = (0-vp5)e) =0,
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dakle (6z) - vp(1) = 0. Medutim,

G- @) = (e

primer 3.39
dakle 3 - (avp(})) = 3. Sledi, (52) - vp(2) # 3 - (evp(})).

Nemoguénost definisanja mnozenja proizvoljnih distribucija u D’ uzroko-
vala je probleme u fizici, na primer u hidrodinamici se javljaju proizvodi
udarnih talasa i njihovih izvoda, oblika H(x)d(x). To je dovelo do ideje da se
D'(R™) utopi u neku algebru, ¢ime bi se dobilo mnoZenje sa uobic¢ajenim os-
obinama. Cuveni ,,Schwartz impossibility result’ pokazuje da se u ovakvom
pristupu javljaju izvesna ogranicenja.

3.7 Lebegov integral, L” prostori

Definicija 3.45. Neka je X # 0. Familiju skupova M C P(X) sa osobi-
nama

1. XeM

2. AeM=X\AeM

3. ApeM,neN= | ] A, eM,
neN

nazivamo o-algebra na X. Par (X, M) nazivamo prostor sa o-algebrom.
Elementi o-algebre M su merljivi skupovs.

Definicija 3.46. Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom. Mera na M je
funkcija p: M — [0, 00] za koju vazi:

Ako je {A; € M : i € N} familija disjunktnih skupova, onda je
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1 (U Ai> = Z w(A;) (o aditivnost).
i=1 i=1

(X, M, p) nazivamo merljiv prostor ili prostor sa merom. Skup A € M
za koji je u(A) = 0 nazivamo skup mere nula.

o0
Mera p je o-konaéna ako je X = U E;, E; e M, p(E;) < oo, za svako

_ i=1
1 € N.

Definicija 3.47. Neka je (X,M) prostor sa o-algebrom. KaZemo da je
mera 1 na M kompletna, to jest da je (X, M, p) prostor sa kompletnom
merom, ako je svaki podskup merljivog skupa mere nula takode merljiv skup.
Drugacije zapisano,

BCA AeM, u(A)=0= B e M.

Za prostor sa (nekompletnom) merom (X, M, 1) postoji najmanji pros-

tor sa kompletnom merom koji ga sadrzi. Taj prostor nazivamo komple-
tiranje od M u odnosu na meru u.
Zmagaj kompletnih mera je u tome §to se u teoriji mera tvrdenja ¢esto for-
mulisu da vaze za skoro svako (s.s) z € X, a ne za svako z € X. Ako je
(X, M, i) proizvoljan prostor sa merom, kazemo da neko tvrdenje vazi za
skoro svako z € X ako postoji skup N € M, u(N) = 0, tako da tvrdenje
vazi za svako z € X \ N. U tom smislu mozemo, na primer, definisati
jednakost skoro svuda ili konvergenciju skoro svuda.

Definicija 3.48. Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom i (Y, T) topoloski
prostor. Funkcija f: X =Y (ili f: (X, M) — (Y,7)) je merljiva ako i
samo ako je f~w] € M, 2a svako w € T.

Na skupovima R", n € N podrazumevamo Lebegove o-algebre i
Lebegove mere, koje su o-konac¢ne i kompletne mere.
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3.7.1 LP prostori

Neka je (X, M, ) prostor sa o-kona¢nom, kompletnom merom g, §to u nas-
tavku podrazumevamo.

Sa L'(u) obelezavamo skup svih realnih merljivih funkcija, f : X — R, za

koje vazi
[ 1l < oc.
X

Na skupu L' (1) mozemo uvesti relaciju ekvivalencije ~: Za f,g € L'(u) je
f ~ g ako i samo ako f = g s.s.

Tada mozemo definisati i klase ekvivalencije te relacije. Za f € L'(u) je

[f]o={geL(p): f=gss}

Odgovarajuéi faktor prostor obelezavamo sa L'(X). Na njemu je definisana
vektorska struktura, za [f] , [Q]N cLY(X)iNeERje

~

[frglo=1o+lde ML =AU

gde podrazumevamo uobic¢ajene operacije sabiranja funkcija i mnozenja
funkcije realnim brojem. Preslikavanje || - |1 : L1(X) — [0, o0),

11910 = [ 1f1ds 7). € L0,

je dobro definisano, jer klasu relacije ekvivalencije ¢ine funkcije jednake
skoro svuda.

Elemenat [ f] _ moZzemo oznacavati sa f, vodedi racuna o tome da se radi o
klasi funkcija jednakih skoro svuda (identifikovane su sve funkcije jednake
skoro svuda). U tom kontekstu faktor prostor mozemo identifikovati sa
pocetnim prostorom L!(u) i zvati ga prostor Lebeg-integrabilnih funkcija
(u kom su prethodno identifikovane sve funkcije jednake skoro svuda).
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Uz prethodno navedene pretpostavke i uzimajuéi u obzir identifikaciju
skoro svuda jednakih funkcija (na nacin koji je opisan za L'(y)) dajemo
naredne definicije.

Definicija 3.49. Za p € R, 1 < p < oo, prostor LP(X) je skup realnih
merljivih funkcija f: X — R za koje vaZi

[ AP < o
X

1 u kojem identifikujemo funkcije jednake skoro svuda. Drugacije zapisano,
LP(X) = {f:X—>R:fje merljiva i / \f|pd,u<oo}.
X

Definicija 3.50. Prostor esencijalno ogranicenih funkcija, u oznaci L™ (X),
je skup realnih merljivih funkcija f : X — R za koje vazi da postoje A € M,
w(A)=01:C >0, tako da je

|f(x)]| <C, zasvex e X\ A
i u kojem identifikujemo funkcije jednake skoro svuda. Drugacije zapisano,
f je merljiva,

L¥(X)=< f: X > R| postojeC >0iAeM, u(A) =0, tako da je
|f(x)| < C, za svex e (X\A)

Sa uobic¢ajenim operacijama sabiranja funkcija i mnozenja funkcije re-
alnim brojem LP(X) je realan vektorski prostor, za svako 1 < p < co. U
narednim tvrdenjima predstavi¢éemo i norme na ovim prostorima.

Lema 3.51. Neka je 1 < p < co. Preslikavanje || - ||, : L*(X) — [0, 00),

£l = [ / rf\pdu} T fe ),

je norma na LP(X).
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Lema 3.52. Preslikavange || - |00 : L=(X) — [0, 00),
[flloo = inf{C = 0: p({z € X :|f(zx)] > C}) =0}, fe LX),
je norma na L>(X).
Teorema 3.53. Za svako 1 < p < oo prostor (LP(X),| - ||,) je Banahov.

Teorema 3.54. Za svako 1 < p < oo Banahov prostor (LP(X),| - ||,) je
refleksivan.

Napomena 3.55. Prostori (L1(X),]|-|l1) i (L®°(X), || |lec) nisu refleksivni,
osim u trivijalnom slucaju, kada je X konacan skup.

Funkcija f : R™ — R je Lebeg integrabilna ako je merljiva i

[ 1i@lds < .

Funkcija f : R® — C je Lebeg integrabilna ako su njeni realni i imaginarni
deo Lebeg integrabilni. Tada je

f(z)dzx ::/ Re f(x)dx—i—i/ Imf(z)dz.
Rn n n
Prostor svih Lebeg integrabilnih funkcija oznacavamo sa L'(R™). To je
vektorski prostor na kom definiSemo normu

o= [ If@de

pri ¢emu identifikujemo funkcije koje se razlikuju na skupu mere nula. Sa
ovako uvedenom normom prostor L!(R") je Banahov.
Cesto ¢emo koristiti slede¢u teoremu.

Teorema 3.56. (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji)
Neka je (fi)ren niz funkcija w L*(R™) tako da je limy oo fu(x) = f()
skoro svuda i |fy(z)] < g(x) skoro svuda za neku funkciju g € L'(R™).
Tada f € L*(R™) i

lim Jr(x)dr = f(z)dz.
R’ﬂ

k—o0 Rn
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Primenom Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji mozemo pokazati

sledeéu teoremu.

Teorema 3.57. Neka je U C R™ otvoren skup i a € U. Neka je f :
R™ x U — C funkcija koja zadovoljava sledeée uslove:

1. za svako x € R™ funkcija t — f(x,t) je neprekidna u a,
2. za svako t € U funkcija x — f(x,t) je integrabilna na R™;

3. postoji F € L'(R™) tako da je |f(z,t)] < F(x) za skoro sve x € R™ i
za svet € U.

Tada je funkcija

Ustrg(t) = f(z,t)dx € C
Rn

neprekidna u a.

Navedimo i specijalnu formu Fubinijeve teoreme, koju ¢emo koristiti u

nastavku.
Teorema 3.58. Neka su X CR™ ¢ Y C R" Lebeg merljivi skupovi.

1. Neka f € LY(X x Y). Tada funkcije
wH/ f(@,y)dy, y%/ fla,y)da
Y b's

definisu integrabilne funkcije na X 1Y redom i vaZe jednakosti

| f@manas= [t = [ ([ rendo

2. Ako je f Lebeg merljiva na X XY, onda su funkcije

re /Y Fay)ldy,  ye /X (@ y)lda

Lebeg merljive na X ©Y redom i vaZe jednakost:

| e wlanar= [ i@alaen = [ (] 1@l



Lebegov integral, I”P prostori 81

Vazi i Helderova nejednakost:
1fgll < [fllpllglly  zasve f e LP(R™), g € L” (R™),

: S 11
gdeJelgpgmll—p—&—p,.

Prostor L?(R™) je Hilbertov. Norma i unutrasnji proizvod su dati sa

Ifl= ([ 1stpas)’,

(fs9)2 = | f(o)g(z)dz
R’n

za sve f,g € L*(R").
Za U C R" otvoren skup definiSemo vektorski prostor

LP

loc

(U)={f:U — Kmerljiva| f|x € LP(K) za svaki K C U kompaktan.}
Vaze i naredna tvrdenja.

Teorema 3.59. Neka je 1 < p < co. Tada je CX(R"™) gust u LP(R™), to
jest za svako f € LP(R™) postoji niz funkcija fi € C°(R™), k € N, tako da
je limg o0 | f& — fllp = 0.

Teorema 3.60. Neka je U C R™ otvoren skup i neka je f € L} .(U)
funkcija takva da je

/ f(z)p(x)dx =0 za sve p € C°(U).
U
Tada je f(x) =0 za skoro sve x € U.

Uvodimo oznaku (z) = (1 + ||$||2)% za ¢ € R™ (,,japanska zagrada”).
Vazi sledeca lema.

Lema 3.61. Neka je s > n. Tada (z)~% € LY(R™) i (1 +|z[|)~* € LY(R").
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3.7.2 Konvolucija

Neka su f € C(R"), g € C(R") i pretpostavimo da funkcija g ima kompak-
tan nosa¢. Tada je za svako x € R™ funkcija

y— flz—y)g(y)
neprekidna na R™, njen nosac¢ je podskup nosaca funkcije g, pa je

/n |f(z —y)g(y)|dy < oo.

Definicija 3.62. Neka f € C(R"), g € C(R") i neka funkcija g ima kom-
paktan nosaé. Konvolucija funkcija f i g je definisana sa:

(fxg)(z) = - flx—y)g(y)dy = - fy)g(x —y)dy, = €R"

Napomena 3.63. Druga jednakost u definiciji 3.62 se dobija preko smene
promenljive.

Navedimo neke od osobina konvolucije za neprekidne funkcije f i g i uz
pretpostavku da g ima kompaktan nosac.

(1) supp (f * g) C supp f +suppg.

Pretpostavimo da x ¢ supp f +supp g. Kako je x = (z — y) + v, sledi

daxz—y¢suppfiliy¢suppg, za sve y € R™, paje (f *g)(x) = 0.
Dakle,

R\ (supp f +suppg) C {z € R" : (f * g)(z) = 0},

odnosno

{z eR™: (fxg)(x) # 0} Csupp f +suppg.
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Skup supp f +supp g je zatvoren (posto je zbir zatvorenog i kompak-
tnog skupa) odakle sledi

supp(f * g) C supp f + supp g.

Ako funkcija f ima kompaktan nosaé, onda i konvolucija f * g ima
kompaktan nosac.

Ako i funkcija f ima kompaktan nosa¢, onda je f % g neprekidna
funkcija.

Ako funkcija f ima kompaktan nosac i ako je ¢ € D(R™), onda je

[ Geo@e@dr= [ sFromds 3
gde je f(z) = f(—z), z € R™.

Funkcija F(z,y) = f(z —y)g(y)p(x) je neprekidna i ima kompaktan
nosa¢ u R" x R”, pa F € L'(R" x R"). Na osnovu Fubinijeve teoreme
sledi da je

/n/nF(fc’y)dydfﬁ: /RWRH F(z,y)d(z,y) = / | F(ay)dedy,

Sledi da je

/ o@) [ @ —y)g(y) dyde = / o) | Fe -yl drdy,
n Rn R™

n

pa smo dokazali jednakost (3.8). Smena promenljive u drugom inte-
gralu nam daje i jednakost

/ o@) [ @ y)g(y)dyde = / F(@)g ()l + ) d dy.
n Rn n JRn?
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3.8 Furijeova transformacija

U ovom odeljku ¢emo uvesti Furijeovu transformaciju i pokaza¢emo njene
osnovne osobine. Videéemo da je Furijeova transformacija korisna za reSavanje
linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Definicija 3.64. Za f € L'(R") definisemo Furijeovu transformaciju f sa

JO =5 = | fla)e ™ dr, (3.9)

gde jex - £ = Z@fl
=1

Kako je f € LY(R") sledi da je f(x)e™¢ € L'(R™) u odnosu na z, pa
je (3.9) dobro definisana.
Vazi sledeca teorema.

Teorema 3.65. 1. Preslikavanje F : L*(R") — CP(R"™) je linearno i
vai
1F (Nl co@ny < N fllr-
Sa CE(R”) oznacavamo mneprekidne, ogranicene funkcije © za g €
Cy(R™) je |lgll oo mny = supPpern [9(2)].
2. Ako je f : R™ — C neprekidno diferencijabilna funkcija tako da f €
LY(R™) i 9;f € L*(R™), onda
F (0, f) = i&§F(f)(E)- (3.10)

3. Ako f € LYR") i z;f € L'(R™), onda je f(€) neprekidno diferenci-
jabilna v odnosu na §; i

O, [(§) = F(—ix;f(x)). (3.11)

4. Neka f € LY(R™). Oznac¢imo sa (t,f)(z) == f(x +y), y € R"
translaciju od f za y. Tada je F(r,f)(€) = ¥ F(€), za sve € € R™.



Furijeova transformacija 85

5. Neka f € LY(R"™). Oznacimo sa (prf)(x) :== f(\x),\ > 0 dilataciju
od f za A. Tada je

F(paf)(€) = AT (/).
Dokaz: Pokazacemo prvi deo tvrdenja. Pokazimo prvo da je f ogranicena.
Vazi

1 llze = s | < sup / e f () da = || f] 1.
E n n

¢eRn

Dalje oznacimo g(x,&) = e~ f(x). Tada je za fiksirano = funkcija & —
g(z,&) neprekidna. Zatim, za fiksirano ¢ funkcija x — g(z,&) je integra-
bilna i |g(z,€)| < |f(z)] € L'(R™). Primenom Teoreme 3.57 dobijamo
neprekidnost za f . (|

Napomena 3.66. Uvodimo oznaku D, = %8%. Tada je osobina (3.10)
ekvivalentna sa

F(Da;)(f) = §F(f)-

Posmatrajmo sada konvoluciju dve funkcije f € L'(R") i g € LP(R™),
za 1 < p < 0o na sledeéi naéin:

(f*xg)(x):= - f(z —y)g(y)dy za skoro sve z € R". (3.12)

Pokazimo da kada f,g € L'(R"), onda f x g € L'(R"). Vazi sledeéa
propozicija.
Propozicija 3.67. Neka f,g € LY(R™). Tada fxg € LY(R™) i F(f * g) =
fg.

Dokaz: Primetimo da je funkcija (z,y) — f(y)g(x — y) Lebeg merljiva i

/R FWale —y)ld(z,y) = / FW)) / 9z — y)ldady =

n XR"
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/If(y)lllgllldy = [I£llllglly < oe.

Primenom Teoreme 3.58 sledi da funkcija z — [ f(y)g(z—y)dy = (f*g)(x)
definiSe integrabilnu funkciju na R™. Za Furijeovu transormaciju konvolu-
cije vazi:

T 19)©) = [ x ) @do= [ [ fwgto— dydz =

[ 1) [ ate—pet=<asay = [ ) [ gareCazay -

[ e [ g sy = F©3(6)
[N |

Napomena 3.68. Moze se pokazati da za f € LY(R") i g € LP(RM),
1<p<oovazida f*ge LP(R").

3.8.1 Prostor brzo opadajucih funkcija

Podsetimo se prostora brzo opadajuéih funkcija - S(R™).

Posmatrajmo funkciju f € COO(R”) Tada 92 f € LY (R") za sve a € Ng.
Takode je i |f(€)| < C(14]€])7* za svako k € Ny. Dodatno, (1+|z|)*f(z) €
LY(R™) za sve k € Ny. Sledi da f € CF(R™) pri éemu su svi izvodi do reda
k za f ograniceni. Medutim, f ¢ C°(R") (osim ako je f = 0). Ako
f € C®(R™), onda f € S(R™).

Definicija 3.69. Sa $(R™) oznacavamo prostor svih glatkih funkcija f :
R™ — C tako da za sve a € Nj i za sve N € Ng postoji konstanta Cy N
tako da je

102 £(2)] < Can(1+[2) Y (3.13)

uniformno po x € R". Za f € 8(R™) i m € Ny definisemo niz semi-normi

\flm = sup sup |29 f(z)].
|a|+|8]<m z€R™
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Napomena 3.70. Funkcije u prostoru §(R™) zovemo i Svarcove funkcije.
Jasno je da je C°(R™) C S(R™) i e~ =" € $(R™)\C=(R™).

Napomena 3.71. Prostor 8(R") snabdevamo topologijom preko familije
semi-normi | - |, i na taj na¢in §(R™) postaje Freseov prostor.

Lema 3.72. Furijeova transformacija F : S(R™) — S8(R™) je linearno pres-
likavanje. Za svako m € Ny postoji Cp, > 0 tako da je

|flm < Con| flmsns1, 2a sve f € S(R™).
Dokaz: Za f € S(R") je

1fll = /Rn(l + )T A+ )" @)]) < el flnga
Sledi da je (primenom teoreme 3.65)

[flo=1Flle < I1fll1 < el flnta-
Ponovo primenom teoreme 3.65 znamo da je

£ D f(€) = F(DL(’ ().
Dobijamo da je R

1€°D¢ flloe < el D22 F(2))) s
Lajbnicovo pravilo implicira
(e «Q a—
Ds(ef(o) = 3 (*) 02D o)
v

Dalje sledi da je

’Dg(xﬂf(m)))‘nﬂ < Ca,ﬁ’f‘\a|+|,@\+n+1-

Kad uzmemo u obzir sve ove ocene i uzmemo supremum po «, 3 € Njj sa
la] + 8] < m dobijamo

|f|m S Cm|f|m+n+1

za m € Ny. Dakle, F(f) € 8(R") za sve f € §(R"). a
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3.9 Inverzna Furijeova transformacija, PlanSerelova
teorema

Furijeova transformacija & : S(R™) — 8§(R"™) je invertibilna i inverz je dat

sa
1

T )e) = oy [ el

Primetimo da je ovako definisano preslikavanje dobro definisano za g €
L'(R™). Preslikavanje F~! zovemo inverzna Furijeova transformacija. Vazi

FH(g)(x) = (2m)"F(g)(~).
Vazi sledeca lema (formula o inverziji).

Lema 3.73. Neka f € $(R"). Tada je f(z) = F1(f)(x) za sve x € R".
Dodatno, F : §(R"™) — 8§(R™) je linearni izomorfizam.

Dokaz: Iz definicije preslikavanja 5! sledi da je

TN = e L ([ Sy

Funkcija F(y, &) := /@ ¥Ef(y) ¢ L'(R?*"), pa ne mozemo da primenimo
Fubinijevu teoremu. Zbog toga definisemo preslikavanje 1 (§) := e~ I/ 2,

e > 01 funkcija F.(y, £) := @9 (&) f(y) € L' (R*™). Kako je lim._, . (€)
1 za sve £ € R™, prema Lebegovoj teoremi o dominantnoj konvergenciji i
Fubinijevoj teoremi dobijamo

T D) =l [ () de

e—0 (2m)"
. ]- (o _ 2 2
=0 g [, T 0.9
Dalje koristimo smene £ =n/e iy =x+ ez pa je

1
(2m)"

/ VeI 1 () iy, €)
RZn
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- (271T)” /Rn (/n eiiweilnpmdn)f(95+€z)d2 = (27'r1)”/2 /Rn e P2 f(atez)dz,

gde koristimo zadatak 3.5. Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji
implicira
1

S |22/ _ 1 —l22/2, _
5115(1) @n) 2 /R" e 2f(x +e2)dz = f(x) )2 /Rn e 2dz = f(x).

O

Vazi i Planserelova teorema, koju navodimo bez dokaza.
Teorema 3.74. Za sve f,g € S(R") je

1

[ @ = o [ s

Sledi da je
1 .
2 _ 2
113 = el 718

i F moze da se prosiri do linearnog izomorfizma F : L*(R™) — L?(R™).

3.10 Temperirane distribucije i Furijeova trans-
formacija

Definicija 3.75. Prostor temperiranih distribucija 8'(R™) := (8(R™))’ je
prostor linearnih i neprekidnih preslikavanja f : S(R") — C. Niz fi €
8'(R™) konvergira ka f € 8'(R™) ako i samo ako

(fis0) = (fr0), k = 00, 2a sve p € S(R™).
Koristimo oznaku (f, ¢) := f(¢).

Napomena 3.76. 1. Ako je f : 8(R"™) — C linearno, onda iz Teoreme
2.49 sledi da je f neprekidno ako i samo ako postoji m € Ny i C >
tako da je

[(f; @) < Clglms zasve o € 8(R™).
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2. Kao i u slucaju klasi¢nih distribucija mozemo uvesti regularne tem-
perirane distribucije. Medutim, da bi izraz [, f(x)@(x)dz bio do-
bro definisan za sve ¢ € S$(R™) nije dovoljno pretpostaviti da f €
L (R™).

loc
Pretpostavi¢emo da je f : R® — C funkcija takva da f € L} (R")

loc

i (x)™Nf(z) € LY(R") za neko N € Ny. Tada f moZzemo da iden-
tifikujemo sa temperiranom distribucijom Fy € 8'(R™). Distribuciju
F; definiSemo sa

(Fr,p) = /Rn f(x)p(x)dx, zasve ¢ e S(R™).

Primetimo da je

[(Fr, @) < ell{z) ™ fllslelns, « € SR™).

Preslikavanje f +— F je injektivno zbog Teoreme 3.60. Ostavljamo
za vezbu da se pokaze da zaista Fy € 8'(R").

Primer 3.77. Nisu sve temperirane distribucije regularne. Na primer,
delta distribucija definisana sa

(020, ) = p(z0), ¢ € S(R™)
nije regularna.

Definicija 3.78. Neka f € 8'(R™). Distribucioni izvod 0*f distribucije f
je definisan sa

<aaf’ (10> = (_1)‘a|<f7 aa@? pe S(Rn)
Napomena 3.79. Moze se pokazati da 9°f € 8'(R"™).

Primer 3.80. Hevisajdova funkcija definiSe regularnu distribuciju, to jest
He8R)iH =0.
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Definicija 3.81. Neka f € 8'(R™). Furijeova transformacija F(f) i in-
verzna Furijeova transformacija F=1(f) su definisane kao distribucije

(F(f), ) = (f,F()), 2asve ¢eSER"),
(T o) = {571 (0), 2asve p€SR).
Vazi sledeca teorema koju navodimo bez dokaza.

Teorema 3.82. Furijeova transformacija JF : 8'(R"™) — 8'(R™) je neprekidno,
linearno preslikavanje. Pritom, T~ je inverzno preslikavanje za F i F~1
§'(R™) — 8'(R™) je takode linearno i neprekidno.

Primer 3.83. Izrac¢unajmo Furijeovu transformaciju delta distribucije:
(F(0), 0) = (6, F(p)) = F()(0) = (1, ), ¢ € SR").
Dakle, F(6) = 1.

Napomena 3.84. Vazi 8'(R") C D'(R"). Inkluzija je striktna. Na primer,
e € D'(R)\S'(R).

Primer 3.85. Neka je H Hevisajdova distribucija i znamo da je
H =4

Vazi da je H € L>®(R") C 8. Primenom Furijeove transformacije i na
osnovu primera 3.83, sledi da je

i€F(H) =5F(6) = 1.
Iz primera 3.39 imamo da je (na D’)
1
vp(=) =1.
§ (5)

Sledi da je .
i€F(H) = pr(g%
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to jest .
§(F(H) — vp(g)) =0.

Pokazimo da za T € D' vazi
fT =0 = T‘R\{O} =0.
Pretpostavimo suprotno, da postoji ¢ € D, tako da je suppp C R\ {0} i

(T, ) # 0.

Tada za %gp € D vazi supp (%cp) Csuppp C R\ {0} i

1 1
Dobili smo kontradikciju sa pretpostavkom da je {7" = 0. Dakle, T'|g\ {0y =
0, pa sledi da je
Supp T C {0}.

Sada na osnovu propozicije 3.35 sledi da je

Pretpostavimo, na primer da je ¢; # 0. Tada bi za ¢ € D vazilo

(€T, ) = (o8, &p) + (16, £p) = cp - 0+ (0) — c1(6, (£p)) = —c190(0),

pa dolazimo do kontradikcije sa 1" = 0. Sli¢no zakljuc¢ujemo da je ¢; = 0,
j € {1,...,m}. Dakle, sledi da je T' = ¢, ¢ € K. Mozemo da zaklju¢imo da
je
. 1 -
i (H) = vp(g) = &b
ili ekvivalentno 1
(x)  F(H)+ ivp(g) = cd.
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Vazi da je
H+H=1,
pa primenom Furijeove transformacije i njenih osobina dobijamo

(%) F(H)+ (F(H)) = F(1) = 276.

Takode, za ¢ € D vazi

1. . ) o(—=¢) . ©(&) 1
vp(=)), ) = lim —>2dé = lim | — ==dE | = —(vp(=), ).
<( p(f)) SO> /{|>8 § ( /|£>E f) < p( ) ‘P)

e—0 f e—0 5 g
Dakle,
(kxx) (1)) = ~vp()
vp(=)) = —vp(=).
3 £
Na osnovu svega $to smo pokazali sledi
o . y 1
cd=co = (F(H)) +i(vp(z)) = 2m6—F(H)—ivp(z) =210 —¢o
t 3 1 £ 1
(%) (%), (exx) (*)
Dakle, c=m7 i

F(H)=md— ivp(é).

3.11 Prostori Soboljeva

Definicija 3.86. Neka je 1 < p < oo, m € Ny. Prostor Soboljeva reda m
definiSemo sa

W' (R™) ={f € L"(R") | °f € LP(R"), |a] < m}.
Takode definisemo
Iflwp = (3 10°F18)" za1<p <o,
|| <m

[ fllwz = max [|0% f|co-
al<m
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Izvod 0 f je definisan kao izvod u 8'(R™). Pritom, ako 0*f € LP(R™),
onda 90° f definiSe regularnu distribuciju, odnosno postoji g, € LP(R™) tako
da je

@ 1.0 = [ ga(@)(@)in, zsve o€ SR,
Uobicajeno, identifikujemo 9%f i g,.

Napomena 3.87. Vazi §(R") c LP(R") C 8'(R") za sve 1 < p < oo.
Pritom, funkcije iz LP(R™) posmatramo kao regularne distribucije u 8'(R™).

Napomena 3.88. 1. Za p = 2 koristimo oznaku H™(R") = WJ*(R").
Prostori H™(R™) su Hilbertovi, pri ¢emu je unutrasnji proizvod dat
sa

(f, 9)am = /a“ ) Pg(w)da.

la|<m

2. Za my < my je W (R") € W (R"). Primetimo i da je W) (R") =
LP(R™). Prostori (Wy"(R"), || - [lwy) su Banahovi.

Primer 3.89. Pokazati da reenje jednacine ul® +u = f, f € L*(R)
pripada prostoru H*(R).

Resenje: Treba pokazati da u,u/, ", u® i u® pripadaju prostoru L?(R).
Primenom Furijeove transformacije na obe strane jednakosti dobijamo (£4+
1)F(u) = Ff € L*(R). Odavde sledi da F(u) € L?*(R), paondaiu € L?(R).
Takode mozemo zakljuéiti i da ¢Fu € L%(R), pa onda i F(u') € L*(R).
Sledi da u/ € L?(R). Analogno se dobija da i ostali izvodi pripadaju L?(R).

(]

Definisimo za s € R Beselov potencijal sa
T f =511+ 81P)°Ff, feSRY.

Sada mozemo da prosirimo definiciju prostora W;”(R") na slucaj kada je
m realan broj.
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Definicija 3.90. Neka je s e R i1 < p < o0 i neka je

1 llzzg = 1172 £ lp-
Nehomogeni prostor Soboljeva H,(R™) definisemo sa
Hy(R") = {f € 8'(R") : || flluy < oo}
Kada je p = 2 pisemo H*(R™) umesto H5(R™).

Na ovaj nacin prostor Hy (R™) je normiran prostor i Banahov. Zaista,
neka je (f) Kosijev niz u Hp. Prostor L? je kompletan, pa sledi da postoji
g € LP tako da je

| fm = I gllag = |77 fm — gllLr — 0, m — oo.
Jasno je da J~%g € 8/, pa je H, kompletan.
Teorema 3.91. Neka s e R i1 <p < oo. Tada vazi:
1. 8 je gust u Hy, 1 < p < oo,
2. H;"'a C H,, za svako € > 0,

8. Hy C L™ za sve s >n/p

Dokaz: 1. Neka f € H,, odnosno J°f € LP. Posto je S gust u L
(1 < p < 0), onda postoji g € 8 tako da je

If = %gllamg = 17°f = gllp

i ova razlika je manja od svakog datog pozitvnog broja. Kako J g €
S sledi da je S gust u H,,.

2. Moze se pokazati da za € > 0 operator J~¢ slika LP u LP sa normom
1. Neka f € Hy™®. Dobijamo

1f Wy = 1 fllp = [T =T fllp < (15 Fllp = 11l e
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3. Za s > 0 oznacimo Gy(z) = F~1((1 + ||€]|?)~*/?)(z). Tada Gs € LV

zal<p<oo,s>n/pi % + ]% = 1. Iz Jangove nejednakosti sledi

1 oo = IFH L+ [€7) 72 (1 + 1€17)**F flloc
= F T A+ [EP) 2 5 T oo < 1FTHL A+ IEP) Tl 17 £l

= 1Gs@)llp [ 1y < Cllf -

|

Napomena 3.92. Moze se pokazati da je W (R") = H*(R") za m € Ny,
1<p< oo

3.12 Zadaci

Zadatak 3.1. Koja od sledec¢ih preslikavanja definisu distribucije u D’(R):
L {u,0) = 3209 (K),
2. (u, ) = [ ¢*(x)dz.

Zadatak 3.2. 1. Pokazati da In|z| € L] (R).
2. Pokazati da je (In|z]) = p.v.2 u D'(R).

Zadatak 3.3. Ako je p € N", onda je izvod 976 = §P) definisan sa

(6P), ) = (=1)Plp®)(0),
gde p € D i P = dPy. Dokazati.

Zadatak 3.4. Pokazati da Hermitov niz f,(t) = L2 n € N (videti

T n2t2410
primer 3.1) konvergira ka delta distribuciji, odnosno da f, — §, n — oo u
D'(R).

Zadatak 3.5. Neka je f(z) = e 12I°/2 2 € R™. Tadaje f(¢) = (2m)"/2e~€1%/2,
Dokazati.
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Zadatak 3.6. Pokazati da je

Fle M) (g) = 0\224;\@) z€R,A> 0.

Zadatak 3.7. Resiti jednacinu

Upy + Uyy = 0, u(z,0) = f(z), v€R, y>0, feL'(R).
Ideja: jedna moguénost je da se primeni Furijeova transformacija po z.
Zadatak 3.8. Pokazati osobine 2, 3, 4, 5 navedene u Teoremi 3.65.
Zadatak 3.9. Pokazati Lemu 3.61.

Zadatak 3.10. Pokazati da je C°(R") C 8§(R") C LP(R"),1 < p < oc.
Zatim pokazati da je S(R™) gust u LP(R™) za 1 < p < oo (u normi || - |[p).
Da li je $(R™) gust u L (R™)(u normi | - ||oo)?
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