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Glava 1

Uvod

Optimizacija je re¢ latinskog porekla. Re¢ optimas se prevodi kao jedan
od najboljih, a optimus, superlativ od bonus (komparativ je melior), znaci
najbolji, najprikladniji, najzgodniji. S obzirom na to da se problemi opti-
mizacije najcéesce formulisu kao problemi odredivanja maksimuma ili mini-
muma odredenih matematickih objekata, naveSéemo na ovom mestu i latin-
sku sentencu Mazimus in minimis deus.! Pojam ekstrem podrazumeva isto-
vremeno pojmove maksimuma ili minimuma, a nastao je od latinske reci
extremus u znacenju krajnji, poslednji, najveéi, najvisi, najslabiji, najgori,
najnizi.?

Problem optimizacije se formalizuje jezikom matematicke analize, Sto
podrazumeva odredivanje funkcionele f definisane nad nekim skupom X
i nekog podskupa @ C X.> Skup X se obi¢no naziva prostor dopustivih
elemenata, a x € Q je tacka dopustiva pri ogranic¢enju. Formalizacija pro-
blema glasi: Odrediti ekstremne vrednosti funkcionele f, dok x € @. Ako
je @ = X, onda je to zadatak bez ogranicenja. Tacka xg € @ jeste tacka
apsolutnog (globalnog) minimuma funkcionele f nad @ ako (i samo ako) je

'Bog je u najmanjim stvarima najveéi. Izreka se pripisuje Pliniju starijem (27-79), u
delu Historia Naturalis.

2Extremus je superlativ prideva exter koji znaéi spoljadnji. Komparativ je exterior.

3Da je f funkcionela nad X znagi da je svakom elementu z € X (originalu) pridruzen
tatno jedan realan broj f(z).



Uvod

f(z) > f(xo) za sve x € Q. Ako gornji uslov vazi za sve z € Q N U, gde je
U neka okolina tacke xg, onda je xg tacka lokalnog minimuma funkcionele
f- Sli¢no vazi i za maksimum.

S obzirom na to da je maksimum funkcionele f jednak suprotnoj vredno-
sti minimuma funkcionele — f, a zbog jednostavnosti izlaganja, trvdenja ¢ée
se najcesée formulisati u vidu zadataka minimuma. Odgovarajucéa tvrdenja
za maksimum formulisu se i dokazuju analogno.

U istorijskom smislu, najpre su posmatrani matematicki modeli s odre-
divanjem ekstrema funkcije jedne promenljive, a zatim i zadaci s odredi-
vanjem uredenih n—torki relanih brojeva. Nasuprot takvim problemima,
nakon otri¢a diferencijalnog rac¢una i njegove primene u fizici (mehanici,
pre svega) posmatraju se problemi ¢ije resenje je izvesna funkcija, koja
pripada beskona¢no-dimenzionom prostoru funkcija. Ova podela je uslovila
i uslovnu podelu udzbenika na dva dela. U prvom se proucava konveksna
analiza nad kona¢no-dimenzionim domenom, a u drugom delu se izlazu
osnove varijacionog ra¢una, gde se ekstrem trazi u nekom prostoru funkcija.

U ovom poglavlju se uvode apstraktne matematicke strukture koje defi-
nisu ambijent u kojem se traze reSenja problema optimizacije u ovom kursu.

Prostor nad kojim ¢e se traziti reSenja bi¢e neki podskup n—dimenzio-
nog skupa realnih brojeva ili neki podskup klase neprekidnih ((dva puta)
neprekidno diferencijabilnih) funkcija nad nekim zadatim intervalom.

U opstem slucaju, traganje za ekstremnim vrednostima se svodi na izna-
lazenje algoritma (iterativnog postupka) kojim se dobija preciznija informa-
cija o reSenju nakon svake iteracije, sto podrazumeva moguénost merenja
razlike izmedu stvarnog i aproksimativnog resenja generisanog algoritmom.
U tu svrhu, uvode se metricki prostori u kojima je definisano rastojanje
(medusobna udaljenost) posmatranih objekata, kao i konvergencija nizova.
Pri kvantitativnoj analizi reSenja, potrebna je i informacija o ”veli¢ini” po-
smatranih objekata, pa se u metricku strukturu uvodi norma. S obzirom
na to da se norma uvodi u vektorskom prostoru, u normiranim prostorima
je mogude ispitivati konvergenciju redova. Na kraju, postojanje skalarnog
proizvoda u posmatranoj strukturi otvara moguénost konstrukcije ”brzih”
algoritama zasnovanih na upotrebi ortogonalnih sistema. U pozadini nave-
denih struktura potrebno je obezbediti i kompletnost koja, grubo govoredi,
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obezbeduje da resenje posmatranog problema pripada klasi posmatranih
objekata.

Prostor realnih brojeva, kao i prostor n—torki realnih brojeva pose-
duje sva gore navedena svojstva. Da bi se navedena svojstva ”prenela” na
podskupove (n—dimenzionog) skupa realnih brojeva, a radi resavanja pro-
blema s ogranic¢enjima, uvodimo i topolosku strukturu. Na taj na¢in, vetina
teorema ima opsti karakter, odnosno, topoloska struktura se ovde koristi
kao prirodna/prigodna alatka za ”bezbolan” prelaz sa kona¢no-dimenzionog
sluc¢aja na slucaj beskona¢nodimenzionih prostora.

Takozvani klasi¢ni metod podrazumeva pretpostavku diferencijabilno-
sti posmatrane funkcionele, pa se navodi u posebnom poglavlju. Konacno,
navodi se i uopstenje teoreme Vajerstrasa u slucaju kada je funkcionela f
poluneprekidna u posmatranoj oblasti. VajerStrasova teorema je kljucna
teorema o egzistenciji reSenja problema optimizacije. Takode, polunepre-
kidne funkcije imaju znacajnu ulogu u matematickoj analizi, na primer,
pojam integrabilnosti u Lebegovom smislu zasniva se na proucavanju gra-
ni¢nih vrednosti nizova poluneprekidnih funkcija.*

1.1 Hilbertovi prostori

Metricki prostor je ureden par (X, d), gde je X neprazan skup, a d : X X
X — R je funkcionela za koju vazi:

1. d(z,y) >0, Vz,y € X,
2. d(z,y) = 0 ako i samo ako je x = y.
3. d(z,y) =d(y,x), Yo,y € X,

4. d(z,z) < d(xz,y)+d(y,z), Vz,y,z € X.

4Niz neprekidnih funkcija nad kompaktnim skupom moze da konvergira ka fuknciji
koja ima prekid, dok je grani¢na vrednost niza poluneprekidnih funkcija nad kompaktnim
skupom uvek poluneprekidna funkcija nad tim skupom, videti [15].
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Najznacajniji primer metrickog prostora u ovom kursu je R" sa eu-
klidskom metrikom d(z,y) = [(z1 — )i+ (g, — yn)z] 12 , gde je
x = (z1,...,2n),y = (Y1,...,yn) € R™. Moze se pokazati da metrika d
nad nekim skupom, ako postoji, ne mora biti jedinstvena. U R™ metrika
moze da se definiSe i slede¢im funkcionelama:

T k=1

Slika 1.1. Razlicite metrike u R?: dy(z,0) =1, d(2,0) = 1 i doo(z,0) = 1.

Metrika je neprekidna funkcija kojom se meri rastojanje tacaka. Takode,

konvergencija niza {x, tnen, n € X, n € N ka elementu x € X definise se
na sledeéi nacin

lim z, =2 akoisamo ako lim d(zp,x) =0,
n—oo n—oo

odnosno ako i samo ako
(Ve > 0) (Ing € N) (Vn € N)(n > no = d(xn, ) < €).

Granica niza u metrickom prostoru je jedinstvena. Ako niz konvergira u
nekoj od navedenih metrika prostora R™ onda on konvergira i u preostale
dve metrike.

Niz {x, }neny C X je Kosijev niz u metrickom prostoru X ako vazi

(Ve > 0)(Inp(e) € N)(Vn,m € N)(n,m > ng = d(zp, Tm) < €).
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Metricki prostor je kompletan ako u njemu svaki Kosijev niz konvergira.
Podsetimo se, struktura X je vektorski prostor nad poljem realnih bro-

jeva (R, +,-), ako je (X, +) komutativna grupa i ukoliko je definisano pre-

slikavanje R x X — X, tako da za svako o, 8 € R, x,y € X vazi:

1. alz+vy) = az + ay,
2. (a+ B)x = ax + Sz,

3. (aB)z = a(Ba),
4. lx = x,

pri cemu je slika para (o, z) € Rx X oznacena sa ax € X. Vektorski prostor
se obi¢no definiSe nad proizvoljnim poljem skalara, ali u ovom kursu ¢e
se radi transparentnijeg izlaganja gradiva uglavnom koristiti polje realnih
brojeva.

Neutralni element operacije sabiranja, nula ili koordinatni pocetak, o-
bi¢no predstavlja referentnu tacku vektorskog prostora, a mera rastojanja
od referentne tacke u vektorskom prostoru X odreduje se normom.

Vektorski prostor (X, || - ||) je normiran ako preslikavanje || - || : X — R
ispunjava sledece uslove:

1. ||z|| > 0, Vz € X i ||z]| = 0 ako i samo ako je z =0,
2.l +yll < llzfl + lyll, vz, y € X,
3. ||az| = |a|||z]], Va € R, Vx € X.

Svaki normiran prostor je metricki, jer normom moze da se definise metrika
na sledec¢i nacin: d(z,y) := ||z — y||, z,y € X. Kaze se da je ta metrika
indukovana normom || -||. U opstem slu¢aju, metricki prostor nije normiran.
On ¢ak ne mora biti ni vektorski prostor.

Na primer, R” je normiran vektorski prostor gde je euklidska norma
data sa ||z|| = (|z1]? + - + |zn|?)'/?, = € R™ Takode, prostor Cla,b],
neprekidnih funkcija nad intervalom [a, b] je vektorski prostor sa normom
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||| = max,efqp) |2(t)]. Sli¢no, prostor C*[a, b], neprekidno diferencijabilnih
funkcija nad intervalom [a, b] je vektorski prostor sa normom

|z]]1 = max |z(t)] + max |2/(t)].
t€[a,b] tela,b]

U ovom prostoru norma moze da se definiSe i sa z — max {|z(t)|, |2/ (¢)|}.

Direktnim uopstenjem moze se zakljuciti da je prostor C"[a, b], n puta
neprekidno diferencijabilnih funkcija nad intervalom [a,b] takode jedan
normiran vektorski prostor.

Ako je normiran prostor (X, ||-||) kompletan, onda se on naziva Banahov
prostor. Moze se pokazati da je svaki normiran prostor kona¢ne dimenzije
kompletan, videti [13].

U vektorskom prostoru X nad poljem realnih brojeva, preslikavanje
(,) : X x X — R za koje vazi:

1. (x,z) >0, Vo € X i (z,z) =0 ako i samo ako je x =0,
2. (ax + By, z) = alx, z) + By, z), Vo, B € R, Va,y,z € X,
3. (z,y) = (y,2), Yo,y € X,

naziva se skalarni proizvod. Skalarni proizvod indukuje normu na sledeéi
nacin x| := /(x,z), x € X. Vektorski prostor (X, (-,-)) zove se pred-
Hilbertov prostor, ali i unitarni vektorski prostor. Hilbertov prostor je
unitarni prostor, koji je kompletan.

Primer 1.1. Prostor (R™,(-,-)) je Hilbertov prostor, odnosno kompletan
vektorski prostor sa skalarnim proizvodom

(x,y) = 191 + 22y2 + - - + TpYpn, Va,y € R",

gde je © = (z1,29,...,2,) 1y = (Yy1,Y2,...,Yn). Stavise, svaki konacno-
dimenzioni Hilbertov prostor (X, (-,-)x) dimenzije n je kongruentan® sa
R™.

®Postoji preslikavanje J : (R™, {-,-)) = (X, (-, ) x) koje je bijekcija, linearno i ocuvava
skalarni proizvod (z,y) = (J(x), J(y))x, (videti [13]).
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Postavlja se pitanje da li u normiranom prostoru (X, | - ||) postoji pre-
slikavanje (-,-) tako da vazi ||z||? := (x,z), za sve x € X? Odgovor daje
sledeca teorema.

Teorema 1.2. Neka je (X,|| - ||) normiran prostor. Potreban i dovoljan
uslov za postojanje skalarnog proizvoda (-,-), koji generise normu | - ||, dat
je sa

lz +ylI? + llz = ylI* = 2(2]* + [ly1*), Va,y € X.

Ova jednakost se naziva zakon paralelograma.

Jasno, u svakom unitarnom prostoru zakon paralelograma je ispunjen,
ali on ne mora da vazi u svakom normiranom prostoru, sto se vidi iz zadatka
1.3.

U nastavku ¢e se Gesto koristiti Kogi - Svarcova nejednakost. U normi-
ranom prostoru (R™, || - ||) skalarni proizvod vektora je definisan sa

(z,y) = llzllllyllcosv, x,y € R",

gde je sa v oznacen "ugao” izmedu vektora z i y. Lako se proverava da je
na ovaj nac¢in definisan skalarni proizvod. Jasno, iz |cos~y| < 1, direktno
sledi Kosi - Svarcova nejednakost |(x,y)| < ||z||||y|, za sve x,y € R™. Ovaj
”dokaz” u prvom redu sluzi za lako pamcenje nejednakosti. U sustini, ugao
izmedu ne-nula vektora x i y se definiSe svojim kosinusom: cos~y := %

Alternativni dokaz se zasniva na sledeéem zadatku optimizacije.

Lema 1.3. Neka je X wvektorski prostor sa skalarnim proizvodom (-,-) i
neka je sa || - || oznacena norma indukovana tim skalarnim proizvodom.

1. Za svako x,y € X postoji realan parametar A\, tako da je vrednost
|z — Ay|| minimalna.

2. Dokazati Kosi - Svarcovu nejednakost: |(z,y)| < ||z|/||ly||, =,y € X.

Dokaz. 1. Pretpostavlja se da je y # 0. Vazi:

2 = My|? = (& — Ay, 2 — Ay) = (z,2) — 2\2, ) + \2(y, ).



8 Uvod

(z,9)
(v, )

2. Jasno, iz ||z — \y||? > 0 direktno sledi da je odgovarajuéa kvadratna
funkcija pozitivna za sve vrednosti A. Posebno, u tacki A, vazi

(z,y) (z,y)\?
(o) — 2 <x,y>+<<y7y>) (.9 > 0,

To je kvadratna funkcija po A sa minimalnom vrednoséu u tacki . =

odakle sledi (z, y)? < (x,z)(y, ), odnosno |{z,y)| < ||z||||ly|, $to je i trebalo
pokazati. 0

1.2 Osnovni topoloski pojmovi

Posmatra se metricki prostor (X, d). Otvorena loptaS sa centrom u zg € X,
poluprec¢nika r > 0, je data sa

Ly(zo) ={x € X : d(z,x0) <r}.

Primecuje se da za svako = € L,(zp) moze da se konstruise L, (x) tako da
je Ly, (x) C Ly(z0). To je motivacija za slede¢u definiciju.

Definicija 1.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup O C X je otvoren
skup ako za svaki element x € O postoji v > 0, tako da je L.(z) C O.
Zatvoren skup je, po definiciji, komplement otvorenog skupa.

Neka je sa 7 oznacena kolekcija otvorenih skupova O metrickog prostora
(X, d). Tada vazi:

1. X,0er.
2. Oper, k=1,2,....m= 0, €T

3.0veT, AeA=UyepOn e

5Na engleskom jeziku ”ball”, to se esto prevodi i sa kugla, sfera.
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Za proizvoljan indeksni skup A, koriste se oznake

Jor={zeX|@renr)zc0,},
AEA

(N Ox={zeX|(VAcA)zc0,}
AEA

Sa druge strane, svaka struktura (X, 7) sa navedenim svojstvima se naziva
topoloski prostor. U opstem slucaju, topoloski prostor (X, 7) je struktura u
kojoj kolekcija skupova 7 ispunjava veé¢ navedene uslove, pri ¢emu se otvo-
ren skup ne definiSe metrikom, nego pripadnoséu kolekciji 7. Dakle, me-
tricki prostor (X, d) definise topologiju 7 generisanu kolekcijom otvorenih
lopti L,(z), z € X, r > 0. Topologija u R™ definisana pomoc¢u lopti zove
se uobicajena topologija.

Kolekceija zatvorenih skupova F topoloskog prostora (X, 7) je po defini-
cijidatasa F ={F C X | F=X\O0, O € 7}. Za kolekciju F vazi da
je0,X € F, zatim F)\ € F, A € A = (yep F) € F, kao i da je Fj, € T,
k=1,2,....m= U, Fr €7

Uvedimo sada pojmove i svojstva topoloskih prostora neophodne za
dalji rad.

Neka je (X, 7) topoloski prostor i A C X.

Tacka x € X je unutrasnja tacka skupa A, ako postoji otvoren skup O,
tako da vazi x € O C A. Moze se dokazati da je u metrickom prostoru izraz
”postoji otvoren skup koji sadrzi 2”7 ekvivalentan sa ”postoji otvorena lopta
koja sadrzi 2”. U tom smislu bi¢e nekad koriséen pojam ”otvoren skup”,
a nekad ”otvorena lopta”, iako se u opStem slu¢aju ovi pojmovi znacajno
razlikuju. (Jasno, svaka otvorena lopta je otvoren skup, ali obratno ne mora
da vazi.) Skup svih unutrasnjih tacaka skupa A zove se unutrasnjost skupa
A i oznacava sa A°.

Tacka x je rubna tacka skupa A, ako svaki otvoren skup koji je sadrzi
ima neprazan presek sa skupom A i sa njegovim komplementom. Skup
rubnih tacaka, rub skupa A oznacava se sa JA.

Skup U je okolina tacke x, ukoliko on sadrzi neki otvoren skup koji
sadrzi tacku x. Jasno, otvoren skup je okolina svake svoje tacke.
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Tacka x je adherentna tacka skupa A, ukoliko svaka njena okolina sece
skup A. Ako svaka okolina tacke x sece skup A\{z} onda se = zove tacka
nagomilavanja skupa A. Svaka tacka nagomilavanja skupa A je i adherentna
tacka tog skupa. Skup adherentnih tacaka skupa A zove se adherencija ili
zatvaranje skupa A i oznacava se sa A, a skup tacaka nagomilavanja skupa
A oznacava se sa A’. Tacka z je izolovana tacka skupa A, ukoliko postoji
njena okolina U, tako da je U N A = {z}.

Primer 1.5. Neka su date tacke a,b, c € R? takve da je ||al| < ||b]| < |c||,
i skup A = {x € R? | d(x,0) < ||b]|} U {c}, videti sliku 1.2.

Slika 1.2. Odnos tacke i skupa u uobicajenoj topologiji u R2.

Vazi:
A A° 9A A" A izolovana
a € € & e € ¢
b ¢ & € e € ¢
c € ¢ € g € €

Slede¢a teorema je od velikog znacaja, jer su u njoj navedena znacajna
svojstva zatvorenih skupova koja ¢e se koristiti u daljem radu. Dokaz Teo-
reme 1.6 se moze naci u [16, str. 84|, videti i zadatak 1.5.

Teorema 1.6. Neka je (X, 1) topoloski prostor i A C X. Vazi:
a) A je najmangi zatvoren skup koji sadri skup A.

b) A je zatvoren ako i samo ako je A = A.
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¢c) ACB= ACB.
d) A=A°U0A=AUA
e) A je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja.

Skup A je gust podskup skupa B, ako je A = B. Topologki prostor (X, 7)
je separabilan ako sadrzi prebrojiv gust skup. Tako je R™ separabilan, jer
n—torke racionalnih brojeva Q™ ¢ine njegov prebrojiv gust podskup.

U topoloskom prostoru (X, 7) niz {z, }nen konvergira ka tacki z, ako
za svaku okolinu U tacke z postoji ng € N, tako da za sve n > ng vazi
xy € U. Granica niza, u opStem slucaju, ne mora da bude jedinstvena,
videti zadatak 1.6.

Ideja gustog skupa i konvergencije niza elemenata iz gustog skupa u
separabilnom prostoru ima znacajnu ulogu u teoriji aproksimacije i u osnovi
je velikog broja numerickih algoritama.

Podsetimo na jos neke pojmove koji su od znacaja za nastavak izla-
ganja. Neka je dat niz {zj}ren u topoloskom prostoru (X, 7). Tacka x je
tacka nagomilavanja tog niza ako postoji njegov podniz {z, }men, koji kon-
vergira ka x. Moze se dokazati da je x tacka nagomilavanja skupa U C X,
ako i samo ako postoji niz tacaka {zj}ren skupa U, tako da je zp # =z,
k € N, i da vazi limy_,o xx = 2. Podsetimo se {x,, }ren je podniz niza
{Zn}nen, ako je ng, k € N strogo rastuéi niz prirodnih brojeva.

Niz {z}ren C R™ ogranicen sa donje strane ako postoji M € R" za
koje vazi M < xp, za sve k € N, pri cemu se oznaka < odnosi na svaku
koordinatu. Ako posmatrani niz nije ogranic¢en sa donje strane onda postoji
koordinatni podniz {azﬁgm }men, zanekol € {1,...,n}, koji divergira ka —oo.
Dualno se definiSe i ogranicenost sa gornje strane.

U skupu realnih brojeva R izdvaja se najmanja i najvec¢a tacka nagomi-
lavanja niza {xy}ren, 1 naziva limes inferior i limes superior niza {z }nen,
redom (videti zadatak 1.9).

Definicija 1.7. Neka je niz realnih brojeva {xy}ren ogranicen sa donje
strane. Broj a je limes inferior tog niza, u oznact liminfy_.., zp = a, ako
vazi:
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1. postoji barem jedan podniz tog niza, {xy, }men, koji kongergira ka a;
2. ne postoji tacka nagomilavanja tog niza koja je manja od a.

Ako posmatrani niz nije ograni¢en sa donje strane, onda je, po definiciji,
njegov limes inferior jednak sa —oo, a ako je limy_,o xx = 400, onda je i
liminfg_ .o, xp = 4o00. Sliéno se definiSe i najveéa tacka nagomilavanja,
limes superior, niza {x, }nen 1 0znacava sa limsup,,_, . Zn.

U topoloskom prostoru (X, 7) klasa otvorenih skupova {Oy}rea zove se
otvoreni pokrivac¢ skupa A C X, ako je A C J,cp Ox. Potklasa otvorenog
pokrivaca koja je takode otvoreni pokriva¢ skupa A zove se potpokrivac.

Definicija 1.8. Skup A je kompaktan u (X, T), ako svaki njegov pokrivac
sadrzi konacan potpokrivac.

Familija skupova ima osobinu konac¢nog preseka ukoliko svaka njena
konac¢na potfamilija ima neprazan presek. Potreban i dovoljan uslov za
kompaktnost jeste da svaka kolekcija zatvorenih skupova koja ima osobinu
konac¢nog preseka ima neprazan presek. Moze se pokazati da u prostoru R”
vazi sledeca teorema (njen dokaz je dat u [27]).

Teorema 1.9. Neka je A C R™. Slededi izrazi su ekvivalentni.

1. Svaki otvoreni pokrivac skupa A sadrzi konacan potpokriva¢ (Hajne-
Borelova osobina,).

2. Svaki beskonacni podskup skupa A ima tacku nagomilavanja i ona
pripada skupu A (Bolcano-Vajerstrasova osobina,).

3. Svaki niz elemenata skupa A sadrzi konvergentan podniz i granica tog
podniza je element skupa A.

4. A je zatvoren i ogranicen.

5. Svaka familija zatvorenih podskupova skupa A, koja ima osobinu ko-
nacnog preseka, ima neprazan presek (barem jednu zajednicku tacku).
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U metrickom prostoru (X, d) rastojanje tacke = od skupa A definise se

sa
d(z,A) = égg d(z,a).

Ovom funkcijom definisace se projekcija tacke na skup, sto se koristi u kva-
litativnoj analizi. Preciznije, pomocu projekcije tacke na skup definisu se
mnogi numericki metodi minimizacije, kao, na primer, Galerkinov i Njutnov
metod. Zbog toga ¢e projekcija tacke na skup biti posebno ispitivana u
nastavku.

Zatvaranje skupa i pojam rastojanja tacke od skupa su na prirodan
nacin povezani, videti zadatak 1.8.

1.3 Neprekidnost i diferencijabilnost

Ideja neprekidnosti je tesno povezana sa stabilno$éu. Intuitivno i nepre-
cizno, moze se re¢i da je neprekidnost svojstvo kod kojeg "male promene”
domena imaju za posledicu "male promene” slike. Nesto slabiji pojam,
poluneprekidnost, bié¢e izlozen naknadno.

Neka su (X,7x) i (Y,7y) topoloski prostori i xp proizvoljna tacka.
Funkcija f : X — Y je neprekidna u tacki xg, ako za svaku okolinu V'
tacke f(xg) € Y postoji okolina U tacke zg, tako da je f(u) € V za sve
u € U. Jasno, u metrickim prostorima (X, dx) i (Y, dy) funkcija f: X - Y
je neprekidna u tacki xg, ako vazi:

(Ve >0) (36 > 0)(Vz € X)(dx(z,20) < 0 = dy(f(z), f(x0)) < €).

U metrickom prostoru neprekidnost funkcije f u tacki zg je ekvivalentna
sekvencijalnoj neprekidnosti funkcije f, odnosno ¢injenici da za svaki niz
koji konvergira ka xy odgovarajuéi niz slika konvergira ka f(xg). Ova karak-
terizacija ¢e se ¢esto koristiti u nastavku.

Preslikavanje J : U — R, () # U C R" je diferencijabilno u tacki
u € U°, ukoliko postoji vektor v € R™ s osobinom

AJ(u) :=J(u+h) — J(u) = (v, h) + oy(h),
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pri ¢emu vazi lim ou(h)
h—0 ||hl

je w4+ h € U. Za fiksirano h broj (v, h) zove se diferencijal funkcije J u
tacki u koji odgovara prirastaju h, a koji ¢e se oznacavati sa d.J(u). Vektor
v oznacavace se sa J'(u). On se zove gradijent funkcije J u tacki u i moze

se pokazati da je
() = (&](u) 8J(u)> 7

= 0. Vektor h pripada nekoj okolini nule, tako da

Oouy 7 Ouy
oJ J Fy—J
gde je (w) = lim (ut ac?) (u)’ eF je vektor ¢je su koordinate,
Ouy, a—0 o
osim k—te jednake nuli, a k—ta koordinata vektora e* jednaka je sa 1,
k=1,...,n. Prvi izvod funkcije J u tacki u € U° je linearno preslikavanje

koje vektoru h dodeljuje vrednost (J'(u), h). Naravno, iz diferencijabilnosti
funkcije J u tacki u sledi njena neprekidnost u toj tacki.

Napomena. Za razliku od funkcija jedne realne promenljive, posto-
janje parcijalnih izvoda funkcije J u nekoj tacki nije dovoljan uslov za
neprekidnost funkcije u toj tacki. Dovoljan uslov za neprekidnost u tacki
je neprekidnost svih parcijalnih izvoda u toj tacki. Kada je re¢ o diferen-
cijabilnosti, iz neprekidnosti parcijalnih izvoda u tacki u sledi njena dife-
rencijabilnost u toj tacki. Ovaj uslov, medutim, nije i potreban. Postoje
primeri funkcija diferencijabilnih u nekoj tacki, ¢iji parcijalni izvodi nisu
svi neprekidni u toj tacki, videti [11, Glava 9].

n
Podsetimo se, kvadratna forma je funkcija Z a;;u;u; promenljive u =

]
(u1,...,uy) € R koja je jednoznaéno odrede;; simetricnom matricom
ail a2 ... Qip
a1 asy ... a
A= | =t
Gpl an2 ... GOnpp

n
Ako se oznaci sa Au vektor kolona sa koordinatama (Au); = g aiuj,
J=1
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i=1,...,n, kvadratna forma moze da se zapise u obliku (Au,u).

Definicija 1.10. Neka je J funkcija definisana u nekoj okolini tacke u €
R™. Kaze se da je J dva puta diferencijabilna u tacki u, ako, zajedno sa
gradijentom J'(u), postoji simetriéna matrica J"(u) reda n X n takva da se
prirastaj funkcije J u tacki u moZe predstaviti u obliku

J(u+ h) — J(u) = (J'(u), b + %(J”(u)h, B +ou(h),  (11)

oulh) _
1212

Za dato h (jasno, u + h pripada okolini tacke u na kojoj je J defin-
isana) veli¢ina d®J(u) = (J"(u)h,h) zove se drugi diferencijal funkcije J
u tacki u koji odgovara prirastaju h. Drugi izvod je bilinearno preslika-
vanje (kvadratna forma) odredeno matricom drugog izvoda J”(u). Moze se
pokazati da je

de je lim
g J h—0

82J(u) 92J(u) 02.J(u)
O(u1)? Ou10uz """ Ou1Oun
Ty =1 S
82.J(u) 82.J(u) 0%J(u)
OunOul Ounpdus """ OupOun

Klasi¢ni metod trazenja ekstremnih vrednosti zasniva se na pretpostav-
kama o diferencijabilnosti posmatrane funkcije.

Podsetimo se nacina reSavanja problema odredivanja bezuslovnog eks-
trema na R™. Neka je J diferencijabilna na R™ i neka se traze njene ekstrem-
ne vrednosti nad ¢itavim R™ (zato se kaze da se trazi bezuslovni ekstrem).
Ekstremne tacke tada mogu biti samo one tacke za koje vazi J'(u) = 0, §to
moze da se napiSe u obliku sistema

&8]1(;;):0’ 1=1,...,n.

Sve tacke koje ispunjavaju ovaj uslov zovu se stacionarne tacke funkcije
J na R". Ako je J dva puta diferencijabilna u nekoj okolini stacionarne
tacke v 1 ukoliko su svi parcijalni izvodi drugog reda te funkcije neprekidni
po v onda vazi
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a) Ako je (J"(v)h,h) > 0 za sve h # 0 takve da v + h pripada posma-
tranoj okolini tacke v onda je v tacka strogog lokalnog minimuma
funkcije J nad R™. (Drugim re¢ima, kvadratna forma (J”(v)h,h) je
pozitivno definitna. Podsetimo se, potreban i dovoljan uslov za pozi-
tivnu definitnost jeste pozitivnost svih glavnih minora matrice J” (v).
Za negativnu definitnost, taj uslov je dat sa (—1)kJ(v) > 0, gde su
sa JJ/(v), k=1,...,n oznaceni glavni minori matrice J”(v).)

b) Ako je (J"(v)h,h) < 0 za sve h # 0 takve da v + h pripada posma-
tranoj okolini tacke v, onda je v tacka lokalnog maksimuma funkcije
J nad R™.

¢) Ako (J”(v)h,h) uzima i pozitivne i negativne vrednosti za razli¢ite
izbore vektora h, onda v nije ekstremna tacka posmatrane funkcije.

U nastavku ¢e biti navedene formule kona¢nog prirastaja za funkcije
viSe realnih promenljivih. One ée biti intenzivno kori§éene pri dokazivanju
teorema konveksne analize.

Definicija 1.11. Funkcija J je neprekidno diferencijabilna ili glatka na
skupu U € R", ako je diferencijabilna na U i pri tome

lim || J'(u+h) — J'(u)]| =0, Yu,u+heUl.
h—0

Klasa glatkih funkcija nad skupom U bice oznacavana sa C1(U).

Definicija 1.12. Funkcija J je dva puta neprekidno diferencijabilna na
skupu U C R™, ako je dva puta diferencijabilna na U @ pri tome

lim ||J"(u+h) — J"(uw)|| =0, VYu,u+heU.
h—0

Klasa ovih funkcija oznacavaée se sa C%(U).

U prvoj definiciji norma se odnosi na normu vektora - gradijenta, a u
drugoj definiciji se posmatra norma matrice drugog izvoda (gde je ||A|l =
sup¢|=1 [l Ael])-
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Pretpostavimo da je J definisana na U. Neka u,u + h € U, i neka
u+th € U zasvet € (0,1) (ovaj uslov je naravno ispunjen ako je U
konveksan skup). Tada, za fiksirano u i v+ h moze da se posmatra funkcija
f() = J(u + th), kao funkcija jedne realne promenljive ¢ € [0,1]. Ako je
J € CkU), k=1,2, onda je f € C*([0,1]), k = 1,2 pri ¢emu vazi:

') = (J'(u+th),h), f"(t)=(J"(u+th)h,h). (1.2)
To sledi iz jednakosti (1.1).
Podsetimo se, teoreme srednje vrednosti za f glase:

£ = 1) = £Ot)e = [ imar = £O+ 57000

f'(t) = f(0) = f"(0st)t, zaneke 0<6,09,605<1.

Ako se u ovim formulama stavi ¢ = 1 i iskoristi (1.2) dobijaju se formule
konaé¢nog prirastaja funkcije J :

1
J(u+h)—J(u):(J’(u+91h),h>:/0 (u ), Wdr, (1.3)

J(u+h) — J(u) = (J(u),h) + %(J”(u + Ooh)h, h), (1.4)
(J'(u+h) = J'(u),h) = (J"(u+ 63h)h, h), (1.5)

za neke 0 < 01,605,035 < 1.
Dalje, posto je 4.J'(u+th) = J"(u+th)-h, 0 <t < 1 integracijom po
t na [0, 1] dobija se:

J(u+h)—J(u) = /01 J"(u + th)hdt = (/01 J"(u+ th)dt) h.

Definicija 1.13. Neka J € CY(U). Kaze se da gradijent J' funkcije J
ispunjava uslov Lipsica na skupu U sa konstantom L > 0, ako vazi

| J'(w) = J' ()| < Lllu—v|, u,veUl.
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Klasa ovih funkcija oznacavade se sa CLH(U).
Lema 1.14. Neka je U koveksan skup i neka J € CYY(U). Tada vazi
/ lu —v|f?
| J(u) = J(v) = (J'(u),u—v)| < LT’ Yu,v € U.
Dokaz. 1z formule (1.3) sledi:
1
J(u) — J(v) — (J'(u),u —v) = / (J'(u+7(u—0)) = J(u),u —v)dr,
0

a iz Kosi -Svarcove nejednakosti |(a,b)| < ||la||||p]|, a,b € R™ i Lipsicovog
uslova sledi:

1
() — J(0) — (T (u), u — v)| < /0

J(u+7(u—0))—J(u)||lu—vldr

1 2
< / Llu —v?|r|dr = Li”u ol :
0 2

Na kraju, navodi se i teorema o inverznoj funkciji koja ¢e se koristiti
u nastavku. Ovde ¢e se po prvi put u izlaganju koristiti funkcija koja za
kodomen ima R". Funkcija J = (J1, J2,...,Jp) : U C R™ — R" definise se
kao uredena n—torka funkcija J; : U = R, i =1,...,n, odnosno,

J(u):(Jl(u),Jg(u),...,Jn(u))a u € U.
Poznato je da je funkcija J neprekidna (neprekidno diferencijabilna) ako su
funkcije J;, i = 1,...,n neprekidne (neprekidno diferencijabilne).

Teorema 1.15. Neka je U C R" otvoren, J = (J1,Jo,...,Jy) : U — R"
neprekidno diferencijabilna, ¢ € U 14

O

9J1 9J1 oJ1

o fo o

8:61‘ Oz 8:(:71: # 0. (16)
%(0) %(C) .. %(c)

Tada postoji otvorena okolina V- C U tacke c i otvorena okolina W tacke
J(c), tako da je J[V] =W i J|y ima inverznu funkciju J=1: W — V, koja
je takode neprekidno diferencijabilna funkcija.
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1.4 Poluneprekidnost, Vajerstrasova teorema i u-
opstenja

Osnovna Vajerstrasova teorema kaze da neprekidna funkcija nad zatvore-
nim intervalom dostize svoj infimum i supremum. Cilj ovog poglavlja jeste
da se pokaze na koji nacin se uslov neprekidnosti moze zameniti slabijim
uslovom poluneprekidnosti.

Zadatak ekstrema se sastoji u trazenju ekstrema posmatrane funkcije.
Definicija koja sledi govori preciznije o tome Sta prethodna recenica po-
drazumeva.

Definicija 1.16. Tacka u. € U je tacka apsolutnog (globalnog) minimuma
funkcionele J nad skupom U C Re, ako je J(us) < J(u) za sve u € U.
Velic¢ina J(ux) naziva se minimalna vrednost funkcionele J nad U. Skup
svth tacaka minimuma oznacava se sa U,. Tacka u, € U je tacka lokalnog
minimuma funkcionele J nad skupom U, ako postoji r > 0, tako da je
J(uy) < J(u) za sve w € U N Ly(uy).

Dakle, kada se kaze minimum funkcije, nije bas uvek jasno da li se
govori o tacki minimuma, minimalnoj vrednosti ili o uredenom paru kojeg
¢ine tacka minimuma i minimalna vrednost posmatrane funkcije. To ¢e se
uvek videti iz konteksta.

Sledeé¢i primer ilustruje ulogu domena na problem egzistencije i jedin-
stvenosti reSenja zadatka ekstrema.

Primer 1.17. Odrediti minimalnu vrednost funkcije sin*(Z) i U, ako je
domen: a) [1,2], b) [3,1], ) (0,1] i d) [2,00).

Resenje. Posto minimalna vrednost date funkcije ne moze biti manja od
nule, reSavanje zadatka moze da pocne posmatranjem jednacine sin2(§) =0
nad skupom pozitivnih realnih brojeva, a zatim posmatranjem njene re-
strikcije nad zadatim domenima. ReSenja jednacine su oblika %, gde je k
prirodan broj. Dakle, vazi: a) U, = {1}; b) U, = {3, 3,1}, ) U, = {2 | n €
N} ;d) U, = 0. O
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Zakljucak. Za zadatu funkciju ekstremni zadatak ne mora da ima
resenje (slucaj d)), a ako ima reSenje, ono moze biti jedinstveno (slucaj
a)), a moguce je da postoji konaéno mnogo (slucaj b)), prebrojivo mnogo
(slucaj c)) ili ¢ak neprebrojivo mnogo resenja (nije tesko konstruisati odgo-
varajuéi primer). Primecuje se da, u sluc¢aju d) prethodnog primera, za niz
{2,3,4,...} elemenata domena vazi da niz slika {sin?(¥)}genk>2 konver-
gira ka nuli kada k tezi ka beskonac¢nosti.

Funkcionela J je ogranicena sa donje strane na skupu U C R¢, ako
postoji M € R, tako da je J(u) > M za sve u € U. Funkcionela J nije
ogranicena sa donje strane na U, ako i samo ako postoji niz {uy }ren, ur € U,

k € N, tako da vazi limg_,o J(ug) = —00.
Neka je J,. = infy,ecp J(u). Ako funkcionela J nije ogranicena sa donje
strane na U onda je J, = —o0. Dakle, J, > —o00, ako i samo ako vazi:

1. Jo < J(u), zasveueU,
2. za svako € > 0, postoji u. € U, tako da vazi J(u:) < Ji + €.
Primecuje se da, ako je U, # ), onda je inf,cpy J(u) = mingey J(u).

Definicija 1.18. Niz {ug}tren, ux € U, k € N je minimizirajuéi niz funk-
cionele J nad U, ako vazi limg_, J(ug) = Js.

Na osnovu definicije infimuma sledi da minimizirajuéi niz funkcionele J
nad skupom U uvek postoji.

Definicija 1.19. Niz {ch}keN; ug € U, k € N konvergira ka skupu U, ako

vazi da je limy o0 d(ug, U) = 0, gde je sa d(-,U) oznaceno rastojanje tacke
od skupa U.

Konstrukcija minimizirajuéeg niza ima znacajnu ulogu pri reSavanju
problema odredivanja vrednosti J,, ali, u opstem slu¢aju, ne i prilikom o-
dredivanja tacke u, € U,. Dakle, pri numerickom resavanju problema odre-

9y
divanja vrednosti J,, ona moze da se aproksimira sa J(uy,) za dovoljno veliko
k i neki minimizirajuéi niz {u a pri reSavanju problema odredivanja
kSkeN,
priblizne vrednosti tacke minimuma u, € U,, trazi se minimizirajuéi niz
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{uk }ken, koji konvergira ka U, pri ¢emu se u, aproksimira vektorom uy za
dovoljno veliko k € N.

Na primer, ako je U zatvoren i ograni¢en skup u R™, a J neprekidna nad
U, onda je J ogranic¢ena sa donje strane, U, # () i svaki minimizirajuéi niz
konvergira ka U,. To je posledica Teoreme 1.23. Medutim, u opstem slucaju
ne mora svaki minimizirajuéi niz da konvergira ka U, (videti zadatak 1.16).

Definicija 1.20. Data je funkcionela J nad nepraznim skupom U C R™.
Funkcionela J je poluneprekidna odozdo (sa donje strane) u tackiw € U, ako
za svaki niz {uk}ren, koji konvergira ka u vazi liminfy_,o J(ug) > J(u).
Funkcionela J je poluneprekidna odozdo na skupu U, ako je poluneprekidna
odozdo u svakoj tacki tog skupa.

Analogno se definiSe poluneprekidnost odozgo (sa gornje strane). Di-
rektno iz definicije se zakljucuje da je svaka neprekidna funkcija istovremeno
i poluneprekidna i sa gornje i sa donje strane.

Poluneprekidne funkcije imaju znacajnu ulogu u teoriji verovatnoce.
Naime, funkcija raspodele F'x slucajne promenljive X, koja je osnovni po-
jam teorije verovatnoce, je poluneprekidna funkcija sa gornje strane.

Citaocu se ostavlja da pokaze da je J poluneprekidna sa donje strane u
tacki v € U, ako i samo ako za svako € > 0, postoji § > 0, tako da za sve
u € U N Ls(v) vazi nejednakost J(u) > J(v) —e.

Definicija 1.21. Data je funkcionela J nad skupom U. Skup M, = {u € U |
J(u) < ¢} naziva se Lebegov skup funkcije J.

Lema 1.22. Neka je U zatvoren podskup u R™. Potreban i dovoljan uslov
da J : U — R bude poluneprekidna odozdo na U jeste da su svi Lebegovi
skupovi My, o € R funkcije J nad U zatvoreni.

Stavise, ako je J poluneprekidna odozdo na U onda je skup U, tacaka
meinimuma funkcije J nad U zatvoren skup.

Dokaz. (=) Neka je J poluneprekidna sa donje strane i neka je a pro-
izvoljan realan broj. Ako je M, prazan skup, onda je on zatvoren. Ako
se pretpostavi da je M, neprazan skup, tada treba pokazati da sve tacke
nagomilavanja skupa M, pripadaju tom skupu. Neka je {uy }nen niz u M,,
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i limy, 00 Uy, = ug. Jasno, posto je U zatvoren, ug € U. Takode, J(u,) < a,
za sve n € N, pa iz poluneprekidnosti sledi J(ug) < liminf, o J(u,) < a,
odnosno ug € M,.

Skup U, je ili prazan skup, pa samim tim i zatvoren, ili je jedan od
Lebegovih skupova funkcije J, U, = M}, pa je opet zatvoren.

(<) Pretpostavimo da su svi Lebegovi skupovi funkcije J na U zatvo-
reni. Neka je ug proizvoljna tacka skupa U i neka je {uy,}nen proizvoljan
niz u U, koji konvergira ka ug. Treba da se pokaze da je liminf,, o J(up) >
J(up). Oznacimo liminf,, . J(u,) sa a. Ako je a = —oo, onda za svako
k € N postoji n € N takvo da je J(uy,) < —k, pa u,, € M_g. Jasno, za
sve [ > k vazi M_; C M_j, odnosno u,, € M_j za sve | > k. Posto je M_},
zatvoren 1 limy_, o un, = up sledi da ug € M_j, za sve k € N, pa je J(up) =
—00, §to ne moze biti. Dakle, a > —oo. Po definiciji limes inferiora to znaci
da postoji podniz {un, }ken niza {uy, }nen tako da vazi limg_yoo J(up, ) = a.
Odavde sledi da za zadato ¢ > 0 postoji kg € N, tako da je J(uy, ) < a+e€ za
sve k > ko. Prema tome, u,, € M,1. za sve k > k. Iz zatvorenosti skupa
Mg+e 1 konvergencije posmatranog podniza sledi da ug € Mg+, odnosno
J(up) < a+e zasvee > 0. Dakle, J(up) < a = liminf, _,~ J(u,), odnosno,
J je poluneprekidna odozdo u ug, Sto je i trebalo dokazati. ]

Sledeca teorema se Cesto zove osnovna VajerStrasova teorema.

Teorema 1.23. Neka je U neprazan i kompaktan podskup od R™ i neka je
J : U — R poluneprekidna sa donje strane na U. Tada vazi:

2. Skup Uy, = {u € U | J(u) = J.} je neprazan, kompaktan i svaki
minimizirajuci niz konvergira ka U.

Dokaz. Pokazacée se istovremeno prvi deo tvrdenja i U, # (). Zna se da
minimizirajuéi niz uvek postoji. Neka je {u,}nen C U proizvoljan mini-
mizirajuéi niz, to jest, neka je lim, o J(upn) = Ji. Posto je U kompaktan,
sledi da postoji konvergentan podniz {uy, }ren posmatranog niza. Neka je
granica tog podniza oznacena sa ug € U. Iz poluneprekidnosti funkcije J u
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tacki ug € U sledi:
J(up) < lminf J(up, ) = lim J(up) = Js.

k—o0 n—oo

Naravno, J, < J(ug) uvek vazi. Time je dokazan prvi deo tvrdenja i U, # ().

Pokazimo da je U, kompaktan skup, odnosno da svaki niz njegovih
elemenata sadrzi konvergentan podniz ¢ija granica pripada U,. Neka je
{tun }nen C Uy proizvoljan niz. Kao niz elemenata kompaktnog skupa U on
sadrzi konvergentan podniz {u,, }ren, koji konvergira u U. Neka je granica
tog podniza ug. Tada, J(up,) = Js, a iz poluneprekidnosti funkcije J sledi
liminfy_,o0 J(n, ) > J(up). Odavde je J(ug) = Ji, odnosno ug € U,, §to je
i trebalo dokazati.

Preostaje jos da se pokaze da svaki minimizirajuéi niz {uy,}neny € U
konvergira ka skupu U,. Jasno, d(uy,, Us) > 0, pajeiliminf,, o d(uy, Us) >
0. U nastavku ¢e se pokazati da je limsup,,_, ., d(up, Ux) = 0.

Neka je a := limsup,,_,, d(up, Us) < co. Tada postoji podniz {un, }ken
kojim se dostize a, odnosno, a = limy_,o d(uy, ,Us). Na osnovu kompak-
tnosti skupa U, iz tog podniza moze da se izdvoji konvergentan podniz
{Unkl}leN- Neka je lim_s o Un,, = U € U.

Iz poluneprekidnosti funkcije J sledi:

J(us) < liminf J(uy, ) = lim J(up, ) = Js,
l—o0 L l—o0 L

(jer je {un}neny minimizirajuéi niz, tj. J, = limy, o0 J(up)), pa us € Uy. 1z
neprekidnosti funkcije rastojanja tacke od skupa sledi:

lim d(up, ,Us) = d( im up, ,Uy) = d(u., Uy) =0,
=00 l =00 l
jer uy € U,. Sa druge strane

0 = lim d(up, ,Us) = lim d(un,,Us) = a,
l—00 K k—o00

jer se posmatra podniz {d(un, ,Us)}ien niza {d(un,, Us)}ren, koji je kon-
vergentan. Odavde sledi:

0 = a = limsup d(uy, Uyx) > liminf d(u,, Usx) > 0.

n—00 n—00

Time je teorema dokazana. O
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Naredne teoreme su uopstenja upravo dokazane osnovne VajerStrasove
teoreme.

Teorema 1.24. Neka je U neprazan i zatvoren skup u R™, neka je J : U —
R poluneprekidna sa donje strane na U 1 neka je, za neko ug € U Lebegov
skup M ={u e U | J(u) < J(up)} ogranicen. Tada vazi:

1. Jy =infuepy J(u) > —o0,

2. Skup Uy = {u € U | J(u) = J.} je neprazan, kompaktan i svaki
minimizirajuci niz iz M konvergira ka U,.

Dokaz. Naravno, za u € U\M vazi J(u) > J(up), pa J ne dostize mi-
nimalnu vrednost nad skupom U\M, §to zna¢i da moze da se posmatra
restrikcija J)p; funkcije J na skup M. Na osnovu Leme 1.22 Lebegov skup
M je zatvoren. Posto je i ogranic¢en, moze da se primeni prethodna teorema
na Jjps. Time je dokaz zavrsen. O

Napomena. Za minimizirajuée nizove iz U, koji nisu elementi skupa
M prethodno tvrdenje, u opstem slucaju, ne vazi (videti zadatak 1.16).

Teorema 1.25. Neka je U neprazan i zatvoren skup u R™, neka je J : U —
R poluneprekidna sa donje strane na U i neka za svaki niz {up}nen C U za
kogi je limy, o0 ||uy|| = 00 vazi limy, o0 J(uy) = 00. Tada vazi:

1. Jy =infuecpy J(u) > —oo,

2. Skup Uy, = {u € U | J(u) = J.} je neprazan, kompaktan i svaki
minimizirajuci niz konvergira ka U.

Dokaz. Ako je U ogranicen skup, tvrdenje se svodi na osnovnu Vajerstra-
sovu teoremu. Tada ne postoji niz {uy}nen takav da je limy, o0 [|un|| =
o0o. Pretpostavlja se, dakle, da U nije ogranicen. Tada sigurno postoji
barem jedan niz njegovih elemenata za koji vazi lim,,_,« ||un|| = co. Prema
pretpostavei, vazi lim, o J(u,) = oo. Tada postoji ng € N tako da je
J(tngy) > Ji. Stavimo ug := uy,. Posmatra se Lebegov skup

M={ueU|J(u) < J(up)}.
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Pokazimo da je M ogranic¢en. U suprotnom, postojao bi niz {2y }nen C M,

za koji vazi lim,_, ||2n|| = oo. Tada je i limy, o0 J(2,) = 00, pa 2z, & M
za dovoljno veliko n € N, §to je kontradikcija. Sada tvrdenje sledi direktno
iz prethodne teoreme. O

Napomena. Nacin izbora tacke ug, J(ug) > J, implicira da za svaki
ograni¢en minimizirajuéi niz {u,}nen postoji ng € N, tako da je u, € M
za sve n > ng. Sa druge strane, iz uslova teoreme je jasno da nijedan
neogranic¢en niz ne moze biti minimizirajudi.

Posledica 1.26. Ako je U neprazan i zatvoren u R™ onda za svako x € R™
postoji u € U, tako da vazi d(x,U) = d(z,u).

Dokaz. Neka je x proizvoljan vektor. Posmatra se neprekidna funkcija
g9(z) = ||z — x|, z € R™ Za ||z|| dovoljno veliko vazi g(z) > ||z| — ||z]-
To sledi iz nejednakosti ||a — b|| > ||la|| — ||b]||, ako se, na primer, uzme
|lz]| > |l=]|. Odavde je limy— o0 g(2) = 00 za svaki niz {2z fnen za koji vazi
lim;, o0 ||2n]| = 00. Dakle, posmatrana funkcija ispunjava uslove prethodne
teoreme nad proizvoljnim nepraznim zatvorenim skupom U, pa je U, # 0 i
g« > —00. Prema tome, postoji u € U tako da je d(x,U) = inf ey d(x, z) =
d(z,u). O

1.5 Zadaci za vezbu

Zadatak 1.1. Neka je X proizvoljan skup. Pokazati da je preslikavanje
do1 : X? — R dato sa do1(z,y) = 0za o = y i dn(zr,y) = 1zaz # v,
metrika na skupu X.

Zadatak 1.2. Neka je dat vektorski prostor neprekidnih funkcija
Cla,b] ={f : [a,b] = R | f neprekidna}.
Pokazati da je preslikavanje || - || : Cla,b] — R dato sa
IfII'= ;"gﬁf;]{lf(év)l},

norma na prostoru Cla, b].
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Zadatak 1.3. Pokazati da u prostoru (C[0,1],] - ), definisanom kao u
prethodnom zadatku, ne vazi zakon paralelograma.

Uputstvo. Lako se pokazuje da za funkcije z(t) =t i y(t) = 1, t € [0,1]
ne vazi zakon paralelograma. O

Zadatak 1.4. Pokazati da metricki prostor (Q, |- |) nije kompletan.
Zadatak 1.5. Dokazati tvrdenja Teoreme 1.6.

Uputstvo. Za dokazivanje tvrdenja pod a) treba pokazati da je

A= ﬂ K,, ACK,),, K, zatvoren,
AEA

tj. da svaki zatvoren skup koji sadrzi skup A sadrzi i sve adherentne tacke
skupa A. Tada ¢e skup A biti zatvoren skup, kao presek familije zatvorenih
skupova i to, naravno, najmanji koji sadrzi A. ]

Zadatak 1.6. (Najgrublja topologija) Dat je topoloski prostor (R, 1), gde
je 7 = {0, R}. Pokazati da je 7 topologija. Pokazati da u ovoj topologiji
proizvoljan niz {z, }nen konvergira ka svakom z € R.

Uputstvo. Za proizvoljno x € R jedina okolina U koja ga sadrzi jeste
U =R, pa za sve n € N vazi da je x, € U. O

Zadatak 1.7. (Najfinija topologija) Posmatra se topoloski prostor (R, 7),
gde je 7 = P(X), partitivni skup skupa X. Pokazati da je T topologija.
Pokazati da u ovoj topologiji niz {x, }nen konvergira ka x € R ako i samo
ako je stacionaran niz, odnosno x, = x, n € N.

Zadatak 1.8. Neka je (X, d) metri¢ki prostor i A C X neprazan. Tada je
A={re X | d(z,A) =0}.

Resenje. Oznacimo sa A’ = {z € X | d(z,A) = 0}.
Pokazimo prvo da je A C A’. Neka je z € A. Tada u svakoj okolini
tacke x postoji tacaka skupa A, odnosno za svako € > 0 postoji a € A,
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tako da je 0 < d(x,a) < e. Jasno, za sve a € A vazi d(z,a) > 0. Dakle,
0 =infeead(z,a) = d(x,A), te se dobija z € A’

Sli¢no se pokazuje i obrnuta inkluzija A’ C A. Neka je z € A’, odnosno
neka je d(z, A) = infuea d(z,a) = 0. Tada za svako € > 0 postoji a € A,
tako da je d(x,a) < e. Dakle, u svakoj e—okolini tacke = ima elemenata
skupa A, te je x € A. O

Zadatak 1.9. Pokazati da ako je niz {x,}neny C R ogranicen sa donje
strane onda je liminfy_,, xp = a ako i samo ako za svako € > 0,

1. postoji N € N tako da je x, > a—ec zasve k > N,
2. za sve m € N, postoji k,, € N, tako da je zp,, <a+e.

Zadatak 1.10. Neka su nizovi {an, fnen, {bn tnen C R ograniceni. Dokazati
slede¢a tvrdenja:

1. liminf ca,, = climinfa,, c¢= const > 0;
n—oo n—oo

2. liminf a, + liminf b, < liminf (a, + b,) 1 naéi primer za strogu ne-

n— o0 n—oo n—oo
jednakost;
3. limsupy,_, o, ar = — liminfy_, o (—ag);
1 1
4 liminf — = ———~ 4, >0.

n—oo ap limsup,_,. Gn

Zadatak 1.11. Pokazati da je funkcionela J : U — R poluneprekidna sa
donje strane u tacki v € U ako i samo ako za svako € > 0, postoji 6 > 0,
tako da za sve u € U N Ls(v) vazi nejednakost J(u) > J(v) — e.

Zadatak 1.12. Neka je U = {u|u e R™, |lul]| <1} 1 J(u) = |Ju|| za 0 <
|lul| <1, a J(0) = a. Pokazati da je J poluneprekidna sa donje strane za
a <0,azaa>0,J je poluneprekidna sa gornje strane.

Resenge. Na skupu U \ {0}, funkcija J je neprekidna za sve a € R, pa
samim tim i poluneprekidna (i sa gornje i sa donje strane).
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Posmatra se sta se desava u nuli. Neka je {ug}, oy proizvoljan niz tacaka
iz U tako da je limg_,o ux = 0. Onda je:

lim J(ug) = lim |Jug| =0,
k—o0 k—o00

te se zakljucuje da niz {.J(uy)},cy ima samo jednu tacku nagomilavanja.
Ako je a < 0, onda je:

liminf J(ug) =0 > J(0) =a

k—o0

i imamo poluneprekidnost sa donje strane.
Sli¢no, za a > 0

limsup J(ug) =0< J(0) =a

k—o0

i imamo poluneprekidnost sa gornje strane. O

Zadatak 1.13. Neka je U = [—1,1], a

1—u, wel[-1,0).

Pokazati da je za a < 0, J poluneprekidna sa donje strane, za a > 1
poluneprekidna sa gornje strane, a za a € (0,1) nije poluneprekidna ni sa
gornje, niti sa donje strane.

Resenge. Za sve u € [—1,1] \ {0} funkcija J je neprekidna, pa i polune-
prekidna. Neka je v = 01 {ug},cy niz koji konvergira ka 0. Primecuje se
da u tom slucaju, niz {J(ux)}ren moze da ima dve tacke nagomilavanja: 0
il. Za a <0, dobija se:

liminf J(ug) > 0> J(0) = q,
k—ro0

tj. poluneprekidnost sa donje strane.
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Sli¢éno, za a > 1

limsup J(ug) <1 <a=J(0),

k—o0

postoji poluneprekidnost sa gornje strane.
Izaberimo sad niz {uy },cn koji tezi u 0 tako da je liminfy_,o J(ux) =0
i limsupy_,o J(ug) =1. Zaa € (0,1),

liminf J(u;) < a < limsup J(ug),
k—o0 k—o0

te funkcija J ne moze biti poluneprekidna ni sa donje, niti sa gornje strane.
O

Zadatak 1.14. Neka je U = {u = (z,y) e R* | y > 0} i

2 +y% x>0
J(u)_{() z < 0.

Ova funkcija je na U; = {(x,y) | z > 0,y > 0} neprekidna, a na U polu-
neprekidna sa donje strane. Pokazati.

Zadatak 1.15. U zavisnosti od parametara « i [ komentarisati polune-
prekidnost odozdo funkcije J(u) = aJi(u) + BJ2(u), u € U ako se zna da
su funkcije Ji i Jo poluneprekidne odozdo na U.

Resenje. Nekasua, 3 > 0. Neka je u € U proizvoljno i neka je niz {u } ey
takav da je limg_.o ur = u. Tada, na osnovu osobina limesa inferiora, vazi:

liminf J(ug) = liminf (aJy (ug) + BJ2(ug))
k—o00 k—o0
> liminf (aJ (ug)) + liminf (5J2(ug))
k—o00 k—o00
= aliminf Jy (ug) + S liminf Jo(ug)
k—ro0 k—o0
> aJi(u) + fJa(u) = J(u),

jer su Jj i Jy poluneprekidne odozdo na U. Dakle, J je poluneprekidna
odozdo na U po definiciji.
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Slucaj, kada je bar jedan od parametara negativan, na primer, o < 0 i
B € R, ne obezbeduje poluneprekidnost odozdo. Neka je U = [0, 1]. Neka je
Ji(u) =u, uwe (0,1], J1(0) = =11 Ja(u) =0, u € [0, 1]. Funkcionele J; i Jo
su poluneprekidne odozdo, medutim, funkcionela J(u) = aJi(u)+5J2(u) =

au, u € (0,1], J(0) = —a nije poluneprekidna odozdo u nuli. O
w2
Zadatak 1.16. Za funkciju J(u) = T3 skupu U = R odrediti mi-
u

nimalnu vrednost, J,, i skup tacaka minimuma, U,. Zatim, primetiti da je
niz xx = k, k € N minimizirajuéi niz za funcionelu J, ali da ne konvergira

ka U,.

Napomena. Lako se pokazuje da je za datu funkciju J mininmalna vre-
dnost J, = 0, a skup tacaka mininmuma U, = {0}. Primecuje se zatim da
je, s obzirom na Teoremu 1.24, jedini ograni¢en Lebegov skup M = U, =
{u e U | J(u) < J}. Dakle, posmatrani niz {k}ren ne pripada skupu M,
te je primer minimizirajuc¢eg niza, koji ne konvergira ka Us. O

Zadatak 1.17. Odrediti tacku X = (z1,...,2,) € R™, ¢€iji je zbir kvadrata

rastojanja od [ datih tacaka, M1, ..., M! € R™ minimalan.”
Resenje. Neka su u prostoru R” date tacke M1 = (mi,...,mb),..., M! =
(mll, ceey mﬁl) Posmatra se funkcija koja racuna zbir kvadrata rastojanja

tacke X od zadatih tacaka M7, ..., M data sa

fxr, .. an) =d*(X, MY + -+ d*(X, M) = Zd2 (X, MY

-y (o1 =mi)? 4+ (= mi)?).

1=1

"U XIX veku Stajner (Jakob Steiner (1796-1863)) je resio zadatak odredivanja tacke

u ravni trougla, ¢iji je zbir rastojanja od temena datog trougla minimalan. Direktna
uopstenja ovog problema su zadaci 1.17 i 1.18.
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Izjednacavanjem prvih parcijalnih izvoda funkcije f sa nulom:

l

a—mlf(xl,...wn) :22(3:1 —m}) =0,

=1

l

0 Q
T%f(xl, e ,J}n) = 22(%’” — mn) = 0,

=1

dobija se da je tacka potencijalnog ekstrema

l ; ! ;
X — (Zilmll ZilmZ)

l l
Na osnovu znaka drugog diferencijala funkcije f u tacki X,
d*f(X) = 2(dw1)? + - -+ + 21(dx,)* > 0,
zakljucuje se da je tacka X tacka minimuma funkcije f. O

Zadatak 1.18. Odrediti tacku X = (z1,...,2,) € R", a koja se nalazi na
sferi #2 + -+ + 22 = 1, &iji je zbir kvadrata rastojanja od I datih tacaka,

M, ..., M" e R" minimalan.

Resenje. Koriste se iste oznake kao u zadatku 1.17. Sad postoji i do-
datni uslov da trazena tacka X pripada sferi, odnosno da zadovoljava uslov
g(x1,...,xp) = ZL‘%—I—' . -—I—x%—l = 0. Konstruise se odgovarajuca Lagranzova
funkcija

L(z1,...,xn,A) = f(x1,...,20) + Ag(z1, ..., 2p)

:Z((xl—mﬁ)2+---+(xn—m;)2)+/\(:c%+---+mi—1).
=1
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Izjednacavajuéi prve parcijalne izvode funkcije L sa nulom,

!
9 i
a—mL(xl,...,xn,A) = 2;(:1;1 —mi)+2\x1 =0
9 : .
%L(azl,...,xn,)\) = 2;(xn—m;)+2)\xn =0
EL(azl T N) =222 —1=0
8A 9 9 9 1 n 9

dobija se da je tacka potencijalnog ekstema funkcije L data sa

l ; l i
X_<EﬂMPWZMmg—1Mﬂ+M+M%

M M M

gdeje A =M—1iM = ||M'+---+ M'|. Konacno, na osnovu znaka drugog
diferencijala funkcije L,

d’L(X) = 2M(dz1)? + - - + 2M(dz,)? > 0,

zakljucuje se da je tacka X tacka minimuma funkcije f pod uslovom da X
pripada sferi m% +o 2 =1 ]



Glava 2

Konveksnost

2.1 Konveksni skupovi i konusi

Definicija 2.1. Neka je A C X, gde je X vektorski prostor nad R. Skup A
je konveksan ako za sve x,y € A i za sve a € (0,1) vaZi ax+ (1 — o)y € A.
Ako za sve x,y € A i za sve a € R vazi ax + (1 — o)y € A, kaZe se da je A
afin skup.

Definicija 2.2. Neka je dato m tacaka x1,x9,..., T, vektorskog prostora
X. Tacka v =Y, agzy je konveksna kombinacija tacaka x1,x2, . .., Ty,
ako je ap >0 za svek=1,...,m i > ;" op =1

Dakle, A je konveksan skup ako sadrzi konveksne kombinacije svake dve
svoje tacke.

Primer 2.3. U skupu R” prazan skup, ¢itav R™, kao i skup koji se sastoji
od jedne tacke (singlton) su konveksni. U R"™ kruznica nije, a lopta jeste
konveksan skup. U stvari, iz nejednakosti trougla direktno sledi da je lopta
konveksan skup u proizvoljnom normiranom prostoru (X, || - ||). Ako skup
sadrzi viSe od jedne taCke i bar jednu izolovanu tacku, on ne moze biti
konveksan.
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Primer 2.4. Za fiksiran ne-nula vektor ¢ € R™ i zadati broj v € R, hiper-
ravan H. . se definiSe sa

H.,={zeR"|(z,c) =~}

Skup H., nije prazan. Naime, iz ¢ = (c1,¢2,...,¢,) # 0 sledi da postoji

indeks j € {1,2,...,n}, tako da je ¢; # 0. Vektor x = (x1,22,...,2p)

definisan sa z; := l, a xp := 0, kK # j, pripada skupu H.,. Ukoliko je
Cj

xo € H.~, onda vazi

Hen=Hczy ={zx€R" | (x —x9,¢c) =0}.

Posto (x — xp,c) = 0 predstavlja ortogonalnost vektora x — xq i ¢, vektor ¢
se naziva normalni vektor hiperravni H. .

Hiperravni u R su tacke, u R? prave linije, a u R? ravni. Lako se
pokazuje da je hiperravan konveksan skup. Stavise, kada je v = 0, H.q je
potprostor dimenzije n — 1.

Skupovi

HS ={zeR"|(z,c) >~}

Hi, = {o €R"| (z,¢) <}

zovu se otvoreni poluprostori, koji ¢ée se takode zvati i gornji, odnosno

donji poluprostor respektivno. Njihova zatvaranja Hd, i Hq. su zatvo-
reni poluprostori. Svi navedeni skupovi su konveksni.

Predoc¢imo da se u literaturi hiperravan H definiSe kao potprostor u R"
za koji vazi da, ako je Y neki potprostor u R™ koji sadrzi H, ondajeY = H
ili Y = R™. Jasno, ako je v # 0 onda H., ne moze biti potprostor, pa se
u tom slucaju H,., naziva afina hiperravan. U ovom kursu, kada se kaze
hiperravan smatra se da je re¢ o afinoj hiperravni.

Primer 2.5. Za zadatu matricu A formata m xn, i vektor b € R™, linearna
mnogostrukost, definisana sa {x € R" | Ax = b} je konveksan skup.
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Slika 2.1. ”Srce” nije konveksan skup. Sasvim desno je jedan zatvoren
poluprostor.

Primer 2.6. Klasa neprekidnih funkcionela f nad [a,b] C R za koje je
|f(x)] <1,z € [a,b] je konveksan skup u vektorskom prostoru Cla, b] svih
neprekidnih funkcionela nad [a, b].

Sledece ¢injenice govore o odnosu konveksnosti i algebarskih operacija.
Dokazi su jednostavni i ostaju ¢itaocima za vezbu.

1. Neka su Ay, As, ..., Am, A, B konveksni podskupovi u vektorskom
prostoru X ineka je A realan broj. Tada su i skupovi Ay + Ag+---+
A, A— B i AA takode konveksni. Koriséene su oznake

A+B={z|z=a+b, ac A be B}
M ={z|xz=M\a, a € A}
2. Dekartov proizvod konveksnih skupova je konveksan skup.

3. Ako je A konveksan skup i ukoliko su A i p zadati pozitivni brojevi
onda vazi (A + pu)A = ANA + pA.

4. Ako su A; i As konveksni skupovi onda je i A1 N Ay konveksan skup,
dok A; U A ne mora biti konveksan skup. Vazi i opstije, ako je
Ay, A € A familija konveksnih skupova onda je i (1., Ax konveksan
skup.
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Definicija 2.7. Konveksan poliedar P je presek konacnog broja zatvorenih
poluprostora

P =Heyjy N Heyp N - N Hepy -

Poliedar je, kao presek konacnog broja zatvorenih konveksnih skupova,
i sam zatvoren konveksan skup. Napominje se da po ovoj definiciji poliedar
ne mora da bude ogranicen skup; na primer, Hc, je neogranicen poliedar.
Dodatno, poliedar P moze da se predstavi i u obliku P = {z € R" | Cz <
v}, gde je v = (71,72, .- -, Ym) € R™, a C je matrica reda m x n data sa

C1 C11 C12 e Cin
C2 C21 C22 v Con
C pr— . prm—
Cm mxn Cml Cm2 ... Cmn mxn

Primer 2.8. Na ovom mestu, uvodi se oznaka R’! koja Ce se u nastavku
cesto koristiti:

R? = {z = (z1,72,...,7,) ER" |2, >0, i=1,...,n}.

Skup R’ je jedan primer neograni¢enog zatvorenog poliedra, Sto se jasno
vidi iz sledeéeg zapisa

RY =H) (NHS NN Hg g,

gde je sa €, i = 1,...,n obelezena standardna baza vektorskog prostora
R™.

Naredne teoreme dovode u vezu svojstva konveksnih skupova sa nji-
hovom topoloskom strukturom. Radi jednostavnosti, posmatraju se kon-
veksni skupovi u normiranom prostoru (X, || - [|).

Teorema 2.9. Zatvaranje konveksnog skupa je konveksan skup.

Dokaz. Prvo, primeéuje se da, ako je A = ), onda jei A = (), pa je A
konveksan skup. Takode, ako je A = {z} onda je i A = {z}, §to je konvek-
san skup. Pretpostavka je zatim da skup A ima bar dva elementa. Neka
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a,b € A, gde je A konveksan skup. Tacke a i b ne mogu biti izolovane, pa
su one tacke nagomilavanja skupa A. To znaci da postoje nizovi elemenata
skupa A, {ag}tnen 1 {bktnen, koji konvergiraju ka tackama a i b, respek-
tivno. Za dato o € (0,1) i svako k € N vazi aay, + (1 — a)by, € A. Za niz
elemenata ci := aar + (1 — a)bg, k € N vazi:

lim (aar + (1 — a)bg) = a lim ag + (1 — «) lim by = aa + (1 — a)b.
k—o0 k—oo k—o0

Prema tome, aa + (1 — a)b je tacka nagomilavanja skupa A, odnosno aa +
(1 —a)b e A, sto je i trebalo dokazati. O

U vektorskom prostoru X, otvoreni, poluotvoreni i zatvoreni intervali
(duzi) se definisu na uobicajen nac¢in. Na primer, za zadate tacke (krajeve
intervala) z iy, vazi:

[z,y) ={z € X | Ja € (0,1]
={ze€ X |3ae]0,1)

z=oazr+ (1 - o)y}
z=(1—-a)x+ ay}.

Sliéno se definisu skupovi (z,y), [z,y] i (z,y]. Navedeni skupovi su kon-
veksni.

Sledeca teorema pokazuje da se proizvoljnom elementu zatvaranja kon-
veksnog skupa neprazne unutrasnjosti moze ” pribliziti” pomoc¢u unutrasnjih
tacaka posmatranog skupa.

Teorema 2.10. Neka je A konveksan skup neprazne unutrasnjosti. Tada
za proizvoljne xg € A° iy € A vazi [xg,y) C A°.

Dokaz. Posto je xg unutrasnja tacka skupa A sledi da postoji € > 0 tako
da je L¢(zo9) C A. Neka je, za proizvoljno o € (0,1), z := (1 — o)z + ay.
Pokazace se da je tada L(1_n).(2) C A4, tj. da je z € A°.

Radi lakseg razumevanja dokaza, razlikovac¢emo slucaj kada je y € A i
kada jey € A\ A.

Neka je y € A. Pokazimo da je L(1_q)(2) C A. Neka je 20 € L(1_q)c(2)-
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Posmatra se prvo tacka n = 1 (z0 — awy). Za nju vazi:
-«

ln — ol = || a(zo—ay)—on = |20 — ay — (1 — a)xo|

]__
L — 2l <
= — £

I—Oé 20 z )

l—«o

to jest, n € L.(xz9) C A. Posto je zo = (1 —a)n+ay in,y € A, koji je
konveskan skup, sledi da je 2o € A, odnosno L(;_y.(2) C A.
Neka je sad y € A\ A. Tada u svakoj okolini tacke y postoje elementi

1

skupa A, pa ako se definise & := — ((1 — a)e — ||z — 20]|) , sledi da postoji
«

yo € Lz(y) N A, odnosno

allyo —yll < (1 —a)e — ||z — 2|

Neka je data tacka 20 € L(1_q)-(2). Za tacku { =

a(z[) — ayp) vazi:

1—
€ ol = 72— ) - woll = 71| (1 a)ao|
To|| = l_azo aYo Zo “1_a 20 — @Yo @)Tq
1
< 17— (20— ay = (1 = a)ao]| + oy — agol )
" (llz0 — 2l + adly — woll) <
= ——lz0— % al|ly — 5
1-a 0 Yy Yo y

odnosno € € L.(zg) C A. Posto je zo = (1 —a)é +ayp i &,yo € A1 A je
konveksan skup, sledi da je zyp € A, §to je i trebalo dokazati. O

Teorema 2.11. Unutrasnjost konveksnog skupa je konveksan skup.

Dokaz. Primenom prethodne teoreme, dokaz ovog tvrdenja sledi direktno,
jer je A° C A. Za vezbu dokazati ovo tvrdenje bez primene prethodne
teoreme. O

Teorema 2.12. Neka je A konveksan skup neprazne unutrasnjosti. Tada

je (A°) = A i (A)° = A°.
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Dokaz. Unutrasnjost nekog skupa je uvek njegov podskup, pa je (A°) C A.
Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je y € A i xg proizvoljna tacka iz A°.

Iz Teoreme 2.10 sledi [xg,y) C A°, pa je y = lim;, 00 (%xo +(1- %)y)

Dakle, y je tacka nagomilavanja skupa A°, odnosno y € (A°).

Takode, svaki skup je podskup svog zatvaranja, pa iz A C A sledi
A° C (Z)O . Za obratnu inkluziju daje se ”intuitivni” dokaz, koji se oslanja
na primenu Teoreme 2.10. Neka je y € (Z)O i xg proizvoljna tacka iz A°.
Sa p(zg,y) oznacena je prava koja prolazi kroz tacke zqg i y :

p(xo,y) ={z€X |z=Aro+ (1 =Ny, AeR}

Izy e (Z)O sledi da postoji e > 0, tako da je L.(y) C 4, pajei L.(y) C A.
Neka je z tacka preseka kruznice OL.(y) i prave p(xo,y), koja ne pripada
duzi [zg, y]. Jasno, tada vazi y € (g, 2). Iz Teoreme 2.10 sledi [zg, z) C A°,
pa y € A°, §to je i trebalo dokazati. O

U primenama se ¢esto javljaju skupovi koji nisu konveksni. Da bismo
bili u moguénosti da iskoristimo znanja o konveksnim skupovima, posma-
tracemo konveksni skup koji je u izvesnom smislu "najblizi” datom skupu
i ispitati njihov medusobni odnos.

Definicija 2.13. Neka je A C X, gde je X wvektorski prostor. Presek svih
konveksnih skupova koji sadrie skup A naziva se konveksni omotac¢ skupa
A i oznacava sa coA.

Naravno, konveksni omota¢ nekog skupa je konveksan skup, a ako je
posmatrani skup konveksan, on je jednak svom konveksnom omotacu.

Primer 2.14. Konveksni omota¢ skupa {x1,z2}, gde su z1,x2 € R", je duz
koja ih spaja, a konveksni omotac tri nekolinearne tacke u R™ je trougao ¢ija
su temena date tacke, uklju¢ujuci njegovu unutrasnjost. Konveksni omotac
konacnog broja tacaka u ravni je odgovarajuéi konveksni mnogougao.

Za proizvoljne skupove A, B C R™ direktno se pokazuje da vazi

1. A C coA,
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2. AC B = coA C coB,

3. co(coA) = coA.

Slika 2.2. Konveksni omotaci dve, odnosno tri tacke u ravni.

Teorema 2.15. Konveksni omotac otvorenog skupa je otvoren skup. Kon-
veksni omotaé zatvorenog skupa ne mora biti zatvoren skup.

Dokaz. Neka je A neprazan otvoren skup u R™. Naravno, A C coA, pa
je A = A° C (coA)°. Dakle, otvoren skup je sadrzan u unutrasnjosti svog
konveksnog omotaca. Sa druge strane, (coA)° je konveksan skup (sledi iz
Teoreme 2.11). Posto je coA presek svih konveksnih skupova koji sadrze
skup A, sledi coA C (coA)°. Obratna inkluzija je uvek tacna, pa je coA =
(coA)°, sto je i trebalo dokazati.

Primerom se pokazuje da konveksni omota¢ zatvorenog skupa ne mora
biti zatvoren skup. Skup

U={(x,y) eR? |y =z, x>0}

je zatvoren u R? (lako se pokazuje da je njegov komplement otvoren skup).
Njegov konveksni omotac

coU ={(z,y) eR* |0 <y <z, z>0}U{(0,0)},

nije zatvoren skup, jer ne sadrzi tacke nagomilavanja oblika (z,0), = >
0. O
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Ako je posmatrani zatvoren skup ogranicen (to jest, kompaktan) u R™,
onda se moze dokazati da je njegov konveksni omota¢ takode zatvoren i
ogranic¢en skup u R”.

Zatvoren konveksni omotaé skupa A je najmanji zatvoren i konveksan
skup koji sadrzi skup A, u oznaci coA.

Posledica 2.16. Zatvaranje coA je ¢oA.

Dokaz. Jasno, c0A C coA. Sa druge strane, po definiciji je coA C ¢4, pa
vazi coA C €oA, §to znadi da je coA = CoA. O

Definicija 2.17. Neka je dato m+1 tacaka u R™, xg, z1,...,Tm, takvih da
su vektori (xy, — o), k = 1,...,m linearno nezavisni.*
datih tacaka zove se m dimenzioni simpleks i oznacava se sa Sp,.

Konveksni omotac

U nastavku ¢e biti izlozene tri vazne teoreme koje isticu karakteristike
konveksnih skupova u R". Prva je Radonova teorema, jednostavan i bazican
geometrijski razultat o konveksnim skupovima.

Teorema 2.18. (Radonova?® teorema) Neka je X = {x1,%a,...,Tpi2} skup
od n + 2 tacke iz R™ i neka je sa X (S) oznacen konveksni omotac¢ tacaka
i, 1 €85 C{l,2,... ,n+2} Tada postoje disjunktni skupovi I i J, neprazni
podskupovi skupa {1,2,...,n+ 2}, takvi da je X(I) N X (J) # 0.

Dokaz. Translacijom skupa X, ako je potrebno, bez umanjenja opstosti
moze se pretpostaviti da je x,+2 = 0. Skup X’ = X\ {242} je skup od n+1
tacke u R™, te je linearno zavisan, pa postoje konstante A1, Aa, ..., Apy1,
koje nisu sve Jednake nuli, tako da je Z"H Aiz; = 0. Dalje, uzimajuéi da
je Apyo = — ZZ: i, imamo da je Z"+2 Xiz; = 01ida je Z"+2 X =0, gde
nisu svi A; istovremeno jednaki nuli.

Neka je I = {i | A\; >0} i J ={j | A\j < 0}. Jasno, I N J = (. Tada je
Dier NiTi = = D ey AT 1D iep A = — ey Aj = A > 0. Dakle, dobija se

!Linearna nezavisnost vektora se podrazumeva u uobi¢ajenom smislu: a1, az,...,dn
su linearno nezavisni ako iz > v, arar = 0sledi a, =0, zasve k =1,...,n.
k=1 ) ) ’
2
J. K. A. Radon (1887-1956)
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da je vektor

i —Aj
> (X)x =3 (T)xj e X(I)NX(J). 0
el jeJ
Na osnovu definicije, lako se moze pokazati (zadatak 2.5) da se konvek-

sni omotac¢ coX skupa X dobija kao konveksna kombinacija konaéno mnogo
elemenata skupa X, to jest,

m m
coX:{Z)\ixi|mi€X, ANz0, 3 N =1, m:1,2,...}.
=1 =1

Naredna, Karateodorijeva teorema tvrdi da ako je X C R™ onda se kon-

veksni omota¢ opisuje konveksnim kombinacijama najvise n 4+ 1 elementa
skupa X.

Teorema 2.19. (Karateodorijeva® teorema) Neka je ) # X C R™. Tada
se svaka tacka x € coX moZe prikazati kao konveksna kombinacija najvise
(n+ 1) elementa skupa X, to jest,

n+1 n+1
coX—{Zx\azZ]xzeX A >0, Z)\ _1}
=1

Dokaz. Neka je z € coX konveksna kombinacija x = Zi:l Nz, x; €
X, N\ >0, >, A =1, tako da je m minimalno. Ako se pretpostavi
suprotno, da je m > n+2, tada, na osnovu Teoreme 2.18, postoje disjunktni
skupovi I, J C {1,2,...,m} i strogo pozitivne konstante pp, h € IU.J, tako

da je
Z HhTh = Z HhTh-

hel heJ

Prenumeracijom tacaka, ako je potrebno, moze da se pretpostavi da je
I={1,2,...,k}, J={k+1,...,1} 1daJet— )‘1 :mlnzej— Tada je

Z()\ — tpi)x; + Z Aj+tpg)x; + Z )\hxh—ZVm,

j=k+1 h=Il+1

3C. Carathéodory (1873-1950)
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gdesuv; > 01>, v = 1. Ovom kontradikcijom je dokaz zavrsen. O

Karateodorijeva teorema vazi i u opstijem obliku. Neka je X podskup
afine n—dimenzionalne ravni u RY, tada je konveksni omota¢ skupa X dat

sa
n+1 n+1

coX = {Z)\zxz ‘ r; € X, \j >0, Z:)\z = 1}.
i=1 =1

Teorema 2.20. (Helijeva* teorema) Neka je C = {C1,...,Cp} konacna
familija konveksnih skupova u R™ takva da je za svako k < n 4+ 1 pre-
sek k elemenata familije neprazan. Tada je presek svih elemenata familije
neprazan, to jest, (i~ Cpm # 0.

Dokaz. Naravno, pretpostavlja se da familija € sadrzi m > n+1 elemenata
tako da je presek proizvoljnih n + 1 skupova neprazan. Matematickom
indukcijom po m pokazade se da je presek svih ¢lanova familije € neprazan.
U prvom koraku indukcije, za m = n + 1, nema §ta da se dokazuje, pa
se prelazi na indukcijsku hipotezu. Neka je dato m > n + 2. Pretpostavlja
se da tvrdenje teoreme vazi za sve familije sa najvise m — 1 ¢lanova. Neka
je € ={C4,...,Cy}. Na osnovu indukcijske hipoteze zna se da je presek
bilo kojih m — 1 ¢lanova familije neprazan, i neka je x; € R™ takvo da je

neCinN---NC_1NCip1N---NCryy 1=1,....m.
Dakle, vazi x; € Cj za j # .
Posto je m > n+ 2 na osnovu Teoreme 2.18, postoje disjunktni skupovi
I1,J c{1,2,...,m}, tako da postoji tacka z € R"

xecof{x; |iel}Ncolzx;|jeJ}.

Moze da se pretpostavi da I i J prave particiju indeksnog skupa, to jest,
dajeITuJ=1{1,2,...,m}.

1E. Helly (1884-1943)
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Pokazimo da je tacka xz u svim skupovima Cj, i € {1,2,...,m}. Za
sve 1 € I tacka z; pripada svim konveksnim skupovima Cj, j € J, te sledi
T € ﬂjeJ Cj, i € I. Posto je mjeJ C; konveksan skup, dobija se da je

co{z; |iel} C ﬂCj.

JjeJ
Sli¢no,
co{z;|jeJ} C ﬂC’i.
i€l
Konacno,

zecof{x;liel}Necofzj|jeJ} C (ﬂ@)ﬂ(ﬂ@):ﬁCm

Jje€J el i=1
§to je trebalo dokazati. O

Napomena. Direktno uopstenje Helijeve teoreme na beskonaé¢ne fami-
lije konveksnih skupova ne vazi. Na primer, posmatraju se skupovi C; =
{zx € R" | 1 > i}, ¢ € N. Proizvoljnih kona¢no mnogo skupova C; ima
neprazan presek, medutim (),.y C; = 0. Uopstenje Helijeve teoreme vazi za
kompaktne konveksne skupove, tacnije:

Ako za beskona¢nu familiju kompaktnih konveksnih skupova u R™ vazi
da je presek proizvoljnih n + 1 skupova neprazan, onda je i presek svih
skupova familije neprazan.

Osim konveksnih skupova, u teoriji optimizacije vaznu ulogu imaju
konusi. Posebno ¢e se ispitati odnos konusa i konveksnih skupova.

Definicija 2.21. Skup K C R"” je konus sa vrhom u nuli ako za sve x € K
1 svet >0 vaZi tx € K.

Treba primetiti da, po ovoj definiciji, nula moze ali ne mora da pripada
konusu.

Ako je K konus sa vrhom u nuli, onda je skup K, = z¢ + K, konus sa
vrhom u zg. Njegovi elementi su oblika xg + A(y — x0), y € Kz, A > 0.
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Konus K ne mora biti konveksan. Ako jeste zove se konveksan konus.
Takode, on ne mora biti otvoren (zatvoren) skup, ali ako jeste zove se
otvoren (zatvoren) konus. Podrazumeva se da je prazan skup konveksan

L%%M

Slika 2.3. Primeri konusa u R2.

konus.

Propozicija 2.22. Skup K C R" je konveksan konus sa vrhom u nuli ako
i samo ako za sve z,y € K i sve a, 8 > 0 vazi ax + By € K.

Dokaz. Neka je K konveksan konus sa vrhom u nuli. Tada za sve xz,y € K

isve a, 8 > 0 vazi:
o B
(a+B) <a+ﬁ$+a+ﬂy> €K,

odnosno ax + By € K. Sa druge strane, iz ax + Sy € K, za sve x,y € K i
sve «, B > 0, birajudi, za unapred zadato A > 0, a« = f = A\/2 iy = z dobija
se Ax € K, odnosno K je konus. Konveksnost se dobija birajuéi a € (0, 1),
ig=1-a. O

Konusi imaju sledeé¢a znacajna svojstva (videti zadatak 2.7):

1. Presek proizvoljne familije konusa s istim vrhom, ako nije prazan, je
konus sa tim vrhom;

2. Ako su Kj i K5 konusi sa vrhom u xg, onda je aK; + SK5 konus sa
vrhom u (a + B)xg, za sve o, f € R;
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3. Unutrasnjost, zatvaranje i konveksni omotac¢ konusa je konus;
4. Suma konveksnih konusa sa zajednickim vrhom je konveksan konus;

5. Unija konusa s istim vrhom je opet konus sa tim vrhom (ali unija
konveksnih konusa ne mora biti konveksan skup).

Posmatra se skup sledeéeg oblika:
K*={ceR"|{(c,z) >0, Vx € K},

gde je K konus sa vrhom u nuli. Skup K™ nije prazan, jer 0 € K*. Skup
K* je ocigledno konus sa vrhom u nuli. Zvaée se ga konjugovan (dualan)
konus konusa K. Za proizvoljan konus K, njemu konjugovan konus K* je
zatvoren i konveksan. Takode, (K*)* = K ako i samo ako je K zatvoren i
konveksan konus.

Neka je dat skup S C R". Presek svih konveksnih konusa sa vrhom
u nuli koji sadrze S zove se konveksan konus generisan skupom S, sto se
oznacava sa K (S). Ako se S sastoji od konaénog broja tacaka onda se K(.S)
zove konveksan poliedarski konus.

Neka je S = {a',...,a™} C R™. Konstruigimo matricu A € R™™ tako
da su joj kolone dati vektori a', ..., a™, odnosno

1 2

a; af ... ap’
1.2 m
A:(a1 a® ... am)nXm: a:2 a:2 a:2
@ @ oar)
Konus generisan matricom A dat je sa
cone(A) = {b € R" | Az = b za neko z € R'}. (2.1)

Vazi da cone(A) # (), jer se primenom matrice A na jedini¢ne vektore
e/ = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R? dobija da Ae’ = a/ € cone(4), j €
{1,2,...,m}. Takode, moze se pokazati da je cone(A) zatvoren konveksan
konus sa vrhom u nuli, pri ¢emu 0 € cone(A), videti zadatak 2.9.
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Moze se pokazati da je cone(A) \ {0} C K(S) C cone(A). Jasno,
cone(A) je konveksan konus koji sadrzi S, te se direktno dobija da je
K(S) C cone(A). Sa druge strane, primenom Propozicije 2.22 nije tesko
pokazati da je K(S) D cone(A) \ {0}. Zaista, K(S) mora da sadrzi i sve
vektore oblika aa’ + Ba’, a, >0, i,5 =1,...,m, a oni se dobijaju ako se
matrica A primeni na vektore ae’ + Be?, o, >0, 4,5 =1,...,m odnosno,
ako se matrica A primeni na sve vektore x € R \ {0}. Dodajmo, ako
skup S, odnosno K(S) sadrzi nulu, onda je on zatvoren skup. Dakle, za
zatvoren konveksan poliedarski konus generisan kona¢nim skupom S vazi

K(S) = cone(A).

2.2 Projekcija tacke na skup, Risova teorema o
reprezentaciji

Pojam projekcije tacke na skup, kao i zakljuéi koji slede iz njene egzistencije
i jedinstvenosti se sustinski koriste pri opisivanju i ispitivanju znacajnih nu-
merickih (iterativnih) metoda minimizacije, kao sto su Galerkinov i Njutnov
metod. Polazna tacka je pojam rastojanja tacke od zadatog skupa.

Lema 2.23. Neka je A podskup metrickog prostora (X, d). Rastojange tacke
x od skupa A, d(x,A) = inlf4 d(z,z) je neprekidna funkcija po x, i vise od
FAS]

toga, ona je neekspanzivna, odnosno
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y), Va,y e X.

Dokaz. Prema definiciji infimuma, za svako € > 0 postoje x.,y. € A tako
da vazi:

d(z,A) < d(z,z:) < d(z, A) + ¢,
d(y, A) < d(y,ye) < d(y,A) +e.

1z nejednakosti trougla sledi

d(z,y:) < d(z,y) + d(y, ye) < d(x,y) +d(y, A) +e.
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Posto y. € A, vazi:
d(w, A) < d(z,y) + d(y, A) + =,

pa je d(l’, A) - d(ya A) < d(ﬂj‘, y)
Analogno se dobija d(y, A) — d(z, A) < d(x,y), odakle sledi

Neprekidnost funkcije rastojanja tacke od skupa je jednostavna posledica
ove nejednakosti. O

Podsetimo da je f : X — R linearna funkcionela na vektorskom prostoru
X, ako je f(azx+By) = af(z)+8f(y), zasve skalare a, f € Risvez,y € X.

Lema 2.24. Ako je X normiran prostor, za linearnu funkcionelu f sledeéi
uslovi su ekvivalentni:

a) f je neprekidna na X.
b) f je neprekidna u nuli.

¢) f je ogranicena, to jest, postoji v > 0, tako da vazi |f(z)| < v||z| za
sve z € X.

Dokaz. Pokazace se da a) = b) = ¢) = a). Prva implikacija je trivi-
jalna. Za dokazivanje druge implikacije primeti se najpre da iz linearnosti
funkcionele f sledi f(0) = 0. Dalje, iz neprekidnosti funkcionele f u nuli,
sledi da za € = 1 postoji 6 > 0, tako da iz ||z| < ¢ sledi

[f(x) = FO)] = [f(2)] < 1.

Za proizvoljno y € X \ {0} posmatra se tacka y = ﬁy. Iz ||y|| = g <9
sledi

1) = |1 (5779) | = 31wl <1

tji. |f(y)| < 2|ly||. TraZena nejednakost se dobija za v = 2 > 0. Naravno,
tvrdenje trivijalno vazi za y = 0. Na kraju, pokazace se da vazi i implikacija
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¢) = a). Neka je dato zp € X i e > 0. Uzima se da je § = %, ~v # 0. Tada
za proizvoljno x € X s osobinom ||z — x| <, iz linearnosti funkcionele f,
vazi da je

[f(@) = fzo)| = |f(z — o) <]z — xol <e.

Akojey =0, ondaje f(x) = 0 zasve z € X, a to je neprekidna funkcija. [

Ako je X konaéno-dimenzioni normiran prostor, onda je svaka linearna
funkcionela i neprekidna (videti [13]).

Primer 2.25. Neka je ¢ € R" fiksiran vektor. Tada je sa f(z) = (c,x) =
(x,c), x € R™ definisana linearna funkcionela na R™. (Neprekidnost, to
jest, ograni¢enost sledi iz Kogi-Svarcove nejednakosti |(c,z)| < ||c||l|z]|.)
Dokazaée se i obratno, odnosno da se bilo koja linearna funkcionela f :
R™ — R moze predstaviti u obliku (c,-) za neki vektor ¢ € R", videti
Teoremu 2.30.

Postavlja se pitanje da li u normiranom prostoru X za svako z € X
i dat skup A C X uvek postoji tacka ag € A za koju vazi d(x,A) =
infyea ||z — al|| = ||z — ao||, odnosno da li postoji tacka koja pripada skupu
A i koja je "najbliza” tacki x. Jasno, ako x € A, onda je ap = z. U opstem
slucaju, medutim, tacka ag ne mora da postoji, pa ¢ak i kada postoji ne
mora biti jedinstvena.

Definicija 2.26. Dat je neprazan skup A C R™ i tacka x € R". Tacka
ap € A je projekcija tacke x na skup A, u oznaci ay = Pa(x), ako je
d(z,A) = ||z — ao]|.

Ako Pj(z) postoji za sve z € R™ i ukoliko je jedinstvena, onda je sa Py :
R™ — A definisana neprekidna (i neekspanzivna) funkcija. Egzistencija i
svojstva ove funkcije zavise od svojstava skupa A.

Teorema 2.27. Neka je A neprazan, zatvoren i konveksan podskup u R™.
Tada za svako x € R™ postoji njena projekcija na skup A i pri tome je ona
jedinstvena.
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PAX)

P.(X)

Slika 2.4. Projekcija tatke x na skup A, ako postoji, ne mora da bude
jedinstvena.

Dokaz. Na osnovu definicije rastojanja tacke od skupa sledi da postoji niz
elemenata skupa A, {ay, }nen, tako da vazi d(z, A) = lim,_,« || z—ay||. Treba
pokazati da je {an}nen konvergentan niz. Dovoljno je da se pokaze da je
taj niz Kosijev, jer je R™ kompletan prostor. Koriste¢i zakon paralelograma
dobija se

lan — am”2 = [[(an —2) + (= — am)”2
= 2llay — || + 2l|am — 2|* — [[(an — 2) = (z — am)
= 2|jan — @|” + 2llam — 2] — an + am — 22|
an + am H2
— =

:2Han—aj\|2—|—2||am—:n|]2—4‘ 5

Za proizvoljno € > 0, postoji ng € N, tako da za sve k > ng vazi
llax — z|| < d(xz, A) + £.

Iz konveksnosti skupa A sledi da Wr% € A, paje

|

Neka je dato € > 0. Tada je, za dovoljno velike indekse n,m € N

Ay + Qm

2
5 —xH > d?(xz, A).

2 2
lan =2l < @@, A) + T Nlam — o < (. A) +



Projekcija tacke na skup, Risova teorema o reprezentaciji 51

Prema tome
g? g2
lan — aml|* < 2d%(z, A) + ) + 2d*(z, A) + 5 4d*(x, A) = 2.

Time je pokazano da je posmatrani niz Kosijev, pa sledi da postoji a € R™
tako da vazi lim,,_,.. a, = a. PoSto je A zatvoren skup, a € A. Na kraju, iz
neprekidnosti norme sledi

d(z, A) = Tim ||z — an| = || — al|,
n—oo
to jest, a = Py(x).
Preostaje da se pokaze jedinstvenost. Neka je b = P4(x) € A.

a+b_
2

odakle sledi b = a. O

2
Ib-all* = 2lla—a|*+2l—b)*~4| 2| < 4d2(@, 4) (@, 4) = 0,

Napomena. Primeéuje se da je u prethodnoj teoremi dobijena i egzis-
tencija i jedinstvenost projekcije tacke na skup, dok je iz Posledice 1.26, u
kojoj nije pretpostavljena konveksnost skupa A, dobijena samo egzistencija
projekcije.

Podsecanje: A je potprostor vektorskog prostora X ako i samo ako je
0 € A i sve linearne kombinacije elemenata skupa A pripadaju tom skupu.
Posebno, skupu A pripadaju sve konveksne kombinacije njegovih elemenata,
pa je on konveksan skup. Takode, svaki potprostor kona¢nodimenzionog
vektorskog prostora je zatvoren. Dakle, direktna posledica prethodne teo-
reme je

Posledica 2.28. Neka je A potprostor u R™ i x € R™. Tada postoji jedin-
stvena projekcija tacke x na skup A.

Teorema 2.29. Neka je A neprazan potprostor u R™ i neka je data tacka
x € R". Tada postoji jedinstveno razlaganje elementa x = xo+x1, pri cemu
vazi:

a) xg € A.
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b) (Va € A) (x1,a) =0.
Vektor xy se zove ortogonalna projekcija vektora x na potprostor A.

Dokaz. Najpre, dokazuje se jedinstvenost uz pretpostavku da vaze a) i b).
Neka je x = zg + x1 = To + 1. Posto zg i Zo pripadaju potprostoru A,
sledi da 1 —x1 = g — Zo € A. Na osnovu b), za sve a € A vazi (x1,a) =0
i (Z1,a) = 0. Dakle, (Z; — x1,a) = 0, pa birajué¢i a = Z; — 1 kona¢no se
dobija 1 = z1, odakle sledi i oy = xg.

Na osnovu Posledice 2.28 sledi da postoji jedinstvena projekcija tacke x
na potprostor A, neka je oznacena sa xo = P4(x). Definisimo =1 := x — x.
Preostaje da se pokaze da za sve a € A vazi (z1,a) = 0. To vazi za a = 0,
pa se moze smatrati da je a # 0. PoSto je A potprostor, za svako A € R
xo + Aa € A. Prema tome ||z — 29| < ||l — (xg + Aa)||, pa je

lz — @ol® < [l — @ol* — 2X\{z — o, @) + X*||a|*.

Za \ = <xﬁ|02’a> dobija se:

2 2

(x — g, a) (x — g, a)

0< -2
lall? lal®

odakle je (x — zg,a)? <0, pa je (x1,a) = 0, ¢éime je teorema dokazana. [

Teorema 2.30. (Risova® teorema o reprezentaciji) Neka je f : R® — R
linearna funkcionela. Tada postoji jedinstveni vektor ¢ € R™, tako da vazi

f(z) = {c,z), Yo € R™.

Dokaz. Za f(x) = 0, bira se ¢ = 0. Neka je, dakle f(z) # 0. Definise
se daje A= f710) = {x € R" | f(x) = 0}. (Ovaj skup se zove jezgro
preslikavanja f.) Lako se pokazuje da je A zatvoren potprostor. Cinjenica
da je A potprostor sledi iz linearnosti funkcije f, a zatvorenost sledi iz
neprekidnosti. Ocigledno, A # R™. Neka x € R™\ A. Na osnovu prethodne
teoreme x = xg + x1, pri cemu xg € A, a (xr1,a) = 0, za sve a € A. Pri

SFrigyes Riesz (1880-1956), madarski matematicar
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tome, x1 € A (jer bi inace x € A), pa je f(x1) # 0. Neka je T proizvoljan
vektor iz R"™. Posmatra se razlika & — Jf((;?)xl. Jasno, f(Z)— ]f((;?)f(xl) =0,
pa posmatrana razlika pripada skupu A. Stoga je njen skalarni proizvod sa

x1 jednak nuli:

N f(z)
xr,T1)— x1,T1) = 05
(Z,21) f(x1)< )
odakle je
v flz1) N
f(l’) = <l’,l’1> = <Ca .’L‘>,
12
za ¢ = f(m% x1. Time je dokazana egzistencija vektora c.

llz1
Pokazimo da je ¢ jedinstveno odreden. Neka je ¢ joS jedan vektor za

koji je f(z) = (z,c1), zasve x € R™. Tada je (x,c—c1) = (x,¢)—{(x,c1) = 0.
Posebno, za = = ¢ — ¢; dobija se (¢ — ¢1,¢c—c1) =0, odakle je c=¢;. O

Sledeca teorema daje izvesne potrebne i dovoljne uslove za projekcije.
Ona je korisna pri reSavanju konkretnih zadataka.

Teorema 2.31. Neka je data tacka x € R™ i neka je A C R"™. Tada vaZi:

a) ako je A konveksan i zatvoren skup onda za z € A vazi z = Pa(x)
ako i samo ako je (x — z,z —y) > 0, za sve y € A;

b) ako je A konveksan i zatvoren konus sa vrhom uw nuli onda za z € A
vazi z = Pa(x) ako i samo ako je (x — z,y) < 0, za svey € A i
(x —z,2) = 0.

¢) ako je A potprostor onda za z € A vazi z = Py(x) ako i samo ako je
(x — z,y) = 0 za sve y € A. Stavise, P4(x) je linearna funkcija.
Dokaz.  a) Posmatra se pomoéna funkcija g(0) = ||z — ((1—0)z +0y)||,
0 € R, gde je z = P4(z), ay € A. To je kvadratna funkcija po 6,

9(0) = 0%z =yl +20(x — 2,2 —y) + ||z — z|]%,

koja ima minimum u tacki O, = —ﬁ%’;ﬁ’), z #y. Za z = Py(x),

iz konveksnosti skupa A dobija se g(0) < g(6) za sve 6 € [0, 1], pa se
zakljucuje da je Opin < 0. Odavde je (x — z,z —y) > 0 zasve y € A.
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Obratno, ako je (x — z,z —y) > 0 za sve y € A, onda je Opin < 0, pa
je g(0) < g(1), odnosno ||z — 2||? < ||z — y||?, za sve y € A, odakle
sledi z = Pa(x).

Neka je (x — z,z) = 0, i neka je (z — z,y) <0, za sve y € A. Tada je
(x—z,z—y) > 0, pa tvrdenje sledi iz dela a). Dokazimo obratno. Neka
je z = Pa(x). Vazi (x — z,z —y) > 0, za sve y € A. Posto je A konus,
y=tze€ Azasvet>0,paje(x—zz—tz)=(1—t){x—22) >0,
za sve t > (. Znak leve strane zavisi od izbora broja t, pa je, dakle,
(x — z,z) = 0. Dalje sledi:

(x—z,z—y)=(x—2,2) —(x—2,y) > 0= (x — z,y) <O0.
Posmatra se sada pomoé¢na funkcija h(f) = ||z — z — 0y||?, 0 € R,
y € A\ {0}. Ako je z = P4(z), s obzirom na to da je A potprostor,

sledi da h(#) ima minimum za § = 0. Sa druge strane, h je kvadratna
funkcija po 0,

h(0) = 0%|lyll* - 20(z — z,9) + |z — 2|,

koja ima minimum u Oy, = — <x”;ﬁ’2y>. Odavde sledi (z — z,y) = 0.

Obratno, neka je (x — z,y) = 0, za sve y € A i neko z € A. To znaci
da je vektor x — z ortogonalan na skup A. Tada za sve y € A vazi:

lz =yl =(z -2+ 2—yz—2+2—y) =z —2|° +ly — 2|
Dakle, sledi da je ||z — y||* > ||z — z||* za sve y € A, odnosno, z =
Py(x).
Preostaje da se dokaze linearnost, odnosno da vazi P(ax + By) =
aP(z) + BP(y) za sve skalare a i 8 1 sve z,y € R™. Na osnovu lin-

earnosti skalarnog proizvoda i upravo dokazanog, sledi da za sve z € A
vazi:

(x+y — (Pa(z) + Pa(y)), z) = (& — Pa(2),2) + (y — Pa(y), 2) = 0.

Konacno, iz jedinstvenosti projekcije sledi Ps(x+y) = Pa(z)+ Pa(y).
Sliéno se dobija i P4(ax) = aP(zx), Ya € R. O
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Posledica navedenih ispitivanja je rezultat o egzistenciji elementa mini-
malne norme, videti zadatak 2.11.

Projekcija P4 tacke na zatvoren i konveksan skup A je neekspanzivna,
pa stoga i neprekidna funkcija, jer vazi:

|z — yl> = [z — y + (Pa(x) — Pa(y)) — (Pa(z) — Pa(y))|?
= ||z — Pa(z) — (y — Pa(y))|”
+2(x — Pa(z) — (y — Pa(y)), Pa(x) — Pa(y))
+ | Pa(z) — Pa(y)ll* = ||Pa(x) — Pa(y)|?
+ 2(x — Pa(z), Pa(z) — Pa(y)) + 2(y — Pa(y), Pa(y) — Pa(x))

> ||Pa(x) = Pa(y)|*.

pri ¢emu je koris¢ena Teorema 2.31.

2.3 Teoreme separacije
Podsecanje: hiperravan H = H. ., se definiSe na sledeci nacin:
Heny={zeR"|(z,c) =7},

gde je ¢ € R™ fiksiran ne-nula vektor (vektor normale na hiperravan) i
v € R. Iz Risove teoreme (Teorema 2.30) sledi da se H moze definisati i sa

{z eR" [ f(z) =7},

gde je f neka ne nula linearna funkcionela na R™.

Geometrijska interpretacija hiperravni u R?. Za fiksiran vektor (cg,cs)
i v € R uslov hiperravni postaje cix + coy = 7. Ako je, na primer, ¢y # 0,
onda se dobija y = é’y — %x Pa je hiperravan u R? prava linija. Sli¢no se
komentarisu i ostali mogudéi slucajevi. Jasno, takva hiperravan deli ravan
na poluravni koje se mogu oznaciti sa H(jv 1 H, . Slitno je i u R™; svaka
hiperravan deli prostor na dva poluprostora. To opravdava uvodenje sledece
definicije.
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Definicija 2.32. Neka su dati neprazni skupovi A, B C R". Kaze se da
hiperravan H.~ razdvaja skupove A i B ako je

sup(c, b) <~ < inf (¢, a).
beB acA

Ako je sup{c,b) < in£<c, a) kaze se da su skupovi A i B jako razdvojeni,
beB ac
a ako je (¢,b) < (c,a) za sve a € A i sve b € B, onda su A i B strogo

razdvojeni skupovi.

Slika 2.5. Primeri razdvajanja skupova. Skupovi na desnom crtezu se ne
mogu razdvojiti.

Dakle, ako H, . razdvaja skupove A i B, onda ih razdvaja i hiperravan
Hye vy, za p # 0, jer je He. y = Hy . Posebno, ako je p:= ﬁ, sledi da je
uvek moguce koristiti hiperravni H. , za koje je ||c|| = 1. Takode, skupovi
A1 B se tretiraju na simetri¢an nac¢in. Od posebnog interesa su uslovi pod
kojima je moguce razdvojiti skupove A i B, a to su teoreme separacije.

Teorema 2.33. Neka je A C R" konveksan skup. Ako y & A onda se
skupovi A i {y} mogu jako razdvojiti. Ako je A C R™ konveksan skup
neprazne unutrasnjosti tada za svako y & A° postoji hiperravan H. . koja
razdvagja skupove A i {y}.

Dokaz. Neka je A C R™ konveksan skup. Neka je y € A i neka je z =
P3(y). Na osnovu Teoreme 2.31 a), imamo (y — z,z —x) > 0 za sve x € A.
Neka je ¢ := y — z. Vazi da je:

(cy—a)=(y—zy—2)+{y—zz-1) > >0,
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pa je {c,y) — |c[|> > (c,z) odakle je sup(c,z) < {(c,y). Izaberimo v €
z€A B
(sup(c,x), (c,y)). Jasno, hiperravan H. , jako razdvaja skupove A i {y}.
€A
Pretpostavlja se sada da je A C R™ konveksan skup neprazne unutra-

$njosti. Posto je y & A°, moguée je da y ¢ Aiday € A\ A°. Slucaj kada
y ¢ A je uraden u prvom delu teoreme. Neka je sada y € A iy € 0A.
Neka je xg proizvoljna tacka unutrasnjosti skupa A. Posmatra se lopta sa
centrom u y polupreénika r := d(y, xo), Lr(y). MozZe se primetiti da svaka
tacka na duzi [z, y) pripada unutrasnjosti skupa A. Neka je yo := 2y — zp.
Posmatra se duz [z, yo] (precnik lopte L,(y)). Tacka yo nije element skupa
A, jer bi, u suprotnom, tacka y € [z9,yo) bila unutrasnja tacka skupa A. Na
taj nacin moze da se konstruiSe niz tacaka y, = y+ %(y —xp), n € N, koje
ne pripadaju A i za koje je lim,_,~ ¥, = y. Tada, na osnovu dokazanog
dela teoreme (i ¢injenice da moze uvek da se birati ||c[| = 1) sledi da za
svako k € N postoji 74 1 ¢k, [lcx|| = 1, tako da hiperravan H,, -, jako
razdvaja skupove A i {y;}. Niz {c;} pripada kompaktnom skupu u R”, pa
sledi da postoji konvergentan podniz {cg, } tog niza. Neka je nlgnm Ck,, = C.

Vazi ||c|| = 1. Posto je (ck,,,z) < {(ck,., Uk, ) zasve z € Aim € N sledi
da je lim (¢, ,x) < lim (e, , Yk, ), odnosno, na osnovu neprekidnosti

skalarnog proizvoda, vazi (c, z) < (c,y) zasve x € A. Ako se stavi v = (¢, y)
(ili v = sup,e (¢, z)) dobija se da hiperravan H.. razdvaja skupove A i

{y}. O

U nastavku se dokazuje da se unutrasnja tacka nekog skupa ne moze od
njega razdvojiti.

Lema 2.34. Neka je A C R". Akoy € A° onda ne postoji hiperravan H. ,
koja razdvaja skupove {y} i A.

Dokaz. Pretpostavlja se da postoji ¢ # 0 tako da hiperravan H. , razdvaja
skupove {y} i A. Tada hiperravan H,.g razdvaja skupove {0} i

S={seR"|s=a—y, a€ A}.
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Zaista, vazi:

Cy)<y<intien & (oy)<lca), Yacd

O§<C7a_y>a VCLGA
0 <inf{c,s), Vse S
ses

r T 3

<0 < inf{c, s).
{¢,0) < 0 < inf{(c, 5)

Prema tome, hiperravan H, razdvaja skupove {0} i S. Lako se pokazuje
da je 0 € S°.

Dalje, neka je ¢ > 0 takav da je L.(0) C S. Jasno, z € L.(0) im-
plicira —z € L.(0). Tada je 0 < (¢,2) i 0 < (¢, —%) odakle sledi da je
(c,z) = 0 za sve z € L.(0). Neka j € {1,2,...,n} proizvoljno i neka je
z=1(0,0,...,¢/2,...,0,0), gde je £/2 na mestu j. Tada z € L.(0), pa iz
(¢, z) = cje/2 = 0 sledi ¢; = 0. To vazi za sve j € {1,2,...,n}, sto znaci da
je ¢ =0, a to je u suprotnosti sa pretpostavkom. Lema je dokazana. ]

Na osnovu Leme 2.34 direktno sledi sledece tvrdenje.

Lema 2.35. Ako za skupove A i B vazi A° N B° # () onda se oni ne mogu
razdvogiti.

Definicija 2.36. Hiperravan H. . je potporna hiperravan za skup X u tacki
xo € R™, ako je (c,x) > v za sve x € X i (c,x0) = 7. Vektor ¢ naziva se
potporni vektor za skup X u tacki xg.

Na osnovu prethodne teoreme, u svakoj rubnoj tacki konveksnog skupa
neprazne unutrasnjosti postoji barem jedna potporna hiperravan. U ge-
ometrijskom smislu, tangenta na konveksnu krivu u njenoj rubnoj tacki
definiSe potpornu hiperravan za tu krivu. Prethodna teorema govori i vise
od toga. Naime, uslov diferencijabilnosti krive X u tacki a € 0X nije
neophodan za postojanje potporne hiperravni konveksnog skupa X u toj
tacki. Takva hiperravan postoji iako tangenta na X nije definisana u tacki
a. Diferencijabilnost, ipak, garantuje jedinstvenost potporne hiperravni.
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Slika 2.6. Skupovi i potporne hiperravni.

Teorema 2.37. Neka su A, B C R" disjunktni konveksni skupovi nepraznih
unutrasnjosti. Tada postoji hiperravan H., koja razdvaja skupove A i B,
kao i skupove A i B. Ako pri tome y € AN B onda je v = (c,y).

Dokaz. Posmatra se skup X = A— B ={a—b|a€ A, b€ B}. Na
osnovu osobina konveksnih skupova zna se da je X konveksan skup, a moze
se pokazati i da je neprazne unutrasnjosti. Takode, 0 ¢ X, jer su A i
B disjunktni. Iz prethodne teoreme sledi da postoji hiperravan H.5 koja
razdvaja X i {0}. Dakle, (c,0) < (¢, x) zasve x € X, odnosno 0 < (¢,a—b),
za sve a € Aib € B, odakle je (¢,b) < (c,a) za sve a € Aib € B. Dakle,
suppep(c,b) < (c,a) za svako a € A, pa je supycp(c,b) < infyca(c, a).
Ako se izabere v tako da vazi supyecp(c,b) < v < infsca(c,a), onda H,,
razdvaja skupove A i B.

Treba jos pokazati da ta hiperravan razdvaja i skupove A i B. Neka
a € Aib € B. Tada postoje nizovi {a,} C A i {by} C B takvi da je
limy, 00 @ = @ 1 limy, 00 by, = b. Posto je (c,am) > v > (¢, by,), vazi
limy, o0 (C, am) > v > limy, o0 (¢, byy), odnosno (c,a) > v > (¢, b), za sve
acAibe B. O

Sledeca teorema daje dovoljne uslove za jako razdvajanje skupova.

Teorema 2.38. Neka su A, B C R" zatvoreni disjunktni konveksni skupovi,
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pri ¢emu je barem jedan od njih ogranicen. Tada se oni mogu jako razdvo-
Jiti.

Dokaz. Posmatra se skup X = A— B. On je konveksan skup koji ne sadrzi
nulu. Takode, skup X je zatvoren jer sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja
(da bi se ovo pokazalo, potreban je uslov ogranic¢enosti, zapravo kompakt-
nosti, jednog od skupova A ili B). Stoga postoji hiperravan H. ., koja jako
razdvaja {0} i X. Podsetimo se, imali smo (c,0) > {(c,z) + ||c[|*> > (¢, ),
Vz € X, odnosno 0 > (c,a —b) + ||c||* za sve a € Aib € B, pa je
{c,b) > (c,a) + ||c||?. Odavde je

(¢;b) > sup(c, a) + ||c|* > sup(c, a),
a€A acA

kao 1

inf (c,b) > sup(c,a) + ||c||* > sup(c, a).
beB acA acA

Neka je v € (sup,c4(c, a), infrep(c, b)). Jasno, hiperravan H, , jako razdva-
ja skupove Ai B. O

) '

v

Slika 2.7. Razdvajanje i jako razdvajanje konveksnih skupova.

Neka je dat skup X takav da je X = coX C R"™\ {0}. Koris¢enjem
prethodne teoreme, moze se lako pokazati da postoji vektor p € R™\{0} i
a > 0, tako da vazi (p,z) > a za sve z € X.
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Lema 2.39. Neka je K konus sa vrhom u nuli ¢ p € R™. Ako je skup
{{p,x) | x € K} ograni¢en odozdo, onda je (p,z) > 0 za sve x € K.

Dokaz. Neka je (p,z) > azasvex € K ineko o € R. Tadajei (p,0z) > «
za sve 6 > 0, pa je (p,x) > §, odakle, kada § — oo, sledi (p,z) > 0.
Sa druge strane, Lema je direktna posledica zadatka 2.16 a). O

Naredna teorema, teorema Minkovski - FarkaSa, je od znacaja u line-
arnom programiranju (teoreme dualnosti), teoriji igara i nelinearnom pro-
gramiranju (teoreme tipa Kuna — Takera).

Teorema 2.40. (Minkovski - Farkas, 1894) Data je matrica A € R™™™ 4
vektor b € R™. Neka je

F={xeR}| Az =0b}1
G={yeR"|yAec R A (y,b) <0}.
Tada je F # 0 < G =10.

Dokaz. (=) Neka je F # () i neka x € F. Tada za proizvoljno y € R”
takvo da je yA € R vazi:

(y,0) = (y, Az) = (yA,z) > 0,
tj. G =10.

(<) Druga implikacija G = ) = F # () dokazace se kontrapozicijom, tj.
F=0= G # (. Neka je za date A € R"™™ i b € R" skup F = (). To
znaci da b ¢ cone(A) = {b € R" | Ax = b za neko x € R} (videti
(2.1)). Posto je cone(A) zatvoren i konveksan konus i b ¢ cone(A) na
osnovu Teoreme 2.33 zna se da postoje y € R™\ {0} i v € R tako da
H, - jako razdvaja cone(A) i {b}, to jest,

(y,b) < v < (y,z), za sve z € cone(A).

Posto je 0 € cone(A) i (y,0) = 0 vidi se da je v < 0, pa je (y,b) < 0.
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Potrebno je jos pokazati da je yA € R, tj. daje (y,a’) > Ozasvej €
{1,2,...,m}, gde su sa a’ obelezene kolone matrice A. Pretpostavlja
se suprotno, neka je j € {1,2,...,m} takvo da je (y,a’) < 0. S
obzirom na to da a/ € cone(A), onda i za svako A > 0 vektori Aa’/ €
cone(A). Af%i tada iz (y, Aa’) > 7 dobija se da za A mora da vazi da
Sy
proizvoljno dato. Dakle, sledi da je y4 € R, tj. G # 0. O

§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je A > 0

Primer 2.41. Moze se pokazati da sistem

10 2 v1=\1)
z

ima reSenje (z,y,2) € Ri’_. Umesto da se pokazuje da je F # (), pokazace se
da je G = (). Zaista, neka vazi suprotno, odnosno da postoji (u,v) € G. Tada
se iz (u,v)A € Ri dobija da je du+v >0, u > 01 —bu+ 2v > 0, odakle se
zakljucuje da, izmedu ostalog, mora da vazi da su u,v > 0. Medutim, tada
je ((u,v),(1,1)) > 0, paje G = 0.

Teorema Minkovski - Farkas se u literaturi pojavljuje sa mnogo razli-
¢itih formulacija, a sledeta teorema je njena ekvivalentana formulacija, koja
otkriva i geometrijsku interpretaciju.

Teorema 2.42. Neka je dato m tacaka u R™, a',a?,...,a™ i vektor b €
R™\{0}. Tada, vazi tacno jedna od moguénosti:
ili postoje brojevixy, > 0,k =1,2,...,m, od kojih je barem jedan razlicéit

od nule tako da je b= >, vxak,
ili postoji y € R" tako da vazi (b,y) <0 (a* y) >0, k=1,2,...,m.

Geometrijska interpretacija. Neka je K konveksan poliedarski konus
generisan vektorima a',a?,...,a™. Podsetimo se, (u,v) = |lul|||v| cos®,
gde je 0 ugao izmedu datih vektora, pa je (u,v) > 0, ako je 6 € (0,%), a
(u,v) <0, ako je § € (5, m). Dakle, (y,ax) > 0, k = 1,2,...,m znaci da

y € K*, a (y,b) > 0 znadi da je y element onog poluprostora odredenog sa
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Hyo u kojem je i b (jer je (b,b) > 0). Teorema Minkovski - Farkas kaze da
postoje dve isklju¢ive moguénosti: ili b € K (to jest, b= > 1", zxa®), onda
je (b,y) > 0 za sve y za koje je (y,ar) >0, k =1,2,...,m, odnosno K* je
u onom poluprostoru u kojem je i tacka b; ili b ¢ K, onda postoji y € K*
koji nije u poluprostoru u kojem je b.

Slika 2.8. Teorema Minkovski - Farkas, geometrijska interpretacija.

2.4 Ekstremne tacke

Posmatrace se posebne tacke konveksnih skupova, ekstremne tacke, i po-
kazaée se da se njihov konveksni omota¢ poklapa sa datim konveksnim
skupom.

Definicija 2.43. Tacka xg konveksnog skupa K C R"™ je ekstremna tacka
tog skupa ako ne postoje tacke x,y € K, x # y, niti t € (0,1), takve da je
xo = (1 —t)z + ty.

Ekstremna tacka, dakle, ne pripada nijednom intervalu ¢ije su kraj-
nje tacke u K. Jasno, unutrasnja tacka skupa nikad nije ekstremna tacka
tog skupa, pa otvoren skup nema ekstremne tacke. Pokazace se da svaki
neprazan, konveksan i kompaktan podskup skupa R" ima ekstremnu tacku.

Definicija 2.44. Neka je K neprazan konveksan podskup u R™. Podskup
A C K je ekstremni (pod)skup skupa K ako i samo ako iz {a,b} C K, a # b
i (a,b) N A#0D sledi {a,b} C A.
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Slika 2.9. Trougao ima tri ekstremne tacke. Sve tacke na rubu zatvorene
lopte su njene ekstremne tacke.

Naravno, ) i ceo skup K su ekstremni podskupovi bilo kojeg konveksnog
skupa K.

Lema 2.45. Neka je K neprazan konveksan podskup u R™. Presek proiz-
voljne familije ekstremmnih podskupova skupa K je ekstremni podskup skupa
K.

Dokaz. Pretpostavlja se da je ((ycp Ax # 0, gde je {Ax}ren familija eks-
tremnih podskupova skupa K. Tada za svako A\ € A vazi: {a,b} C K i iz
(a,b) N Ay # 0 sledi da {a,b} C Ay. Posto je:

(a,0) N ([ Ax) = [ ) ((a,;b) N Ay),

AEA AEA

z (a,0) N (Nyer Ar) # 0 sledi da {a,b} C Ay, za svako A € A, pa je
{a,b} € Myea A, te je Nyep A ekstremni skup skupa K. O

Lema 2.46. Neka je K neprazan konveksan podskup u R™ i neka je A
singlton (jednoclan) ekstremni podskup skupa K. Tada je (jedini) element
skupa A ekstremna tacka skupa K.

Dokaz. Neka je A = {a}. Ako a nije ekstremna tacka skupa K onda
postoje ki,ky € K it € (0,1), tako da vazi a = (1 — t)k1 + tke. Tada
(k1,k2) N A # 0, pa ki, ke € A, §to je kontradikeija. O
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Lema 2.47. Neka je K neprazan konveksan podskup uw R™ i neka je A
konveksan ekstremni podskup skupa K. Ako je skup B ekstremni podskup
skupa A onda je B ekstremni podskup skupa K.

Dokaz. Neka ki, ks € K i (k1,k2)NB # (0. Posto B C A, sledi (k1, ko)NA #
(), pa, posto je A ekstremni skup skupa K vazi k1, ks € A. Sada, iz ¢injenice
da je B ekstremni skup skupa A sledi da k1, ko € B, odnosno, B je ekstremni
skup skupa K. ]

U dokazu sledece leme, koristice se sledece ¢injenice teorije skupova:

e Relacija "biti podskup” je relacija poretka, pa u familiji skupova A
postoji parcijalno uredenje (A, C).

e Minimalni element parcijalnog uredenja (A, C) je A € A, ako ne po-
stoji skup B € A takav da je B C A, B # A.

e Potklasa £ C A je lanac ako i samo ako za svako Ay, Ay € £ vazi
Ay C Ay ili Ay C A4,

e Lema Corna® glasi: Ako je (A, C) parcijalno uredenje u kojem svaki
lanac ima donje ogranicenje onda u A postoji minimalni element.

Podsetimo se, dati skup K je kompaktan u R" ako i samo ako vazi da
svaka kolekcija zatvorenih skupova u topologiji prostora (K, Of), koja ima
svojstvo konacnog preseka, ima neprazan presek.

Lema 2.48. Neka je K neprazan, konveksan i kompaktan skup u R™ i neka
je A familija zatvorenih, konveksnih i nepraznih ekstremnih podskupova
skupa K. Tada familija A tma minimalni element.

Dokaz. Prvo, vidi se da je A # 0, jer K € A. Posmatra se proizvoljan
lanac £ = {A\ | A € A} u A. Pokazace se da je A = [y, A\ donje

SMax Zorn (1906-1993) americki matematicar nemackog porekla. Lema Corna je
ekvivalentna aksiomi izbora koja kaze da za svaku familiju nepraznih skupova {Xx, \ €
A} postoji barem jedna funkcija izbora z : A +— (J,c, X, takva da za svako A € A vazi
l‘()\) c X,.
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ogranicenje lanca £ u A. Jasno, za sve A € A vazi A C Ay, pa je A donje
ogranicenje lanca £, te ostaje jo§ da se pokaze da je A € A. PoSto su svi
Ay, A € A zatvoreni i konveksni onda je to i skup A, kao njihov presek.
Na kraju, pokazuje se da je A # (). Za bilo koji konacan skup indeksa
{1, A2, ..., Am} C A, bez umanjenja opstosti, neka vazi Ay, D Ay, D -+ D
Ay, , paje Ay, donje ogranicenje ove podfamilije. Iz svojstva kompaktnosti
sledi da je presek citave familije A = (., A neprazan. Dakle, svaki lanac
u A ima donje ogranicenje u A, pa na osnovu leme Corna sledi da i ¢itava
familija A ima minimalni element. O

Zakljucak. Za dati neprazan, konveksan i kompaktan skup K C R”
postoji minimalni ekstremni podskup skupa K koji je neprazan, zatvoren i
konveksan.

Teorema 2.49. Neka je K neprazan, konveksan i kompaktan skup u R™.
Skup K ima ekstremnu tacku.

Dokaz. Neka je A familija zatvorenih, konveksnih i nepraznih ekstremnih
podskupova skupa K. Tada, na osnovu prethodne leme, postoji skup A,
minimalni element familije A. Pokazuje se da je A jednoclan skup. Pret-
postavlja se da postoje p,q € A, p # q. Tada, na osnovu Teoreme 2.33, sledi
da postoji hiperravan H. , koja jako razdvaja skupove {p} i {¢}. Bez uma-
njenja opsStosti, pretpostavlja se da je (¢,p) < v < (¢, q). Drugim re¢ima,
postoji neprekidna linearna funkcionela f definisana sa f(z) = (c,z), x € A,
tako da je f(p) < f(g). Ozna¢imo sa A, skup tacaka minimuma funkcionele
f, Ay = {z € A | f(x) = mingea f(a)}. Jasno, A, je neprazan skup,
jer neprekidna funkcija nad kompaktnim skupom dostize svoj infimum (i
supremum), odnosno ima (barem jednu) tacku minimuma (i maksimuma).”
Takode, A, je pravi podskup skupa A, jer, u suprotnom, iz p,q € A, sledi
f(p) = f(q), kontradikcija. Primeéuje se jos da se iz linearnosti i neprekid-
nosti funkcije f i konveksnosti i zatvorenosti skupa A dobija i konveksnost
i zatvorenost skupa A,.

"Navedena Einjenica je poznata Vajerstrasova teorema iz osnovnih kurseva matemati-
cke analize. Ova teorema je uopstena u Poglavlju 1.4.
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Treba dokazati da je A, ekstremni skup skupa A. Pretpostavlja se
suprotno. Tada postoje =,y € A, tako da je (z,y) N Ax # 0, ali {z,y} nije
podskup skupa A,. Posto je (z,y) N A # 0 sledi da postoji t € (0,1) tako
daz=tz+(1—-t)y € A.. Tada je f(2) =tf(z)+(1—1)f(y) = mingea f(a).
S obzirom na to da {z,y} nije podskup skupa A, vazi f(z) > minseca f(a)
ili f(y) > mingea f(a). Stoga je:
min f(a) = tf(2) + (1~ 1)f(y) > tmin f(a) + (1 — t) min f(a) = min f(a),
Sto je kontradikcija sa pretpostavkom da A, nije ekstremni skup skupa A.
Medutim, posto je A, pravi podskup skupa A, sledi da A nije minimalni
ekstremni skup skupa K. To je kontradikcija sa pretpostavkom da postoje
barem dva razli¢ita elementa skupa A. Dakle, A je jednoclan skup, pa je
njegov jedini element ekstremna tacka skupa K. O

Teorema 2.50. Neka je A neprazan i konveksan podskup skupa R™ i neka
je f linearna funkcionela nad A.

a) Ako je xg tacka strogog globalnog minimuma funkcije f nad A onda
je xg ekstremna tacka skupa A.

b) Ako je A kompaktan, onda se medu tackama minimuma funkcionele
f nalaze ekstremne tacke skupa A.

Dokaz. a) Nekaje f(xo) < f(x), Vo € A\ {zo}. Ako ¢ nije ekstremna
tacka skupa A onda postoje aj,as € A\ {xo} it € (0,1) tako da je
xg = tag + (1 — t)ag. Tada je:

f(@o) =tf(ar) + (1 —=t)f(az) > tf(zo) + (1 — 1) f(z0) = f(0),
Sto je kontradikcija. Dakle, x( je ekstremna tacka skupa A.

b) Neka je sa B oznacen skup tacaka minimuma funkcionele f nad A.
(Ve¢ pomenuta Vajerstrasova teorema tvrdi da B nije prazan skup.)
Iz linearnosti funkcionele f i konveksnosti skupa A sledi da je B
konveksan skup. Iz neprekidnosti funkcionele f (linearna funkcija u
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kona¢no-dimenzionalnom prostoru je uvek neprekidna) i zatvorenosti
skupa A sledi da je B zatvoren skup u R™. Jasno, B je kompak-
tan skup pa, na osnovu Teoreme 2.49, ima ekstremnu tacku, neka je
oznacena sa .

Preostaje da se pokaze da je xg ekstremna tacka skupa A. Ako xzg
nije ekstremna tacka skupa A onda postoje tacke x1,z2 € A\ {x0},
x1 # x9 1 postoji broj t € (0,1), tako da vazi xo = tx; + (1 — t)xe.
Tada, iz f(xo) < f(z1) 1 f(zo) < f(z2) sledi:

f(xo) =tf(x1) + (1 —1)f(22) = tf (z0) + (1 — 1) f(x2),

odnosno (1 —t)f(zo) > (1 —t)f(x2), pa je f(zo) = f(x2). Slicno se
pokazuje da je i f(xg) = f(z1). Odavde, z1,z2 € B, odnosno zg je
konveksna kombinacija elemenata iz B, te nije ni ekstremna tacka
skupa B, §to je kontradikcija. Dakle, xy je ekstremna tacka skupa
A. O

Napomena. Problemi optimalne raspodele i linearnog programiranja
formulisani su i reSavani od sredine XX veka. Na prethodnoj teoremi
se zasnivaju metode njihovog reSavanja. Teorema, da ponovimo, kaze
da se trazenje ekstrema linearne funkcionele nad konveksnim i kompakt-
nim skupom A C R™ moze ograniCiti na ispitivanje vrednosti posmatrane
funkcionele u ekstremnim tacakama skupa A. Kao $to je poznato, linearno
programiranje i optimalna raspodela se koriste u teoriji upravljanja i pri
resavanju raznih ekonomskih problema (videti zadatke 2.19 i 2.20).

Primer 2.51. Zalihe nekog proizvoda koje su rasporedene u nekoliko skla-
dista treba da se dostave u nekoliko prodavnica. Poznata je cena prevoza
jednog proizvoda od svakog skladista do svake prodavnice, kao i koli¢ina
proizvoda koju treba dostaviti svakoj prodavnici. Transportni problem se
sastoji u odredivanju optimalnog plana prevoza, to jest, u organizaciji trans-
porta trazenih koli¢ina robe u odgovarajuée prodavnice tako da ukupni
troskovi transporta budu minimalni. Sli¢no, problem odredivanja plana
ishrane (jelovnika) ima za cilj da se iz datog asortimana proizvoda sa po-
znatim sadrzajem hranljivih materija, sastavi onaj koji zadovoljava dnevne
potrebe za hranljivim materijama, a pri tome ima minimalnu cenu.
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Svaki konveksan i kompaktan skup K C R"” je potpuno odreden svojim
ekstremnim tackama. Naime, vazi sledeca teorema.

Teorema 2.52. (Krein — Milman) Neka je K neprazan, konveksan i kom-
paktan skup u R™ i neka je B skup njegovih ekstremnih tacaka. Tada vaZi
K = coB.

Dokaz. Jasno, coB C K jer je K konveksan i kompaktan skup koji sadrzi
skup B. Pretpostavlja se da postoji x9 € K\coB. Tada postoji hiperra-
van H.. koja jako razdvaja skupove {zo} i coB, ili, §to je isto, postoji
f, linearna funkcionela tako da vazi f(xg) < v < f(z) za sve z € coB.
Iz prethodne teoreme sledi da se medu tackama minimuma funkcionele f
nalazi ekstremna tacka skupa K, odnosno postoji b € B tako da vazi:
f(b) = min f(z) < f(zo),
zeK

pa za tacku b ne vazi f(b) > f(zg). Dakle, K C coB, ¢ime je teorema
dokazana. ]

2.5 Zadaci za vezbu

Zadatak 2.1. Dokazati da je skup X konveksan ako i samo ako sadrzi sve
konveksne kombinacije bilo kojeg kona¢nog broja svojih tacaka.

Resenje. Ako skup X sadrzi sve konveksne kombinacije bilo kojeg konaé-
nog broja svojih elemenata, onda sadrzi i konveksne kombinacije bilo koja
dva svoja elementa, te je X konveksan skup.

Obratno, pretpostavlja se da je X konveksan skup. Neka su dati proiz-
voljni x1, ..., x, iz skupa X i neka je

n n
x:Zaixi, Zaizl, a; €10,1], i=1,...,n
i=1 i=1

njihova proizvoljna konveksna kombinacija. Indukcijom po n € N dokazuje
se da je x € X. Ako je n = 2, onda iz konveksnosti skupa X direktno sledi
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da x € X. Pretpostavlja se da za proizvoljnjih n — 1 elemenata skupa X
svaka njihova konveksna kombinacija pripada skupu X. Sada treba pokazti
da tvrdnje vazi i za n datih tacaka. Data konveksna kombinacija moze da
se zapiSe u obliku

o o
% R )

:L’:oz1x1+~-+anxn:a1x1+(1—a1)<1 - T o on
- -

Izraz u zagradi je konveksna kombinacija n — 1 elemenata skupa X, te po
indukcijskoj pretpostavci pripada skupu X. Zaista:

n

(67 1—0(1 (673 .
= =1, €[0,1],i=2,...,n.
Zz;lal 1*0&1 1*0&1 [ ] ! "

Konacno, sada je jasno da je x predstavljen kao konveksna kombinacija dva
elementa iz X, koji je konveksan, pa je x € X. O

Zadatak 2.2. Pokazati da ako je A konveksan skup i ako su A, u > 0, onda
je A+ p)A = A+ pA.

Zadatak 2.3. Neka je ¢ € R" ne-nula vektor i v € R. Pokazati da su
hiperravan

Hey ={z €R" [ (z,¢) =7}
i otvoreni poluprostor

Hg'r7 ={z eR"| (z,c) >~}
konveksni skupovi.

Zadatak 2.4. Pokazati da je skup neprekidnih funcionela f nad [a,b] C
R takvih da je |f(x)] < 1, = € [a,b] konveksan u prostoru Cfa,b] svih
neprekidnih funckionela nad [a, b].

Zadatak 2.5. Neka skup Y sadrzi sve konveksne kombinacije proizvoljnog
konac¢nog broja tacaka skupa X. Pokazati da je coX =Y.
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Resenje. Neka je Z = coX. Cilj je da se pokaze da je Y = Z. Naravno,
X C Z i Z je konveksan, te se na osnovu zadatka 2.1 dobija da Z sadrzi
sve konacne konveksne kombinacije svojih elemenata pa i elemenata svog
podskupa X. Dakle, Y C Z. Dalje, vidi se da je X C Y, te ako pokaze da
je Y konveksan, onda je Y = Z.

Neka su a,b € Y proizvoljni. Tada:

l l

a:Zaiai, ZO@':L aiZO’i:L_“’l’
=1 =1
k k

b= B, Y Bi=182>0 =1,k
J=1 j=1

gde ay,...,a;,b1,...,bp € X. Neka je 6 € (0,1) proizvoljno, posmatra se
konveksna kombinacija

l k
c=0a+(1—0)b=> Oaa;+» (1—0)B;b;.
i=1 j=1

Moze se primetiti da je

l k
O+ (1-0)8=0+(1—-0)=1, ba;>0,i=1,...,1,
i=1 j=1

(1-60)b; >0, j=1,...,k

Konacno, ¢ kao konveksna kombinacija konacnog broja elemenata iz X
pripada skupu Y, pa se zakljucuje da je Y konveksan. O

Zadatak 2.6. Pokazati da se pri linearnom preslikavanju f : X — Y
konveksan skup A C X slika u konveksan skup f[A] C Y i obrnuto, da je
inverzna slika konveksnog skupa B C Y konveksan skup f~![B] C X.

Zadatak 2.7. Pokazati:
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D.

. Presek proizvoljne familije konusa s istim vrhom, ako nije prazan, je

konus s istim vrhom:;

. Ako su K7 i K5 konusi sa vrhom u xg, onda je Ky + K5 konus sa

vrhom u (a + )z, za sve a, § € R;

. Suma konveksnih konusa sa zajednickim vrhom je konveksan konus;

Unija konusa sa vrhom u z( je konus sa vrhom u z( (ali unija kon-
veksnih konusa ne mora biti konveksan skup);

Unutrasnjost, zatvaranje i konveksni omotac¢ konusa je konus.

Resenge. 1. Neka su Kj;,7 € I konusi sa vthom u xzg, tj. K; = zg +

K,?,z' € I, gde su KZ-O,i € I odgovarajué¢i konusi sa vrhom u nuli.
Tada je K = (;c; Ki = Nier(@o+ KY) = 20+ ey K?. Dakle, ostaje
samo jos da se pokaze da je K9 = Nicr KZ-O konus sa vrhom u nuli.
Neka je K0 = Mier K? z€ K%it>0. Ako x pripada preseku, onda
x pripada svim konusima, x € Kio,z' €l Tadaitx € K?,i € I, za sve
t > 0, jer je svaki KZQ konus sa vrhom u nuli. Onda tz € ();; KZO =
K9 pa je K° konus sa vrhom u nuli.

. K1 i K9 su konusi sa vrhom u zg, pa je:

Ky =z + K,
Ky =m0 + K3,

gde su K¥, K konusi sa vrthom u nuli. Posto je
oKy + BK2 = (a+ ) zo + aK] + BK3,

jo§ treba pokazati da je aKY + BKY konus sa vrhom u nuli.
Neka je z € aK) + BKY proizvoljno i t+ > 0 dato. Onda je z =
az1 + Bze, za neke z1 € K? 129 € Kg. Posto je

tz =t (az1 + Bz2) = a(tz1) + B (tz2),
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atyn € K), tz € KS, jer su u pitanju konusi sa vrhom u nuli, dobija
se:

tz € aK) + BKY.
Pokazano je da je aKY + BKY konus sa vrhom u nuli.

3. Neka je K = K1 + ...+ K,, gde su K; = :L‘O—I—K?,i =1,...,n
konveksni konusi sa vrhom u zg, a KZO odgovarajuéi konusi sa vrhom
u nuli. Lako se vidi da i Klo,i =1,...,n moraju biti konveksni. Na
osnovu zadatka pod b), zna se da je K = nzo+ > KZQ. Ostaje jos
da se pokaze i da je K9 = i K ? konveksan konus sa vrhom u nuli.
Bice koriséena Propozicija 2.22.

Neka je KO = K + ...+ K0, gde su K?, ..., K0 konveksni konusi sa
vrhom u nuli, 2,y € K°i «, 8 > 0. Zna se da je:

T=x1+...4+ Tn, xiEK,?,

Yy=y1+ ...+ Yn, yieKiO, 1=1,...,n.

Svi Kio,i = 1,...,n su konveksni konusi sa vrhom u nuli, pa za sve
1=1,...,nvazi z; = ax; + Py; € KZQ. Odavde se dobija:

az+ﬂy:a(x1+...xn)+5(y1+...yn):z1+...+znGKO.

4. Neka je K = (J;c; Ki, gde su K;,i € I konusi sa vrhom u nuli. Za
neko x € K it > 0, zna se da postoji j € I tako da =z € K;. Kj je
konus sa vrhom u nuli, pa tz € K;. Posto je K; C K, tx € K. Kao i
do sada, ovo se lako uopstava na konus sa vrhom u xg.
Kontraprimerom ¢ée se pokazati da unija konveksnih konusa ne mora
biti konveksan skup. Neka je:

Ky ={(z,y) eR* |y = 2,2 >0},
Ky={(z,y) eR?® |y=—z,2 <0}.
U pitanju su konveksni konusi sa vrhom u nuli. Medutim, K = K; U

K5 nije konveksan konus. Za z; = (1,1) € Kj, 20 = (—1,1) € Ko,
a=p=3% an+pBxn=(01)¢K.



74

Konveksnost

5. Neka je dat konus sa vrhom u nuli K C R™ (dobijeni rezultati se lako

uopstavaju na proizvoljan konus). Neka je K # ().

Prvo treba pokazati da je K° konus. Neka je x € K°it > 0. Dokazace
sedajetx € K°. Zatackux € K° postojie > 0, tako daje L.(z) C K.
Tada je Ly (tx) C K. Zaista, za proizvoljno y € Ly (tx) vazi ||y—tz|| <
te. Jasno, vaziy = t(%y), te ako se pokaze da je %y € L.(z) C K dokaz
je zavrSen, jer je K konus. Vazi |1y — z| = |y — tz| <e.

Dalje, treba pokazati da je K konus. Neka su dati proizvoljni t > 0
i k € K. Tada postoji niz {k,}nen C K, tako da je lim, o0 kyn = k.
Posto je K konus i niz {tk,}nen C K, te se njegova granica nalazi u
K. Jasno, tk = lim,_ tk, € K, pa je K konus.

Ostaje jos da se pokaze da je konveksni omota¢ coK konus. Neka
jet > 01ix € coK. Tada se, na osnovu zadatka 2.5, zna da posto-
je ki,....kp € Kioag,...,a00 >0, > ; = 1 tako da je z =
Yoy a;k;. Konacno, vazi tx =ty ;| aiki =Y i ai(tk;) € coK, jer
je K konus te tk; e K, i=1,...,n. O

Zadatak 2.8. Dokazati da ako je S konveksan skup onda je

K={zeR"|z=\y, A>0,yeS}

konveksan konus sa vrhom u nuli.

Resenje. Koriséenjem Propozicije 2.22 pokazacée se da je K konveksan
konus sa vrhom u nuli. Neka je z1,22 € K i o, § > 0. Tada je:

1 = A\y1,
T2 = XoY2, A1,A2 >0, y1,y2 € 5.

Dobija se da je:

azy + fxa = alyr + By
Oz)\l ﬁ)\

— (@A + BA + 2
(aAi + BA2) 04)\1+5)\2y1 a)\1+6)\2y2
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Koristedi da je S konveksan skup,

Oz)\l

BA2
i+ e S,
a1 + B 4 a1 + B Y2

y =
za A = a\1 + B2 > 0, dobija se:
axy + Bro = Ay € K,

pa je K konveksan konus sa vrhom u nuli. O

Zadatak 2.9. Neka je data matrica A € R™ ™. Pokazati da je
cone(A) = {b € R" | Ax = b za neko x € R}
zatvoren konveksan konus sa vrhom u nuli, pri ¢emu 0 € cone(A).

Resenge. Lako se pokazuje da je cone(A) konveksan konus sa vrhom u
nuli. Pokazace se da je on i zatvoren.

Dokaz ¢e se izvesti indukcijom po broju kolona matrice A € R™*™. Neka
je prvo m = 1 i neka je jedina kolona matrice A oznacena sa a'. Tada je:

cone(A) = {b € R" | Az = a'x = b za neko = > 0}.

Neka je dat proizvoljan konvergentan niz {b'};cn u cone(A) i neka je njegova
granica b. Pokazimo da b € cone(A), odnosno da postoji # > 0, tako da
je b = a'#. Ako je a' = 0, onda je cone(A) = {0}, a to je zatvoren skup.
Neka je a' # 0. Tada postoji k& € {1,...,n} tako da je a}{ # 0. S obzirom
na to da je lim;_o b* = lim; o0 a2’ = IN), gde su 2 > 0, onda je i niz k—tih
koordinata konvergentan, pa vazi lim; . bfC = lim; .o xia}C = Bk. Odavde

se dobija da je niz {2'};cn konvergentan i da tezi ka %' Jasno, T = ‘%c >0,
jer su svi ' > 0. Konaéno se zakljucuje da je lim;_, bt = lim;_o alzt =

a'E = b € cone(A).
Pretpostavimo da je

S = cone(A) = {b € R" | Az = b za neko z € R" 1}
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zatvoren skup za bilo koji izbor matrice A € R?*(m=1),
Treba dokazati da je

S =cone(A) = {b € R" | Az = bza neko x € R}

2 ...,a™ biée oznéene kolone matrice A. Razlikuju

zatvoren skup. Sa a',a
se dva slucaja: sluéaj kada S sadrzi sve vektore —a', —a?,..., —a™ i slucaj
kada postoji k € {1,2,...,m}, tako da —a* ¢ S. U prvom slucaju S je
potprostor, jer je S konus i svakako sadrzi sve vektore kolona a',a?, ..., a™,
a potprostor konacno-dimenzionog prostora je uvek zatvoren skup (videti
[13], str.144).

Posmatra se sada slu¢aj kada —a”* ¢ S, za neko k € {1,...,m}. Skup S

moze da se zapiSe i na sledeéi nacin:
m .
S = cone(A) = {bER” ‘ Zajxj =bgdejex; >0, j = 1,...,m}.
j=1

Neka je dat konvergentan niz {b'}ien u S i neka je lim;_,o0 b* = b. Treba da
se utvrdi da je b € S. Za svako i € N, vektori b’ su oblika:

m
b= Zajxé = E a%é- +d*zl = ¢ 4 aFal,
j=1 j#k

gde su :Ef,g > 0,zasvei € Nic €8, i € N. Podsetimo se, S je po
indukcijskoj pretpostavci zatvoren i moze da se zapiSe u obliku

m
S = {beR" Y @laj=bgdejex; >0, j € {1,...,m}\{k}}.

j=1

ik
Prvo treba dokazati da je niz {z };en ograni¢en. Pretpostavimo suprotno
da postoji podniz {z} }ien takav da je limyo |2}| = o0, odnosno da je
grani¢na vrednost lim; .., % = (. Tada vazi da je lim;_, b—ill = 0. Dakle,

Ty, T

ce 7. cil—l—akle .. . . il k
vazi limy,oo —— % = 0 odakle se dobija da je lim;,o, 5 = —a”. Na
x,, L
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taj nacin dobijen je niz {C—Zfl}l N koji konvergira, a pripada zatvorenom
skupu S, te je —a* € S. Ocigledno, ako —a* € S onda vazi i —a* € S
(uzimajuéi da je odgovarajuéi xx = 0). To dovodi do kontradikcije, te je
niz {IE%}Z‘GN ograniCen. Sada se zna 'da postoji njegov podniz {:BZ” }pen, koji
je konvergentan i neka je lim,_, wZ’ =z} > 0. Vazi da je:
b= lim b = lim (¢ + ak:czp) = lim ¢ + d*iy.
p—00 p—0o0 p—0o0

Odavde se vidi da je {c'» }pen konvergentan niz i pripada skupu S koji je
zatvoren, te je ¢ = limp_,oo ¢ € S. Tako je dobijeno da je b= ¢+ vz, €
S. O

Zadatak 2.10. Neka je ¢ € R" fiksiran vektor. Dokazati da je sa f(x) =
(c,x), = € R™ definisana linearna funkcionela na R".

Zadatak 2.11. Neka je A konveksan i zatvoren podskup u R". Tada postoji
jedinstven element ap € A takav da je [lag|| = mi}ll |la]|. Dokazati.
ac

Zadatak 2.12. Neka je A = {z € R" | ||z|| <7}, r > 0. Pokazati da je

rei, el >
aw={ L2

Resenje. Citaocu se ostavlja da pokaze da je A zatvoren i konveksan
skup. Neka je y € A i [|z| > r. Koristeéi potreban i dovoljan uslov za
projekciju tacke na skup (Teorema 2.31 a)) i Kogi - Svarcovu nejednakost,
dobija se da vazi:

(x — Pa(x),Pa(z) —y) =
I

—,r-m—m:(l—m)@ﬂ“-w Y)

=(1- m)(THfL‘H —(z,y)) > (1 - ”;%H)(THQCH = llzllllyl)

Sy

m)llﬂf!\(?“— lyll) = 0.
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Dakle, ovako definisana funkcija Pa(z), z € R" je zaista projekcija tacke z
na skup A. O

Zadatak 2.13. Neka je B = {z € R" | ||z — o] <7}, r > 0. Odrediti
Pg(z), projekciju proizvoljne tacke x € R™ na skup B.

Zadatak 2.14. Odrediti projekciju tacke na hiperravan H,, definisanu sa
H.,={a€R"|{(c,a) =7}, za zadato c € R"\ {0} i v € R.

Resenje. Neka je z € H., projekcija tacke x na skup H.,. Pretpostavlja
se da je z € H., oblika z = x + ac, za neko a € R. Tada mora da vazi
(x+ac, c) = v, odakle je « = (y—{e, x))ﬁ Dalje, na osnovu Teoreme 2.31,
za z € H.~, mora da vazi da je (x — z,2 —y) > 0, za sve y € H.,. Zaista,
posto je z = x + ac € H., onda je (x — 2,2 — y) = —a({(c, z) — (c,y)) =0,
za sve y € H. . Prema tome:

P, (x) =+ (v - (& $>)Hclll2 ¢

Napomena. Na slican nacin se odreduje projekcija tacke na zatvoren
poluprostor {a € R™ | (¢,a) < ~v}, za zadato c € R" \ {0} i v € R. O

Zadatak 2.15. Neka je U zatvoren i konveksan skup u R". Neka je, za pro-
izvoljno u € R™, sa Py (u) oznatena projekcija tacke u na skup U. Dokazati
da tada vazi

lv = Py(u)||* < (v —u,v — Py(u)),
kao 1
[ = Py (w)||* + lu — Pu(w)|* < |lv—ul®,
za sve v € U.

Resenje. Koristi¢e se Teorema 2.31 pod a). Posto je Py(u) projekcija
tacke u na zatvoren i konveksan skup U, za proizvoljno v € U vazi:

(u— Py(u), Py(u) —v) >0, odnosno,
(u— Py(u),v — Py(u)) <0.
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U prvom delu zadatka,

lv — Py(u)[|* = (v — u+u— Py(u),v — Py(u))
= (v—u,v— Py(u)) + (u — Py(u),v — Py(u)) < (v—u,v— Py(u)).

U drugom delu,

lo = Pur(w)|* + [Ju — Pu(w))®

=(v—u+u—Py(u),v—Py(u))+{(u—v+v— Py(u),u — Py(u))
= (v —wu,v— Py(u)) + (u — Py(u),v — Py(u)) + (u — v,u — Py(u))
+ (v — Py(u),u — Py(u)) < (v—u,v— Py(u)) + (u—v,u — Py(u))
= (v—u,v— Py(u) —u+ Py(u)) = |jv—ul?,

Sto je trebalo pokazati. O
Zadatak 2.16. Pokazati:

1. Neka je K konus sa vrhom u xq i neka je H., potporna hiperravan
za K, odnosno (c,z) > v, Vo € K. Tada je (c,z) > (¢, zo).

2. Ako H., razdvaja skup A i konus K sa vrhom u zy onda ih razdvaja

1 hiperravan H, (. z)-

3. Neka je K zatvoren i konveksan konus. Tada se on moze razdvojiti
od svake poluprave, koja polazi iz vrha konusa i se¢e ga samo u vrhu.

4. Ako hiperravan H. . razdvaja konuse Ki i K3 sa vrhom u nuli onda
je v = 0. Ako je jedan od konusa potprostor onda on lezi u toj hiper-
ravni.

Resenje. 1. Elementi konusa K su oblika xg +t(x — x¢), t > 0, x € K.
Pretpostavlja se da postoji z € K, tako da vazi {(c,x) < (¢, zo). Tada
je:

(c,xo + t(x — x0)) = (¢, z0) + t({c,x) — (¢, z0)).

Kada t — oo iz pretpostavke sledi da t((c,z) — (¢, z¢)) tezi ka —oo,
pa za svako M postoji ¢, tako da je (¢, zo +t(x —x0)) < M. Posebno,
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za M = =, postoji t, tako da je (c,zo + ty(z — x0)) < 7, ali to je
kontradikcija, jer xo + ty(x — z9) € K. Prema tome, (c,z) > (c, zo)
za sve T € K.

Zakljucak. Sa H, (... je definisana hiperravan koja je potporna za
konus K, a prolazi kroz njegov vrh.

. Neka je sup,cq(c,a) < v < infreg(c, k). Treba pokazati da vazi

Supgealc,a) < (c,x0) < infrex(c, k). Desna nejednakost direktno
sledi iz dela zadatka pod a). Leva nejednakost dobija se na osnovu
¢injenice da je v < (c,xp). Zaista, posto je v < (¢, k), Vk € K, pa
iza ky = 20+ 2(z —20) € K,n € Nvazi v < (c, ky), odakle je
v < limy, o0 (c, kn) = (¢, z0).

. Neka je sa A oznaCena zadata poluprava. Ako a € A, onda je

poluprava data sa
A={z e R" |z =z9+t(a —x9), Vt>0}.

Fiksirajmo jednu tacku a € A. Ona se moze razdvojiti od K sa nekom
hiperravni H. . Iz dela zadatka pod b) sledi da i hiperravan He (c,z0)
razdvaja K i {a}. Neka je, na primer, inf,cx(c,z) > (c,x9) > (c,a).
Dokazimo da je (c,y) < (¢, xo) za sve y € A. Neka je dato proizvoljno
y € A, tada postoji t > 0, tako da je y = z¢ + t(a — xp). Sada sledi
da je:

{e,y) = (¢, w0 + t(a — w0)) = (¢, 20) + (¢, a) — (¢, 20)) < (¢, x0)-

Dakle, sup,c4(c,y) < (¢, z0) < infrex(c, 7).

. Neka je sup,cp, (c,z) < v < infyex,(c,y). Iz prvog zadatka sledi

(c,xy <0Ozasvex € Kj,kaoi (c,y) > 0zasvey € Ky, odnosno vy = 0.
(Jasno, ne moze biti sup ¢, (¢, ) <0, jer je onda i sup,-o(c,tz) <0,
ali lim;_ g+ (c, tx) = 0).

Neka je, na primer, K; potprotstor. Vazi (c,z) < 0 za sve z € K.
Posto je i —x € K; imamo (¢, —x) = —(¢,x) < 0, odnosno (¢, z) > 0.
Odavde sledi (¢, z) = 0 za sve z € K, odnosno K1 C He. O
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Zadatak 2.17. Za skupove A i B proveriti da li ih razdvaja, odnosno jako
razdvaja, hiperravan H., gde je ¢ = (1,0,0,...,0), ako je:

LA={zeR"| X" 2? <1}i

B={zeR"|x1+x2>2 AN 21 — 29 >0}

2. A={zeR" | max{z; |i=1,...,n} <1}i
B={zeR"|z1+22>2 N 1 —x9 > —1};

3. A={zeR? |21 >0 Awg> -}
B={zeR? |21 <—1 ANxg > —

1
:E1+1}'

Zadatak 2.18. Neka su A i B konveksni poliedarski konusi u R?® generisani
matricama A i B, redom. Neka je A* N B* = {0}. Pokazati da je tada

R3 = A + B.

Zadatak 2.19. Proizvoda¢ proizvodi dve vrste betona. Svaka vreéa vi-
sokokvalitetnog betona sadrzi 10 kg sljunka i 5 kg cementa, dok svaka vreéa
niskokvalitetnog betona sadrzi 12 kg Sljunka i 3 kg cementa. U skladistu
postoji 1920 kg sljunka i 780 kg cementa. Proizvoda¢ ostvaruje zaradu od
1,2 $ za svaku vreéu visokokvalitetnog, a 1 $ za svaku vreéu niskokvalitetnog
betona. Odrediti koliko vreéa jednog i drugog treba proizvesti iz dostupnih

sirovina za najvecu zaradu.

Resenje. Podaci su uneti u tabelu:

ljunak | cement | zarada (u $)
niskokvalitetni () 12 3 1
visokokvalitetni (y) 10 5 1,2

Y

Linearno programiranje se bavi trazenjem minimuma ili maksimuma
linearne funkcije cilja, uz linearna ogranic¢enja data u obliku jednakosti ili

nejednakosti.

U ovom zadatku se maksimizira funkciju cilja

J(.’Ij,y) =z+1,2y,



82 Konveksnost

uz ogranicenja
122 4+ 10y <1920, 3z +5y <780, x>0, y=>0,

i ona nam daju dopustiv skup.

Na osnovu Teoreme 2.50 zna se da ako funkcija cilja dostize svoj mini-
mum ili maksimum na dopustivom skupu, koji je u ovom slu¢aju poliedar
dobijen na osnovu datih ogranic¢enja, onda ga dostize u nekom od temena
poliedra.

temena | J (zarada u $)
A(0,0) 0

B(160,0) | 160

C(0,156) | 187,2
D(60,120) | 204

Dakle, Jnae = J(60,120) = 204, te je maksimalna zarada 204 $, i
ostvaruje se ako se proizvede 60 vreca niskokvalitetnog i 120 vreca visoko-
kvalitetnog betona. t

Zadatak 2.20. 1. Odrediti maksimum funkcije f, gde je
f(z,y) = 2005+ = + 2y,
pod uslovima
—dr+y<—4, 3x+4y <24, z+y>2,
3z — 5y <15, =z,y>0.
2. Odrediti minimum funkcije f, gde je f(z,y) =z —y + 9, ako je

z4+y>1l, —z4+y<2 z+y<3 z,y>0.

3. Odrediti maksimum funkcije f, gde je f(x,y) = 2y + x, pod uslovima

y=2, yzz, y<3, xy=>0



Glava 3

Konveksne funkcije i
konveksno programiranje

U ovoj glavi navode se osnovne teoreme o konveksnim funkcijama. Kon-
veksnost je najznacajniji kriterijum globalne optimalnosti. Pri tome, za
razliku od klasi¢nog metoda, neophodni uslovi (prvog reda) su i dovoljni
(videti Teoremu 3.3). U slucéaju jake konveksnosti, ako postoji resenje
ono je jedinstveno. Konveksne funkcije ne moraju da budu diferencijal-
bilne, a teoreme separacije obezbeduju linearizaciju pomoéu subdiferenci-
jala, na slican nacin kao $to se linearizuje funkcija koja je diferencijabilna.
Problemi s ogranicenjima se posmatraju u posebnom poglavlju i tretiraju
na uobic¢ajen nacin, Lagranzovom metodom eliminacije ogranicenja. La-
granzovi mnozitelji mere osteljivost optimalne vrednosti s obzirom na male
promene u ogranic¢enjima (videti zadatak 16).

3.1 Konveksne funkcije

Definicija 3.1. Neka je U C R™ konveksan skup. Funkcionela J definisana
nad U je konveksna na U ako za sve u,v € U i sve o € (0,1) vazi:

J(ou+ (1 —a)v) < aJ(u) + (1 — a)J(v).
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Ako za sve u,v € U, u# v i sve a € (0,1) vaZi:
Jou+ (1 —a)v) < aJ(u) + (1 —a)J(v),
onda se kaZe da je J strogo konveksna funkcija.

Geometrijska interpretacija ove definicije je o¢igledna. Tacke na secici
krive koja spaja J(u) i J(v) nalaze se "iznad” tacaka na grafiku krive J s
odgovaraju¢im argumentom.

p— N

Slika 3.1. Grafici konveksne i strogo konveksne funkcije.

Bez dokaza se usvajaju sledece ¢injenice o konveksnim funkcijama nad
podskupovima skupa realnih brojeva. U njima se prepli¢u svojstva kon-
veksnosti funkcionele J, monotonosti njenog prvog izvoda i nenegativnosti
njenog drugog izvoda, na nacin kao $to se ona tretiraju u osnovnim kurse-
vima realne analize.

1. Konveksna funkcija J nad intervalom [a, b] je neprekidna na (a,b) i u
svakoj tacki u € (a,b) ima konacan levi izvod J’ (u), kona¢an desni
izvod J (u) i vazi J' (u) < J! (u).

2. Neka je J diferencijabilna na [a, b]. Potreban i dovoljan uslov za kon-
veksnost funkcije J na [a, b] je da J' ne opada na [a, b].

3. Da bi dva puta diferencijabilna funkcija J na [a, ] bila na tom in-
tervalu konveksna, potrebno je i dovoljno da je J”(u) > 0, za sve
u € [a,bl.
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4. Neka je J konveksna funkcija na [a, b] i neka je lim,_,,+ J(x) = J(a),
kao i lim,_,p— J(z) = J(b). Tada je skup tacaka minimuma funkcije J
nad [a, b] neprazan i sve tacke lokalnog minimuma su tacke globalnog
minimuma.

Sledi dokaz dela poslednjeg tvrdenja u slucaju kada je domen podskup
skupa R™ : Svaki lokalni minimum konveksne funkcije je istovremeno i glo-
balni minimum.

Dokaz. Neka je J konveksna funkcija nad D C R" i neka je u, tacka lokal-
nog minimuma funkcije J. To znac¢i da postoji okolina te tacke, Lgs(us) =
{u € R" | ||lu — u|| < ¢}, tako da za sve u € Ls(uy) N D vazi J(uy) <
J(u). Jasno, za proizvoljno u € D postoji a € (0,1) tako da je tacka
v=oau+ (1 —a)us € Ls(uy). Evo zasto: ako u € Ls(uy), onda v ocigledno
pripada tom skupu, jer je on konveksan. Ako pak u € D\Ls(u.), onda,

birajuéi a := m dobija se:
[0 = wall = [l + (1 — ). — u.]
|+ ’  u—ul<s
= ||l U U — Uy — Us|| = o ||u — us ,
2|l — u] 2/l — | 2| — u]

odakle v € Lg(uy). Iz konveksnosti funkcije J sledi
J(uy) < J(w) = J(au+ (1 — a)uy) < aJ(u) + (1 —a)J(uy),

pa je aJ(uy) < aJ(u), za sve u € D, odnosno u, je tacka globalnog mini-
muma. O

Nije tesko pokazati da konveksna funkcija ne moze da ima strogi ma-
ksimum u u* € D°.

Dokaz. Neka je u* € D° tacka strogog maksimuma funkcije J : D — R.
Tada postoje uy,us € D° takve da je u* = WT“Q (jer postoji lopta u D
sa centrom u u*, pa za u1 i ug mogu da se izaberu krajnje tacke prec¢nika

posmatrane lopte D). Iz konveksnosti funkcije J sledi:

T(u*) = J<u1+uQ> < 1

5 §J(u1) + %J(UQ) < %J(u*) + %J(u*) = J(u"),
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sto je kontradikcija. d

Takode, skup tacaka minimuma konveksne funkcije je konveksan, a ako
je J strogo konveksna onda je taj skup jednoc¢lan ili prazan (videti zadatak
3.9).

U nastavku se ispituje konveksnost na skupu U C R", uz pretpostavke
o diferencijabilnosti posmatrane funkcije. Koristi¢e se uobic¢ajene oznake:

CYU)={J|J je neprekidno diferencijabilna funkcija na U},

C*(U)={J|J je dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija na U?}.

Teorema 3.2. Neka je U neprazan i konveksan skup u R™, i neka je
J : U — R neprekidno diferencijabilna funkcionela na U (J € CY(U)).
Potreban i dovoljan uslov za konveksnost funkcije J na U je dat sa

J(u) > J() + (J'(v),u —v), Vu,veU.

Dokaz. (=) Neka je J konveksna i neprekidno diferencijabilna na U. Iz
konveksnosti sledi:

Jw+alu—w))—Jw) <a(J(u)—Jw), 0<a<l, uvel.

Iz formule konac¢nog prirastaja (Lagranzova teorema srednje vrednosti)
sledi:

alJ (v+0a(u—v)),u—20) <a(J(u)—JW), 0<a<l, uwvel,

za neko 0 € (0,1). Odavde je (J'(v+ fo(u —v)),u —v) < J(u) — J(v), pa
iz neprekidnosti prvog izvoda, kada o — 0, dobija se trazena nejednakost.

(<) Neka je J € CY(U) i neka vazi J(u) > J(v) + (J' (v),u—v), Yu,v €
U. Neka su date tacke u,v € U,ia € (0,1). Neka je, dalje, w = au+(1—a)v.
Vazi:

J(u) — J(w) > (J'(w),u —w), Jw)—J(w)>{J(w),v—w).
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Ako se prva nejednakost pomnozi sa «, a drugu sa 1 — a i saberu se, dobija
se:

aJ(u) + (1 —a)J(v) — J(w) > (J'(w),au+ (1 —a)v —w) =0,
odnosno aJ (u)+(1—a)J(v) > J(au+(1—a)v), to jei trebalo pokazati. [

Slede¢a teorema, kriterijum optimalnosti za konveksne funkcije, daje
potreban i dovoljan uslov minimuma glatkih konveksnih funkcija.

Teorema 3.3. Neka je U neprazan i konveksan skup u R™, neka je J €
CY(U), a U, skup tacaka minimuma funkcije J nad U.

1. Za sve uy € Uy i sve u € U vaZi (J'(ug),u — uy) > 0.
2. Ako u, € U° NU, onda je J'(us) = 0.
3. Za u, € OU NU, ne mora da vazi J'(u,) = 0.

4. Ako je J konveksna funkcija onda iz (J'(us), u—us) > 0, za sveu € U
i neko uy € U, sledi uy, € U,.

Dokaz. 1. Neka u, € U,. Iz definicije gradijenta sledi:
0 < J(use + a(u —us)) — J(ux) = alJ (us), u — uy) + o).

Dakle, za o > 0 vazi 0 < (J'(u.), u—u*>+@. Odavde, kada o — 0T,
dobija se trazeno tvrdenje.

2. Ako je u, unutrasnja tacka skupa U, onda postoji gg > 0, tako da u :=
us+h € U zasve h € R" za koje je ||h|| < g¢. Iz prethodno dokazanog
tvrdenja sledi (J'(uy),us + h — uy) > 0, odnosno (J'(u.),h) > 0, a
takode i (J'(us), —h) > 0, odakle sledi J'(u.) = 0.

3. Kontraprimer je funkcija J(u) = w2, nad skupom U = [1,2]. Jasno
J'(u) = 2u > 0, za sve u € U, a posebno, J'(uy) = J'(1) = 2. Ovde je
U.={1}.
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4. Na osnovu prethodne teoreme zna se da je J(u) > J(v)+(J'(v),u—v),
za sve u,v € U. Posebno, ako se stavi v = uy iz (J'(us),u — uy) > 0,
sledi J(u) > J(us), za sve u € U, $to je i trebalo dokazati. O

Teorema 3.4. Neka je U neprazan © konveksan skup u R™, © neka je J €
CY(U). Funkcija J je konveksna na U ako i samo ako vaZi

(J'(u) = J'(v),u—v) >0, zasve wu,veU.

Dokaz. (=) Iz konveksnosti funkcije J sledi J(u) > J(v) + (J'(v),u — v),
kao i J(v) > J(u) + (J'(u),v — u). Sabiranjem ovih nejednakosti dobija se

0> (J'(v),u—v) + (J'(u),v —u) = (J'(v) = J'(u),u = v),

odnosno (J'(u) — J'(v),u —v) > 0, za sve u,v € U.

(<) Neka je J € CL1(U) i neka vazi (J'(u) — J'(v),u — v) > 0, za sve
u, v € U. Koristiée se sledec¢a formula konaénog prirastajal J(u-+h)—J(u) =
f01<J’(u + th), h)dt. Za proizvoljne u,v € U i a € (0,1) vazi:

aJ(u)+ (1 —a)J(v) = J(au+ (1 — a)v)
=alJ(u) = J(au+ (1 —a)v)]+ (1 —a)[J(v) = J(au+ (1 — a)v)]

1
:a/o (J'(aut (1 - a)v+ (1 — a)(u—v)), (1 - a)(u—v)) dt
1
—I—(l—a)/o (J'(au+ (1 —a)v+t(v—au—(1—a))),v—au—(1—a)v)dt
! !
=1 oz)/o (J(ou+ (1 —a)v+t(1l—a)(u—0))
—J'(au+ (1 —a)v+ta(v —u)),u —v)dt

1
—a(l- a)/o (T () — T (01), w1 — vl)%dt >0,

po uslovu zadatka, gde je u; = au+ (1 —a)v +t(1 — a)(u —v), a v =
au+ (1 — a)v + ta(v — u). Dakle, J je konveksna funkcionela. O

Videti Poglavlje 1.3.
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Navedimo jos jednu formulu konacnog prirastaja:
(J'(u+h)—J(u),h) = (J"(u+0h)h,h), zaneko 6 € (0,1).

Teorema 3.5. Neka je U konveksan skup u R"™ neprazne unutrasnjosti
neka je J € C*(U). Funkcija J je konveksna na U ako i samo ako vaZi
(J"(u)€,€) >0, za sve £ € R™ i sve u € U.

Dokaz. (=) Za proizvoljno v € U° i £ € R™ postoji € > 0, tako da je

u+ €€ € U. Iz prethodne teoreme sledi (J'(u+¢ef) — J'(u),e€) > 0, pa se iz
formule konacnog prirastaja dobija:

(J'(u+e€) = J'(u),e€) = (J"(u + B=€)€, £)e* 2 0,

za neko 0 € (0,1). Odavde je (J"(u + 0e£)&, &) > 0, pa se, kada ¢ — 0,
dobija trazeno tvrdenje.

Neka je sada u € OU. Tada postoji niz unutrasnjih tacaka {um,}men
skupa U koji konvergira ka u, pa iz neprekidnosti drugog izvoda sledi:

0 S lgn <J”(um)§7§> = <J”(’U,)§,f>
(<) Neka su u i v proizvoljne tacke skupa U. Tada postoji 6 € (0,1), tako
da vazi:
(J'(u) = J (v),u—v) = {(J"(v+0(u—0))(u—"2v),u—uv).
Ako se stavi & = u — v, iz uslova zadatka sledi (J'(u) — J'(v),u —v) > 0,
pa je J konveksna funkcija na osnovu prethodne teoreme. O

Primer 3.6. Funkcionela J(z,y) = 22 — y? je konveksna nad skupom
U={(z,y) eR?* |y =0, z € R}. Zaista, J(z,y) = 2° — y?| (4 y)ev = * 5t0
je konveksna funkcija na celom R. Medutim, uslov (J”((x,y))&, &) > 0 nije
ispunjen za sve & € R2. Zaista, dobija se da je:

eme=((3 ) (€).(0) -2

Sto je u tactkama oblika £ = (0, &2) negativno. Prethodna teorema ne moze
da se primeni na funkciju J, jer je U° prazan skup.
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Napomena. Uslov (J”(u)£, &) > 0zasve £ € R™isveu € U ekvivalen-
tan je uslovu nenegativnosti svih glavnih? minora matrice drugog izvoda.
Navedeno svojstvo se zove pozitivna semidefinitnost bilinearne forme defi-
nisane matricom J” (u).

Podsetimo se dovoljnog uslova za strogi minimum dva puta neprekidno
diferencijabilne funkcionele J, definisane nad R™. Potreban uslov da funkci-
onela J ima ekstrem u tacki z, € R™ je J'(z,) = 0. Ako u toj tacki matrica
drugog izvoda definise pozitivno definitnu kvadratnu formu®, odnosno ako
je (J"(x4)€,&) > 0,zasve £ € R™, € # 0, onda je x, tacka strogog minimuma
funkcije J. Potreban i dovoljan uslov za gornju nejednakost jeste da postoji
v > 0, tako da vazi (J"(x.)€,€) > 7€)%, € € R™, € # 0 (videti zadatak
3.11).

Na osnovu gore navedenog lako moze da se pokaze slede¢i dovoljan uslov
za lokalni minimum funkcionele (videti zadatak 3.10).

Teorema 3.7. Neka je U konveksan skup u R™ neprazne unutrasnjosti 4
neka je J € C?(U) u nekoj okolini tacke x, € U°, u kojoj je J'(x.) = 0.
Ako je (J"(x)€,€) > 0, za sve z iz posmatrane okoline tacke x i sve £ € R"
onda je . tacka lokalnog minimuma funkcije J.

Dokaz. Uslov zadatka implicira konveksnost funkcionele J na posmatranoj
okolini tacke z.. Odatle je J(z) > J(zx) + (J'(z4),x — x4), za sve x iz
posmatrane okoline. Dakle, iz J'(z.) = 0 dobija se J(x) > J(x4), odnosno
x4 je tacka lokalnog minimuma. O

Posmatra se funkcija J(u) = 2, u € [1,00). Ona je konveksna, ne-
prekidna (i diferencijablina) nad zatvorenim i konveksnim skupom U, ali
ipak ne dostize svoj infimum ni u jednoj tacki skupa U. Ovakve funkcije
su motivisale uvodenje potklase konveksnih funkcija kod kojih navedena
situacija nije moguca. To su jako konveksne funkcije. Proucavanje jako

konveksnih funkcija izlazi izvan okvira knjige, a radi potpunosti izlaganja

2Glavni minori su minori kod kojih su izabrane vrste i kolone jednake. Minori kojima
se ispituje pozitivna definitnost zvacée se ”ugaoni minori”.
3potreban i dovoljan uslov za pozitivnu definitnost jeste pozitivnost ”ugaonih” minora
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navesée se definicija i zadatak, koji se reSava primenom veé savladanih
tehnika.

Definicija 3.8. Funkcija J je jako konveksna na konveksnom skupu U, ako
postoji konstanta x > 0, tako da vazi:

J(oau+ (1 — a)v) < aJ(u) + (1 —a)J(v) — a(l — a)x|u —v|?
za sve u,v €U 1 0 < a< 1.
Iz ove definicije sledi jedinstvenost globalnog minimuma.
Teorema 3.9. Neka je J € CL(U). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
1. J je jako konveksna na skupu U,
2. postoji konstanta x > 0, tako da vaZi:

J(u) = J(v) > (J'(v),u —v) + x|ju— 2|, u,veU;

3. postoji konstanta v > 0, tako da vaZi:

(J'(w) = J' (v),u—v) > vl|u—2]? uveU.

Dodatno, ako za jako konveksnu funkciju J na skupu U vaZi:
17 (u) = J'(v)[| < Llu — ]|,

za neko L > 0 i sve u,v € U, onda je 2x < L.

3.2 Konveksno programiranje

U primenama se najceSce sre¢u sa ekstremni zadaci kod kojih promenlji-
ve ispunjavaju izvesne dodatne uslove, odnosno ograni¢enja. Matemati-
¢ki receno, u ovom poglavlju bi¢e posmatran zadatak uslovnog ekstrema.
Ogranicenja koja ¢e biti posmatrana izrazena su linearnim i konveksnim
funkcijama.
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Neka je dat konveksan skup Uy C R" i neka je J konveksna funkcija nad
skupom Ujy. Neka su, dalje, g, kK = 1,..., m konveksne funkcije na Uy, a
gk, k =m+1,..., s linearne funkcije, gx(z) = (ax, ) — b, ap € R, b, € R,
xz € R".

Zadatak (*) glasi: Odrediti infimum funkcionele J nad skupom U, pri
cemu je U =UgNUIN-- - NUp NUp+1N---NUs, gde je Uy zadat konveksan
skup u R", a

Uy, ={zeR" | gr(x) <0,}, k=1,...,m,

Uy ={xeR" | gp(x) =0}, k=m+1,....s.

Ako tacka u € Uy, za neko k € {1,...,s}, kaze se da je u dopustiva pri
ogranic¢enju Uy, (ili ograni¢enju g, ako to ne narusava preciznost).

Moze se primetiti da su skupovi Uy, k =1,2,...,s konveksni, pa jei U
konveksan skup.

Neka je A:={AN € R®* | \y, >0, zasve k=1,...,m}. Dakle, \; moze
biti proizvoljan realan broj za k € {m+1,...,s}.

Definicija 3.10. Funkcija Lagranza L : Uy x A — R zadatka (*) se definise
na sledecéi nacin

L(u,\) = J(u) + Mgi(u) + -+ -+ Asgs(u).

Tacka (us, \*) € Uy x A je sedlasta tacka Lagranzove funkcije L(u, \), ako
za sve u € Uy 1 sve A € A vaZi:

L(us, N) < L(ug, A*) < L(u, X¥).

U nastavku ée biti uspostavljen odnos izmedu resenja zadatka (*) i
sedlaste tacke odgovarajuce Lagranzove funkcije, a zatim ¢e biti formulisana
teorema tipa Kuna-Takera.

Lema 3.11. Ako je (u«, \*) € Uy x A sedlasta tacka funkcije L(u, X), onda
us € U.
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Slika 3.2. Sedlasta tacka je srednja od oznacenih tacaka.

Dokaz. Treba pokazati da je tacka u, dopustiva pri svim ogranicenjima.
Iz deﬁnicije sedlaste tacke, odnosno iz nejednakosti L(uy, A) < L(us, A*),

sledi 0 < Z — &) gk (us). Za proizvoljno fiksirano jo € {1,...,m} bira

se \j, 1= >\ + 1, a za sve preostale indekse k # jo bira se A; := A;. Jasno,
vektor A, 1zabran na navedeni nacin, pripada skupu A, i dobija se da je
0 < (—1)gj,(ux), odakle sledi u, € Uj,. Analogno tome se pokazuje da je
uy dopustiva pri svakom ogranicenju Uj;, j € {1,...,m}.

Pokazimo sada da u, € Uj, j € {m+1,...,s}. Neka je jo proizvoljan
fiksiran indeks iz skupa {m +1,...,s}. Bira se Aj, := A} + gj,(us), a za
sve preostale indekse k # jo bira se Ay := A7. Vektor A s ovako izabranim
koordinatama pripada skupu A ivazi 0 < —gjz0 (uy), odakle sledi gj, (us) = 0,
odnosno us € Uj,. Na taj nacin se pokazuje da je u, dopustiva pri svakom
ogranicenju U;, j € {m+1,...,s}.

Zakljucak: uy € U. O

Lema 3.12. Ako je tacka (u«, \*) € Uy X A sedlasta tacka funkcije L(u, \),
dokazati da je onda Ajgr(us) =0, za sve k =1,...,s.

Dokaz. 1z prethodne leme sledi da je gj(us) = 0 za svako j € {m +

.8}, paje i Ajgj(us) = 0 za svako j € {m + 1,...,s}. Preostaje da
se pokaze da je A7g;j(u«) = 0 za svako j € {1,...,m}. Neka je jo proiz-
voljan fiksiran indeks iz skupa {1,...,m}. Moguce je da je A} = 0, pa
je )\jogjo (uy) = 0. Pretpostavlja se zatim da je /\;O # 0. Koristeéi ponovo
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S
nejednakost 0 < Z()\Z — Me)gk(uy), 1 birajuéi Aj, = 0, a za sve preostale
k=1
indekse k # jo birajuci Ay := A}, dobija se 0 < A} gj,(ux). Posto je A7 >0,
sledi da je 0 < gj,(uy). Sa druge strane, iz Leme 3.11 sledi da je u, € U, pa
vazi 0 > gj, (ux), odakle je A7 gj,(u.) = 0. Posto je jo proizvoljan indeks iz

skupa {1,...,m} sledi trazeno tvrdenje. O

Lema 3.13. Ako je A\jgi(us) = 0, za sve k = 1,...,s pri cemu u, € U,
dokazati da je onda L(us, \) < L(ugx, \*) za sve A € A.

Dokaz. 1z uslova u, € U sledi gg(us) < 0, za sve k = 1,...,m, kao i
gr(us) =0, zasve k =m+1,...,s. Odatle je (A, — Ap)gr(us) = 0 za sve
k=m+1,...,s, kao iza one indekse k € {1,...,m} za koje je gi(u) = 0.
Neka je ko proizvoljan fiksiran indeks, ko € {1,...,m}, tako da je gi, (u+) <
0. Tada iz uslova A} gk, (u.) = 0 sledi Ay = 0. Sa druge strane Ay, > 0 za
sve A € A, pa je (A; — Akg)gko (ux) > 0.

Prema tome Z()\}; — M) gk (us) > 0, odakle direktno sledi L(uy, A) <
k=1
L(uy, \*) za sve A € A. O

Na osnovu dokazanih lema moze da se formuliSe i lako dokaze potreban
i dovoljan uslov da neka tacka bude sedlasta tacka.

Teorema 3.14. Potreban i dovoljan uslov da tacka (us, \*) € Uy x A bude
sedlasta tacka Lagranzove funkcije, L(u, ), za posmatrani problem je dat
sa:

i) L(ux, \*) < L(u, A*), Yu € Uy,
i) Nogr(us) =0, za sve k =1,...,s, pri cemu u, € U.

Dokaz. Neka je (us, \*) € Up x A sedlasta tacka Lagranzove funkcije. Tada
je 1) trivijalno ispunjeno, a ii) sledi na osnovu Leme 3.11 i Leme 3.12.
Pretpostavimo sada da vazi i) i ii). Jasno i) je desna strana nejed-
nakosti u definiciji sedlaste tacke, pa preostaje da se dokaze leva strana
nejednakosti, odnosno L(us, \) < L(us, \*). Ova nejednakost je ispunjena
na osnovu ii) i Leme 3.13. O



Konveksno programiranje 95

U sledecoj teoremi data je veza izmedu sedlaste tacke Lagranzove funk-
cije i reSenja posmatranog problema.

Teorema 3.15. Neka je (u«,\*) € Uy x A sedlasta tacka Lagranzove
funkcije. Tada u, € U, i Jo = L(ux, \*) = J(us), odnosno u, je resenje
posmatranog problema.

Dokaz. 1z Leme 3.11 sledi u, € U, a iz Leme 3.12 se dobija L(u., \*) =
J(uy). Preostaje da se pokaze da u, € Uy, pa je onda i J, = J(uy). Iz
L(us, \*) < L(u, A*), Yu € Uy, (pa, dakle i za sve u € U) sledi:

J(us) = L(ue, A*) < L, A) = T () + Y Nigr(u).
k=1

Posto je ANigr(u) < 0, za sve k = 1,...,m 1 Ajgr(u) = 0, za sve k =
m+1,...,s dobija se J(us) < J(u), za sve u € U, odnosno u, € U,. O

Prethodna teorema je formulisala dovoljan uslov za reSenje posmatra-
nog problema. Ona, medutim, ne kazuje nista o egzistenciji sedlaste tacke.
Iz definicije sedlaste tacke se vidi da se ona trazi medu stacionarnim tac-
kama Lagranzove funkcije. Ocigledno, da bi se obezbedila egzistencija sta-
cionarnih tacaka, moraju da se nametnu neki dodatni uslovi na funkciju
J i ogranic¢enja Uy, k = 1,...,s. Sledeé¢i primer pokazuje da nije dovoljno
pretpostaviti konveksnost funkcije J.

Primer 3.16. Neka je J(u) = —u, Uy = [0,00) i neka je zadato jedno
ograni¢enje g(u) = u?, U = {u € Uy | g(u) < 0}. Jasno, J. = J(0) = 0,
ali Lagranzova funkcija L(u, \) = —u + Au?, u € Uy, A > 0, nema sedlastu
tacku.

Teoreme u kojima se daju dodatni uslovi koji obezbeduju egzistenciju
sedlaste tacke zovu se teoreme tipa Kuna-Takera.

Definicija 3.17. Posmatra se polazni problem (*) samo s ogranicenjima
tipa nejednakosti. Ogranicenge g(u) < 0 je regularno na skupu U c R,
ako postogi tacka u € U, tako da vazi g(u) < 0. Skup U = "', Uy, je regu-
laran ako su sva ogranicenja u njemu reqularna, odnosno ako je ogranicenje
gi, k=1,....,m regularno na skupu U.
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U nastavku ce se pretpostaviti da je Uy C Uy, k € {1,2,...,m}; to jest,
da je U = U, gde je skup U definisan u zadatku (*).

Lema 3.18. Neka je Uy konveksan skup i neka su gy konveksne funkcije na
Uo, k =1,...,m. Neka je U regularan skup. Tada postoji tacka uy € Uy,
tako da je gi(up) <0 za sve k =1,...,m.

Dokaz. Jasno, U je konveksan skup. Neka su tacke uy, € U izabrane tako
da je gr(ug) < 0, k = 1,...,m. Neka je, dalje, ug := ajus + -+ + Qnlm,
a1+ +am=1,a; >0, k=1,...,m. Primetuje se da je uy € U C U.
Za proizvoljno j = 1,...,m vazi gj(ui) < 0, za sve ug, k =1,...,m, pa iz
konveksnosti funkcije g; sledi:

gi(up) = gj(arur + -+ + amum) < a1gj(ur) + -+ + amg;(um) <0,
jer je gj(u;) <O0. O

Uslov postojanja tacke ug € Uy za koju je gj(ug) < 0, j = 1,...,m
naziva se uslov Slejtera. Slejterov uslov obezbeduje regularnost (5to se u
dokazu naredne Teoreme oznacava sa A # 0), nenegativnost Lagranzovih
mnozitelja i implicira da su uslovi Kuna-Takera potrebni i dovoljni.

Slede¢a teorema daje dovoljan uslov za postojanje sedlaste tacke. U
njoj se posmatraju ogranic¢enja tipa nejednakosti.

Teorema 3.19. Neka je dat konveksan skup Uy, i neka su funkcije J 1
gr. konveksne na Uy, k = 1,...,m. Neka je U reqularan skup. (Dakle,
ispunjen je uslov Slejtera.) Neka je, dalje, U, neprazan skup. Tada postoje
Lagranzovi mnoZitelji \* = (A],...,\y,), A\p >0, k=1,...,m, takvi da za
svaku tacku u, € U, vaZi da je (uy, \*) sedlasta tacka funkcije Lagranza za
posmatrani problem.

Dokaz. Primetimo prvo da je U, # (0, to jest, da postoji us € U, tako
da je J. = inf 5 J(u) = J(us). Podsetimo se da, ako je (us, A*) sedlasta
tacka, onda je u, dopustiva tacka pri svim ograni¢enjima. Takode, J(uy) =
L(us, \*) = J.
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Ideja dokaza je da se u nekoliko koraka konstruise A* € A, tako da za
proizvoljno u, € U, vazi da je (us, \*) sedlasta tacka odgovarajuée La-
granzove funkcije.

Posmatrace se slede¢i skupovi:

A= U A, = U{aERmH|a02J(u), ar > gr(u), k=1,...,m},
uelUy uelUp

i skup B dat sa
B={beR™ |by< J,, b <0, E=1,...,m}.

1. korak. AN B = (). Ostavlja se ¢itaocu za vezbu. Pokazuje se da iz
a € Asledi a € B. Takode, lako se vidi da je A°, B° # ().
2. korak. A i B su konveksni skupovi. Pokazimo, recimo, da je A
konveksan skup. Neka su a',a? € A i neka je dato a € (0,1). Iz a >
J(u1) i ag > J(uz), za neke uy,us € Up, i konveksnosti funkcije J sledi
aay + (1 — a)ad > J(u), gde je u = auy + (1 — a)us € Up. Analogno tome
sledi da konveksne kombinacije ostalih koordinata vektora a' i a? ispun-
javaju odgovarajuée nejednakosti, pa je aa' + (1 — a)a® € A. Sliéno se
pokazuje i da je B konveksan skup.
3. korak. Iz teorema separacije sledi da postoji hiperravan koja razdvaja
skupove A i B, odnosno, postoji ¢ € R™*T1, ¢+ 0, i postoji v € R, tako da
vazi supycg(c, b) < v < infaea(c, a). Oznacimo koordinate vektora c sa Aj,
k=0,1,...,m, odnosno, ¢ := (Aj, A}, ..., A%,).
4. korak. Jasno, zatvaranje skupa B dato je sa B = {b € R™"! | by <
Je, b <0, k=1,...,m}. Odavde sledi da (J,,0,...,0) € AN B. Vet
pomenuta teorema separacije kaze da je tada v = (¢, (J4,0,...,0)) = A\§Jx,
pa je

m m

Aobo + Z Apbr < Ao Jx < Agao + Z A Qs

k=1 k=1
zasve b€ Bisveac A.
5. korak. Pokazuje se da je A} > 0 za sve k € {0,1,...,m}. Birajudi
b= (J. —1,0,...,0) € B dobija se \j(J. — 1) < \5J., odakle je A5 > 0.
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Takode, b = (J,, —1,0,...,0) € B, paje \jJ.— A} < \jJs, odakle je A\] > 0.
Na slican nacin se pokazuje A\; > 0 za sve k € {2,...,m}.

Pokazimo sada da je A\j # 0. Pretpostavlja se suprotno, odnosno Aj = 0.
Iz uslova regularnosti zna se da postoji @ € U, tako da je k() < 0 za
sve k = 1,...,m. Tacka (J(a),g1(@),...,gm(0)) pripada skupu A, pa je

m

m
Ao < AGJ (@) + > Ajgr(@), odakle je 0 < Z/\ng(ﬁ). Sa druge strane,
k=1 =1
posto je barem jedan od brojeva A}, k = 1,...,m razlicit od nule (jer je
m
c# 0), dobijase 0 < > Afgr(a) <O.
k=1

Dakle, A\j > 0, pa moze da se bira A\j = 1.4
6. korak. Sada moze da se pokaze da je (ux, )\*)~sedlasta tacka Lagranzove
funkcije, pri ¢emu je \* = (A],..., A})), a uy € U,. Biée koriséena Teorema
3.14.

Neka je j € {1,...,m} proizvoljno izabran indeks. Posto je
(J«,0,...,0,g;(us),0,...,0) € AN B,

sledi
Aos + A5gj(us) < AGTe < AgJi + Ajgj(us),
odakle sledi Ag;(u.) =0 zasve j € {1,...,m}.
Neka je sada data tacka u € Up i neka je a = (J(u), g1(u), ..., gm(w)).

Jasno a € A, pa vazi J, < J(u) + Z)\ng(u) Iz upravo dokazanog sledi
k=1

m

Je = Ji —1—2 A9k (us), pa je, konacno, L(us, A*) < L(u, \*), za proizvoljno
k=1

u € Uy, odnosno, (us, \*) je sedlasta tacka Lagranzove funkcije. ]

Napomena. Pravilo Lagranzovog mnozitelja formulisao je Lagranz u
” Analitickoj mehanici”, objavljenoj 1788. godine. U tom delu opisan je
beskona¢nodimenzioni sluc¢aj. Lagranz je, 1797. godine, u delu ”Teorija

Ax 7e . s .
Videti odgovarajué¢i komentar u teoremama separacije.
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analitickih funkcija” opisao konacno dimenzioni slucaj, bez dokaza. Teo-
rema je dokazana stotinak godina nakon $to je objavljena, koris¢enjem teo-
reme o implicitnim funkcijama, videti [6].

Teorema 3.20. Posmatra se problem odredivanja ekstrema funkcije J, koji
zadovoljava ogranicenja tipa jednakosti, gp(u) = 0, za sve k € {1,...,m}.
Pretpostavlja se da su funkcije J i gx, kK = 1,...,m, neprekidno diferen-
cijabilne u nekoj okolini tacke uy, lokalnog ekstrema funkcije J, pri éemu
su vektori g (us), k = 1,...,m, medusobno linearno nezavisni. Tada pos-
toje Lagranzovi mnoZitelji \* = (A\j,...,\5), k = 1,...,m, tako da vazi
%L(u*, A*) =0, gde je sa L oznacena Lagranzova funkcija za posmatrani
problem.

Navedeni potreban uslov stacionarnosti se koristi pri odredivanju kan-
didata za reSenje problema uslovnog ekstrema posmatranog zadatka. Da
bi se dao odgovor na pitanje da li je ovaj uslov dovoljan moraju da se
obave dodatna ispitivanja. Dakle, kod reSavanja zadataka uslovnog ek-
strema s ogranicenjima tipa jednakosti, po pravilu se dobija n+m jednacina
Q%L(U,A) =0,j=1,...,n, g5-L(u,A) = 0, k = 1,...,m. Poslednjih m
jednacina reprodukuje uslov gi(u) = 0, za sve k € {1,...,m}.

Dovoljan uslov za ekstrem, za minimum, na primer, dat je sa:

62
za sve h #£ 0 za koje je <8%g(u*),h> =0,7=1,...,n.

3.3 Zadaci za vezbu

Zadatak 3.1. Dokazati da je funkcija J : [a,b] — R konveksna nad [a, b]
ako i samo ako vazi

J(u) — J(v) < J(w) — J(v)

uU—1v - w—"v

, (3.1)

zasve a <v<u<w<b.
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Resenje. (=) Neka je J konveksna. Po definiciji konveksnosti, za sve
a € (0,1) vazi:

J(av+ (1 —a)w) <aJ@)+ (1 —a)J(w).

_UE(O,I),ondajel—a: v-v
w—v w—v

Ako se uzme da je a =

€ (0,1). Iz

w—u u—v
+

sledi
J(u) < ::”U: J(v) + Z::ZJ(M)
Odavde se dobija da je
Ju)(w—v) < (w—v+v—u)J(v)+ (u—0v)J(w)
(J(u) = J(v) (w = v) < (u—=v) (J(w) = J(v)),
odnosno,
J(u) — J(v) < J(w) — J(v)

(<) Nekasuv,w e R,v <wiae€(0,1),1da pri tome vazi osobina (3.1).
Neka je u = (1 — a)w + av € (v,w). Odavde sledi da je « € (0,1) oblika

u—w w—u

a= = .
v—w  w—v
Iz (3.1) se dobija:
w—u u—v
J J J
() < U5 0) + 2 ),

.
J(u) < aJ()+ (1 —a)J(w). O
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Zadatak 3.2. Neka je funkcija ® : R” — R konveksna i neka je ®(z) > 0,

za sve x € R™. Dokazati da je tada i funkcija J(x) = ®2(z) konveksna nad

R™.

Resenje. Nekajea € (0,1)1ixz,y € R" proizvoljni. Tada se iz konveksnosti

funkcije @ i ¢injenice ®(x) > 0, x € R™ dobija:

J(az + (1 —a)y) = @* (az + (1 - a)y) < (a®(z) + (1 - a)2(y))’

= o’ ®*(z) + 2a(a = 1)@(2)2(y) + (1 — a)*@*(y)
+ ad?(z) + (1 — a)P?(y)

(
= alJ(@) + (1 - a)J(y) - a(l — a)8*(z)
— a(1— a)®*(y) — 2a(1 — a)B(x)d(y)
= aJ(z) + (1 - @)J(y) — a(l —a) (B(x) + 8(y))*
<aJ(x) + (1 —a)J(y).
Dakle, funkcija J je konveksna nad R". O

Zadatak 3.3. Ispitati za koje vrednosti realnih parametara a, b, ¢ je funk-
cija J(z,y,2) = 2% + 2awy + by? + cz? konveksna na R3.

Resenje. Treba pronadi parametre za koje su svi glavni minori matrice J”
nenegativni. Posto je:

2z + 2ay 2 2a 0
J'(u) = | 2ax + 2by i J'(u)=1|(2a 20 0],
2cz 0 0 Z2c

dobija se da je za
b—a*>0 i ¢>0
funkcija J konveksna nad R3. O

Zadatak 3.4. Ispitati konveksnost funkcionele J(u) = cu”, na [a,b], 0 <
a < b < +00, u zavisnosti od realnih parametara c i r.
Dokazati nejednakost (z + y)" < 2" 1(2™ +y") zasve n > 1, z,y > 0.
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Zadatak 3.5. Neka je {J,}nen niz konveksnih funkcija nad konveksnim
skupom U C R". Definisimo funkcije

1. F(u) = anJi(u)+agda(u)+. . . 4amdm(u), m € Niaj; >0 zasve j =
1,...,m;

2. G(u) = sup;ey Ji(u).
Dokazati da su F' i G konveksne funkcije nad U.
Zadatak 3.6. Neka je U C R"™ konveksan skup.

1. Ako je ¢ : [a,b] — R konveksna i neopadajuéa funkcijaig: U — [a, b]
konveksna, dokazati da je tada funkcija ¢(g(u)) konveksna nad U.

2. Ako je funkcija ¢ : [a,b] — R konveksna i nerastuéa i g : U — [a, b
konkavna, dokazati da je tada funkcija ¢(g(u)) konveksna na U.

3. Dokazati da je e*"+***+1 konveksna na [0, c0).
4. Dokazati da je —In(1 — 2?) konveksna na [0, 1).

Zadatak 3.7. Neka je f : R™ — R konveksna funkcija i f(ax) = af(z), za
sve a > 0. Dokazati:

1. flx+y) < f(z)+ f(y) za sve z,y € R™;
2. f(0)>01 f(—z) > —f(z) za sve z € R™;

3. flamxi+...+amam) <airf(x1)+...+amf(xnm) zasve ag >0, xp €
R", k=1,...,m.

Zadatak 3.8. Neka je J konveksna funkcija nad konveksnim skupom U C
R™. Dokazati da je tada skup M, = {u € U | J(u) < ¢} konveksan za svako
ceR.

Na primeru funkcije J(u) = u3, u € R pokazati da obratno ne vazi.

Zadatak 3.9. Neka je J : U — R konveksna funkcija, gde je U C R".
Pokazati da je skup tacaka minimuma, U, konveksan. Pokazati da ako je
J strogo konveksna funkcija onda je U, prazan ili jednoclan skup.
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Resenje. Neka je U, neprazan skup i u,v € U,. Treba pokazati da tada i
au+ (1 — a)v € U,. Skup U, je skup tacaka minimuma, pa je

J(u) =JWw) =J = m125 J(x).
Posto je:
J(oau+ (1 —a)v) <aJ(u)+ (1 —a)J(v) = J,

zakljucuje se da je J (au + (1 — a)v) = J, i da je U, konveksan skup.

Dalje, neka je J strogo konveksna i U, # (). Pretpostavlja se da U, ima
bar dva elementa u,v € U,, u # v. Tada, posto je U, konveksan skup sledi
da je za a € (0,1) tacka au + (1 — a)v € Uy i da je:

Jou+ (1 —a)v) < aJ(u) + (1 —a)J(v) = J,
Sto je kontradikcija. O

Zadatak 3.10. Data je funkcionela g (z,y) = 2 — siny.

1. Odrediti stacionarne tacke funkcije g, tj. odrediti (z,y) € R? tako da
je ¢'(z,y) =0.

2. Pokazati da je funkcija g konveksna u trakama To, = {(z,y) €
R? |y € (2k7, (2k + 1)m)}, k € Z.

3. Odrediti lokalne minimume funkcije g.

4. Pokazati da je svaki lokalni minimum i globalni.

Resenje. 1. Iz sistema
9g
—= =2z =0,
ox v
0
a—z = —cosy =0,

dobijaju se stacionarne tacke

A = (xk,yk) = <0,g+k‘ﬂ‘) ke Z.
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2. Posto je

" (2 0
@)= (3 )

za, proizvoljno & = (h, k) € R? vazi:

(¢"(2,9)&,€) = g (x,y)€ = 2h* + 2k*siny > 0,

za sve (z,y) € Toy, k € Z. Dakle, na osnovu Teoreme 3.5, funkcija g
je konveksna na svim trakama 1oy, k € Z.

. Posto su konveksni skupovi Ty, k € Z okoline tacaka Ay, k € Z, na

osnovu Teoreme 3.7 zakljucuje se da su tacke
T
A%z(ag+%m)kez

tacke lokalnih minimuma funkcije g.

. Prvo, primecuje se da je g(A2x) = g(0, § + 2km) = —1. Medutim, za

proizvoljno (x,y) € R? vazi:

g(z,y) = 2° —siny > —siny > —1.

Dakle, svaka tacka lokalnog minimuma je i tacka globalnog mini-
muma. O

Zadatak 3.11. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije J(x,y) = ze® —
(1+e%)cosy, =,y € R2

Resenge. Potreban uslov za ekstrem je

oJ
%:ex(1+$—cosy):0,

oJ

o = (1+4¢€")siny = 0.
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Resenja ovog sistema i potencijalni ekstremi su tacke:

(Tk, y) = ((—1)k - 1,k‘7r> k€7

Matrica drugog izvoda u ovom slucaju je:

" _ (€°(2+ 2z —cosy) e® siny
T y) = < e’ siny (14 e€")cosy) "
Neka je &€ = (h, k) € R?\ {0} proizvoljno. Tada je:

(I (z, )&, &) = ETT" (ki) €

T e®k (2 4+ zp, — cosyg) e”k sin yg,
e”k sin Y, (14 e*) cos yg

. (€7 0
=< (o <1+ewk><—1>’f>5
= ™ h% 4+ (—=1)% (1 4 ™) k2.

Za parno k € Z, tj. k = 2m, m € Z, vazi (J"(xam,y2m)E, &) > 0, te u
tackama

(Zom, Yom) = (0,2mm), m € Z,
postoje strogi lokalni minimumi funkcije J. O
Zadatak 3.12. Neka je F' : R™ — R funkcija data sa
F(z) = (Az,z) + (2b,z) +¢, z€R",

gde je A (realna) regularna, simetri¢na i pozitivno definitna matrica, b €
R™ ¢ € R su fiksirani.

1. Dati potreban uslov za lokalni minimum funkcionele F.

2. Da li je zadovoljen i dovoljan uslov za minimum funkcionele F'?
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Resenge. 1. Posmatrace se prvo prirastaj funkcije F' u tacki x € R”

AFy(h)=F(x+h) — F(x)

= (A(z+h),xr+h)+ (2b,x+ h) + ¢

— ((Az,z) + (2b,x) + ¢)

= (Azx,h) + (Ah,h) + (Ah,x) + (2b,h), h € R".
Posto je A simetricna matrica, vazi da je (Ah,x) = <h, AT:U> =
(Azx,h) . Te se dobija da je

AF,(h) =2 (Az, h) + (AR, h) + (2b, h)
= (2(Az +b),h) + (Ah,h), heR"

Odavde se zakljucuje da je diferencijal funkcije F, kao linearni deo
prirastaja, dat sa dF'(h) = (2(Az + b),h), h € R"™, te je prvi izvod

(odnosno, gradijent) jednak F'(z) = 2(Ax+0b), = € R"™. Dakle,
potreban uslov za minimumum funkcionele F' je

Az +b=0.

Posto je matrica A regularna, dobija se da je potencijalni ekstrem
tacka ., = —A~ LD,

. Direktno se dobija da je F”(x) = 2A. Posto je matrica A pozitivno

definitna, kona¢no se zakljucuje da je x, tacka lokalnog minimuma
funkcionele F. O

Zadatak 3.13. Zarada proizvodnje tri proizvoda data je sa u(z,y,z) =
ry—+yz+xz, uz ogranienja resursa izrazena relacijama r+y = 2, y+z = 1.
Odrediti obim proizvodnje koji obezbeduje maksimalnu dobit pri zadatim

uslovima.

Zadatak 3.14. Medu svim trouglovima obima 2d, d > 0 naci onaj koji
ima najveéu povrsinu.

Zadatak 3.15. BrOJ 60 predstaviti u obliku zbira, 60 = ZZ 1 T;, tako da
proizvod, []°_, 2! bude maksimalan.

=11
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Zadatak 3.16. Teorija ponaSanja potroSaca sa zasniva na problemu op-
timalne alokacije ograni¢enog raspolozivog dohotka 79 na kupovinu robe i
usluga, pri ¢emu potrosa¢ nastoji da obezbedi maksimalno zadovoljenje U
svojih raznovrsnih potreba. Drugim re¢ima, maksimizuje se funkcija koris-
nosti, uz ogranicenje budzeta, pa se problemi ovog tipa resavaju primenom
Lagranzove funkcije.

Pretpostavimo, jednostavnosti radi, da potrosa¢ kupuje dva proizvoda.
Neka su q1 i g2 koli¢ine tih proizvoda, a p; i ps odgovarajuce cene po jedinici
proizvoda. Stepen zadovoljenja potreba potrosaca je funkcija koli¢ina tih
proizvoda U = f(q1, q2). Ogranic¢enje budzeta je dato sa

p1q1 + P292 = Yo,

gde je sa yg oznacen deo dohotka potrosaca koji se koristi za kupovinu nave-
denih proizvoda. Analizirati dati problem u zavisnosi od svih pomenutih
parametara.

Resenje. Posmatrace se funkcija Lagranza

L(q1,92,\) = f(q1,92) + Ao — (11q1 + p2g2)).

Pomodéu nje je mogucée obaviti kvantitativnu analizu, odnosno moguce je
odrediti u kojem pravcu ¢e se menjati ravnotezna pozicija potrosaca ako se
promeni njegov dohodak, ili cene proizvoda, ili i jedno i drugo.

Kao i obi¢no, parcijalni izvodi funkcije L se izjednacavaju sa nulom i
dobijaju se slede¢e jednacine:

0
quf = Ap1
0
@f = Ap2

Yo — p1q1 — p2q2 = 0.
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Totalni diferencijal ovih jednaécina je

82 2
—fd dgo — p1d)\ = M\d
a0 Bqlf qQ + o0 (‘)qlf 2 —p1 1
2 2
d dgos — pad\ = \d
a0 anf q + 90 aq2f q2 — P2 P2

—p1dq1 — p2dge = —dyo + q1dp1 + gadp2,

pri ¢emu se dozvoljava da se veli¢ina gy menja, odnosno dyg # 0. Moze,
na primer, da se smatra da su nepoznate veli¢ine sistema: promene dq;,
dgs 1 d), te ga reSavati nekom od poznatih metoda (Kramerovo pravilo).
Iz dobijenog resenja moze se komentarisati, na primer, promena kupovine
proizvoda dg; s obzirom na promenu cene dp; kada se ps i yp ne menjaju
(dpa = dyp = 0). Tako se dobija

3} A
@ _ DA 4 (proveriti).

om 2p1 2p1’
Lagranzov mnozitelj se, dakle, pojavljuje pri efektu supstitucije, zamene
koli¢ine jednog proizvoda drugim, uz isti nivo zadovoljenja potreba.

Na slican nacin izvodi se efekat dohotka i efekat cena. Jednacine nave-
denog tipa nazivaju se jednacine Slutskog.

Analogno navedenom, u teoriji proizvodac¢a odreduje se, na primer,
maksimiziranje proizvodnje, uz zadate troskove. U tom sluc¢aju, mnozitelj
A predstavlja reciproénu vrednost grani¢nih troskova u tacki optimuma.
Naravno, na isti nacin se postupa kada se modelira minimiziranje troskova
za datu proizvodnju. Za dodatne informacije ¢italac se upuéuje na [24]. O



Glava 4
Varijacioni racun

Za razliku od do sada izlozene teorije, u zadacima optimizacije koji se po-
smatraju u nastavku trazic¢e se ekstrem funkcionele ¢iji argument pripada
nekom prostoru funkcija. Funkcionela ¢e biti data u obliku odredenog in-
tegrala,! a reSenje ¢e se traziti primenom varijacionog ra¢una. Varijacioni
princip se zasniva na ideji da se uporedo sa stvarnim procesom posmatra
varirani proces koji se od njega malo razlikuje, pri ¢emu se zahteva da
je stvarni proces jedini koji kriterijumu optimalnosti saopstava ekstremnu
vrednost.

Slededi primeri ilustruju kako se konstruise funkcionela J, data u vidu
odredenog integrala, ¢ija je tacka ekstrema reSenje posmatranog problema.
Naime, trazi se funkcija ¢, reSenje problema formulisanog sa

b
7(7) = min J(y) = mip / Flz,y(z),y (2))dz,

gde je Y unapred zadat skup dopustivih reSenja. Za funkciju y € Y vazi da
mora da zadovoljava Ojler-Lagranzovu diferencijalnu jednacinu

S P (o). /@) - 4 @F(m y(a:),y'(x))) -0

U mehanici se kriterijum optimalnosti u okviru takozvanog Hamiltonovog principa
uvek formuliSe u obliku odredenog integrala.
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Ova ¢injenica predstavlja suStinu varijacionog ra¢una i bi¢e naknadno do-
kazana.

Primer 4.1. Odrediti u ravni krivu minimalne duzine, ¢iji su krajevi zadate
tacke.

Poznato je da je reSenje ovog problema duz ¢iji su krajevi date tacke,
pa je dovoljno ispisati odgovarajuéu formulu analiticke geometrije. Ako su
krajevi duzi dati sa (x1,y1) i (z2,¥2), lako se dobija resenje

— T — T
= LT, PR TR e [, 1), (4.1)

y() I2 —I T2 — I

Sa druge strane, problem moze da se izrazi i jezikom varijacionog racuna.
Duzina luka krive y = y(x) za koju vazi y; = y(z1) i y2 = y(x2) je data sa

€2
J(y) —/ V1+y?(z)de.
x1
Prema tome, trazi se (diferencijabilna) funkcija g = g(x), tako da je J(g) <

J(y) za sve (diferencijabilne) funkcije y = y(z) za koje je y1 = y(z1) i
y2 = y(x2). ReSenje ovog varijacionog problema je dato u zadatku 4.2.

~ \_

Slika 4.1. Ilustracije primera 4.1 i 4.2

Primer 4.2. Brahistohrona. Date su tacke A(z1,y1) i B(z2,y2) u ver-
tikalnoj ravni. Odrediti glatku krivu po kojoj ¢e materijalna tacka stiéi iz
tacke A u tacku B za najkra¢e vreme. Kretanje se odvija pod dejstvom
sile teze, bez trenja i bez pocetne brzine.
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Navedeni problem se vezuje za nastanak varijacionog racuna. For-
mulisao ga je Johan Bernuli, 1696. godine, a poznat je kao problem brahis-
tohrone.

Kretanje materijalne tacke u vertikalnoj ravni bi¢e predstaljeno funkci-
jom y = y(z), = € [x1,x2], tako da promenljiva y opisuje visinu na kojoj se
nalazi posmatrana materijalna tacka u ravni. PosSto se brzina kretanja duz
trazne krive opisuje sa:

5 dx

e
y?

’U—@—

dobija se da je vreme za koje tacka prelazi deo luka ds dato sa

1 12
gt = VYT

v

Neka je m masa materijalne tacke, a g ubrzanje homogenog polja sile
zengljine teze. Na osnovu zakona o odrzanju totalne mehanicke energije,
m4% —mgy = 0, sledi da je v = \/2gy. Konacno, dobija se da je ukupno
vreme potrebno da materijalna tacka, kre¢uéi se putanjom y = y(z), stigne
iz tacke (x1,y1) u tacku (ze,y2) dato sa

1+y7(x)
2gy(x)
Zadatak je da se odredi kriva y € Cl[x1, 22] u kojoj formulisana funkcionela

J ima minimalnu vrednost tako da je y1 = y(x1) 1 y2 = y(z2). Konacno,
primenom varijacionog ra¢una dobija se resenje u parametarskom obliku

x(t) = c(t — sint) + d,

y(t) = ¢(1 — cost),
pri ¢emu se konstante ¢ i d odreduju iz zadatih pocetnih uslova (za detalje
videti zadatak 4.3).

Dobijena kriva naziva se i cikloida. Cikloida je kriva u ravni koja opisuje
kretanje tacke fiksirana na kruznici, dok se ona kreée duz neke prave.
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Slika 4.2. Cikloida.

Zanimljivo je da materijalna tacka koja se u gravitacionom polju kreée
po cikloidi (pa i brahistohroni) dostize najnizu tacku za vreme koje ne
zavisi od njenog polaznog polozaja. Zato se ova kriva naziva i tautohrona.
Pomenuto svojstvo cikloide iskoristio je Hajgens, pri konstrukciji ¢asovnika
sa klatnom.?

Uopstenje prethodnog problema jeste problem brahistohrone kroz Ze-
mlju. Zamislimo da je Zemlja sfernog oblika. Neka su A i B zadate tacke
na povrsini Zemlje i neka je « kriva u ravni odredenoj sa A, B i centrom
Zemlje. Trazi se tunel, konstruisan po krivoj + tako da materijalna tacka
koja se krec¢e pod dejstvom sile Zemljine teze, stigne od tatke A do tacke
B za najkrac¢e vreme. Ovaj problem se, takode, reSava primenom varija-
cionog racuna, a njegovo resenje je hipocikloida. Na primer, tunel oblika
hipocikloide koji bi spojio San Diego i San Francisko imao bi najveéu du-
binu od oko 260 kilometara ispod Zemljine povrsine i bio bi dugacak oko
1100 kilometara. Sa druge strane, tunel koji bi kroz Zemlju pravom linijom
povezao ove gradove imao bi maksimalnu dubinu od 13 kilometara, a bio bi
dugacak 805 kilometara. Materijalna tacka bi, kre¢uéi se po hipocikloidi,
stigla od San Diega do San Franciska za 12 minuta, a prolazak kroz prav
tunel trajao bi 42 minuta.?

Primer 4.3. Prostiranje svetlosti u nehomogenoj sredini. U svakoj tacki

*Hajgensovom konstrukcijom krivolinijskog rama (1673. godine) pomoéu kojeg se
klatno krece lukom cikolide umesto kruznim lukom ta¢nost ¢asovnika se povecala sa +15
minuta na £15 sekundi dnevno.

30vaj primer je preuzet iz [24, str.126-138]
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nehomogene sredine brzina rasprostiranja svetlosti je funkcija v(z, y, z) ko-
ordinata te tacke. Na osnovu Fermaovog principa (XVII vek), svetlost se
prostire od jedne tacke do druge po krivoj po kojoj je vreme prostiranja
najkrace. Diferencijalne jednacine linija rasprostiranja svetlosti od tacke
(a,y(a),z(a)) do tacke (b,y(b),z(b)) u nehomogenoj sredini su jednacine
koje proizilaze iz potrebnog uslova za ekstrem funkcionele

1+y’2+z’2
/ x y?

Posmatra se kretanje Sunceve svetlosti kroz Zemljinu atmosferu. Radi
jednostavnosti, ovde se pretpostavlja da se problem posmatra u oblasti u
kojoj je Zemlja ”ploca”?, to jest, u dvodimenzionalnoj ravni, kao i da brzi-
na prostiranja svetlosti zavisi samo od visine tacke iznad povrsine Zemlje,

odnosno v = v(y). Ojlerova jedna¢ina u ovom specijalnom sluc¢aju postaje
F— y’a%,F = const,’ odnosno

v1+y2_y 1
v V1+y?v

Nakon odgovarajuéeg mnozenja i diferenciranja dobija se slede¢a veza

n_ /2 U/(y)

y' = const.

S obzirom na to da je brzina prostiranja v rastuéa funkcija visine, sledi da
je y” < 0, odnosno kriva prostiranja Sunceve svetlosti je konkavna. Time se
objasnjava Cinjenica da se sa povrsine Zemlje Sunce ”vidi” nekoliko minuta
nakon zalaska. Takode, zanimljivo je da je na osnovu Fermaovog principa
Hamilton® izveo analogiju izmedu mehanike i optike.

4Kazemo da je Zemlja ploca ako se radijus oblasti kretanja moze zanemariti u odnosu
na radijus Zemlje.

5Videti poglavlje 4.4.1

5Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)
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Slika 4.3. Ilustracija uz primer 4.3

Primer 4.4. Funkcija troska. Posmatra se problem planiranja proizvodnje
preduzeca koje proizvodi i prodaje izvesni proizvod. Pretpostavlja se da
postoji dugoro¢na porudzbina tako da je moguce sa sigurnoséu predvideti
obim prodaje 8 = 8(¢) u nekom zadatom vremenskom periodu, recimo ¢ €
[0, T']. Takode, pretpostavlja se da su nivo zaliha gotovih proizvoda I i obim
proizvodnje P u posmatranom vremenskom intervalu vezani jednac¢inom
I' = P — 8, koja kaze da je promena koli¢ine robe na zalihama jednaka
razlici izmedu proizvedene i prodate koli¢ine robe. Preciznije, uz gubitke
usled neispravnosti ili kvara, pretpostavlja se da vazi

I'(t) = P(t) — (8(t) + al(t)), t€]0,T],

pri éemu je a unapred poznata konstanta koja predstavlja nivo propor-
cionalnosti gubitka.

Konacno, pretpostavlja se da je preduzece, s obzirom na poznati obim
prodaje, odredilo Zeljeni nivo zaliha J, koji za rezultat ima Zeljeni nivo
proizvodnje P zadat sa

P(t) =7'(t) + 8(t) + ad(t), te][0,T).

Neka je nivo zaliha, usled nekog razloga, u pocetnom trenutku ¢ = 0
razli¢it od zeljenog nivoa. Dakle, neka je 1(0) = Iy # J(0). Cilj je da se
odredi novi obim proizvodnje koji ¢e dovesti nivo zaliha na Zeljeni nivo u
unapred odredenom vremenu 7', pri ¢emu se zahteva minimizacija funkcije
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troska C, koja zavisi od odstupanja nivoa zaliha I i obima proizvodnje P od
zeljenog nivoa J i obima proizvodnje P. Radi jednostavnosti, pretpostavlja
se da je funkcija troska data sa:

T
cn:/ (B2(I(t) — 9(5)? + (P(t) — P(£))%dt,
0

gde je B fiksirana konstanta koja opisuje relativnu tezinu nezeljenih odstu-
panja nivoa zaliha i obima proizvodnje od Zeljenih nivoa.
S obzirom na to da je:

I(t) = et (10 + /0 t @S (P(s) — 8(3))ds),

vidi se da I zavisi samo od obima proizvodnje, pa moze da se napise I = Ip.
Konaécno, kriterijum optimalnosti se u ovom slu¢aju svodi na odredivanje
takvog obima proizvodnje P da funkcionela

T
C=/<WUMO—%W”HP@—?®V%
0

ima minimalnu vrednost. Jasno, funkcionela troska moze da se napise i u

T
obliku C:/ F(t, I(t),T'(t))dt.
0

4.1 Prostori funkcija

Neka je dat integral

b
J(x) = / F(t,z(t),2'(t))dt, x(a)=A, z(b) = B. (4.2)
a
Podelimo interval [a, b] na n + 1 jednakih delova,
a=ty, t1, ..., the1 =b, h::tj—tj_l, j=1....n+1,

i posmatra se, umesto krive x = xz(t), razlomljena kriva koja se sastoji
od duzi sa temenima (t;—1,z(tj—1)) i (¢;,2(¢;)), j = 1,...,n + 1. Radi
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jednostavnijeg zapisivanja pisace se x; umesto x(t;), j =0,...,n+1. Neka
je sa
n+1 z T
_ 2 : J — Hj—1
J(l’l,...,wn) —j_l F(tj,.%'j, h )h (4.3)

definisana funkcija od n realnih promenljivih. Na osnovu Vajerstrasove
teoreme ova funkcionela dostize svoju ekstremnu vrednost, ako promenljive
T1,...,T, pripadaju zatvorenom i ograni¢enom podskupu skupa R™.
Ocigledno, kada n tezi ka beskonacnosti funkcionele date sa (4.2) i (4.3)
postaju ekvivalentne, pa se u tom smislu varijacioni ra¢un moze posmatrati
kao izvesno uopsStenje problema matematickog programiranja navedenog
u prvom delu knjige. Koriste¢i do sada savladane tehnike, moze da se
konstruiSe niz tacaka minimuma z}, n € N, funkcionele J date sa (4.3).
Postavlja se pitanje da li on konvergira ka tacki minimuma funkcionele
date u (4.2) i kakav smisao ima ta konvergencija, s obzirom na to da su
x} tacke u R™, a tacka minimuma u (4.2) je funkcija. Dalje, ako se zeli da
se formuliSe Vajerstrasova teorema za problem (4.2), potrebno je znati Sta
znadi zatvoren i ogranicen skup u klasi funkcija.” Iz navedenih razloga treba
blize upoznati neke prostore (skupove) ¢iji su elementi (tacke) funkcije.
Pri posmatranju funkcija n nezavisnih (realnih) promenljivih domen
je uvek bio podskup euklidskog prostora R™. U slu¢aju kada su nezavis-
ne promenljive funkcije, ne postoji ”univerzalni” skup kojem odgovarajuéi

domen pripada. Prostor funkcija se bira u zavisnosti od prirode zadatka.
b

Ako se, na primer, posmatra funkcionela oblika / F(t,z(t), 2/ (t), 2" (t))dt,

onda je logi¢no posmatrati klasu funkcija koje su dva puta neprekidno dife-
rencijabilne na (a,b). U klasi posmatranih funkcija prvi zadatak jeste defi-
nisati rastojanje izmedu elemenata klase, da bi se zatim definisala neprekid-
nost funkcionele. Kao i do sada, od posebnog znacaja su normirani prostori
funkcija.

Podsecanja radi, prostor Cla,b], neprekidnih funkcija nad intervalom

"Prostori u kojima su tacke funkcije ili opstiji objekti proucavaju se u okviru
funkcionalne analize.
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[a, b] je kompletan vektorski prostor u odnosu na normu:

= ).
] = ma (1)

Prostor C''[a, b], neprekidno diferencijabilnih funkcija nad intervalom [a, b]
je kompletan vektorski prostor u odnosu na normu:

- t "(1)].
el = s Ja(r) -+ o [ (1)

Prema tome, ako se funkcije z1 i 2 po normi || - ||; razlikuju jedna od druge
za veli¢inu koja je manja od €, ||z1 — x2]|1 < € onda je

max |xq(t) — x2(t)] < e i max |[2](t) — 25(t)] < &8
tela,b) t€la,b]

U prostoru C'[a, b] norma moze ekvivalentno da se definige i preslikavanjem
2 > maxge o {le()], 2/ ()]}

Po analogiji, nije tesko definisati normu u prostoru C"[a,b], n puta
neprekidno diferencijabilnih funkcija nad intervalom [a, b].

Slede¢a napomena ¢e biti od znacaja za uocavanje razlike pojmova
”jakog” i ”slabog” ekstrema u varijacionom rac¢unu.

Napomena. Jasno, C'[a,b] C C[a,b], pa norma elementa z € C*[a, b]
moze da se meri u oba prostora. Po definiciji norme, za zadato ¢ > 0 iz
|z||1 < e sledi ||z]| < e, a obratno ne mora da vazi. Dakle, ako se posmatra
r1, 72 € C'a, b] i ako je njihovo medusobno rastojanje u normi || - ||; manje
od € > 0, onda je i |1 — 22| < €. Sa druge strane, postoje neprekidno
diferencijabilne funkcije za koje je ||x1 — z2|| < 71, za proizvoljno unapred
zadato n > 0, 1 vazi ||z1 — 221 > 1. U geometrijskom smislu, ako vazi
|x1 —x2|| < n, grafik funkcije 21 se nalazi u traci sirine 1 oko grafika funkcije
Tg, to jest:

zo(t) = < z1(t) < x2(t) +n, tE€la,b],

®Preciznije, barem jedna od veli¢ina max;e(q,p) |21 (t) —22(t)| i maxgeq,p) |27 () — 25 ()]
je manja od €/2.
Na primer, ako je ||z1 — z2| = 1/2, i max,e(qy |21 (t) — 25 (t)] > n/2.
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ali ova norma ne ose¢a u kojoj meri se nagibi krivih z; i 9 medusobno
razlikuju. Sa druge Strane, ako je ||[z1 — x2||1 < m, s obzirom na to da je
tada i max;e éa b 121 (t) —25(t)| < m, pogodnim izborom velicine 1 > 0 razlika
u nagibima!® z1 i 2 moze da se ograni¢i unapred zadatom veli¢inom.
Izbor norme je u tesnoj vezi sa problemom koji se posmatra jer, izmedu
ostalog, direktno uti¢e na svojstvo neprekidnosti posmatrane funkcionele.
Neka je (X, |- ||) dat normiran prostor. Podsetimo se, funkcionela J : X —
R je neprekidna u tacki xp € X ako za svako € > 0 postoji § > 0 tako
da za sve z € X iz ||z — x| < J sledi da je |J(z) — J(x0)| < €. Kaze se
da je funcionela J ograni¢ena na X ako postoji M > 0, tako da za sve
x € X vazi da je |J(z)| < M||z||. Ako je, dodatno, funkcionela J linearna
onda je neprekidnost funkcionele J nad X ekvivalentna njenoj ograni¢enosti

b
(videti [13]). Lako se pokazuje da je sa J(z) = / [f(®)z(t) + g(t)2'(t)] dt,

a
definisana linearna i neprekidna funkcionela nad C[a,b], pri ¢emu su f i
g proizvoljne apsolutno integrabilne funkcionele nad [a,b] (videti zadatak
4.1).

4.2 Diferencijal funkcionele

Pojam diferencijabilnosti funkcionele nad zadatim normiranim prostorom
uvodi se po analogiji sa teorijom funkcija definisanih nad R™ (ili nad nekim
podskpom od R™).

Neka je dat normiran prostor (X, ||-]|) i funkcionela J : X — R. Prirastaj
funkcionele J u tacki x € X je dat sa

AJy(h) = J(z + h) — J(z),

gde je h € X prirastaj "nezavisno promenljive” x € X. Koristi¢e se i
skrac¢ene oznake AJy;(h) = AJ(h) = AJ.

Definicija 4.5. Neka je (X, || - ||) normiran prostor i neka je J : X — R.
Funkcionela J je diferencijabilna u tacki xo € X ako njen prirastaj AJy,

10 Ako se nagibi krivih "malo” razlikuju onda se "malo” razlikuju i duzine njihovih
lukova.
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moZze da se napiSe u obliku
AJxo(h) = Lafo(h) + T (h)v

gde je Lq,(h) neprekidna linearna funkcionela po h € X, a rqy,(h) = o(||h]]),
kada ||h|| — 0.

Linearna funkcionela L, (glavni deo prirastaja AJy,) zove se diferen-
cijal ili varijacija funkcionele J, a oznacava se i sa 0Jy,.

Lako se pokazuje da je grani¢na vrednost Hli”m = 0 u R ekvi-
h||—0
. s h " e
valentan sa grani¢nom vrednos$éu }lllm %Hoih(u) = 0 u X, sto ¢e se koristiti u
—0

nastavku.

Lema 4.6. Neka je 0.J,, varijacija funkcionele J : X — R diferencijabilne
u tacki xo. Ako je 8Jy,(h) = o(||h|]), kada ||h|| — O onda je §Jy, = 0.
Takode, varijacija 6Jy, je jedinstveno odredena u tacki .

Dokaz. Pretpostavlja se da postoji hg € X, hg # 0, tako da je d.J,,(ho) =
A, za neko A € R\ {0}. Jasno, za niz h,, := Eho’ n € N vazi nh_)ngo |hnl| = 0,
pa je

0oy (hn)  8Jog(2ho)  6J40(ho) A

- - = 7& 07
[ 15 holl lholl [lhol

odakle sledi da 6.J,(h) # o(]|h]|), kada ||h|| — 0, §to protivreci pretpostavci.
Dokaz drugog tvrdenja je direktna posledica upravo dokazanog svojstva
varijacije 0Jy,. O

Primer 4.7. Neka je v linearna neprekidna funkcionela nad normiranim
prostorom X. Tada je v(z + h) — v(z) = v(h), za sve z,h € X, pa je
za proizvoljno x € X varijacija ovg(h) = v(h), h € X, a ryz(h) = 0.
Prema tome, linearna neprekidna funkcionela nad normiranim prostorom je
diferencijabilna u svakoj tacki. Ako je normiran prostor kona¢ne dimenzije,
onda je, automatski, svaka linearna funkcionela diferencijabilna.
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Primer 4.8. Neka je preslikavanje F' : C[a,b] — R dato sa F(x) = z(§),
gde je £ € [a,b] fiksiran. Izraz AF,(h) = h() je linearan i neprekidan po h
(i ovde je r = 0), pa je F diferencijabilna na C|a, b].

b
Primer 4.9. Neka je J : C[a,b] — R data sa J(z) = / f(t,z(t))dt,

gde je f dovoljno glatka funkcionela po ¢ i . Dovoljno je, reacimo, da ima

neprekidne prve izvode po t i x. Koristeéi diferencijabilnost funkcionele f
po drugoj promenljivoj dobija se

b
AT, (h) = / Gt (o + h)(®)) — (2 ()dt

= [ St +rieato. ) a

b
a gi( )h(t)dt+/a r(t, (1), h(t))dt,

pri ¢emu vazi r(t,xz, h) = o(||h||), kada ||h]| — 0. Tada vazi

b
/r(t,x(t),h(t))dt:o(||h||) kada ||h|| = 0.

Naime, vazi da je

o p o [Priteh)
5o IIhII/a r(t, a(t), h(t))dt = ||flz||eo/a =0

Funkcionela /bgi(t,x(t))h(t)dt je linearna i neprekodna po h. Prema
tome, J je diferencijabilna u svakoj tacki x € Cla,b] i vazi
bof i
o Ox
Koristeéi ovaj rezultat moze da se odredi diferencijal funkcionele J :

C"[a,b] — R zadate sa J(x / Fltz, 2, ... 2™)ds.

5Ty (h) = 2(t))h(t)dt.
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4.3 Potrebni uslovi za ekstrem funkcionele

Neka je dat normiran prostor (X, || - ||) i funkcionela J : X — R. Jasno,
funkcionela J dostize lokalnu ekstremnu vrednost u tacki zop € X, ako njen
prirastaj AJz, = J(z) — J(z¢) ne menja znak u nekoj okolini tacke z,
odnosno ako postoji ¢ > 0 tako da za sve z € X za koje je ||z — x| < €
vazi AJy, > 0ili AJy, <0.

Teorema 4.10. Da bi funkcionela J : X — R imala lokalni ekstrem u tacki
xo normiranog prostora (X, | -||) potrebno je da njen diferencijal u tacki o
(ako postoji) bude jednak nuli, to jest, potrebno je da je 6Jz,(h) =0 za sve
he X.

Dokaz. Neka je xg € X tacka lokalnog minimuma funkcionele J i neka je
J diferencijabilna u toj tacki. Tada postoji € > 0 tako da vazi:

J(zo+h) — J(x0) >0 zasveh zakojeje ||h| <e.
Diferencijabilna funkcionela moze da se napise u obliku:
J(xo + h) — J(20) = 0Juy (h) + 720 (R),

pri Gemu je 74, (h) = o(||h|) kada ||A| — 0.

Neka je h € X proizvoljno. Tada postoji a > 0, tako da je h=aheX
takvo da je ||| < e. Posto je zo tacka lokalnog minimuma i a > 0, sledi da
je:

J(xo + ah) — J(xo) >0,
allh|| -
1z uslova diferencijabilnosti funkcionele J i linearnosti varijacije dobija se
da je:

8z (ah) 4 ry, (ah) 1 Tz, (ah)
= 8y (h) + >0
al] g0 )+ an]

Kada a — 07, tada i ||ah|| — 0, te se dobija da je:

Tz, (ah) ) 1

1
< I N -
0< Jim (8 Tao() + S ) = S B

a—07t
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to jest, dJz,(h) > 0. Sliéno, za vektor h = —ah € X, a > 0 vazi da je
|lh]| < e, pa se dobija da je sada:

J(xg — ah) — J(x0)
—al[h]]

<0.

Opet, iz uslova diferencijabilnosti funkcionele J i linearnosti varijacije d.J,

sledi:
0Jzo(—ah) +ryo(—ah) 1

—al[hll IRl

Kada a — 07 vazi da je:

Tz (—ah) <o

o) = g =

. 1 Tz (—ah) 1
0> lim (——8Jy (h) — 20 YN 2 57 (),
a—0" <HhH o) | —ahl ) 172 o)

to jest, 8.Jz,(h) < 0. Dakle, §J,,(h) = 0. 11 O

Ako je v neprekidna linearna funkcionela nad X, njena varijacija je data
sa 0v(h) = v(h), odakle sledi da je potreban uslov za ekstrem neprekidne
linearne funkcionele dat sa v = 0.

4.4 Ojlerova jednacina

Ojler-Lagranzova jednacina (ili, krac¢e, Ojlerova jednac¢ina)'? je u tesnoj
vezi sa potrebnim uslovom za slab ekstrem funkcionele

b
J(a:)—/ f(t,z(t), 2/ (t))dt.

1 Alternativni dokaz se zasniva na lemi

Lema 4.11. Ako je funkcionela v diferencijabilna u xo € X onda je, za fiksirano h € X,
funkcija f(t) = v(xzo + th), kao funkcija po t € R, diferencijabilna uw t = 0, a njen izvod
je f'(0) = 6vag (h).

120jler je izveo ovu jednacinu 1741. godine, a Lagranz 1755. godine, sa jednostavnijim
dokazom, ali nepotpunim. Kona¢no, Di Bua Rejmon daje precizan dokaz 1879. godine.
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Najpre treba pojasniti razliku izmedu slabog i jakog ekstrema.
U nastavku se pretpostavlja da je podintegralna funkcija dovoljno gla-

tka'3. Funkcionela J(x / f(t,z(t),2'(t))dt je definisana nad prostorom

neprekidno diferencijabilnih funkcija, C’1 [a, b]. Da bi se odredio lokalni eks-
trem funkcionele J potrebno je precizirati u kojoj normi se definise okolina
nekog elementa xg € C'[a, b]. Lako se uocava da vazi:

{z € C’l[a,b] | [l —xol1 <e} C{zx € Cl[a,b] | ||z — =zo| < e}

Pojmovi jakog i slabog ekstrema su zasnovani na ovoj primedbi.

Ako za w9 € Clla,b] vazi J(xg) < J(x) za sve v € C'a,b] za koje
je |lx — xo|l1 < e, onda J ima u tacki zg slab lokalni ekstrem, a ako je
J(z0) < J(z) za sve x € Cla, b] za koje je ||z — || < € onda je rec¢ o jakom
lokalnom ekstremu. Naravno, jaki ekstremi su uvek i ekstremi u slabom
smislu, a obrnuto ne mora biti ta¢no. Odavde sledi da je potreban uslov za
slab ekstrem takode i potreban uslov za jak ekstrem.

Pri odredivanju globalnih ekstrema, jak ekstrem se posmatra u prostoru
(Cla, b, || - ]]), a slab ekstrem se posmatra u prostoru (C*[a, b], || - [|1).

Posmatra se problem odredivanja slabog ekstrema funkcionele

b
_ / Pt (), 2 (8))dt,

pri ¢emu su unapred zadati graniéni uslovi z(a) = A, z(b) = B.

Da bi prirastaj x(t)+h(t), t € [a, b] nezavisno promenljive z(t), t € [a, b]
ispunjavao navedene grani¢ne uslove, pretpostavlja se da vazi h(a) = h(b) =
0.

Na osnovu prethodnog poglavlja sledi da je potreban uslov za ekstrem
funkcionele J dat sa §.J = 0, pa preostaje da se odredi varijacija funkcionele
J. Posto je

b
Ady(h) = / £t (x4 (1), (& + B (£) — F(t,2(t), 2 ()] dt,

13Drugim re¢ima, pretposavlja se da f ima bar neprekidne izvode drugog reda po svakoj
promenljivoj.
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iz diferencijabilnosti podintegralne funkcije sledi:

ft,x+h, 2’ +h)— f(t,z,2") = <8fh+ 8—f, > +r(t,z, 2’ h, 1),

pri ¢emu vazi r(t, z,2’, h, h') — 0, kada ||h||; — 0. Odavde je

of  of
5Jw(h)_/a <a$h+a,h>dt.

Prema tome, potreban uslov za slab ekstrem funkcionele J je dat sa

&]x(h)_/a (g";mgf, )dtzO. (4.4)

Funkcije = za koje vazi (4.4) su reSenja izvesne diferencijalne jednacine
drugog reda, §to je posledica narednih razmatranja.

Lema 4.12.

a) Neka je data funkcija f € Cla,b] i neka vazi / f()h(t)dt = 0, za
sve h € Clla,b] za koje je h(a) = h(b) = 0. Dokazati da je tada f = 0.

b

b) Neka je data funkcija g € Cla,b] i neka vaéi/ g()N (t)dt = 0, za sve

h € C'a,b] za koje je h(a) = h(b) = 0. Dokazati da je tada g = const.
Dokaz. a) Pretpostavlja se da postoji ¢ty € (a,b) tako da je f(tog) # 0. Neka
je, na primer, f(t9) > 0. Iz neprekidnosti funkcije f sledi da postoji interval
(c,d) C (a,b) koji sadrzi tacku tg, tako da vazi f(t) > 0 za sve t € (¢, d).
Neka je h(t) := (c —t)?(d — )%, t € (¢,d), a h(t) =0 za t € [a,b] \ (c,d).
Citaocu se ostavlja da proveri da funkcija b ispunjava uslove leme. Lako se

b

proverava da je / f(t)h(t)dt > 0, sto je u kontradikciji sa uslovom zadatka.

147 literaturi se ova lema naziva osnovnom lemom varijacionog ra¢una, a deo pod a)
se zove Lagranzova lema.
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b) Iz teoreme o srednjoj vrednosti za integral sledi da postoji ¢ € R,
tako da vazi:

b
/ (9(t) —c)dt = 0.

Treba da se pokaze da za proizvoljnu neprekidnu funkciju u(t), t € [a,b],
vazi:

b
/ (g(t) — c)u(t)dt = 0.

1
Neka je u € Cfa,b]. Tada, ako je a = 2

—a

b
/ u(t)dt, za funkciju \(t) =
b a
u(t) — a, t € [a,b], vazi / A(t)dt = 0.

t
Vidi se da funkcija h(t) = / A(T)dr, t € |a,b] ispunjava uslove zadatka

(W'(t) = A(t), t € [a,0]). Dakle,

b b b b
/ (9(t) — c)u(t)dt = / g(t)A(t)dt — c/ A(t)dt + a/ (9(t) —c)dt =0

za proizvoljnu funkciju v € Cla, b]. Za funkciju u(t) = g(t) — ¢, t € [a,]]
dobija se:

odnosno ¢(t) = ¢, t € [a,b]. O

Lema 4.13. 5 Neka su date funkcije f,g € Cla,b] i neka vazi

b
/ (F(Oh(E) + gt (B))dt = 0,

za sve h € C'a,b] za koje je h(a) = h(b) = 0. Tada je g diferencijabilna i
vaZi f(t) —4¢'(t) =0, t € [a,b)].

15Paul du Bois-Reymond (1831-1889)
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Dokaz. Neka je F(t / f(r)dr, t € [a,b]. Parcijalnom integracijom

b—/Wwwwﬁz—f%@M@w

b b
/ﬁﬂomo+g@wumu—/ﬁmn—Fawwwﬁ—o.

dobija se:

/ " FYh(t)dt = (D) F (D)

Prema tome

Na osnovu Leme 4.12 pod a) dobija se g(t) = F(t) + ¢, za neko ¢ € R i sve
t € [a,b]. S obzirom na to da je desna strana ove jednakosti diferencijabilna
(F(t) = f(t), t € [a,b]), sledi g & Cla,b) i (1) = f(¢), t€ [ab].

Na osnovu leme Di Boa Rejmonda, iz (4.4) sledi:

of dof

Jednacina (4.5) zove se Ojlerova jednacina. Dakle, potreban uslov koji
funkcija x¢p mora da ispunjava da bi bila ekstrem funkcionele J jeste da xg
bude resenje Ojlerove jednacine.

Teorema 4.14. Neka je data funkcionela J(x / f(t,z(t),2'(t))dt, pri
cemu x € Clla,b] i vazi z(a) = A, z(b) = B. Ako funkcwnela J ima

ekstrem u xo € Clla,b], onda je xo resenje Ojlerove jednacine

0 , d( o / _
%ﬂuwwum—ﬁ<m,wammw0—m

sa graniénim uslovima x(a) = A, z(b) = B.

Dokaz. Dokaz direktno sledi na osnovu prethodnih razmatranja. Naime,
ako je z¢ ekstrem funkcionele .J onda, na osnovu Teoreme 4.10, vazi §.J,, =
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0, odnosno x( zadovoljava jednakost (4.4). Kona¢no, na osnovu Leme 4.13,
da bi vazilo (4.4), zp mora biti resenje diferencijalne jednacine

d (of\_9of
dt \oz') 0x’
sto je tacno Ojler-Lagranzova jednac¢ina (4.5). O

Integralne krive koje zadovoljavaju Ojlerovu jedna¢inu nazivaju se eks-
tremale. Ojlerova jednacina je jednacina drugog reda i u razvijenom obliku
glasi:

of  *f *f , Pf

dr  Otdr axax/x - 8x’2x =0

Proizvoljne konstante koje figurisu u resenju odreduju se iz uslova z(a) = A
iz(b) = B.

Tako je Ojlerova jednacina diferencijalna jednacina drugog reda, ekstre-
mala ne mora biti dva puta diferencijabilna funkcija. Ipak, moguée je dati
dovoljan uslov koji podintegralna funkcija f(t,z,2’) treba da zadovoljava
da bi ekstremala imala (neprekidan) drugi izvod.

Naredni primeri ilustruju ¢injenicu da je odredivanje ekstremale, odnos-
no reSavanje Ojlerove jednacine, samo prvi korak pri odredivanju ekstrema
zadate funkcionele i da je potrebno obaviti dodatna ispitivanja da bi se
shvatila priroda dobijene ekstremale.

1
Primer 4.15. Odrediti ekstrem funkcionele J(z) = / 2’*dt koja zadovo-
0

ljava grani¢ne uslove z(0) =0, z(1) = 1.

Ojlerova jednacina za ovu funkcionelu je data sa —2x” = 0. Njeno opste
resenje je z(t) = Cit + Cy, gde su Cy i Cy proizvoljne konstante, a resenje
koje zadovoljava zadate grani¢ne uslove je z(t) = t, t € [0, 1]. Direktnom
proverom se dobija da je dobijena ekstremala globalni minimum u slabom
smislu. Za h € C[0,1] za koje je h(0) = h(1) = 0iza z(t) =t, t € [0,1]
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J(t+h(t))—J(t)—/01 (t+h(t))’2dt—/01t’2dt
1 1 1
_ / / 2 _ / 2
_2/Oh(t)dt+/0h(t)dt /Oh(t)dtzo.

1
Primer 4.16. Odrediti ekstrem funkcionele J(z) = / 2/*dt koja zadovo-
0

ljava grani¢ne uslove z(0) =0, z(1) = 1.

Lako se proverava da je reSenje Ojlerove jednacine koje zadovoljava za-
date graniéne uslove dato sa z(t) =t, t € [0,1]. Za h € C[0,1] za koje je
h(0) =h(1) =01izaxz(t) =t, t €[0,1] vazi:

J(t+ h()) — J(t) = 3/01 B (t)? <1 + ;h’(t)> dt.

Prirastaj je nenegativan za sve h € C1[0,1] za koje je h(0) = h(1) = 0 i
|Ih|l1 < 3, pa je dobijena ekstremala lokalni minimum u slabom smislu.!

1
Primer 4.17. Odrediti ekstrem funkcionele J(z) = [ ¥ 32" dt koja zado-
0
voljava grani¢ne uslove z(0) =0, z(1) = 1.

Ojlerova jednacina za ovu funkcionelu je data sa
—gt*%m’ —ot3a" =0,

2
odnosno gx’ +t2” = 0. Resenje Ojlerove jednacine koje zadovoljava zadate

grani¢ne uslove je dato sa z(t) = t'/3, t € [0, 1]. Ova funkcija, medutim, ne
pripada prostoru C'[0, 1], te funkcionela J ne dostize ekstremnu vrednost.

187 ovom slucaju moze da se konstruiSe niz neprekidnih funkcija {zn }nen koji u normi
| || prostora C0,1] konvergira ka ekstremali i za koji je lim,— oo J(zrn) = —o0. Dakle,
z(t) = t, t € [0, 1] nije ekstrem u jakom smislu.
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3m/2
Primer 4.18. Odrediti ekstrem funkcionele J(z) = / (1"2 —2%)dt koja
0

zadovoljava grani¢ne uslove z(0) = z(37/2) = 0.

Iz Ojlerove jednacine dobija se da je ekstremala data sa z(t) =0, t €
[0,37/2]. Medutim, u ovom slu¢aju iako ekstremala postoji i jedinstvena
je, u njoj J ne dostize ekstrem. Naime, pokazade se da postoje nizovi
neprekidno diferencijabilnih funkcija {zp}nen 1 {yn}nen, koji uniformno
teze ka x, tako da je J(x,) < J(z) 1 J(yn) > J(x). Zaista, za niz

xn(t) = 1/n-sin(2t/3), t € [0,37/2], takavda x, =0, n — oo

vazi J(0) =0 > —lgzg = J(zy,), n € N, dok za niz

Yn(t) =1/n-sin(4t/3), t € [0,37/2], takavda y, =0, n — oo

vazi J(0) =0 <

1;22 = J(yn), n € N.

Elementarno uopstenje prethodnih razmatranja je slucaj kada podinte-
gralna funkcija zavisi od vise funkcija, odnosno kada je fukcionela zadata
sa

b
J(a:l,xg,...,xn):/ ft,a1(t), z2(t), ...,z (t), 2y (1), 25(t), ..., 2} ())dt,

zi(a) = Ay,...,zp(a) = Ayn, x1(b) = By,...,2,(b) = By,
to jest, ,
I6) = [ Flex(e) X (@0)de, x(a) = A, x(4) =B, (16)

gde je X = (.Tl,.%'g,...,$n), A = (Al,AQ,...,An) iB= (Bl,BQ,...,Bn).
Nije tesko pokazati da je sa

Ixll = max {|lz1 (D), le2O]; - len )]s [23 ()], |25, - len @)}

definisana norma u n—dimenzionalnom prostoru neprekidno diferencijabil-
nih funkcija definisanih na [a, b].
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Potreban uslov za slab ekstrem funkcionele J date sa (4.6) se odreduje
po analogiji sa slucajem kada funkcionela zavisi od jedne funkcije. Ako
su sa hj oznacCeni prirastaji funkcija xx, K = 1,...,n, onda je prirastaj
funkcionele J dat sa

b
/ (f@t o1+ by an + b, 2y + R, @+ hy) — f(E @, 1)) dE

Iz formula kona¢nog prirastaja'” sledi da podintegralna funkcija moze da
se napiSe u obliku:

of of RN
Z(axk a h>+7"(t,X,X,h,h),

k=1

gde je h = (hy,...,hy), a v = o(||h|:) kada ||h|; — 0. Prema tome,
varijacija funkcionele J je data sa

/a ( D af h’ ) dt.

Iz grani¢nih uslova sledi h(a) = h(b) = 0. Posto su funkcije hy, k= 1,...,n
medusobno nezavisne, mogu da se biraju tako da samo jedna od njih bude
razli¢ita od nule, na primer, h;. Tada potreban uslov za ekstrem glasi:

of d of 0
Ory dtoz|
Dakle, variranjem po jedne od funkcija xy, za svako k = 1,...,n, dobija se
sistem od n—diferencijalnih jednacina
af d of
= k=1,...,n. 4.
Oxy  dt 0x), ’ et (4.7)

U reSenju figurise 2n konstanti koje se odreduju iz zadatih grani¢nih uslova.
Dakle, da bi funkcija x = (x1, 9, ..., x,), bila tacka ekstrema funkcionele
(4.6) neophodno je da ona ispunjava uslov (4.7).

17Videti poglavlje 1.3.
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4.4.1 QOjlerova jednacina, neki specijalni slucajevi

U opstem sluc¢aju ne postoji "recept” za reSavanje Ojlerove jednacine u
zatvorenoj formi. Stoga se posmatraju samo neki specijalni slucajevi koji
se Cesto sre¢u u praksi.

1. Ako podintegralna funkcija ne zavisi od ¢, odnosno ako je

b
1@ = [ s o)
onda se iz Ojlerove jednacine dobija prvi integral
f — ' f = const.
Naime, s obzirom na to da f ne zavisi od t, razvijeni oblik Ojlerove

jednacine glasi:

of  Pf , Pf

- — =0.
oz 0zor dz'?
Mnozeéi ovu jednakost sa 2’ dobija se:
of ,  f Ff ,ou

=0.

/ _
8xw 0x 0z’ (@) oz'? v

Lako se pokazuje da je gornja jednakost jednaka sa

d , B
%(f_xfx’) —07

odakle direktno sledi prvi integral Ojlerove jednacine.
2. Ako podintegralna funkcija ne zavisi od z, odnosno ako je J(z) =

b
/ f(t,2'(t))dt, onda iz Ojlerove jednacine sledi f,» = const, pa se iz
a

ove jednacine odreduje '
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3. Ako podintegralna funkcija ne zavisi od 2/, odnosno ako je J(z) =
b

/ f(t,z(t))dt, onda Ojlerova jednacina nije diferencijalna jednacina,
a

pa egzistencija ekstremale zavisi od grani¢nih uslova.
b
Na primer, funkcionela J(z) = / x2dt, uz uslove z(a) = A, z(b) = B

ima ekstremalu samo ako je A ~B=0.

4.4.2 Granicni uslovi opsteg karaktera 1

Do sada je prouc¢avan problem trazenja ekstrema funkcionele

b
J(z) = / F(t 2,2 )dt,

pri ¢emu je dejstvo funkcionele J bilo ograniceno na funkcije z, koje zado-
voljavaju graniéne uslove z(a) = Aix(b) = B. Praksa Cesto zahteva posma-
tranje opstih slucajeva. Posmatraju se najpre najjednostavnija uopstenja
kada se pretpostavlja da su funkcije x definisane na intervalu [a, b], ali same
vrednosti z(a) i (b) nisu unapred determinisane.

Podsetimo se, uslov stacionarnosti je dat sa §J = 0, odnosno

brof of .,
L(athrax,h)dt—O,

to jest, primenom parcijalne integracije

b
/ <8f - daf) hat + 2L

b
Ox  dtox' oz' =0

a

Posto navedena jednakost mora da vazi za sve h, pa i za funkcije sa svoj-
stvom h(a) = h(b) = 0, sledi, na osnovu Leme 4.12 pod a), da je
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Da bi navedena jednakost vazila i za sve ostale izbore funkcije h, postoji i
dodatni uslov
of
oz’

af

— h(a) = 0. )
UCE = IOR (1)

t=a

Bice razmotrene neke moguénosti.

a) Za zadate grani¢ne uslove z(a) = A1 z(b) = B, jednakost (4.8) je tri-
vijalno ispunjena. Taj sluc¢aj je detaljno komentarisan u prethodnom
poglavlju.

b) Ako z nije zadato ni u a, niti u b, njena varijacija ne mora biti jednaka
nuli u tim tackama, pa iz (4.8) sledi:

g
ox'

af
t:b_ T 9!

=0.

t=a
c¢) Ako z nije zadato u tacki a, a x(b) = B, onda iz (4.8) sledi:

af

ox' =0

t=a

d) Ako je z(a) = A, a za t = b funkcija z nije zadata onda vazi:

of

oy =0.

t=b

Na primer, potrebno je odrediti krivu y(z), = € [0, b] date duzine [ koja
¢e u odnosu na x—osu omediti najveéu povrsinu. Dati zadatak je poznat kao
problem Didone, i ekstremala, dobijena iz Ojlerove diferencijalne jednacine,

jey(x) = /A2 —(x —c1)? + 2, x € ]0,b], za neko b > 0. Konstante ¢; i 2

se odreduju i iz uslova (4.8), videti zadatak 4.9.
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X A j X A ,
- x(b) /
x(a)
0 a b g 0 a b g
X A X A
X N f
x(a)
0 a b 0 a b >

Slika 4.4. Grani¢ni uslovi a), b), ¢) i d).

4.4.3 Granicni uslovi opsteg karaktera 11

U velikom broju prakti¢nih situacija neophodno je varirati i nezavisno pro-
menljivu koja figurisSe u zadatku, Sto se Cesto javlja u slucaju kada jedna
ili obe granice odredenog integrala, kriterijuma optimalnosti, nisu unapred
odredene.

Radi jednostavnosti, posmatrace se problem nalazenja ekstrema funkci-
onele J, ako je x(a) = A, a drugi grani¢ni uslov je tacka na grafiku funkcije
. Neka je x proizvoljna funkcija iz dopustivog skupa i neka ona sece grafik
funkcije ¢ u tacki (&, ¢(&)), tada je zadatak odredivanja minimuma dat
sa )

J()= [ [f(t,z,2")dt - min, z(a) =4, z(&)=0(&)
a
Neka je zg minimum funkcionele J i neka sece grafik funkcije ¢ u tacki
(&, ¢(&)). Variranjem xg, dobijena funkcija zg + h sece grafik funkcije ¢ u
tacki (47, ¢(€+7)), te se automatski varira i vrednost . Ovakvi problemi
nazivaju se problemima sa pokretnim granicama.
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Slika 4.5. Problem sa pokretnom granicom.

Ovde se pretpostavlja da je grani¢na funkcija ¢ neprekidno diferencija-
bilna i da je ¢'(£) # x((£), odnosno da se grafici funkcija ¢ i zg zaista seku
u tacki £, a ne dodiruju.

Radi lakseg pracenja teksta, potreban uslov za ekstrem izvodi se u neko-
liko etapa.

1. korak Koristedi istu argumentaciju kao u poglavlju 4.4.2 zakljucu-
je se da ekstremala xy mora da zadovoljava Ojlerovu jednacinu, jer se xg
varira 1 funkcijama h, takvima da je h(a) = h(§) = 0.

2. korak Zatim se pretpostavlja da je h(a) = 01 h(§) # 0. Posto to
implicira da je varirana i vrednost £, funkcije xg i xg + h ¢e biti definisane
na razli¢itim domenima [a, ] i [a, £+ 7], redom, te se i smisao same funkcije
h gubi. Taj problem se prevazilazi tako sto se pretpostavlja da su funkcije
xo i ®o + h definisane na dovoljno velikom intervalu I, koji sadrzi oba
pomenuta domena ili, ako je potrebno, da su definisane na celoj polupravi
[a,00). Dalje, posto vrednosti funkcije zp na intervalu [£,£ + 7] ne uticu
na vrednost funkcionele J, udaljenost izmedu funkcija xg i xg + h, odnosno
norma funkcije h, bi¢e posmatrana na sledeéi nacin:

1hllp = 12l + /72 + [20(€) — (o + A)(E + )]

gde ||h||1 predstavlja normu funkcije h na interval [a,£ + 7]. Drugi sabirak
je rastojanje izmedu krajnjih tacaka grafika funkcija xg i 9 + h. Na taj
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nacin je izbegnuta i dodatna diskusija o karakteristikama grani¢ne funkcije

®.
3. korak Posmatra se prirastaj AJ

§+7 13
AJ:/ f(t,x+h,x’+h’)dt—/ f(t,z,z)dt

3 err
= / (ft,z+h,2' + 1) — f(t,z,2")) dt + / f(t,x+h, 2’ +h')dt
a 3
=AJ1 +AJs.

4. korak Analogno, kao u Poglavlju 4.4.2, varijacija dobijena iz prvog
integrala AJ; je data sa

(S /0f  dof af
6J1($)—/a <8g;_dtam/> hdt‘f’y

1=¢
5. korak Posmatra se sada drugi integral AJy. Iz teoreme o srednjoj
vrednosti sledi:

I

et
/ ft,x +h, 2’ +h)dt = 7f(t,x+ h, 2" + 1)
£

t=£+0T

za neko 6 € (0,1). Dalje, primenom teoreme o razvoju funkcije u Tejlorov

polinom dobija se f(t,z + h, 2’ +h') = f(t,z,2") + g“fh+ gf,h’ + 7, gde je
r = o(||h|l1), odakle je
o Y of, , of
ft,x+ha’ +h)dt =7 f(t,z,2')+ ——h+ —=h' +r
3 Oz o’ t=E+0T

S obzirom na to da |||, — 0 implicira ||h[[; = 017 — 0, dobija se:

0 0
<8£h+83{ +r> = o(||h||,)-

t=&+0T

Ponovnom primenom teoreme o razvoju u Tejlorov polinom dobija se:

fE+0T,2(E+07),2"(§4+07)) = (f + T + f22'07 + for2"07 4+ 0(07)) [1=c.
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Kada ||h]|, = 0, sledi 7 — 0 i
T (i + fo2'07 + fur2"07 + 0(07)) [i=¢ = o([|2]l,),

odnosno,

AJy = 7f(& (8),2'()) + ol|hl],)-
Zatim, na osnovu (z + h)(§ + 7) = @(§ + 1) sledi:

hE+7)=(@+h)(E+7)—2(+7) =0l +7) -z +7)
§to uz razvoj funkcije u Tejlorov polinom daje

h(€) + 1 (&) = ¢' (&) — 2" (§) + o(7),

jer je z(&) = p(&). Opet, ||h]|, — 0 implicira ||h[j; — 0, pa je h'(§)T = o(T)

1 vazi: ) h(E) + o(r)
¢'(&) — (&)

Konac¢no, odavde se dobija:

h(€)

(M) = e o)

F(&,2(8),2'(9)),

jer je

f(& 2(8),2'(£))
ARG

6. korak Iz 6J = §.J; + 6J5 = 0, sledi:

£ d f
/a <fm—dtfx/> hdt + (fl«/+ <p’—a;’> h

= o([lAll)-

=0.
t=¢

Iz Ojlerove jednacine sledi da je prvi sabirak jednak nuli. Konaé¢no, posto

je h(§) # 0 dobijase (¢" — ') for + fl,—e¢ = 0.
Jednacina

f + (SOI - ‘r/)f:r)’ t=¢ =0
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naziva se uslov transverzalnosti.
U slucaju kada se i pocetna tacka nalazi na nekoj krivoj 1 (t), to jest,
xz(n) = 1(n), na slican nacin se izvodi jos jedan uslov transverzalnosti:

=0

f + (90, - wl)fm/

Dakle, u slucaju problema sa pokretnim granicama, osim Ojlerove jed-
nacine, mora biti ispunjen i uslov transverzalnosti.

4.4.4 Granicni uslovi opsteg karaktera III

U grani¢ne uslove opstijeg karaktera spada i slucaj kada je funkcionela
zadata u obliku zbira odredenog integrala i vanintegralnog ¢lana, koji je
funkcija vrednosti ekstremale u granicama intervala nezavisno promenljive.
Takvi problemi nazivaju se problemima Bolcinog!® tipa. Motivacija za
proucavanje problema Bolcinog tipa lezi u ¢injenici da reSenje diferencijalne
jednacine koja opisuje izvesni fizi¢ki proces moze biti ekstremala funkcionele
u kojoj, osim integrala, postoji i vanintegralni ¢lan. Na primer, posmatra se

d“z
fizicki proces opisan jednac¢inom 7l + ¢(t) = 0, uz zadate grani¢éne uslove

—— +azx 0= 01ix(f) = B, pri ¢emu su «, B i § poznate konstante, a
t=
¢ zadata funkcija. (Uz odgovarajuée pretpostavke, ova jednac¢ina moze biti
model jednodimenzionalnog provodenja toplote kroz ¢vrsto telo.)
Lako se pokazuje da se ovaj proces moze izvesti iz varijacionog problema,

Ciji je kriterijum optimalnosti dat izrazom:

J(z) = /06 [;x’Q — :cqﬁ(t)] dt + %xQ

t=0

Neka je data funkcionela

b
J(x):/ f(t,z,2")dt + ¥ (x(a),x(b)).

18Oskar Bolza (1857-1942)
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Bez dokaza usvaja se ¢injenica da je potreban uslov za ekstrem funkcionele

of  dof _
oV of B ov of
(aa:w) " w) M= (axw) " a) h

Odavde sledi da, jedna¢inama (4.9), sama varijaciona formulacija namece

odredene graniéne uslove, koji se nazivaju prirodni graniéni uslovi. Jedna-
¢ine (4.9) su, u opstem slucaju, nelinearne algebarske jednacine.

= 0. (4.9)
t=b

4.5 Izoperimetrijski zadatak

U varijacionom ra¢unu, a narocito u teoriji optimalnog upravljanja, funkcije
stanja ¢esto su medusobom vezane izvesnim, unapred zadatim ogranice-
njima. Ograni¢enja mogu biti izrazena u vidu odredenih integrala, alge-
barskih jednacina i diferencijalnih jednacina ili neke njihove kombinacije.
Po analogiji s odgovarajué¢im kona¢nodimenzionim problemom, uslovni eks-
tremi Ce se traziti metodom neodredenih Lagranzovih mnozitelja.

Karakteristican primer je Didonin problem: Od svih zatvorenih ravnih
krivih koje imaju zadatu duzinu, odrediti onu koja obuhvata najveéu po-
vrsinu.

Resenje je kruznica (videti zadatak 4.9), a ovaj zadatak se cesto dovodi
u vezu sa legendom o feni¢anskoj carici Didoni (IX vek pre Hrista),'” a u
modifikovanoj verziji sa na¢inom na koji je Hasan Sabah, prijatelj ¢cuvenog
arapskog matematicara Omara Hajjama, zauzeo legendarnu tvrdavu Ala-
mut.?® Evo §ta o Didoni kaze ”Leksikon religija i mitova drevne Evrope”:

7...U rimskim predanjima Didona je kraljica Kartagine, kéi fenicanskog
kralja Muta, Pigmalionova sestra. Kad je Pigmalion ubio Didoninog su-
pruga Siharba, ili Aharba, ona je sa svojim pristalicama napustila Tir i
otplovila za Libiju.... Kad su se iskrcali u Libiji, domoroci su ih srda¢no

9videti: Vergilije: Eneide, knjiga prva, 367. stih
20videti: Vladimir Bartol, Alamut, Svjetlost, Sarajevo 1990., Deni Ged, Papagajeva
teorema, Geopoetika, Beograd 2000., Amin Maluf, Samarkand, Laguna, Beograd, 2004.
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prihvatili i ponudili su Didoni u vlasniStvo onoliko zemlje koliko moze da
obuhvati jedna volujska koza. Mudra Didona isekla je kozu na sasvim
tanke trake i njima omedila prostranu povrsinu. Kolonisti su odluéili da tu
podignu grad. Na mestu gde su u zemlji na§li povoljno znamenje - glavu
konja kao predznak ratnicke sreée - podigli su Kartaginu...”?!

Da je Didona zelela da ima izlaz na more sa unapred utvrdenom duzi-
nom obale koju, na primer, opisuje duz izmedu dve zadate tacke, najpovolj-
nije resenje bilo bi kruzni luk ¢ija tetiva je utvrdeni deo obale.

o A&

Slika 4.6. Problem Didone.

Ako se resenje Didoninog problema trazi u parametarskom obliku z =
z(t), y = y(t), t € [0,T], navedeni zadatak se matematicki modeluje na
slede¢i nacin:

1

T
Ty =5 /0 (2(t)y'(t) — 2/ (£)y(t))dt — max.

Ako je data duzina krive [, onda resenje mora da ispunjava uslov

T
/ 200 + y2(0)dt = 1.
0

Dakle, radi se o problemu uz ograni¢enje u vidu integrala. Prema grékoj reci
perimetron koja znac¢i obim, zadaci ovog tipa nazivaju se izoperimetrijski
zadaci.

21 Aleksandrina Cermanovié¢-Kuzmanovié, Dragoslav Srejovié, Leksikon religija i mitova
drevne Evrope, Savremena administracija, Beograd, 1996.
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Pre nego §to se formulise teorema o potrebnom uslovu za resenje izo-
perimetrijskog problema, dokazace se teorema o Lagranzovom mnozitelju
opstijeg karaktera. Neka je X Banahov prostor i D C X. Za datu funkci-
onelu K(z), = € X, biée koriséena oznaka D[K = ko] ={z € D | K(z) =
ko}, gde je ko proizvoljan realan broj.

Teorema 4.19. Neka su J i K funkcionele koje su definisane i diferencija-
bilne na otvorenom skupu D C X i neka je x* lokalni ekstrem funkcionele
J u skupu DIK = ko], gde je ko bilo koji dat broj za koji je D[K = k|
neprazan. Pretpostavlja se da su diferencijali od J © K neprekidni u nekoj
okolini tacke x*.22 Tada je tac¢no bar jedno od turdenja:

a) Diferencijal funkcionele K se anulira u tacki x*, odnosno,
0K.+(h) =0
za sve h € X, ili

b) Diferencijal funkcionele J je konstantni umnozZak diferencijala funk-
cionele K u tacki ¥, odnosno postoji konstanta \ € R, tako da je

dJz(h) = MK+ (h)
za sve h € X.

Dokaz. Neka tvrdenje pod a) nije zadovoljeno, odnosno neka postoji h €
X, tako da je
0K+ (h) # 0. (4.10)

Treba dokazati da tada vazi tvrdenje pod b) za sve h € X. Tvrdenje pod
b) direktno sledi iz (4.10) i jednakosti

=0, (4.11)

22Moze se pokazati da je dovoljno pretpostaviti slabu neprekidnost diferencijala datih
funkcionela, videti [24, Poglavlje 3].
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za sve h,l € X. Zaista, ako vazi (4.11) za sve h,l € X i ako se uzme da je
[ = h na osnovu (4.10) dobija se:

0 Jg ()6 K g+ (h) — 8 Jp= (h) 0 K g (h) = 0;
odnosno, da za sve h € X vazi:

_ dJz+(h)
o (h) — MoK, (h) = 0, = Zzn
d0Jzx(h) — MKy« (h) =0, gdeje A\ 5K (h)

Dakle, ostaje jos da se pokaze da vazi (4.11). Posto su diferencijali 0.J,+ i
d K+ linearne funkcionele, jednakost (4.11) je trivijalno zadovoljena ako je
h ili [ jednako nuli, te ée se pretpostaviti da je h,l # 0.

Posto je x* € D, gde je D otvoren skup, za dovoljno male o, 5 € R
vektor 2* + ah 4+ Bl € D. Posmatraju se sad funkcije

Jx*+ah+pl) 1 K(z*+ ah+ pl),
kao funkcije po (a, ) € R?, definisane nad otvorenom loptom
U={(a,8) eR?| o® + f* < 1%}

u (a, B)—ravni. Polupreénik r > 0 bira se tako da su diferencijali od J i K
neprekidni na skupu

U={z"+ah+pl]|(a,p) €U}
Koristi¢e se oznake:

I, B) = J(z* + ah + Bl),
K(a, B) = K(z* +ah+6l), (a,B) €U C R

Konacno, posmatra se preslikavanje F' = (J,K) : («, 5) — (J, k), gde je
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koje otvorenu loptu U u («, ) —ravni preslikava u (j, k) —ravan. Koordinat-
ni pocetak u (o, B)—ravni se slika u £(0,0) = (J(z*), K(z*)) = (J(z*), ko)
u (j, k)—ravni, jer z* € D[K = ko].

Posmatra se sad moguénost inverzije fukcije F' : U — R? u okolini tacke
(o, ) = (0,0) da bi se dobili « i f, kao funkcije od j i k u okolini tacke
(4, k) = (J(z*), ko). Na osnovu teoreme o inverznoj funkciji (videti Teoremu
1.15), to je moguée, ako su J i X neprekidno diferencijabilne u okolini tacke
(o, B) = (0,0) i ako za odgovarajuéi Jakobijan vazi:

835904”3) 53((9047/3)
oKies)  onios) # 0. (4.12)
da 9 (a,8)=(0,0)

Zatim se izra¢unavaju parcijalni izvodi koji se pojavljuju u (4.12).

83(01,6) — lim 3((1+€,6) _g(avﬁ)
oo _5—>0 g
_ J(x* +ah+ Bl +¢ch) — J(x* + ah + )
= e

= 0Jz*tah+pi(h).

Preostali parcijalni izvodi dobijaju se na isti nac¢in. Posto su diferencijali
funkcionela J i K neprekidni na U, zaklju¢ak je i da su parcijalni izvodi od
d i X takode neprekidni na skupu U. Dakle, teorema o inverznoj funkciji
vazi ukoliko je zadovoljena nejednakost (4.12), odnosno

04(0,0 0d(0,0
(ga ) éﬁ ) _ ‘ 5Jm*+ah+ﬁl(h) 5Jx*+ah+6l(l)
% %2,0) 5Kx*+ah+ﬁl(h) 5Kx*+ah+ﬁl(l) (a,8)=(0,0)
| 0 (h) 0 (D)
_‘ 5Ky (h) SKp(l) |7 (4.13)

Neka vazi (4.13), odnosno, pretpostavlja se da ne vazi jednakost (4.11)
koja zeli da se dokaze. U nastavku dokaza videce se da to dovodi do kon-
tradikcije sa pretpostavkama teoreme.
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Na osnovu prethodnih razmatranja vidi se da ako vazi (4.13), onda
funkcija F' ima inverznu, odnosno postoje funkcije A i B takve da je:

gde su A i B neprekidne u svakoj tacki (j, k) € V, a V je otvorena lopta u
okolini tacke (J(z*), ko) u (j, k)—ravni. Tada za sve (j,k) € V vazi:

i A(J(x*), ko) = B(J(x*), ko) = 0. Ako se posmatraju proizvoljni (j, ko) €
V' i odgovarajuée («, 5) € U, tako da je a = A(j, ko) 1 8 = B(J, ko), tada
je:

j =3(A(j, ko), B(j, ko)) = (v, B) = J(z" + ah + pI) (4.14)

ko = K(A(j, ko), B(j, ko)) = K(ev, B) = K (" + ah + pI). (4.15)
1z jednakosti (4.15) sledi da tacka z* +ah+ Gl € D[K = ko] za sve (j, ko) €
V, odnosno za odgovarajuée (a,3) € U. Dalje, posto je V okolina tacke
(J(z*), ko), onda postoje (j1,ko) € V tako da je j1 > J(z*) i (j2, ko) € V
tako da je jo < J(z*). Konacno, to dovodi do kontradikcije, jer na osnovu

(4.14) sledi da u okolini tacke z* postoje tacke x*+a1h+ 1l i x*+ash+ B2l
tako da vazi:

ji=J@ +ath+ pil) > J(@*) 1 jo=J(@" + ash+ pal) < J(z¥),
a prema pretpostavci je x* tacka lokalnog ekstrema funkcionele J. ]

U ovoj lekciji posmatra se poseban slucaj izoperimetrijskog zadatka,
odnosno problem odredivanja ekstremnih vrednosti funkcionele

b
J(a:):/ f(t,z,2")dt

ako resenje x = x(t), t € [a, b, ispunjava uslove z(a) = A, z(b) = B, i

b
K(x) :/ g(t,z, 2" dt = ko,
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gde je kp unapred zadat broj.

Pretpostavlja se da su f i g dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije
po svim promenljivim i da trazeno resenje nije ekstrem funkcionele K,
odnosno da je ogranicenje K nezavisno od problema odredivanja ekstrema
funkcionele J.

Teorema 4.20. Ako je kriva x = xz(t), t € [a,b], ekstremna vrednost inte-

b
grala J(x) = / f(t,xz,2")dt koja ispunjava uslove

b
K(x) = / g(t,z, 2 )dt = ko, x(a)=A, x(b)=B

1 ako ona nije ekstrem integrala K, onda postoji konstanta A € R takva da
b

je ta kriva x ekstrem funkcionele | (f — Ag)dt, odnosno kriva z je resenje

a
Ojlerove-Lagranzove diferencijalne jednacine

of —Ag) d <0(f )

B ox'

d d
o o > = fo— %fx/ — Mgz — —9g») =0. (4.16)

dt

Dokaz. Primecuje se da su funkcionele J i K definisane preko integrala te
se njihovi diferencijali odreduju kao Sto je opisano u Poglavlju 4.4. Uslov
da su f i g dva puta diferencijabilne obezbedjuje neprekidnost dobijenih
diferencijala, kao i dobru definisanost Ojler-Lagranzove jednac¢ine (4.16).
Pretpostavka da kriva x nije ekstrem funkcionele K znaci da §K, # 0,
odnosno da uslov pod a) u Teoremi 4.19 nije ispinjen. Dakle, da bi kriva
x bila reSenje posmatranog problema potrebno je da bude ispunjen uslov
pod b). To znaci, potrebno je da je

805 (h) — AOK 4 (h) _/b (8(f_A9)h+ a(f_Ag)h’) dt =0,

ox ox'

za sve h € C'fa,b]. Na osnovu Teoreme 4.14, ovo je potreban uslov da je
b

kriva z ekstremala funkcionala (f — Ag)dt, te i da zadovoljava Ojler-

a
Lagranzovu jednacinu (4.16). O
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Zakljucak. Izoperimetrijski zadatak se resava na slede¢i nacin. Iz
jednacine (4.16) odreduje se opste resenje, koje ¢e zavisiti od parametra \ i
dve konstante. Te tri veli¢ine se zatim odreduju iz uslova xz(a) = A, z(b) =
Bi K(z) = ko.

Direktno uopstenje navedenih razmatranja primenjuje se na slucaj kada
J zavisi od viSe funkcija i ograni¢enja. Naime, za problem

b
J(xl,xg,...,mn):/ flt, o, .. o, 2, .., 2l)dt, (4.17)
a
pri uslovima

l‘Z(CL) :Ai, $Z(b) :BZ’, 1= 1,2,...,77, i (418)

b
/ gty 2, E))dt =1, §=1,2,... .,k (4.19)
a

potreban uslov ekstrema je dat sistemom od n jednacina

) k d{ o i
3xi(f_;)\jgj)_dt ax;(f_jz;Ajgj) =0, 1=12,...n.

Zatim se 2n proizvoljnih konstanti i k brojeva Ay, ... A odreduju iz granic-
nih uslova (4.18) i ogranicenja (4.19).

4.6 Dodatni primeri zadataka s uslovnim ekstre-
mima

Osim ogranicenja u vidu integrala, u praksi se ¢esto sreé¢u ograni¢enja u vidu
diferencijalnih jednacina kao i ogranienja u vidu algebarskih jednacina.
Teorema o egzistenciji Lagranzovih mnozitelja za zadatak s ograni¢enjima
u vidu diferencijalnih jednacina je u izvesnom smislu najopstija, jer je mo-
difikacijom njenog dokaza mogucée dokazati odgovarajuce teoreme s alge-
barskim ograni¢enjima, kao i s ogranienjima u vidu integrala. Sa druge
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strane, dokaz teoreme za poseban slucaj izoperimetrijskog zadatka je naj-
jednostavniji za izlaganje i prac¢enje, pa je izabran za detaljnije razmatranje.
Za razliku od izoperimetrijskog zadatka, gde broj ogranic¢enja ne zavisi
od broja nepoznatih funkcija, kod zadatka uslovnog ekstrema s algebarskim
ogranic¢enjima, kao i s ograni¢enjima u vidu diferencijalnih jednacina, broj
ograni¢enja mora biti manji od broja nepoznatih funkcija.
Posmatra se sledeéi zadatak uslovnog ekstrema:

b
/ f(t,x,x")dt X = (x1,...2p) (4.20)
x(a) = A, x(b) =B (4.21)
gj(t,x) =0, i=12,...k, (4.22)

gde je k < n. Dakle, posmatraju se samo one krive koje ispunjavaju uslov
(4.21) i leze na mnogostrukosti dimenzije n — k, koja je definisana al-
gebarskim jednacinama (4.22). Zadaci ovog tipa nazivaju se Lagranzovi
zadaci. Naredna teorema precizira resavanje jednog posebnog slucaja.

Teorema 4.21. Ako je kriva data sa
z=uxz(t), y=yt), telab] (4.23)

tacka minimuma ili maksimuma funkcionele

b
J(:c,y):/ ft,z, 2y, y)dt (4.24)

u klasi krivih koje pripadaju povrsi g(t, xz,y) = 0, pri cemu ni u jednoj tacki
na krivog parcijalni izvodi g, © g, nisu istovremeno jednaki nuli, onda postoji
funkcija X(t) takva da je kriva (4.23) ekstremala funkcionele

/%U*—Amdu (4.25)

to jest, vazi

d d

e Nge — =0, fy—Agy — = [ = 0. 4.2
fo=Ago—2fer =0, f, =g, = 2 fy =0 (4.26)
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Napomena. Lagranzov zadatak se, u izvesnom smislu, moze posma-
trati kao granicni slucaj izoperimetrijskog zadatka. Pretpostavlja se da je
u Lagranzovom zadatku uslov ¢(¢,x,y) = 0 ispunjen samo u nekoj fiksira-
noj tacki tg. Tada je g funkcionela od x i y, pa opsti uslov g(¢,z,y) = 0
moze da se posmatra kao skup beskonaéno mnogo uslova tipa funkcionele.
Lagranzovi mnozitelji izoperimetrijskog zadatka u tom grani¢nom slucaju
postaju funkcija od ¢ € (a,b), videti zadatak 4.15.

Posmatra se sledeéi zadatak uslovnog ekstrema, gde su uslovi dati u
vidu diferencijalnih jednacina:

b
/ f(t,x,x")dt x = (x1,...2p) (4.27)
x(a) = A, x(b) =B (4.28)
g (t,x,x") =0, i=1,2...k, (4.29)

gde je k < n. Smatra se da su jednacine (4.28) takve da su ispunjeni uslovi
za primenu teoreme o implicitnim funkcijama.

Posto je na n nepoznatih funkcija x;, j = 1,...,n nametnuto k ogranice-
nja, to ¢e n—k od tih funkcija biti nezavisne, a preostalih k ¢e biti odredeno
iz. diferencijalnih jednacina (4.29). Sli¢no kao i u prethodnom paragrafu,
odgovarajuca teorema kaze da postoji k funkcija \;(t), j = 1,...,k, t €
[a, b], takvih da je kriva x(¢), t € [a, b], ekstremala funkcionele

/ab (f(t,x7 x') — Z)‘J(t)gj(taX,X’)>dt.

J=1

Dokaz je analogan dokazu opisanom u prethodnom paragrafu, a ekstre-
mala se dobija resavanjem sistema Ojlerovih jednacina

k k
of dg; d [ of 5 dg; .
%_ . J j J :()7 j:1,...,n. (430)

Ajm — — —
— Or; dt O:U; et

J

Ove jednacine obrazuju sistem od n + k jednacina za odredivanje n + k
nepoznatih
xl(ﬂ? ) xn(t)7 )\l(t>7 ce 7)\k(t)7 te [CL, b]
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Uz oznaku
k
D =d(t,x,x',\) = f(t,x,x) Z)‘J (t)g;(t,x,x"),
7j=1
At) = (Ai(t), ..., Ak(t)), t € [a,b] sistem (4.30) moze da se napiSe u obliku
oo 0w
Oz;  dt Oz R

4.7 Zadaci za vezbu

Zadatak 4.1. Pokazati da je funkcionela

b
J(z) = / (F@)2(0) + 9002’ (9)dt, 2 € C'ab

neprekidna na C'[a,b], ako su f i g date apsolutno integrabilne funkcije
nad [a, b].

Resenje. Neka je x € C'[a,b] proizvoljno. Tada je:

o= [ " (F02(t) + 9(0e/(0)) ] <

b
< / (L@l ] + lg(®)|' )] ) e

(t)x(t) + g(t)2'(t)|dt

< max Ja \/]f It + ma y/\g )|t

<ol [ 5@l + el [ lotoe
b
= el ([ 560+ late)e).

Ako se izabere da je M = fab(]f(t)\ + |g(t)])dt > 0 dobija se ogranic¢enost
funkcionele J. Posto je J i linearna funkcionela zakljucak je da je nepre-
kidna nad C'[a, b]. O
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Zadatak 4.2. (Najkraca putanja) Odrediti u ravni krivu minimalne duzi-
ne, ¢iji su krajevi zadate tacke (z1,y1) 1 (z2,y2).

Res3engje. Primer 4.1 pokazuje da se posmatrani problem jezikom varija-
cionog racuna formulige na sledeéi nac¢in: Odrediti funkciju y € C[xq, z2],
koja minimizira integral

J(y) = /m V1+y?(z)dx.

tako da je y1 = y(z1) i y2 = y(z2). U ovom slucaju, Ojler-Lagranzova
diferencijalna jednacina se svodi na

d

L9 N =0
iz 9y (#,y,9') =0,

0
odnosno ?F(w, y,1y') = const, odakle je 3/ (x) = const, pa je reSenje oblika

y(x) = Az + B, pri ¢emu se konstante A i B odreduju iz pocetnih uslova,
¢ime se dobija da je y dato sa:

- Toyi — T
(z) = Y2 y1m+ 291 1y27 z € [z1,22)]. O

To — I Ty — I
Zadatak 4.3. (Brahistohrona) Date su tacke A(z1,y1) i B(x2,y2) u ver-
tikalnoj ravni. Odrediti glatku krivu po kojoj ¢e materijalna tacka stiéi iz
tacke A u tacku B za najkra¢e vreme. Kretanje se odvija pod dejstvom

sile teze, bez trenja i bez pocetne brzine.

Resenje. Primer 4.2 pokazuje da je trazeno resenje funkcija y = y(z), = €
[x1, 23], koja minimizira integral

14+ 9y2(x)
2gy(x)

tako da je y1 = y(z1) i y2 = y(x2). Moze da se primeti, da konstanta

—L_ ne uti¢e na odredivanje ekstremale y, te ée se u nastavku posmatrati

Va9
1+ y?(z)

podintegralna funkcija f(z,y,y’) =
y()
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Odgovarajuca Ojler-Lagranzova jednacina je:

14y (@) + 2" (2)y (@)

21+ @R

Odavde sledi da je 1 + y'2(z) + 2y(x)y”(z) = 0. Snizavanjem reda dife-

rencijalne jednacine, odnosno uvodenjem smene w(y) = 3/, odakle je y" =
dy  dwdy dw dobii
— = ——= = —uw, dobija se
dv  dydx dy .

9
Y =W

w =
1+ w? Y

Nakon integracije gornje jednakosti sledi In(1 4 w?) = In E, odnosno vrada-
njem smene w = 3’ dobija se y(14y") = 2¢ = const. Uvogenjern parametra
t (odnosno, r = x(t) i y = y(t)) i smene ¢/(t) = ctg% iz poslednje jednacine
dobija se da je:

y(t) = 2csin? % = ¢(1 — cost).
Iz formule za izvod funkcije zadate u parametarskom obliku

dy

dy _ @ _

T de T Y0
dzx o

Ccll:? csint 9t

x
dobija se da je — = = ——— = 2csin

. . dt y ctg%
integracije po t daje resSenje

5 = ¢(1 — cost), sto nakon

x(t) = c(t —sint) +d

y(t) = ¢(1 — cost),

pri ¢emu se konstante c i d odreduju iz zadatih pocetnih uslova.
Napomena. Ako se pretpostavi da je pocetna tacka A u koordinatnom
pocetku, lako se dobija da je konstanta d = 0. Konstanta c se odreduje iz
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uslova da kriva, brahistohrona prolazi kroz tacku B(zs,y2). Takode, moze
se pokazati da ako je 0 < x2 < 2c¢m onda je dobijeno reSenje jaki mini-
mum funkcionele J (za vise informacija videti dovoljne uslove za ekstrem
funkcionele, na primer, u [9]). O

Zadatak 4.4. Odrediti tacke ekstrema funkcionele
1
J(x) = / (2% + 12tz) dt,
0

koja zadovoljava uslove z(0) =0, z(1) = 1.

Resenge. Ojlerova jednacina svodi se na

12t — 22" =0,
2’ = 6t,
= 3t2 + c1,

:L‘:t3+01t+62.

Iz grani¢nih uslova, dobija se ekstremala x(t) = t3, ¢t € [0,1]. Proverava se
da li je re¢ o ekstremu.
Neka je h € C*[0,1] i h(0) = h(1) = 0.

J(t3+h) - J(t3) = /1 ((3t% + h')* + 12t(t* + h)) dt
0

1
—/ ((36%)> + 12t*) dt
0
1
= / (6t°1' + h'* + 12th) dt.
0

Parcijalnom integracijom prvog sabirka podintegralne funkcije i uvrséava-
njem granic¢nih uslova za funkciju h dobija se da je

1
Jt3+h)—J(t3) = / R2dt > 0,
0

pa je x(t) = t3, t € [0, 1] globalni ekstrem u slabom smislu. O
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Zadatak 4.5. Odrediti tacke ekstrema funkcije J(z) = / (z* — 2?)dt,
0
koja zadovoljava uslove z(0) = 0, z(5) = 1.

Resenge. Ojlerova diferencijalna jednacina za funkcionelu J je

—2x—22"=0
2 +x=0

i njeno resenje je z(t) = cycost + cpsint, t € [0,7/2]. Kada se ukljuce
granicni uslovi z(0) = 0, x(5) = 1, dobija se kandidat za ekstrem x(t) =
sint, t € [0,7/2].

Neka je h € CY0,7/2] i h(0) = h(n/2) = 0. Primenom parcijalne
integracije i grani¢nih uslova za funkciju h dobija se da je:

J(sint + h(t)) — J(sint) = /; ((cost + A ()% — (sint + h(t))?)dt

w/2
— / (cos®t — sin® t)dt
0

w/2
= / (R2(t) — h2(t))dt.
0

Moze se pokazati da je poslednji integral pozitivan za sve funkcije h €

C1[0,7/2], te je ekstremala z slab globalni minimum funkcionele .J.
a

Napomena. Neka je data funkcionela I(h) = / (R%(t) — h2(t))dt, uz

0
uslov h(0) = h(a) = 0. Opste resenje h(t) = Ksint, t € [0,a] zadovoljava
Jakobijevu jednacinu, ako je a < m. Dodatno, zadovoljen je i dovoljan uslov,

W = 2 > 0, za minimum. Ako je a = 7/2, tada je h(t) =0, t €
[0, /2] minimum funkcionele I, te za sve h € C*[0, /2] vazi I(h) > I1(0) =
0. Dakle, u prethodnom zadatku ekstremala x je slab globalni minimum
funkcionele J. Nasuprot ovome, pogledati Primer 4.18 u kojem je a =
3w/2 > w. Za detaljnije informacije o potrebnim i dovoljnim uslovima za

postojanje ekstrema funkcionele I ¢italac se upucuje na [9] i [12]. O
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s

Zadatak 4.6. Odrediti tacke ekstrema integrala / ’ (y? —9? — 27) dz, uz
0
uslove y(0) =0, y (%) = 0.

Resenje. Qjlerova jednacina u ovom zadatku je:

1
! _
Yy F+y= 21:.

Najpre se resava homogena jednacina y” +y = 0:

r?+1=0,
T2 = :|:i,

yn(z) = crcosz + cosinz, x € [0,7/2].

Da bi se resila nehomogena jednacina, koristi se pogadacka metoda. Kada
se pretpostavi da je partikularno resenje oblika y, = Az + B, dobija se

— 1.
Yp = 7321

1
y(x) = —5T +cicosx +cgsinz, x € [0,m/2).

Konstante ¢; i c2 odreduju se iz grani¢nih uslova, pa je kona¢no

1
y(x) = —5T+ %sinm, ze0,7/2].

Moze se pokazati da je dobijena ekstremala y tacka minimuma posma-
trane integralne funkcionele J. Zaista, za proizvoljno h € C'*[0, 5] takvo da
je h(0) = h(5) = 0 posle parcijalne integracije dobija se da je
%

J(y+h) — I(y) = /0 (h2(x) — h2(x))da,

Sto je pozitivno za sve funkcije h € C[0,7/2], te je y slab globalni minimum
funkcionele J (videti Napomenu uz zadatak 4.5). O
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Zadatak 4.7. Odrediti tacke ekstrema funkcionele
1
/ (v* + ¥ + 2ye”) da,
0

uz uslove y(0) =0, y(1) = g.

Resenje. Nekaje f(x,y,y) = y*>+y +2ye®. Potreban uslov za ekstrem
dat je sa:

of _dof _
oy dx oy
2y + 2e” — 2" =0,
TAp——

Karakteristi¢na jednacina je r2 — 1 = 0, njena resenja su 1 i —1, pa je

yn(x) = c1e® + coe™ ™.

Nehomogeni deo u jednacini je e®. Posto 1 jeste koren karakteristicne
jednacine, partikularno reSenje je oblika y, = Aez. Kada se zameni u
polaznu jednacinu, koristeéi

y, = Ae®(z + 1),
y, = Ae"(x +2),

dobija se:
Ae"(z +2) — Ae®x = €”.

Odavde se zakljucuje da je A = 3 iy, = 3e%z, x € [0,1]. Iz graniénih
uslova dobija se ¢y = co = 0, pa je
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Dobijena ekstemala je tacka globalnog minimuma funkcionele J u slabom
smislu. Naime, za proizvoljno h € C1[0,1] takvo da je h(0) = h(1) = 0,
nakon parcijalne integracije, sledi da je

Jy+h)—Jy) = /Ol(hZ(t) +h2(t))dt > 0. H

Zadatak 4.8. Odrediti tacke ekstrema funkcionele

Jus
2

Hwz) = [P+ 2y
0

uz uslove y(0) =0, y (5) =1, 2(0) =0, z () = —1.

Resenge. U slucaju kada postoji viSe zavisnih promenljivih, formira se
sistem koji ¢ine Ojlerove jednacine za svaku od njih:

of _dof _
oy dtoy
of d of :
L ——L =0, tj
0z dtoz 0.4
22 —2y" =0
2y—22"=0

Posto je z = 3, sistem se svodi na diferencijalnu jednacinu cetvrtog reda:
Mz =0.
Opste resenje ove jednacine je:

z(x) = c1e” + coe” ¥ + czcosx + eysinx, x € [0,7/2],

y(z) = 2"(x) = c1e” + coe™" — cgcosxT — ey sinz, 1z € [0,7/2].
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Iz grani¢nih uslova dobija se sistem

c1 +co e =0
jus _T
ezc; +e 2¢9 +cyg =-—1
Ccl +co —c3 =0
jus _T
ezcy +e 2cy —cqy =1,
Cije je resenje ¢y = co = c3 = 0,¢c4 = —1. Konaé¢no, ekstremale su

y(z) =sinz,

z2(z) =—sinz, xz€l0,7/2].

Dobijena ekstremala je tacka minimuma funkcionele J. Za proizvoljne
h,k € C0,%] takve da je h(0) = h(3) = k(0) = k(5) = 0 dobija se
da je:

T(y+hz+ k) — J(y,2) = /0 * (W2(2) + K2(2) + 2h(2)k(x))dx,

Sto je, moze se pokazati, pozitivno nezavisno od izbora funkcija h i k. Na
2
primer, za h = —k dobija se integral / 2(h"*(z) — h*(z))dz za koji je veé
0
pokazano da je pozitivan (videti Napomenu uz zadatak 4.5). O

Zadatak 4.9. (Didonin problem) Od svih zatvorenih krivih u ravni bez
samopresec¢nih tacaka i zadatog obima odrediti onu koja omeduje najveéu
povrsinu.

Resenje. Prvo se primecuje da ako tacke A i B polove obim, one polove
i povrsinu. U suprotnom, ako na mesto one polovine krive koja omeduje
manju povr§inu preslikamo, simetriéno u odnosu na duz AB, onaj deo krive
koji omeduje ve¢u povrsinu, dobija se kriva iste duzine, koja omeduje ve¢u
ukupnu povrsinu. Dakle, u nastavku ¢e biti odredena jednacina polovine
trazene krive.

Dalje, treba pretpostaviti da je koordinatni sistem postavljen tako da
je A(0,0) a B(b,0), za neko b > 0 i da se trazena kriva (odnosno njena
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polovina) nalazi iznad x—ose. Jasno je da posmatrana polovina krive ne
moze da sete x—osu, jer bi nakon preslikavanja u odnosu na xz—osu to
postala tacka samopreseka.

Zadatak se sada svodi na odredivanje krive y = y(z), = € [0,b], koja
je takva da je y(xr) > 0, = € [0,b] i da je povrdna izmedu nje i xz—ose
maksimalna, odnosno da je ona maksimum funkcionele

b
/ y(x)dx
0

i to tako da joj je duzina zadati broj [, to jest,

b

[ = / V14 (Y(x))dx
0

i da zadovoljava grani¢ne uslove y(0) = 0 i y(b) = 0. Konstruise se funkci-

onela: )
T/ = [ (s@) + 3T+ @) de

Odgovarajuca QOjlerova jednacina je

Poslednju jednacinu integralimo po promenljivoj = i dobija se:

A (y’(x) ) =z —c.
1+ (y'(2))?

Kvadriranjem poslednje jednacine i reSavanjem dobijene algebarske jedna-
¢ine po promenljivoj v’ dobija se:

xr — C1
A —(z—c)?

y'(x) =
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Konacno, nakon integracije poslednje jednakosti po promenljivoj x sledi:
y(x) = /A2 — (x —c1)? + ca,

odnosno,
(. —c1)?+ (y — e)? = M\

Dalje, moze da se pokaze da dobijena kriva ispunjava i specijalni oblik uslova
transverzalnosti (za detalje videti Poglavlje 4.4.2), ako je y'(0) = ¢/(b) = 0,
odnosno ako u tackama z = 0 i z = b se¢e x—osu pod pravim uglom.
Dakle, resenje je gornja polukruznica ¢ija je duzina [, te joj je polupreénik
%. Odavde se dobija i da je b = Q;Z, a trazene konstante c¢; = % ico=0.

Konac¢no, resenje je
1\2 9 I\2
(-2 o= ()"
T ™

Napomena. Primecuje se da je u uvodu Poglavlja 4.5, Izoperimetrijski
zadatak, Didonin problem modelovan funkcionelom koja ra¢una povrsinu
unutar zatvorene krive (z(t),y(t)), t € [0,T] upotrebom Grinove teoreme,

1

T
Teaw) = 5 [ @ ® - W) — ma.

T
uz uslov o duzini same krive / Va'2(t) + y2(t)dt =1 i pretpostavkom da
0

je kriva zatvorena, odnosno da je (x(0),y(0)) = («(T),y(T)). U prethod-
nom zadatku je malo pojednostavljena funkcionela J, radi jednostavni-
jeg reSavanja QOjlerove diferencijalne jednacine, ali se zato moralo bavi-
ti grani¢nim uslovima, odnosno ponaSanjem reSenja u njegovim krajnjim
tackama. O

2
Zadatak 4.10. Odrediti ekstrem funkcionele J(x) = / tx?(t)dt, uz uslov
1

2
/ x(t)dt =1n2.
1
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Resenje. Trazi se prvo ekstremala funkcionele J date sa

2
J(gc)z/1 (tz?(t) + \x(t))dt.

Podintegralna funkcija je oznacena sa F(t,z,2';\) = tz? + Az. Odgo-
varajuc¢a Ojlerova jednacina je 2tx(t) + A = 0, odakle se direktno dobija

da je z(t) = —%, t € [1,2]. Dobijena ekstremala funkcionele J jeste i ek-

stremala od J. Kada se opsti oblik ekstremale x uvrsti u uslov zadatka,

dobija se:
2 2
[(Da= 2 [ 2y
1 2t 2)1 t 2

—§1n2 =1n2,
2

= A= -2

1
Dakle, kandidat za ekstrem je x € C[1,2], dato sa z(t) = o te(l,2].

Proverava se da li je dobijeno = € C[1, 2] tacka ekstrema funkcionele J.
2
Neka je sada h € C[1,2] takvo da je / h(t)dt = 0. Formira se prirastaj
1
funkcije J i dobija se:

J<1+h> _JC) :/12t<1+h(t)>2dt—/l21dt
_2/12h(t)dt+/12th2(t)dt—/12th2(t)dt2O,

jer je podintegralna funkcija pozitivna na intervalu integracije. Dakle,

funkcija z(t) = o t € [1,2] je (globalni) uslovni minimum funkcionele

J u jakom smislu. O
™

Zadatak 4.11. Odrediti ekstremnu vrednost integrala / 2" (t)dt, uz u-
0

slove 2(0) =0, z(7) =11 / z(t) sintdt = 0.
0
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Resenje. Posmatra se integral
™
/ (2(t) + Az(t) sint) dt.
0

Za f(t,z,2'; \) = 2’ + Axsint, iz potrebnog uslova za ekstrem dobija se da
je ekstremala data sa:

of _dof _,
dr  dt 0z ’
d
— (27 =
Asint dt( ') =0,
d

22’ = —\cost + ¢,
A
x(t) = ) sint + 62—175—1— c2, tel0,ml.
o : 2 .
1z grani¢nih uslova z(0) = 0, z(w) = 1, odreduje se ¢; = —, c2 =0, pa je
T

A 1
t) = ——sint+ —t, t .
z(t) psint+—t, te [0, 7]

m
Ostaje jos da se odredi vrednost A. Koristi se uslov / z(t)sintdt = 0.
0

T A 1 ) AT
——gint+ —t | sintdt =1 — —,
0 2 T 4

4 1 2
bi¢e A = — i konacno, sledi da je ekstremala z(t) = —t — —sint, ¢ € [0, 7].
T

Posto je

7
Proverava se da li je dobijena ekstremala i ekstrem funkcionele J. Neka

je h € C0,7], takva da je h(0) = h(7) = 0 i da je / h(t)sintdt = 0.
0
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Tada je

J(z+h) — J(h) = /OW [2(%15 - %sint)/h’(t) ()] at

= / Zh!(t)dt —/ — R (t) cos tdt +/ R (t).
o T o T 0
Koristeéi da je h(0) = h(m) = 0 za prvi integral dobija se da je

/7r 21 ()dt = %h(t)

Drugi integral se takode anulira. Zaista, koristeé¢i parcijalnu integraciju i
osobine funkcije h dobija se:

T
=0.
0

/ h'(t) costdt = h(t) cost
0

N +/ h(t) sin tdt = 0.
0 0

Konaé¢no, posto vazi da je za sve h € C[0,7], koje zadovoljavaju odgo-
varajuce uslove,

J(x+h)—J(x) = /07r R (t)dt >0

dobijena ekstremala z € C1[0, 7] je (globalni) uslovni minimum funkcionele
J u slabom smislu. O

1
Zadatak 4.12. Odrediti ekstrem funkcionele / (2”%(t) + 2*(t)) dt za gra-
0

. 1. ! i 1—3e2
ni¢ne uslove z(0) =0, z(1) = —iuz uslov [ z(t)e 'dt = —1
€ 0
Resenje. Za F(t,r,2';)\) = 2% + 22 + A\ze™! formira se odgovarajuca

Ojlerova jednacina:
or _dor _
ox  dtoz’

2z 4+ de !t — 22" =0,
I )\ t

r —xr=—€e .
2
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Resenje poslednje diferencijalne jednacine je:
t A
z(t) = cre’ + e — ¢ b e [0,1]

a ono koje zadovoljava grani¢ne uslove glasi:

O S Y
t) = ——e 't, tel0,1].
=g Tae-n° —1¢ b el
1 —t 1—3e2 ) . .
Iz uslova z(t)e 'dt = — odreduje se A = —4, i konac¢no ekstre-
0

mala je:

z(t) =te™, te[0,1].

™

Dalje, neka je h € C1[0, 1] takva da je h(0) = (1) =0 i / h(t)e ™t = 0.

0
Tada, primenom parcijalne integracije i osobina funkcije h dobija se
1
J(x+h)—J(x) = / (2(€_t —te YW (t) + W2(t) + 2teh(t) + hQ(t))dt
0
1
_ / (W2(1) + h2(t))dt > 0,
0

te je dobijena ekstremala x € C*[0, 1] (globalni) uslovni minimum funkcio-
nele J u slabom smislu. O

™
Zadatak 4.13. Odrediti ekstremalu integrala / z(t)sint dt, uz uslov
0
T 2 3m . .
x'“(t)dt = ~ 1 granicne uslove z(0) =0, z(m) = .
0

Resenje. Resavajuéi kao i dosad dobijaju se dve ekstremale funkcionele J
uz date uslove:

x1(t) = —sint +t; wxo(t) =sint+¢t, te€[0,7].
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Uzmima se proizvoljna funkcija h € C[0, 7] tako da je h(0) = h(w) = 0
T 3

ida je / (z; +h)? = ?ﬂ, i = 1,2. Za ekstremalu x; integralni uslov se
0

svodi na

s s
/ 2/ (t) cos tdt = / R (t)dt > 0,
0 0
odnosno, primenom parcijalne integracije
s
/ h(t)sint > 0.
0

Sada na osnovu priraStaja funkcionele J

™

Tzt +B) — J(an) = / h(#) sin tdt > 0,

0

sledi da je z1 € C1[0, 7] (globalni) uslovni minimum u slabom smislu. Sliéno
se za ekstremalu x5 € C''[0, 7] pokazuje da je (globalni) uslovni maksimum
u slabom smislu. O

Zadatak 4.14. Odrediti ekstremale integrala

|
N

1
uz uslov / (y/Q(:L‘) —ay'(x) — z’Q(x)) dx
0
Resenge. Koristi se oznaka:

f(xa Y, yla Z7Z/) = ylz + 2/2 — 4.’EZI — 42’,

9@,y 2 2) = y? —ay = 2
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1 1
Posmatra se integral: / Fdx = / (f + Ag)dz, gde je
0 0

F(x,y,y, 2, 250) =y? + 2% — 4z’ — 4z 4\ (y'2 —xy — 2’2) .

Pravi se sistem:

OF  dOF _
oy dxoy
oF _doF _ .,
0z drds J

— 2y + 2\ —\z) =0

dx(er y —Az) =0,

d
—4—%(22’—43:—2/\2"):0.

Iz prve jednacine dobija se veza
2y () (1 4+ \) — Az = ¢, (4.31)
a iz druge jednacine
)N =1)=0, MX#1,

Cije je resenje z(x) = cax + c3, x € [0,1]. Iz (4.31), dobija se

A C1
() = 0,1, X#-1
pa je
() = A P e x € [0,1]
= g0+ 0" Toaenyt T e

Iz grani¢nih uslova za y i z odreduju se konstante

01:2—#?, co=1, c3=0, c4=0.
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Sada sledi:

(:U)—#xQ—Fﬂx
=00+ 0" Taaen”

2(x) =2z, xz€l0,1].

1
Na kraju bice iskoriséen i uslov / (y*(z) — 2y (z) — 2*(z)) dv = 2 da bi
0
se odredilo A.

1
/0 (12(2) — 2y (@) — #2(x)) do
1 A 443X )2 A 4+ 3\
_/0 ((2(1+A)‘”+4(1+A)> _$<2(1+)\)$+4(1+)\)>_1> e
A2 A 1 4431 (!
- <4(1—|—)\)2 - 2(1+)\)>/0 @*de - 4(1+)\)2/0 zdr

() ) [

N 214N 443) | (4307 -16(1+ N7

=2.
12(1 4+ X)2 8(1+ \)2 16(1+ N)?
. . . .. 9 120 -
Posle sredivanja, dobija se kvadratna jednacina A\* + 2\ + o1 0, ¢ija su
reSenja
12 10
T P

Dakle, dobijene su dve ekstremale:

(y1(z), 2(z)) = (322 — 2z, x), =€ [0,1]
5 9

(42(2), 2(2)) = (=527 + ;x,x), z € [0,1].

Proverava se da li su dobijene ekstremale i ekstremne vrednosti posma-
trane funkcionele J. Naime, uzmaju se proizvoljne h, k € C1[0, 1], takve da
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je h(0) = h(1) = k(0) = k(1) = 0 da je

/1 (e + 1) =y + 1) — (2 + K)?) de = 2.
0

Integralni uslov se dalje svodi na

/ (244 (x) + W2 (2)) do = / (ah'(2) + K(2)) da.
0 0

Koristeéi parcijalnu integraciju i grani¢ne i integralne uslove za funkcije h
i k, dobija se da je prirastaj dat sa

1
J(i+h,z+k) = J(yi,2) = /0 (2yi(@)l () + 1P(2) + K?(2)) da
= /1 (zh/(z) + 2k (2)) dz
0
= /1 (—h(z) + 2k"(2)) da.
0

Moze se pokazati da kriva (yi(x), z(x)), = € [0, 1] nije ekstremna vrednost
funkcionele J, dok (ya2(z), z(z)), = € [0, 1] jeste ekstremna vrednost, no ovo
istrazivanje prevazilazi okvire ovog udzbenika. O

Zadatak 4.15. Odrediti krivu na sferi 22 +%2 + 22 = r2 minimalne duzine,
koja spaja tacke S(x1,y1,21) 1 T(x2,y2, 22) sa date sfere.

Resenje. Duzina luka krive k(z) = (z,y(x), 2(z)), = € [z1,22] u prostoru
koja spaja tacke S i T' data je formulom

J(k) = /I2 V14 y2(z) + 22(x)de,

1

dok je uslov da tacke krive f pripadaju sferi dat jednac¢inom g(x,y,z) =
22 + 9% + 22 — r2 = 0. Grani¢ni uslovi su dati sa

y(x1) = y1, y(@2) = yo, 2(x1) = 21 1 2(x2) = 22.



168 Varijacioni racun

2
Formira se funkcionela L = / Fdx, gde je
1

F(z,y,2,y, 2 0) = V1+y2 + 2% = Mz)(2® + y* + 22 = r?).
Odgovarajucée Ojlerove jednacine su date sa
d / d /
) VY . a—— T TR 5 VS S—)
A /1 +y? + 27 dr /1t y2 + 272

Ako se prva jednacina pomnozi sa z, a druga sa —y i saberu se, dobija se:

d Y d 2
e —
dx 1 +y/2 + Z/2 ydm 1 +y/2 + Z/2
Oznacavajuci sa t = \/ﬁ7 dobija se
dt dt
z (y”t + yldx) =y (Z”t + Zldx) N
odnosno,
y//Z _ yZ//d B dt
vz —yz ot

A
Integraljenjem obe strane dobija se In(y'z — y2’) = In - odnosno

vz —yz = A1 +y? + 22

Zbir kvadrata gornje jednakosti i kvadrata diferencijala uslova zadatka
—z = yy' + 27’ jednak je

(y2+22)(y/2+2/2) :x2+A2(1+y’2+z’2).

Odavde se, uz upotrebu uslova y? + 22 = r2 — 22, dobija

2

,
1+y’2+z’2:7r2_$2_A2,
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Ar
7 _

2 2

odnosno, y'z —yz' = > Sto, nakon deljenja sa y2> + 22 = r? —x

r2

—x
daje
yz—yz Ar

Y+22 (12— a2 — a2 — A2

Integracije po z leve i desne strane jednakosti daju:

rvr? —x? — A?

B
Ax ’

arctg Y + arctg
z

odnosno, ako se iskoristi formula za tangens zbira

y | /g AT

z Ax _
|y A& = tgh.
z Ax

Odavde je
rVr? —ax? — A% ztgB—y
Ax ytgB+ 2z

Ako se obe strane jednakosti kvadriraju i svakoj doda 1, dobija se:

(r2 — A%)(r? —2?) (y*+2*)(1 +tg?B)

A22 B (y tgB + 2)?

Konaéno, koristeéi trigonometrijske formule i uslov zadatka r2 —x? = y?+ 22
dobija se da resenje (y(x), z(x)), x € [x1,z2] zadovoljava jednacinu

Azx
Ny

Ovo je jednacina ravni koja sadrzi koordinatni pocetak, pa samim tim i
centar sfere. Konstante A i B se izra¢unavaju iz uslova y(x1) = y1, y(z2) =
Y2, z(x1) = 21 1 z(x2) = 22, ¢ime se obezbeduje da dobijena ravan prolazi
kroz tacke S(x1,y1,21) 1 T'(z2,y2, 22). Dakle, kriva na sferi koja spaja tacke

=y sinB + z cos B.

centar sfere), koji prolazi kroz date tacke.



170 Varijacioni racun

Napomena. Ovim zadatkom postojala namera da se ilustruje teo-
rema o uslovnim ekstremima u slu¢aju kada je uslov dat u obliku alge-
barske jednacine. Medutim, zadatak uslovnog ekstrema ponekad moze i
jednostavnije da se resi uvrséavanjem jednacine uslova u funkcionelu koja
se minimizira. Naime, koriS¢enjem sfernih koordinata:

(p7¢79)7 p207 ¢€ [0727[—]7 96 [077T]7

uslov da se tacke S i T nalaze na sferi, kao i da trazena kriva pripada sferi
se svodi na jednacinu p = r. Tacke, dakle, imaju koordinate S(r, ¢1,60,) i
T(r, ¢2,02), a trazena kriva je oblika:

x =rsinfcos¢, y =rsinfsingp, z =rcosb, ¢ € [0,2x], 0 € [0, 7).

Dalje, posto je kriva od S do T funkcija jedne promenljive, moze se pret-
postaviti da je ¢ = ¢(#), 6 € [01,02]. Konatno, problem se svodi na
odredivanje funkcije ¢ = ¢(0), tako da je kriva

x = rsinf cos ¢(0)
y = rsinfsin ¢(0)
z=rcosf, 0€lh,0s),

minimalne duzine, odnosno odredivanja minimuma funkcionele

92 92
J(Qb) — \/{EIQ(G) + y/2(9) + 2/2(6) db = T‘/ \/1 + ¢’2(9) Sil’l2 0 de,
91 01

gde je ¢(01) = ¢1 1 ¢(02) = ¢a. O
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