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Predgovor

Knjiga Funkcije vise promenljivih sa vizualizacijom je namenjena stu-
dentima fizike, hemije kao i studentima drugih prirodnih nauka koji prouca-
vaju funkcije viSe realnih promenljivih. Sadrzina ove knjige se predaje u
okviru predmeta Matematicke metode II i Matematika II za studente fizike
na Prirodno-matematickom fakultetu u Novom Sadu.

Ova knjiga se istice i razlikuje od drugih po tome $to je dat akcenat na
vizualizaciji pojmova vezanih za funkcije viSe realnih promenljivih. Vizuali-
zacija pojmova je data pomocu interaktivnih slika ¢ija je prednost ta Sto se
trodimenzionalni objekti mogu posmatrati iz zeljenog ugla kao i moguénost
animacije odredenih procesa. Iako su interaktivne slike konstruisane u pro-
gramskom paketu Wolfram Mathematica za njihovo koriSéenje nije potrebno
poznavanje ovog programskog paketa.

Ovom prilikom se zahvaljujem prof. dr Durdici Takac¢i na korisnim su-
gestijama, podrSci i ideji za nastanak ove knjige. Zahvaljujem se dr Jeleni
Aleksi¢ i dr Biljani Mihailovié na svim primedbama i savetima koji su do-
prineli boljem kvalitetu ovog udzbenika.



Uputstvo za koriS¢enje interaktivnih slika

Za koris¢enje interaktivnih slika je neophodno imati internet konekciju i
instaliran Wolfram CDF Player, koji se moze besplatno preuzeti na adresi
www.wolfram.com /cdf-player.

Interaktivne slike se aktiviraju klikom na odgovarujuéu sliku unutar tek-
sta pri ¢cemu se otvara HTML fajl sa slikom i njenim opisom.

Sa leve strane interaktivne slike su data polja za ¢ekiranje (slika i
klizac¢i (slika [2)) pored kojih je nazna¢eno ta oni predstavljaju.

Polje za cekiranje je u obliku
kvadrata i ono se aktivira klikom na  Eekiranjem datih polja dobijaju se navedeni pojmovi

taj kvadrat. na slici
Klizac¢ se pomera tako Sto se pri- @ kriva C koja prolazi kroz tatku P i pripada povr3i S
tisnuta leva tipka misa drzi na kliza- O
¢u i pri tome se povlac¢i mis. Kada se e tangenta na krivu C u tagki P
klikne na dugme oznac¢eno znakom + K
pored klizaca (slika [2)), pojavljuju se .
vige opcija (slika [3) medu kojima je Slika 1

dugme » koje daje moguénost ani-
macije date slike, Sto moze biti korisno u prikazivanju grani¢nih procesa.

X0 i -05 Xo B -05
" ] . EDE
M
Yo U 0.5
Slika 2 Slika 3

Ugao posmatranja trodimenzionalnih objekata se moze promeniti tako
Sto se pritisnuta leva tipka miSa drzi na slici i pri tome se povlaci mis.

vi


http://www.wolfram.com/cdf-player/

Glava 1

Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju su data objaSnjenja vezana za pojmove i oznake koje
se koriste u drugim poglavljima.

Za skupove realnih i prirodnih brojeva koristicemo njihove standardne
oznake, a to su redom R i N. Dekartov proizvod R x R je skup svih uredenih
parova (x,y) takvih da x i y pripadaju skupu R. Za skup R x R koristi¢cemo
oznaku R?. Analogno, skup svih uredenih trojki (z,v,z) gde z, y i z pri-
padaju skupu R ¢ée biti oznacavan sa R3. U opstem slucaju, skup svih n-torki
(1,22, ...,x,) realnih brojeva obelezavatemo sa R", gde je n prirodan broj,
dok ¢emo n-torku (z1, s, ..., x,) krace zapisivati kao x.

1.1 Tacke u prostoru

Tacke u prostoru se predstavljaju pomocu trodimenzionalonalnog koordi-
natnog sistema. Ovaj sistem se sastoji od tri ose koje su medusobno normalne
i koje se seku u jednoj tacki-koordinatnom pocetku O. Trodimenzionalni ko-
ordinatni sistem moze biti desni ili levi. Da bismo utvrdili da li je sistem
desni ili levi usmerimo palac u pozitivnom smeru z-ose, kaziprst u pozi-
tivnom smeru y-ose i srednji prst u pozitivnom smeru z-ose. U zavisnosti od
toga da li smo koristili prste desne ili leve Sake posmatrani koordinatni sistem
je desni ili levi. Na slici se nalazi desni, a na slici levi koordinatni
sistem. U daljem radu ¢emo koristiti desni trodimenzionalni koordinatni sis-
tem. Koordinatne ose odreduju tri koordinatne ravni: xy-ravan, zz-ravan i
yz-ravan (slika [1.3)). Koordinatne ravni dele prostor na osam oktanata. Prvi
oktant je onaj koga odreduju pozitivni delovi z, y i z-ose. Tacake A, B i
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Slika 1.1 Slika 1.2

C' odredene redom uredenim trojkama (z,0,0), (0,y,0) i (0,0, z) se nalaze
redom na x, y i z-osi, njihov polozaj odgovara redom polazajima realnih
brojeva x, y i z na x, y i z-osi kao $to je prikazano na slici Tacka
P odredena uredenom trojkom (z,y, z) se predstavlja u trodimenzionalnom
koordinatnom sistemu tako $to se konstruiSu normale iz ta¢aka A(x,0,0) i
B(0,y,0) redom na = i y-osu u xy-ravni. U tacki preseka tih normala se
formira normala na xy-ravan. Na tako dobijenoj normali, na rastojanju |z|
od zy-ravni se nalaze tacke (z,y,2) i (z,y,—z). Ako je z > 0, tactka P se
nalazi iznad xy-ravni (slika . U slucaju da je z < 0, tacka P se nalazi
ispod xy-ravni, dok za z = 0 tacka P pripada xy-ravni, $to se moze videti na
interaktivnoj slici koja se otvara klikom na sliku

z
yz—ravan =

L C(0,0,2)
*P(x,y,2)

{ z

Xy—ravan

ZX—ravan

Slika 1.3 Slika 1.4


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/KoordinatniSistem.html
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Vektor polozaja tacke P je vektor OP. Vektori polozaja tacaka (1,0,0),
(0,1,0) i (0,0,1) su redom vektori i, j i k. Svakoj tacki (z,y,z) odgovara
samo jedan vektor polazaja i obrnuto.

Ako su z, y, z # 0, onda se tacka P takode moze predstaviti u koordi-
natnom sistemu pomoc¢u kvadra koji obrazuju vektori i, yj_"i k. Tada je
tacka P teme tog kvadra, koje ne pripada nijednoj od koordinatnih ravni

(interaktivna slika [I.4)).

1.2 Rastojanje u R”

Podsetimo se, rastojanje izmedu dva elementa x i y iz skupa realnih
brojeva je
d(z,y) = v —yl.

U skupu R? za rastojanje izmedu tacka A(a1,as) i B(by, by) vazi

d(A, B) = \/(bl - CL1)2 + (bz — (12)2.

Sto se dobija primenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao sa hipotenu-
zom AB i katetama paralelnim z i y-osom. Na slici [I.5] je dat slucaj kad je
by >a; >01by > ay > 0.

y
1 IS B(by,by) B(b,b2b3)
}
6\?\‘@ b—a;
N lbs=as]
~— by—a; — >

o ‘/(b1 —a))’ + by —az)?

Slika 1.5 Slika 1.6

Ako se primeni dva puta Pitagorina teorema na odgovarajuce trouglove sa
slike [1.6] dobija se da je rastojanje od tatke A(ai, a2, as) do tacke B(by, ba, bs)
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u R? dato relacijom

d(A, B) = \/(bl - a1)2 + (bg - CLQ)Q + (b3 - CL3)2.

U opstem slucaju, rastojanje izmedu tacke A(ai,as,...,a,) i tacke
B(bl,bg, e ,bn) u R" je

d(A,B) = /(b1 — a1)? + (by — a2)? + ... + (by, — an)?,

gde n € N.

Rastojanje u skupu R"™ nam omoguc¢ava da uvedemo pojmove lopte i
okoline tacke.

Pretpostavimo da je a element skupa R"™ i r pozitivan realan broj. Lopta
sa centrom u tacki a i poluprec¢nikom r je skup svih tacaka x iz skupa R"
¢ije je rastojanje od tacke a manje od r, tj. ako loptu sa centrom u tacki a i
polupre¢nikom 7 obelezimo sa L(a,r), tada je

L(a,r) = {x € R"| d(a,x) <r}.

Imajuéi u vidu formulu za izracunavanje rastojanja izmedu dve tacke, u
skupu

e R lopta L(a,r) je interval (a —r,a+r),

e R? lopta L(a,r), gde je a = (ay,as), je krug sa centrom u tacki a i
poluprecnikom r bez kruznice, tj. skup

{(z,y) e R?| (z—a1)*+ (y — az)® <r?},

e R3 skup L(a,r), gde je a = (ay,as,as), je lopta bez sfere, tj. sledeci
skup:

{(z,y,2) €R? (2 —a1)*+ (y —a2)* + (2 —a3)?® < r?}.

Neka je u nastavku ovog poglavlja a element skupa R™ i r» > 0.

Okolina tacke a je podskup skupa R™ koji sadrzi loptu L(a,r), za neko
r > 0. Okolina tacke a se oznacava sa U(a).

Skup O C R” je otvoren ako za svaku tacku iz tog skupa postoji okolina
koja je cela sadrzana u O.

Skup Z C R™ je zatvoren ako je njegov komplement R™\ Z otvoren skup.
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Primer 1.1. U skupu R interval (¢, d) je otvoren skup, dok je interval [c, d]
zatvoren skup. |

Primer 1.2. U skupu R? lopta L(a,r) je otvoren skup, a skup
{(z,y) eR? (z —a1)’ + (y —az)® < 1%},

je zatvoren. [ |

Tacka a je unutra$nja tacka
skupa D ako postoji neka lopta
L(a,r) koja je cela sadrzana u skupu
D.

Tacka b je rubna tacka skupa D
ako svaka lopta sa centrom u toj
tacki sadrzi tacke iz D i tacke koje
ne pripadaju skupu D. Na slici
tacka A je unutrasnja tacka skupa
D C R?, dok je tacka B rubna tacka
istog skupa.

Skup svih rubnih tacaka skupa D
se naziva rub skupa D i oznacava se
sa 0D.

Primer 1.3. Unutrasnje tacke inter- Slika 1.7
vala (¢,d) i [c,d], su sve tacke iz
intervala (¢, d), a njihove rubne tacke su tacke cid. W

1.3 Vektorske funkcije jedne realne promenljive

U ovom poglavlju ¢e biti dat kratak pregled osobina vektorskih funkcija
jedne realne promenljive.

Funkcija ¢iji je domen podskup skupa realnih brojeva i kodomen skup
vektora naziva se vektorska funkcija jedne realne promenljive. Dakle, vektor-
ska funkcija jedne realne promenljive realnom broju ¢t dodeljuje jedan vektor
koji se oznacava sa 7(t). Za vektorsku funkciju 7: X — R? vazi

7(t) = g(t)i + h(t)] + k(b)k,

gde su g, h i k realne funkcije jedne promenljive definisane na skupu X.
Funkcije g, h i k se nazivaju komponentne funkcije vektorske funkcije 7.
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Primer 1.4. Ako je

—

f@%:@mt+t+1ﬂ+¢j+(5—EZF—EZO+t+$nWﬁk,

gde t € [—1,5], tada su funkcije
1

1
g®:$M+VH»h@:tik@ZB—ﬁﬁ—ﬂu+pmmﬁ

komponentne funkcije vektorske funkcije 7. Na interaktivnoj slici [1.§] je dat
skup {(g(t), h(t),k(t))|t € [-1,5]}. Pomocu datog klizaca je moguce videti
vektor 7(t) za razli¢ite vrednosti ¢ iz intervala [-1,5]. W

\

—~

(r cos(t),r sin(t))

Slika 1.8 Slika 1.9

1.3.1 Kriva u ravni

Ako su funkcije g 1 h neprekidne na intervalu [a, b], tada se skup C, koji
se sastoji od tacaka (z,y) gde je

r=g(t)iy=h(t), (1.1)

dok ¢ uzima sve vrednosti iz intervala [a,b], naziva kriva u ravni. Jednadine
se nazivaju parametarske jednacine krive C. Ako je kriva C' zadata
parametarskim jednac¢inama, onda se kaze da je ona data u parametarskom
obliku.


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/VektorskaFja.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/Parametrizacija.html
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Primer 1.5. Napisati parametarske jednacine kruznice 22 + 3% = r? gde je
r > 0.

Resenje. Parametarske jednacine kruznice sa centrom u (0, 0) i polupre¢nika

r su
T =Trcost,
y =rsint.

Parametar t pripada intervalu [0, 27].
Na interaktivnoj slici se mogu zadati vrednosti parametru ¢ pri ¢emu
se vide odgovarajuée tacke kruznice. |

U opstem slucaju, parametarske jednacine kruznice (x—a)?+(y—b)? = r2,
sa centrom u tacki (a,b), gde je a, b € R su

T = a+ 7rcost,
y=b-+rsint,

dok ¢ pripada intervalu [0, 27].

Interaktivni prikaz parametrizacije elipse i duzi u ravni se moze videti
klikom na sliku [I.9i odabirom kartice ,elipsa” i ,duz”.

Ako je kriva data jednadinom y = f(z) za x € [a,b], tada se ona moze
zadati pomoc¢u parametra ¢ na slede¢i nacin

r=t, y=f(t), te€la,b].

1.3.2 Kriva u prostoru

Kriva u prostoru se definiSe analogno kao kriva u ravni. Neka su ¢, h i
k neprekidne funkcije na intervalu [a, b]. Kriva u prostoru je skup C, koji se
sastoji od tacaka (x,y, z) gde je

r=yg(t), y=h(t) 1 z==Ek({) (1.2)

dok t uzima sve vrednosti iz intervala [a, b]. Jednacine ((1.2)) se nazivaju para-
metarske jednacine krive C.

Primer 1.6. Odrediti parametarske jednacine duzi AB, gde je A tacka sa
koordinatama (as, as, as), a B tacka sa koordinatama (by, by, b3).
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Resenje. Obelezimo sa 7(t1) i 7(t2) redom vektore polozaja tactke A i B
(slika [1.10]), tj.

F(tl) = alf—i— CLQ}‘I— G3IZ, (13)

7(ts) = byi + boj + bsk. (1.4)

Neka tacka D pripada pravoj
koju odreduju tacke A i B i neka B
se nalazi izmedu njih. Vektori AD A
i AB imaju isti pravac i smer dok
je duzina prvog vektora manja od
duzine drugog Sto znaci da postoji
t iz intervala (0, 1) takvo da je

— — A
AD =tAB, by
r(ty)
.
— . .
AD = t(7(ts) — 7(t1)).
Za vektor polozaja 7(t) tacke D 2
vazi

Slika 1.10

rt) = 7(t1) +A
= 7(ty) + t(F(t2) — 7(t1)).

Odakle sledi na osnovu jednakosti i (1.4), da su parametraske jednadine
duzi AB

r=ay+t(b —ay),

Yy = as + t(by — as),

Z = das —|— t(bg — Clg),

dok t€[0,1]. W

Kriva C' zadata parametarskim jednac¢inama (|1.2) je glatka ako su prvi
izvodi funkcija g, h i k neprekidne funkeije na [a, b i ¢/(t)i+h (£)j+K ()] # 0
za svako t € (a,b). Za krivu C se kaze da je glatka po delovima ako se moze
podeliti na kona¢no mnogo glatkih krivih.


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ParametrizacijaDuzi.html
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1.3.3 Grani¢na vrednost vektorske funkcije

Kako bismo uveli pojmove neprekidnosti, izvoda i integrala vektorske
funkcije jedne realne promenljive prvo je potrebno uvesti pojam grani¢ne
vrednosti ovih tipova funkcija. Naime, grani¢na vrednost vektorske funkcije
7 u tacki ty je po definiciji
lim 7(t) = lim g(t) i + lim h(t) 7 + lim k(¢) k,
t—to t—to t—to

t—to

pod uslovom da postoje grani¢ne vrednosti funkcija g, h i k u tacki t,.

1.3.4 Neprekidnost vektorske funkcije

Vektorska funkcija 7 je neprekidna u tacki ¢, ako je

t—to

pri ¢emu je potrebno da tacka ¢y, pripada domenu vektorske funkcije 7. Na
osnovu definicije grani¢ne vrednosti vektorske funkcije se moze zakljuciti da
je vektorska funkcija neprekidna u tacki ¢ty ako i samo ako su komponentne
funkcije neprekidne u tg.

1.3.5 Izvod vektorske funkcije

Izvod vektorske funkcije se definiSe analogno izvodu realne funkcije jedne
promenljive.

Ako postoji grani¢na vrednost

r(t At) — 7t
lim (to + At) — 77 0)’
At—0 At
tada se ona naziva prvi izvod vektorske funkcije 7 u tacki tg i obelezava se sa
7' (to). U tom slucaju se kaze da je 7 diferencijabilna u tacki ¢,.

Na interaktivnoj slici je dato geometrijsko tumacenje prvog izvoda
vektorske funkcije. Obelezmo sa A i B redom tacke ¢iji su vektori polozaja
T(to) 1 7(to + At). Tada je

—_— . .
AB = 7(tg + At) — (t).
7(to + At) — 7(to)
At
H . . .
AB (slika [1.12)). U sluc¢aju da je At < 0, vektor

Ako je At > 0, vektor ima isti pravac i smer kao vektor

Flto + At) — 7(to)
At

ima isti
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B — —
r 4y + A7) —r (%)
Ar

—;y

Slika 1.11 Slika 1.12

pravac kao ./TB , ali suprotan smer. Kada At — 0 tacka B se priblizava tacki
. N - (to + At) — 7(to)
A i u grani¢nom slucaju se vektor poklapa sa vektorom
koji lezi na tangenti krive, koja je definisana sa 7 u tacki A. Vektor 7'(ty) se
naziva tangentni vektor krive, koja je definisana sa 7, u tacki A pod uslovom
da je 7'(to) # 0.
Izvod vektorske funkcije u nekoj tacki se moze izracunati pronalazenjem
izvoda komponentnih funkcija u toj tacki. Naime, vektorska funkcija

—

F(t) = g(t)7 + h(t)] + k(b)F,
je diferencijabilna u tacki ty ako su funkcije g, h i k diferencijabilne u toj
tacki i .
7' (to) = g'(to)t + KW' (to)g + K (to)k.

1.3.6 Integral vektorske funkcije
Pretpostavimo da su komponentne funkcije g, h i k vektorske funkcije
7 neprekidne na interavlu [a,b]. Odredeni integral vektorske funkcije 7 na
intervalu [a, b] je
b b b b

/F(t)dt— /g(t)dt i+ /h(t)dt i+ /k:(t)dt k.

a a a a


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/IzvodVektorskeFje.html
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1.4 Funkcije viSe promenljivih

Podsetimo se, funkcija f je pravilo kojim se svakom elementu skupa X
pridruzuje tacno jedan element skupa Y pri ¢emu je potrebno da X i Y budu
neprazni skupovi. Skup X se naziva domen, a skup Y kodomen funkcije f.
Da bi se istaklo da je skup X domen i skup Y kodomen funkcije f, koristi se
sledeci zapis

f: X =Y.

Funkcija ¢iji je domen podskup skupa R™ i kodomen podskup od R™, gde su
n i m prirodni brojevi, je jedan od najvaznijih pojmova matematicke analize.
Ranije smo se susretali sa funkcijama ¢iji su domen i kodomen podskupovi
skupa R. Takve funkcije se nazivaju realne funkcije jedne realne promenljive.
Funkcija ¢iji je domen podskup od R", gde je n > 1, se naziva funkcija
viSe realnih promenljivih. U narednim poglavljima ¢emo izuc¢avati realne i
vektorske funkcije vise realnih promenljivih.

Realna funkcija vise realnih promenljivih je funkcija ¢iji je domen podskup
skupa R", gde je n > 1, a kodomen podskup od R. Ova funkcija se naziva
jos i skalarno polje.

Ako je domen funkcije podskup od R”, a kodomen podskup od R™, gde
jen >11im > 1, tada se ta funkcija naziva vektorska funkcija vise realnih
promenljivih.

1.4.1 Grafik realne funkcije viSe realnih promenljivih

Grafik funkcije f: X — Y, gde je X C R", Y C R™, je slededi skup
Gr=A{(x f(x)[xe X}

Dakle, grafik realne funkcije dve re-
alne promenljive (n =2, m = 1) je

Gr=Alz,y, f(z,9) | (z,y) € X}

Grafik realne funkcije dve realne
promenljive se predstavlja u trodi-
menzionalnom koordinatnom siste-
mu kao skup tacaka (z,y, f(z,y))
dok (x,y) uzima sve vrednosti iz x T X _

— R

domena X (slika[1.13]). Slika 1.13

O’f(x()’yo))
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Primer 1.7. Funkcija
2

fla,y) = (a% + e

je definisana na celom skupu R?. U trodimenzionalnom koordinatnom siste-
mu tacke (z,y, f(z,y)) gde (z,y) € R? su date na slici |

Primer 1.8. Domen funkcije

floy) = Vi - —y?

je skup D = {(z,y) € R? | 2* + y* < 4}. Dakle, domen funkcije f je krug
sa centrom u (0,0) i polupre¢nikom 2. Kako je f(z,y) > 0, u trodimenzion-
alnom koordinatnom sistemu tacke (z,vy, f(z,y)) dok (z,y) € D se nalaze
iznad skupa D koji lezi u zy-ravni (slika [L.15)). [

Slika 1.14 Slika 1.15

1.5 Povrsi

Neka je skup D deo xy-ravni u trodimenzionalnom koordinatnom siste-
mu, ograni¢en nekom zatvorenom krivom i f realna funkcija dve realne
promenljive definisana na D. Ako predstavimo sve tacke (x,y, f(z,y)) dok
(z,y) € D u koordinatnom sistemu, dobijamo povrs. Naime, skup svih tac¢aka
(z,y, f(x,y)), dok (x,y) € D, obrazuje povrs, a jednac¢ina te povrsi je
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U nastavku é¢emo se najvise baviti povr§ima koje su zadate pomocu jedna-
¢ine ([1.5) dok je funkcija f neprekidna na skupu D (pojam neprekidnosti
funkcije dve promenljive je uveden u odeljku [2.2)). Jednacina povrsi moze
imati i sledeé¢i oblik

F(z,y,z) =0. (1.6)
Dakle, skup svih tacaka (z,y, z), koje zadovoljavaju jednacinu (1.6) se naziva
poOvTS.
Primer 1.9. Povrs, &ja je jednadina z = (2% + yz)eg_wQ_yQ, je data na slici

INE! |
Primer 1.10. Na slici je data povrs z = /4 — 22 — g2 [ |

1.5.1 Cilindri¢ne povrsi

Neka je C' kriva u ravni i p prava koja nije paralelna toj ravni. Cilindri¢na
povrs je skup svih pravih koje su paralelne pravoj p i koje seku krivu C
(interaktivna slika [1.16). Kriva C' se naziva direktrisa, a prave paralelne
pravoj p se nazivaju izvodnice ili generatrise.

p

Slika 1.16 Slika 1.17

U nastavku ¢emo se baviti samo cilindri¢cnim povrSima cije su izvodnice
normalne na koordinatnu ravan u kojoj se nalazi direktrisa.
Neka jednacina povrsi ima oblik

F(z,y)=0. (1.7)


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/CilindricnePovrsi.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/CilindricnePovrsi.html
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Posmatrajmo krivu C' u xy-ravni koja je odredena jednacinom (1.7]). Posto
prva i druga koordinata tacke na posmatranoj povrsi zadovoljavaju jednacinu
, a tre¢a koordinata te tacke moze biti proizvoljna, to su izvodnice te
povrsi paralelne z-osi i ona sece xy-ravan po krivoj C' (interaktivna slika
kartica ,povr§ F'(z,y) = 07).

Analogno, izvodnice povr§i date jednacinom F(z,x) = 0 su paralelne y-
osi, a izvodnice povrsi F(y, z) = 0 su paralelne z-osi. Ovakve povrsi se mogu
videti otvarenjem interaktivne slike [[.17]i odabirom odgovarajuce kartice.

Primer 1.11. Nacrtati cilindri¢ne povrsi date jednac¢inama:

1'2 2’2 1’2 y2

a) 2=1-3? b) ¥+§:1,a,b>0, c)ﬁ—ﬁzl,a,b>0.
Resenje. a) Povrs data jedna¢inom z = 1 — y? ima izvodnice paralelne
x-osi, a njena direktrisa je parabola u yz-ravni sa jednadinom z = 1 — 3%
Ova povr§ je data na interaktivnoj slici [1.18

Slika 1.18 Slika 1.19 Slika 1.20

2
. .. .. . wee e . - x
b) Presek date cilindri¢ne povrsi i zz-ravni je elipsa ¢ija je jednacina — +
a
2
z
i 1, gde je a,b > 0. Izvodnice su joj paralelne y-osi. Interaktivni prikaz
2 2
ove povrsi se moze videti klikom na sliku 1.19|i odabirom kartice ,,— + =i
a
17.

2 2
c¢) Hiperbola u zy-ravni sa jedna¢inom — - Z—z =1, dok je a,b > 0, je
a

direktrisa ove povrsi. Njene izvodnice su paralelne z-osi (interaktivna slika

2

2
1.20] kartica TR T ). [ |



http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/CilindricnePovrsiPr.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/CilindricnePovrsiPr.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/CilindricnePovrsiPr.html
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1.5.2 Obrtne povrsi

Povrsi koje nastaju obrtanjem (rotacijom) krive u prostoru oko neke prave
se nazivaju obrtne povrsi (interaktivna slika |1.21]).

4

Slika 1.21 Slika 1.22

Specijalan slu¢aj obrtnih povr§i je povrs nastala obrtanjem krive C' koja
se nalazi u yz-ravni zadate jednac¢inama

z=[f(y), =0, (1.8)

oko z-ose. Na interaktivnoj slici [[.22] je data jedna takva povrs.
Posmatrajmo tacku A(0, yo, f(v0))

na krivoj C (slika [1.23). Prilikom :

obrtanja krive C' oko z-ose tacka A

se kre¢e po kruznici £ u ravni pa-

ralelnoj xy-ravni. Ta kruznica je

odredena jednac¢inama

Py =02 2= f(r),

gde je r = |yo|. Sledi da svaka tacka
(x,y,z) posmatrane povrsi koja se
nalazi na kruznici k zadovoljava
jednacinu

z=f(Va?+y?). (1.9)

Slika 1.23


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ObrtnePovrsi.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ObrtnePovrsiZYX.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ObrtnePovrsiZYX.html
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Naime, obrtna povrs, koja nastaje obrtanjem krive iz yz-ravni zadate jedna-
¢inama ([1.8)) oko z-ose, je odredena jednacinom ((1.9)).
Ako je kriva C' zadata jednacinama

F(y,z) =0, x =0,
tada je

F(y/x?+y22) =0,

jednacina povrsi, koja nastaje obrtanjem krive C' oko z-ose. U slucaju
da se obrtanje krive C' vrsi oko y-ose, tada dobijena povr§ ima jednacinu
F(y,va?+2?) =0.

Pored obrtnih povrsi koje nastaju rotacijom krive iz yz-ravni oko y-ose ili
z-ose posmatra¢emo i povrsi koje nastaju obrtanjem krivih iz zy-ravni oko
x-ose ili y-ose i iz zz-ravni oko x-ose ili z-ose.

Obrtna povrs, koja nastaje obrtanjem krive zadate jednacinom F(z,y) =
0 iz xy-ravni oko y-ose, ima jednacinu F'(v/z? + 22, y) = 0. Sli¢no, jednacina
F(\/y?+ 2%2,2) = 0 odreduje povr§ nastalu rotacijom krive F'(z,z) = 0 iz
zz-ravni oko w-ose. Odabirom odgovarajuée kartice na interaktivnoj slici
se mogu videti graficki prikazi opisanih postupaka kojima se dobijaju
obrtne povrsi.

Primer 1.12. Nacrtati povrs koja nastaje rotacijom

a) parabole y = x? u zy-ravni oko y-ose,

b) kruznice 2% + 2? = r? u zz-ravni oko z-ose, gde je r > 0,

¢) kruznice (y — a)? 4+ 2% = r? u yz-ravni oko z-ose, gde je 0 < r < a.
Odrediti njihove jednadine.

Resenje. a) Povir§ koja nastaje
obrtanjem parabole y = 22 u xy-

ravni oko y-ose je odredena jednadi-

nom y = x* + 22. Ova povrs$ je data

na interaktivnoj slici [1.24

b) Obrtanjem kruznice x? + 22 = r?

u zx-ravni oko z-ose dobija se sfera

sa jednac¢inom z? + y? + 22 = r? x
(interaktivna slika[l.25] kartica 22+

y* = r? oko z-o0se”).

c) Povrs koja se dobija rotacijom
kruznice (y—a)?+2% = r* u yz-ravni Slika 1.24



http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ObrtnePovrsiPr.html
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oko z-ose, gde je 0 < r < a se naziva torus. Jednacina dobijenog torusa je
(V22 + 92 —a)®+ 22 = r? (interaktivna slika [1.26, kartica ,(y —a)?+ 22 = 12,
0 <71 < a oko z-ose”). |

Slika 1.25 Slika 1.26

1.5.3 Povrsi drugog reda

Neka je povrs S data jednac¢inom F(z,y,z) = 0. Ako je funkcija F poli-
nom drugog stepena po promenljivama x, y i 2z, tada se povrs S naziva povrs
drugog reda. Dakle, povrs drugog reda je odredena jednac¢inom

a1 +agy? + az2? + agyz + aszx + agry (1.10)
+a7r + asy + agz + ayp = 0, .

gde je bar jedan od koeficijenata ay, as, a3, ay, as i ag razli¢it od nule.
Odabirom pogodnog koordinatnog sistema, jednac¢ina ([1.10]) se moze svesti
na jedan od slede¢ih oblika:

ar? + by +c2X=d ili ax® +by® +cz = 0.
U tabeli su dati primeri povisi drugog reda ¢ije jednacine imaju jedan

od prethodna dva oblika. Klikom na tabelu [I.I] otvara se interaktivni prikaz
navedenih povrsi gde je moguée menjati koeficijente u jednacinama tih povrsi.


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ObrtnePovrsiPr.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ObrtnePovrsiPr.html
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Elipsoid

.TQ y2 Z2

;4——4‘;:1,

a,b,c >0

Jednokrilni hiperboloid

Dvokrilni hiperboloid

Elipticki paraboloid

2 2
2z:x—+y—,

Hiperbolic¢ki paraboloid

2 2
éE——y—:2z,
p g

p,q >0,

Elipticki cilindar

Hiperbolicki cilindar

Paraboli¢ki cilindar

y? = 2pz,

p>0

Tabela 1.1


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/PovrsiDrugogReda.html

Glava 2

Funkcije vise promenljivih

2.1 Granic¢na vrednost funkcije

Prvo ¢emo uvesti pojam grani¢ne vrednosti realne funkcije dve realne
promenljive, a zatim grani¢ne vrednosti vektorske funkcije vise realnih pro-
menljivih.

Definicija 2.1. Neka skup D C R? sadrZi neki krug sa centrom u tacki
(0,Y0), osim mozda tacku (zg,yo). Funkcija f: D — R, ima grani¢nu vred-
nost G u tacki (zg,yo) ako

(Ve > 0)(38 > 0)(V(z,y) € D)

0<V(@—20)2+(y—y0)2<d=|f(z,y) — G| <e.

Sa
lim  f(z,y) =G

(x,y)—»(xo 7y0)

se oznacava da je G grani¢na vrednost funkcije f u tacki (xo, yo)-

Geometrijski, G je grani¢na vrednost funkcije f u tacki (zo,yo) ako se za
svaki fiksiran broj € > 0, moze odrediti 6 > 0 tako da se deo povrsi z =
f(x,y), unutar cilindra, ¢ija je projekcija na xy-ravan kruznica sa centrom
u (xo,y0) i polupreénikom § nalazi izmedu ravni z = G —e¢i z = G + ¢.
Interaktivna slika sa geometrijskim tumacenjem definicije [2.1] se moze videti
klikom na sliku

19
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" 2=f(x,p)

Slika 2.1 Slika 2.2

2
Primer 2.1. Pokazati po definiciji da je  lim % =0
(z,y)—(0,0) 27 + Y

Resenje. Neka je € proizvoljno odabran pozitivan broj.
Za svako (z,y) € R?/{(0,0)} vazi

%y x? 3
|f(z,y) = 0] = | | = Syl <yl < Va2 +y2

24y atty

Ako uzmemo da je § = €, na osnovu prethodne nejednakosti imamo sledeé¢u
implikaciju

VEi+y? <6 = |f(z,y) — 0| <224+ y?<d=c. N

Klikom na sliku [2.2] otvara se geometrijska interpretacija primera [2.1

Tacki (z9,y0) se moZe priéi kre¢uéi se po bilo kojoj krivoj u ravni. Ako
grani¢na vrednost funkcije postoji, ona ne zavisi od krive po kojoj se pribli-
zavamo posmatranoj tacki, tj. grani¢na vrednost funkcije je jedinstvena.

Primer 2.2. Ispitati da li postoje sledeée grani¢ne vrednosti:

2 .2 512
a) lim %, b) im %
(z,y)—(0,0) T* + Y (z,y)—(0,0) % + Y

Resenje. a) Neka je k proizvoljno odabran realan broj. Kada se tacka (z,y)
priblizava tacki (0,0) po pravoj y = kz, tada je
-yt -kt 11—k

li — 7 =1 — ]
(m,y)lir%O,O) x? + y? 220 2+ k222 1+k2



http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/GranicnaVrednost.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/GranicnaVrednostPr1.html
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Dakle, za razli¢ite vrednosti koeficijenta k dobijaju se razli¢ite grani¢ne vred-
nosti funkcije kad se tacka (x,y) priblizava tacki (0,0) po pravoj y = kz. Sledi
2 _ 2
da grani¢na vrednost lim —— ne postoji.
& (2,y)—(0,0) T2 + 12 POStO)
Interaktivni prikaz ovog primera se moZe videti klikom na sliku

Slika 2.3 Slika 2.4

b) Ako se za fiksiran broj k, tacka (x,y) priblizava tacki (0,0) po pravoj
y = kx, tada je

52y ’ S5ka? 0
m ———=IJlm-———=0.
(zy)—0,0) x* +y2  2—0 x4 + k222

Ako izaberemo za krivu, po kojoj se tacka (x,y) priblizava tacki (0,0),
parabolu y = 22, tada je

Se%y .. ba*x® 5

llm ———=Ilim— =—.
(z)—00) 24 +y2 -0zttt 2

2

Dakle, grani¢na vrednost  lim 4—y2 ne postoji.
(z,y)—(0,0) % + Yy
Klikom na sliku [2.4] se otvara interaktivni prikaz ovog primera. |

U opstem slucaju su slede¢e grani¢ne vrednosti razlicite

le (lim f(x,y)), lim (hm f(:c,y)), ( )lim flz,y).

Y=o y—Yo \ T—To —(x0,y0)


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/GranicnaVrednostPr2.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/GranicnaVrednostPr3.html
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2z —
Primer 2.3. Akoje f(z,y) = y’ ispitati da li sledece grani¢ne vrednosti
x

+ 3y
postoje:
a) lim ( Ii ,,bl'(l' ,),cl' ).
) lim (Ji%f (z y)> )l (i () ) <x,y>13070>f<x v)

Resenje. a) Ako se prvo odredi grani¢na vrednost date funkcije kad y — 0
dok je x fiksirano, dobija se

2% — 2
lim (lim * y) — lim 2% — 2,
z—0 \y—0 x + 3y

b) Ako sada prvo fiksiramo y i odredimo grani¢nu vrednost date funkcije
kada = — 0, dobijamo

. . 2r+y .y 1
lim ( lim =lim — = ——.
y—0 \z—0 x — 3y y—0 —3y 3

¢) Grani¢na vrednost data pod a) je u stvari grani¢na vrednost funkcije f
kad (z,y) tezi (0,0) duz krive date na slici [2.5] a grani¢na vrednost data pod
b) je grani¢na vrednost funkcije f kad (z,y) tezi (0,0) duz krive date na
slici Kako su duz ove dve krive po kojima se priblizavamo tacki (0, 0),

dobijene razli¢ite grani¢ne vrednosti, to grani¢na vrednost ( l)lrr(l : f(z,y)
z,y)—(0,0

ne postoji. |

x.y) I .Y

Slika 2.5 Slika 2.6

Osobine grani¢ne vrednosti funkcije

Ako funkcije f i g imaju grani¢ne vrednosti G i H, respektivno, u tacki
(x0,Y0), onda vazi
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i) lim  (f(x,y) +g(v,y) =G+ H,

(:c,y)—»(xo,yo)

i lim (f(z,y)-g(z,y) =G - H,

(z,y)—(z0,Y0)

- fle,y) G
110 lim = —,akoje H #0,
) (@y)—(zom0) g(w,y) H . 7

Primer 2.4. Odrediti sledeée grani¢ne vrednosti:

. z® + P . z® 42z —y : z(y+1)
a) lim ., b) lim — 3 c) lim ———.
(@y)=(0.0) T+ Y @y)—-012)  (z+y) (@y)—2-1) /Yy +5 =2
Resenje.
ZL‘3 + y3

a)

lim = lim (22—zy+4?) =0.
(zy)—(0,0) T+ Y (x,y)ﬂ(070)< y+y)

3421 — 1
b) lim Lny —
(@y)—(12) (T +y) 9

o fm  SWED g wldl) VyFs+2
@y)—2-1) VY +5—2 (@y—-2-1)+y+5—2/y+5+2
= lim 1)(%(\/y+5+2)) =8 N

($7y)_>(27_

Grani¢na vrednost vektorske funkcije n promenljivih, n > 2, se definise
na sledec¢i nacin:

Definicija 2.2. Neka skup D C R”™ sadrzi neku loptu sa centrom u tacki
xo = (Zo,, oy, ---, To,) € R", osim mozda tacku xq. Funkcija f : D — R™,
ima u tacki xg grani¢nu vrednost G € R™ ako

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € D) 0<d(x,%9) <9 = d(f(x),L) <e.

Sa
lim f(x) =G

X—X0

se oznacava da je GG grani¢na vrednost funkcije f u tacki xo.
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2.2 Neprekidnost funkcije

Pojam neprekidnosti funkcije dve promenljive se definiSe analogno pojmu
neprekidnosti realnih funkcija jedne promenljive.

Definicija 2.3. Neka je f : D — R funkcija, D C R? i (xg,y0) € D. Funkcija
f je neprekidna u tacki (zg,yo) ako

(Ve > 0)(36 > 0)(V(z,y) € D)

V(@ =202+ (Y — 40)2 < 0 = | f(z,y) — fzo, p0)| < e

Vezu izmedu neprekidnosti funkcije f u tacki (xg,y0) i graniéne vrednosti
funkcije f u tacki (xo,y0) daje sledeca teorema.

Teorema 2.1. Ako je f : D — R funkcija, D C R? i skup D sadr#i neki
krug sa centrom u tacki (xo, o), tada je funkcija f neprekidna u tacki (xq, yo)
ako 1 samo ako vazi

lim  f(z,y) = f(zo,yo).

(z,y)—(z0,y0)

Funkcija f : D C R? — R je neprekidna na A, A C D, ako je neprekidna
u svakoj tacki skupa A.
Neprekidnost funkcije n promenljivih, n > 2 se definiSe na slede¢i nadin:

Definicija 2.4. Neka tacka xq pripada skupu D C R". Funkcija f : D — R™
je neprekidna u tacki xq¢ ako

(Ve > 0)(39 > 0)(Vx € D) d(x,%0) < = d(f(x), f(X0)) < e.

Vazi sledec¢a teorema.

Teorema 2.2. Ako je f : D — R™, D C R" i skup D sadrZi neku loptu sa
centrom u tacki Xq, tada je funkcija f neprekidna u tacki xo ako vazi

lim f(x) = f(xo).

X—X0

Ako su funkcije f,g: D — R™, D C R" neprekidne u tacki xo € D, tada
su u toj tacki neprekidne i funkcije koje predstavljaju njihov
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i) zbir f + g;
i) razliku f — g;
iii) proizvod f - g;

iv) koli¢nik i, ako su vrednosti funkcije g razli¢ite od nule u nekoj okolini

tacke xgq.

2.3 Parcijalni izvodi funkcije vise promenljivih

U ovom odeljku ¢e biti data definicija prvih parcijalnih izvoda realne
funkcije dve promenljive, a zatim definicija prvih parcijalnih izvoda realne
funkcije n, n > 2, promenljivih.

Definicija 2.5. Neka je (x¢, o) unutrasnja tacka skupa D C R? i f realna

funkcija dve promenljive ¢iji je domen skup D. Prvi parcijalni izvod funkcije
0 , X

f u odnosu na promenljivu x u tacki (zg,yo), u oznaci M, je

x
df (xo,y0) T f(xo+ h,y0) — f(20, Y0)
———=~ = lim ,
Ox h—0 h

pod uslovom da postoji grani¢na vrednost sa desne strane jednakosti.
Prvi parcijalni izvod funkcije f u odnosu na promenljivu y u tacki (z¢, yo),

u oznaci M, je dat sa
dy
Of (xo,y0) i f(xo, 90 +h) — f(20, yo)
———=~ =lim ,
oy h—0 h

pod uslovom da postoji grani¢na vrednost sa desne strane jednakosti.

Prvi parcijalni izvodi po = i po y u tatki (x,y0) se oznaavaju i sa
fe(zo,90),  fu(To,Yo)-

Analogno se definisu prvi parcijalni izvodi realne funkcije n promenljivih
pri cemu je n > 2.
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Definicija 2.6. Neka je xo = (o,, Zo,, ..., To,) unutrasnja tacka skupa D C
R* n >2if: D — R. Prvi parcijalni izvod funkcije f u odnosu na

0
promenljivu z; u tacki xq, u oznaci f(XO), je
Z;
8f(X0) — f(IOI,CCOQ, <oy Loy, + h, ey .I'On> — f(IOl,SL'OQ, ceey l’gn)
= lim ,
ox; h—0 h

pod uslovom da postoji granicna vrednost sa desne strane jednakosti.

Primer 2.5. Odrediti prve parcijalne izvode slede¢ih funkcija:

a) f(x,y)—§+2x2y—xy3+2, reR, yeR\ {0}

r+y—2z
b =— — 2 R.
) flz,y) T 3v—y+2:#0, 1,y,2€
Resenje.
af 1 3 of x 2 2
Dy fpy — Gl 902 3002,
a D7 y+ Ty — Y, Dy y2—|—x TY“;
b) Of Bx—y+2x-3@+y—22)  —dy+4z
or (3x —y +22)?  (Br —y +22)%
of 3wv—y+2z2+v+y—22 4x
oy (3x —y +22)? © (Br —y +22)%
of =28z —y+2z2)—2(x+y—2z2) -8z
i = . |
0z 3z —y + 22)? (3x —y+22)2

2.3.1 Geometrijsko tumacenje prvih parcijalnih izvoda

Geometrijski, prvi parcijalni izvod funkcije dve promenljive f po promenljivoj
x u tacki (zo,y0) je koeficijent pravca tangente t; na krivu koja se dobija u
preseku povrsi z = f(z,y) i ravni y = yo u tacki A(zo, yo, f(zo,v0)), (slika
27).

Analogno, prvi parcijalni izvod funkcije dve promenljive f po promenljivoj
y u tacki (o, yo) je koeficijent pravca tangente ¢, na krivu koja se dobija u pre-
seku povisi z = f(z,y) i ravni @ = xo u tacki A(zo, vo, f (o, vo)), (slika [2.8).
Interaktivna slika sa geometrijskim tumacenjem prvog parcijalnog izvoda po
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Slika 2.7 Slika 2.8

z 1po y u tacki (zg, yo) se moze videti klikom na sliku [2.7]1 sliku [2.8] respek-

tivno. Jednadcine tangenti ¢y i ¢y su:

df (o,

t1: z:f(xo,yo)—kww—fo)» Y = Yo,
df (o,

lo z:f(xo,yo)ﬂL%(y—yo), T = Xo.

2.3.2 Parcijalni izvodi viSeg reda

Neka je f realna funkcija dve promenljive definisana na otvorenom skupu
D i ima prve parcijalne izvode u svim tackama skupa D. Drugi parcijalni
izvodi funkcije f su:

fex = (fo). ili drugadije zapisano % = % <%) ’
Fow = (Fa)y %f - a% %) ’
foy = (fo)y 525; B a% (% ’
foe = (fy)a aa:gy N 8% (%) '

Parcijalni izvodi f,, 1 fy» se nazivaju meSoviti parcijalni izvodi drugog
reda funkcije f.

Sledec¢a teorema daje odgovor na pitanje koje uslove treba da zadovoljava
funkcija f da bi njeni meSoviti parcijalni izvodi drugog reda bili jednaki.


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ParcijalniIzvodiPoX.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/ParcijalniIzvodiPoY.html
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Teorema 2.3. Ako funkcija f : D — R ima neprekidne druge parcijalne
izvode fry @ fye na otvorenom skupu D C R?, onda je

fl?y(x7y) = fyw(xay) za sve (I,y) €D.
Primer 2.6. Odrediti druge parcijalne izvode sledec¢ih funkecija:
a) f(x,y) =sin?(2ry) za z,y € R
b) f(z,y) =In(Bx —y+1) za z,y € R za koje je 3x —y +1 > 0.
Resenje.
a) Prvi parcijalni izvodi funkcije f su
fz = 2sin (2zy) - cos (2zy) - 2y = 2y sin (4zy) ,
fy = 2sin (2zy) - cos (2zy) - 22 = 2w sin (4zy) .
Drugi parcijalni izvodi funkcije f su
foe = 2y (cos (4zy) - dy) = 8y* cos (4xy) ,
fay = 2sin (doy) + 2y cos (4dzy) - 4o = 2sin (doy) + 8xy cos (4zy) ,
fye = 2sin (4oy) + 2z cos (4oy) - 4y = 2sin (4dxy) + 8xy cos (4xy),
fyy = 2x cos (4ay) - 4o = 8x? cos (4zy) .

b) Prvi parcijalni izvodi funkcije g su
3 ~1

Drugi parcijalni izvodi funkcije g su

_ 9 B 3
B 3 B 1
Jur 3z —y+1)* oy 3z —y+1)%
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Sledi primer funkcije ¢iji meSoviti parcijalni izvodi nisu jednaki.
Primer 2.7. Odrediti meSovite parcijalne izvode drugog reda funkcije

2 2

f(:c y) _ xy%, (:L‘,y)#(o,()),
0, (z,y) = (0,0)
u tacki (0,0).
Resenje. Prvi parcijani izvodi u tacki (z,y) # (0,0) su

ZL‘4 _ y4 _ 4x2y2
(22 + 32)°

ot — gt o+ day?
(22 + y2)*

fo(z,y) =y . fy(xy) ==

Prvi parcijani izvodi u tacki (z,y) = (0,0) se odreduju po definiciji. Kako je
F(h,0) = £(0,h) = 0 to je

£,(0,0) = Jim L9 =/ (0,0)

h—0 h

f(O, h) — f (070)
h

=0, fy(O,O):flLli% =0.
Megoviti parcijalni izvodi drugog reda u tacki (0,0) se takode ra¢unaju po
definiciji

fz (0.1) = £ (0.0) i

fxy(oao):}lllg(l) 3 :}lllif(l) h =—1,

fy(h0) = £,(0,0) _ . F1
h h—0 h, '

Dakle, f,, (0,0) # f,. (0,0). W

2.4 Tangentna ravan i linearna aproksimacija

Neka je povrs S odredena jedna¢inom z = f(x,y), pri ¢emu funkcija dve
promenljive f ima neprekidne prve parcijalne izvode u nekoj okolini tacke
(zo,y0) 1 tacka P(xo,yo, 20) pripada povrsi S, §to znadi da je zo = f(2o, yo)-
Neka je presek povr§i S i ravni y = yo kriva C}, a presek povrsi S i ravni
r = xo kriva Cy (interaktivna slika . Obelezimo sa t; i t tangente na
krivu C; i Cs, respektivno.
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Slika 2.9 Slika 2.10

Tangentna ravan na povrs S u tacki P je odredena tangentama t¢; i ¢,
(slika [2.10)) ¢ije su jednadine:

t1: 2= f(wo,90) + fe(®0,%0)(x — 70), Y = Yo,

ty: z= f(w0,90) + fy(%0,%0)(y — %0), == mo,

o ¢emu je bilo viSe reci prilikom geometrijskog tumacenja prvih parcijalnih
izvoda. Jednadina ravni koja sadrzi tacku P(xg, 3o, 20) je

Alx — ) + B(y —yo) + C(z — 29) = 0.

Ako uzmemo da je a = e ib= el tada jednacina tangentne ravni ima
sledeci oblik:

z— 29 = a(x — xo) + b(y — yo)-
S obzirom da tangenta t; pripada ravni y = yo i tangentnoj ravni, moze se
zakljuditi da je a = f,(zo,v0). Analogno, tangenta ¢, pripada ravni x = ¢ i
tangentnoj ravni, pa je b = f,(zo, yo). Dakle, jedna¢ina tangentne ravni na
povrs S u tacki P(zo, yo, f(z0,%0)) je

z = f(x0,v0) + fo(To,Y0)(x — o) + fy(0.%0) (Y — Yo)- (2.1)

Primer 2.8. Odrediti jednacinu tangentne ravni na paraboloid z = 2% + ¢2
u tacki P(1,1,2).


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/TangentnaRavan.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/TangentnaRavan.html
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Resenje. Prvi parcijalni izvodi funkcije f(z,y) = 22+ y? u tacki (z,y) € R?
su:
folz,y) =22, fylz,y) =2y,

a u tacki (zg,y0) = (1,1) su:
f:(1,1) =2, f,(1,1)=2.
Jednacina tangentne ravni na paraboloid z = x? + y? u tacki P(1,1,2) je
z2=24+2x—-1)+2(y—1),
tj.
z=2x+2y—2.
Paraboloid z = x? + y? i tangentna ravan z = 2x + 2y — 2 u tacki (1,1,2) su

date na slici (2.11)). [

Slika 2.11

Interaktivna slika moze da se uveca pomocu ponudenog klizaca.
Na uvecanoj slici se vidi da posmatrani paraboloid ,li¢i” na tangentnu ravan
u okolini tacke P.

U opsStem sluc¢aju, ako su prvi parcijalni izvodi funkcije f neprekidni u
nekoj okolini tacke (o, yo), onda za sve tacke (z,y) iz te okoline vazi

[z, y) = f(x0,90) + fe(®0, y0)(x — 20) + fy (20, Y0) (¥ — ¥o)-

Funkcija

L(z,y) = f(zo,y0) + fa(T0,y0) (7 — 20) + fy(0, v0) (¥ — v0)

se naziva linearna aproksimacija funkcije f u tacki (xg,yo).


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/LinearnaAproksimacija.html
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2.5 Diferencijabilnost funkcije

U prethodnom odeljku smo zakljuc¢ili da se funkcija dve realne promenljive,
koja ima neprekidne prve parcijalne izvode u okolini tacke (zg,yo), moze
aproksimirati u okolini te tacke polinomom prvog ili nultog stepena sa dve
promenljive. Diferencijabilne funkcije u tacki (xg,yo) imaju takvu osobinu.
Pre nego sto bude data definicija diferencijabilnosti funkcije, bi¢e uveden po-
jam prirastaja funkcije u tacki. Prirastaj funkcije dve promenljive f u tacki
(20, 0) je

Af = f(zo+ Ar,yo + Ay) — f(xo,Yo)

gde su Az i Ay prirastaji nezavisno promenljivih x i y u tacki zo i yo re-
spektivno.

Definicija 2.7. Neka je (x¢,yo) unutrasnja tacka skupa D C R? Funkcija
f: D — R je diferencijabilna u tacki (z¢, yo) ako vazi

Af = fuo(o,40) A% + f, (0, yo) Ay + 1Az + £Ay (2.2)
gde g1 = e1(Ax, Ay) i g9 = e9(Az, Ay) teze 0 kada (Az, Ay) tezi (0,0).
U definiciji jednakost (2.2) moze da se zameni sa slede¢im uslovom:

lim Af — fe(zo, yo) Az — fy (20, y0) Ay
(Az,Ay)—(0,0) \/(Ax)2 =+ (Ay)2

=0.

Podsetimo se, ako je realna funkcija jedne realne promenljive diferencija-
bilna u nekoj tacki, onda je ona i neprekidna u istoj tacki. Analogno tvrdenje
vazi i za funkcije dve promenljive.

Teorema 2.4. Ako je funkcija f : D — R diferencijabilna u unutrasnjoj
tacki (xo,vo) skupa D C R?, tada je ona neprekidna u tacki (zo,yo).

Kada funkcija dve promenljive ima prve parcijalne izvode u nekoj tacki,
ona ne mora da bude i diferencijabilna u toj tacki. Vazi sledeca teorema.

Teorema 2.5. Ako je funkcija f definisana na otvorenom skupu D C R? i
ima neprekidne prve parcijalne izvode na skupu D, onda je ona diferencija-
bilna v svakoj tack: skupa D.
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2.5.1 Diferencijal funkcije
Diferencijal funkcije f u tacki (zg,yo) je
df = fu(z0,y0)Az + fy(0, yo) Ay.
Kako je Ax = dx i Ay = dy, to je
df = fo(@o, yo)dx + fy(xo, yo)dy.

Ako uzmemo da je Ax = dr = v — 291 Ay = dy = y — yp, tada za
diferencijal funkcije f vazi

df = fu(x0,%0)(x — 20) + £y (20, Y0) (Y — Yo)

Geometrijska interpretacija prirastaja i diferencijala funkcije je data na slici
dok se detaljnije objasnjenje i interaktivni prikaz moze videti kada se
klikne na sliku 2121

; oAy, 0) f(xi,yo)
(xo,yo,’)).\ ‘: _____ e '(350:/} , Yo +A4y,0)

(xO)yO +Ay)0) y

Slika 2.12

Definicija 2.8. Diferencijal realne funkcije f n promenljivih je

of af of
df = —dx; + =——dxo + ... + =——dx,,
f 0x ! 0xo 2 oz,
gde sudzx;, i = 1,2, ...,n diferencijali nezavisno promenljivih z;, 1 = 1,2,....,n
respektivno.


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/Diferencijal.html
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Primer 2.9. Odrediti diferencijal funkcije f(x,y, z) = ' + zyz + e* ¥ T%.

Resenje.
df = (423 + yz + " V2)dx + (xz — " V27)dy + (zvy + 2" V2% )dz. W

2.5.2 Diferencijali viSeg reda

Neka funkcija f : D — R ima neprekidne druge parcijalne izvode na
otvorenom skupu D C R?%. Tada je diferencijal drugog reda funkcije f dat sa

d(df) = d*f,
tj.

dldf) = 8x(8£d +a_f ) oy (afd +a_£ ) Y

82
= <ax€dx+ ) ( dx—l— )dy
PP 3f f 2
= e\t gas a a a7 W)

Kako su drugi pracijalni izvodi neprekidni, meSoviti izvodi su jednaki, pa je

f 2f

0 f

d2f_ Foz(de) +

Izraz sa desne strane znaka jednakosti se moze simbolicki predstaviti na

slede¢i nacin .
0 0
2L
' f = (8xdx+ 8ydy) f

Analogno, ako funkcija f ima neprekidne parcijalne izvoda reda m, m > 2,
na otvorenom skupu D, tada se diferencijal reda m funkcije f definiSe sa

d™f =d(d" ' f),
sto je

. a a (m)
d"f = (%dfﬁ—F 8_ydy) f,
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dok je

m omf —
+( 9 )m(d@ " (dy)?

m omf —
+...+ < m—1 > —6x8ym‘1 (d;)j) 1 (dy)Q

+8y_m (dy)™ .

2.6 Aproksimacija funkcije polinomom

U odeljku smo razmatrali problem aproksimacije funkcije dve pro-
menljive sa polinomom prvog ili nultog stepena sa dve promenljive u okolini
neke tacke. U teoremi koja sledi navedeni su uslovi koje funkcija dve pro-
menljive treba da zadovoljava da bi se mogla aproksimirati polinomom n-tog
stepena sa dve promenljive u okolini tacke.

Teorema 2.6. Neka je realna funkcija f dve promenljive definisana i ne-
prekidna zajedno sa svim svojim parcijalnim izvodima do reda m + 1 u nekoj
lopti L((x0,%0),9). Tada za svako (Ax, Ay) sa osobinom (xo+Ax,yo+Ay) €
L((xo,y0),0) postoji broj 0 = 0(Az, Ay) € (0,1) takav da vazi

"1 /9 0 ()
flro+ Az, yo+Ay) = f(zo,y0) + Z Tl (—Ax + —AZ/> f(zo,v0)
k=1~

ox Ay
+Rm(Az, Ay)
(2.3)
gde je ostatak R,,(Az, Ay) dat sa
1 P ) (m+1)
Azr, Ay)= — | — Az + —A A Ay).

Izraz ([2.3) se naziva Tejlorova formula. Tejlorova formula vazi i za funkcije
koje zadovoljavu slabije uslove od uslova u teoremi Naime, ako funkcija
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f ima neprekidne parcijalne izvode reda p za svako 1 < p < m, tada postoje
£1 1 &9 tako da vazi relacija (2.3)) dok ostatak ima oblik

R (Az, Ay) = e1(Ax)™ + eo(Ay)™

gde £1 1 9 teze 0 kada (Ax, Ay) tezi (0,0).
Zamenom Ax sa xr —xg i Ay sa y — 1o polinom sa desne strane jednakosti
(2.3) dobija sledeéi oblik

m (k)
v + 3 (g =)+ g w)) feow) @4

Polinom (2.4) se naziva Tejlorov polinom funkcije f u tacki (zo,y0) m-tog
stepena, u oznaci T,,,(x — o,y — yo)-

Ako je (o, y0) = (0,0), tada se polinom ({2.4)) naziva Maklorenov polinom
funkcije f m-tog stepena.
Primer 2.10. Razviti u Makloreov polinom drugog stepena funkciju

2 2

flo,y)=e 7Y,
Resenje. S obzirom da je
f(0,0) =1,
fo=—20e™ 7V, £:00,00=0,  f, =2y £,(0,0) =0,
fow = (=2 4+42)e™ 7Y £,(0,0) = =2, fo, = 4daye ™ Y £,,(0,0) =0,
fyy = <_2 + 49)37127?;27 fyy(0,0) = -2,

Maklorenov polinom drugog stepena za funkciju f je
Ty(r,y) =1 -2 —y*.
Stoga piSemo
f(xay) %1_:62_3/2
rzar~0iy=~0. ]
Na slici[2.13|su dati grafici funkcije f i polinoma T iz prethodnog primera.
Klikom na istu sliku otvara se interaktivna slika na kojoj se moze videti da

Sto je veéi stepen polinoma to on daje bolju aproksimaciju funkcije u okolini
posmatrane tacke.
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Slika 2.13 Slika 2.14

Primer 2.11. Razviti u Tejlorov polinom treéeg stepena funkciju

f(z,y) =In(z —y +3)

u tacki (1,3).

Resenje. Kako je

f(1,3) =0,

1 1 1
fx_$_y‘+1‘37 fy__x_y_'l_?)a fzx__(x_2y+3)27
fwy: (z_y+3)27 fyy:_(x_2y+3)2a fwzx: (x_y_53)37
fa:xy:—ma fxyy (l‘ y+3)37 fyyy (x_y+3)37

sledi

fx(lv?’) = 17 fy(lag) = _17 fxx(173) = _17 fxy(lag) - 1;
fyy(lvg) - _17 fmxm(lag) = 2a fwxy(1>3) - _27 fxyy(173) = 4
fyyy(1,3) =2


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/TejlorovPolinomPr1.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/TejlorovPolinomPr2.html
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Tejlorov polinom trec¢eg stepena funkcije f u tacki (1,3) je

Tya—1Ly—3) = (2=1)— -3+ 5(~(— 1 + 2z~ Dy -3

~(y=3) + 2w —1)° ~ 6z~ 1y~ 3)
+6(z — 1)(y — 3)2 + 2(y — 3)3).

Sto znadi da je
fla,y) = Tz — 1,y —3)

za v ~ 1 iy = 3. Grafici funkcije f i polinoma T3 su dati na slici gde se
nalazi i link za interaktivni prikaz. |

2.7 Parcijalni izvodi slozene funkcije

Posmatrajmo prvo slu¢aj kada je w = f(u,v), a funkcije v i v su funkcije
jedne promenljive, tj. u = g(z) i v = h(z). To znaéi da je w u stvari
funkcija jedne promenljive, w = f(g ( ), h(x)). Pretpostavimo da je funkcija

f definisana u nekoj okolini tacke (ug,vp), gde je ug = g(xo), vo = h(zo).
Neka su funkcije u i v definisane u nekoj okolini tacke xq i diferencijabilne u
toj tacki. Ako pretpostavimo da je f diferencijabilna u (ug,vg) tada je

Af = fuluo,vo)Au + fy(ug, v9)Av + e1Au + e2Av (2.5)

pri ¢emu €1 1 &5 teze 0 kada (Au, Av) tezi (0,0). Kako je Au = g(xo+ Ax) —
g(x0) 1 Av = h(zg + Ax) — h(xg), sledi da je

Af = f(ug+ Au,vg+ Av) — f (ug, vo)
= [(g(wo+ Az), hzo + Az)) — f (9(20), h(x0))
= w(x+ Az) —w (x9) = Aw.

Kada podelimo levu i desnu stranu jednakosti (2.5) sa Az i zamenimo A f
sa Aw, dobijamo

%_f( )%Jrf( )&jL Au Av
Ay e\t Yol A o0 WO T EVAL Az
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Ako Az — 0, onda Au = g(zo+Ax)—g(xg) — 0, jer je g neprekidna funkcija
u tacki xg. Iz istog razloga Av — 0 kada Az — 0. Takode, €1 1 g5 teze 0, jer
(Au, Av) — (0,0) kada Az — 0. Tada vazi

dw , Aw
- — m —
dx Az—0 Az

— (11 Au P Av It I Au Ll ! Av
o L v Az v Anto Az Ano S arto Az Ano 2 arty Az

du dv
= bt
. dw e
Dakle, postoji izvod I u tacki zq i vazi
x

dw(zg)  Of(ug,vo) du(ze) Of(uo,vo) duv(zp)
dr ~  Ou dr v de (2:6)

Sto se zapisuje i na sledeé¢i nacin:

dw Ow du Ow dv

dr ou dr " ov dr

d
Primer 2.12. Odrediti “© u tacki zo = 2 ako je w = u?v +uv? +u, u = 2x

dx
iv=—2?+2.
Resenje. 1z (2.6)) sledi
d
d_w = (2uv + v%)2 + (u? + 2uv)(—2x + 1).
x

Kako je u(2) =4 1iv(2) = —2, imamo

dw(2)

= —8. [ |
dx 8

Posmatrajmo sada slucaj kada je w = f(u,v), a funkcije u i v su funkcije
dve promenljive, tj. u = g(z,y) i v = h(z,y). Pretpostavimo da je funkcija f
definisana u nekoj okolini tacke (ug, vg), gde je ug = g(xo, yo), vo = h(xo, yo) i
diferencijabilna u toj tacki. Neka su funkcije u i v definisane u nekoj okolini
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tacke (z,yo) 1 diferencijabilne u toj tacki. Kao §to smo videli, odredivanje

w
parcijalnog izvoda — funkcije w se svodi na odredivanje izvoda funkcije
jedne promenljive dok je druga promenljiva fiksirana. Shodno tome prime-

ow
njujuéi (2.6 moze se zakljuciti da postoji parcijalni izvod — u tacki (xq, yo)

ox

i da vazi sledec¢a jednakost:

8w(x0,yo) 8f(UO>Uo) 8’U(%o,yo) 8f(uowo) 3’0(95073/0)

pu— . 2-7
ox ou Ox + ov ox (27)
Analogno se moze zakljuciti da postoji parcijalni izvod 8_?; u tacki (zo,y0) 1
da vazi
ow(xo, Yo) _ O f (uo, vo) Ou(o, Yo) 4 df (ug,v0) Ov(xo,Yo) (2.8)
oy ou oy ov oy '

Jednakosti (2.7)) i (2.8) se ¢esto zapisuju na sledeé¢i nacin

ou_ow o ow o o)
dr  Ou Or Ov 0Ox’ ’

ow Ow Ou OJw Ov
o o 2.1
Jdy  OJu Oy + ov Oy (2.10)

Primer 2.13. Odrediti g—“’ i (g_w ako je

Z Y
w=e"*" u=In(z—y), v= L
)
Resenje. 1z (2.9) sledi
0
GU _ gy +v? + Quet T =,
ox x—y
dok se pomocu (2.10) dobija
P _
Y gyen+? + vt (— :EQ) |

oy T—y y
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0z 10z

Primer 2.14. Transformisati izraz — — i 0, gde je z = f(z,y),
T Yoy

uvodenjem novih nezavisno promenljivih u i v koje su definisane sa u =

2z + 9%, v =y
Resenje. Pomocu formula (2.9)) i (2.10) dobijamo

0 _ 0s 0w 02 0:_0s, 0z 0
dr  Ou Or Ov Or Ou ov T ou’
0z 0z Ou 0z 0z Oz 0z 0z 0z

e A YA I W) ity
dy ou 8y+av Jdy Ou y+8v 4 y8u+ Vo0

Dakle, sa leve strane jednakosti datog izraza imamo sledece

Transformisani izraz je

0z
%—O. [ ]

2.8 Izvod implicitno definisane funkcije

Neka je y = f(x) definisana implicitno jednac¢inom F'(x,y) = 0 dok x pri-
pada nekoj okolini tacke xy. Pretpostavimo da je f funkcija jedne promenljive
koja je diferencijabilna u tacki zq i F' diferencijabilna funkcija u tacki (xo, yo).
Ako diferenciramo jednacinu F(z,y) = 0 tako $to primenimo formulu (2.6)),
dobijamo

OF (xg,10) dx(xg) n OF (x0,10) dy(wo)

Ox dx oy dv 0
Kako je d_x =1, to je
dx
J OF (0, yo)
Y ox
— = ——— . 2.11
dl"(mo) OF (x0, Yo) ( )
dy

Sledeca teorema se naziva teorema o implicitno definisanim funkcijama i
ona daje odgovor na pitanje kada postoji neprekidna funkcija f takva da je
F(z, f(x)) = 0 dok = pripada domenu funkcije f.
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Teorema 2.7. Neka je F realna funkcija dve promenljive definisana na
otvorenom skupu D i tacka (xg,yo) pripada skupu D. Ako vaZe sledeéi uslovi:

1) F je neprekidna funkcija na D,

2) F(x())yO) = 07

F
3) postoje parcijalni izvodi 8—, — 4 neprekidni su na D,
oxr’ 0y
OF (o, Yo)
——=#0
4) 3y # 0,

onda postoji okolina U(xg) tacke xo na kojoj je implicitno definisana neprekidna
funkcija y = f(x), takva da je f(xo) = yo @ F(x, f(x)) =0 za sve x € U(xy)
i za 1zvod funkcije f u tackt xg vazi .

Primer 2.15. Odrediti prvi i drugi izvod funkcije y = f(x) ako je 23 +y3 —
r = 2.

Resenje. Funkcija F' je data sa
F(z,y) =2 +y* -z —2.

Iz (2.11)) sledi da je
F, 322 —1

y:—F:—g—yQ,

za y # 0. Za drugi izvod funkcije f vazi

= d (_3332—1
32

. )

d ., 9
6o 3y? — (3¢* = 1)——(3¢") 62 3y* — (32° — 1)(6y v/)

9yt 9y

182y2 — (322 — 1)(—6 s —1

[ |
9y* 9y
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Neka je sada funkcija z implicitno definisana funkcija dve promenljive, tj.
z = f(z,y), jednadinom F(z,y,z) = 0, gde je F diferencijabilna funkcija na
skupu D C R3. Pretpostavimo da je F,(x,y,2) # 0 za (z,y,2) € D. Tada je

OF oF

0z oz 0z B a_y

5= OF 3~ OF (2.12)
0z 0z

Primer 2.16. Odrediti a_z i a—z, ako je jednac¢inom zyz + xy? — yz? = 0
i

implicitno definisana funkcija z = f(z,vy).

Resenje. Ako je F(x,y,z) = zyz + xy* — y2?, tada je
F, =yz + v, F, =24 2zy — 2%, F,=uxy— 2yz.
Na osnovu formula (2.12)) dobijamo

0z yz+y? 0z  wz42wy— 2 -
or  wy—2yz Oy ry —2yz

2.9 Izvod funkcije u pravcu

Kao $to smo vec videli parcijalni izvod funkcije f u odnosu na promenljivu
x (respektivno y) u tacki (xo,yo) je koeficijent pravca (nagib) tangente na
krivu koja se dobija u preseku povrsi z = f(x,y) i ravni paralelne z-o0si i z-osi
(y-osi) koja sadrzi tacku (zg,y). Posmatrajmo sada krivu koja se dobija u
preseku povisi z = f(z,y) i ravni koja sadrzi tacku (zg,yo) i paralelna je
z-0si 1 proizvoljnom jedini¢nom vektoru 4 = uq i+ usy j Na interaktivnoj slici
se moze videti da se prava, koja prolazi kroz tacke A(xo,vo, f(x0,v0)) i
B(xo+huy, yo+husy, f(xo+huy, yo+husy)), priblizava tangenti te krive u tacki
A kada h tezi 0. Tada se koeficijent pravca prave AB priblizava koeficijentu
pravca tangente na posmatranu krivu u tacki (xg, yo). Izvod funkcije u praveu
vektora @ u tacki (xo,yo) predstavlja koeficijent pravca ili nagib tangente na
krivu koja se nalazi na posmatranoj povrsi i u ravni paralelnoj vektoru u i
z-osi. Sledi definicija izvoda funkcije u praveu.

Definicija 2.9. Neka je f realna funkcija dve promenljive koja je definisana
na skupu D, (xg,¥) unutra$nja tacka skupa D i neka je @ = uji + ugj
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Slika 2.15

jedini¢ni vektor. Izvod funkcije f u praveu vektora @ u tacki (xg, o) je

. f(xo + huy,yo + hua) — f(zo, Yo
Dz f(zo,yo) = lim ( )= S )
h—0 h
Ako je @ = i, tada je uy = 1, up = 01 izvod funkeije f u praveu vektora @
u tacki (g, yo) je u stvari parcijalni izvod te funkcije u odnosu na promenljivu
x u tacki (zo,Yo), tj.

Dsf (o, yo) = }1113% flao + ha?JOf)L — f(@o, 90) _ @f(gox, yo)'

Zaﬁ:j’, tj. up =0, up =1, je

D;f(xo,90) = lim f(@o, yo + hf)L — f(xo,90) _ af(gz, %)

2.10 Gradijent

U ovom odeljku ¢emo uvesti pojam gradijenta funkcije. Neka je f realna
funkcija dve promenljive koja je definisana na skupu D i (zg,yo) unutrasnja
tacka skupa D.


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/IzvodUPravcu.html
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Definicija 2.10. Gradijent funkcije f u tacki (zo,vo0) je vektor

0 f (o, yo);_'_ df (o, ?Jo)]*._

Vf(%ayo) = ax 81/

Do veze izmedu izvoda funkcije u pravcu proizvoljnog jedini¢nog vektora
U= w11+ uyj utacki (zg,y0) i gradijenta te funkcije u istoj tacki se dolazi
pomoc¢u funkcije jedne promenljive g definisane sa

g(h) = f(xo + huy,yo + hus).

Za izvod funkcije g u tacki 0 vazi

g'(0)=lim 9(h) = 9(0) =lim f o + huy, yo + hus) — (0, 90)

h—0 h h—0 h =Dqf (%o, Yo)-

Ako funkciju g napisemo u obliku g(h) = f(x,y), gde su x i y funkcije jedne
promenljive date sa x = x(h) = zo + huy, y = y(h) = yo + hus i primenimo
pravilo (2.6)), dobijamo

dg Of d of d
dg _0f dv_ 0f dy

ah " or ah Tay an @ vm Ay,

Sledi da za h = 0, vazi * = x9, y = yo 1 ¢'(0) = fa(zo,y0)w1 + fy(xo,yo)us.
Dakle,
Daf(zo,v0) = fo(@o, Yo)ur + fy(zo, yo)us,

tj. vazi sledeca teorema.

Teorema 2.8. Ako je f funkcija dve promenljive koja je diferencijabilna u
tacki (xo,yo) @ U = uy i+ ugj jedinicni vektor, tada vazi

D f(xo,y0) = V f (20, 40) - U (2.13)
Jednakost (2.13]) se moze zapisati i u slede¢em obliku
Dz f(zo,y0) = [V f(20,Y0)| cos(L(V f (0, y0), 1)) (2.14)

Iz (2.14)) sledi da Dgzf(xo,yo) ima najvecéu vrednost kada je

COS(A(Vf@;Ov y0>7ﬁ)> =1,
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tj. kad vektori V f(zo,y0) 1 4 imaju isti pravac i smer. To zna¢i da se
funkcija najbrze menja u pravcu vektora u, odnosno da tangenta u tacki
(20, Yo, f(x0,y0)) sa koeficijentom pravca Dgf(zo,yo) ima najveéi nagib u
odnosu na druge tangente u istoj tacki sa nagibom jednakim izvodu u pravcu
vektora razli¢itim od pravca vektora @. Na interaktivnoj slici 2.16] su data
dva primera funkcije f sa pethodnim geometrijskim tumacenjem gde se moze
menjati pravac i smer vektora .

Slika 2.16

Primer 2.17. Odrediti izvod funkcije f(x,y) = e * %" u pravcu vektora

3- 1- 11

ReSenje. Gradijent funkcije f u tacki (z,y) je Vf(z,y) = —2ze """} —
2ye~"~v*j. U tacki (5, 5) gradijent funkcije f je

11 - -
Vf (5, 5) = —6_%Z' — 6_%j.

Vektor 1 je jedini¢ni vektor. Primenom formule (2.13) se dobija

11 1o L V3. 1o V3 o1 ;
D-fl=.>)=(—-€e2i—¢2j) - [ —i+=-F]l=-—"—=Z]e 2. N
“f(2’2> (e tTe ]) (2”2]) ( 2 2)6


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/Gradijent.html
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1
Primer 2.18. Odrediti izvod funkcije f(x,y) = §(y2 — 2%) u praveu vektora
@ =1i4jutacki (1,—1).
Resenje. Gradijent funkcije f u tacki (x,y) je Vf(z,y) = —zi+yj. U tacki
(1, —1) gradijent funkcije f je
Vi(,—1)=—i—]j.

Kako vektor « nije jedini¢ni vektor, odredi¢emo jedini¢ni vektor koji ima
pravac i smer kao vektor « :
. i+5 1 1

=S oitd_ 1y 1z

a2 V2 V2

|

=

Iz (2.13)) sledi da je

Lo 1- 1.2 1 1
Duﬁof(l,—l):(—l—‘])' (EZ—FE]) :—E—E:—\/E. .

Grafici funkcija i gradijent funkcija u datim tackama iz primera [2.17] i
2.18] se mogu videti klikom na sliku U interaktivnom prikazu se mogu
zadati jedini¢ni vektor @ i tacka (xo,o), takode je dat i izvod u pravcu
zadatog vektora u zadatoj tacki.

Ako je f realna funkcija n promenljivih, n > 2, tada je gradijent funkcije
f u tacki xg = (xq,, oy, ---, To, ) vektor

Vf(xo) _ af(xO)e} 4 df (xo)

3x01

- af(Xo)
ax% €9 + ...+ 8x0n

2.10.1 Gradijent kao vektor normale
Neka je S povrs u R? data sa
F(z,y,z) =0,

gde ' : D C R® — R i tacka (29,90, 20) € D. Pretpostavimo da funkcija F
ima neprekidne parcijalne izvode na D i da nisu svi parcijalni izvodi funkcije
F u tacki (o, yo, 20) jednaki nuli.
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Neka je C' proizvoljna kriva koja lezi na povrsi S data parametarski sa
r=u(t), y=o(t), z=wt), tEa,b],

funkcije ', v i w’ su neprekidne na intervalu [a, b] i nisu istovremeno jednake
nuli ni za jedno t € [a,b], tj. C je glatka kriva. Neka kriva C prolazi kroz

tacku (zo, Yo, 20) (slika [2.17).

Slika 2.17 Slika 2.18

Posto kriva C' pripada povrsi S, njene tacke zadovoljavaju jednacinu te
povrsi, tj.
F(u(t),v(t),w(t)) =0 zasve t € [a,b].
Diferenciranjem prethodne jednakosti dobijamo

Fp(z,y, 2)u'(t) + Fy(z,y, 2)v'(t) + Fy(x,y, 2)w'(t) = 0,

za svako t € [a,b]. Kako prethodna jednakost vazi za svako t € [a,b], to i za
ty € [a,b] vazi

F (@0, Yo, 20)U' (to) + Fy (@0, Yo, 20)0"(to) + F=(x0, Yo, zo)w'(te) =0 (2.15)

gde je xg = u(to), yo = v(to) 1 20 = w(ty). Pomocu skalarnog proizvoda
jednakost (2.15)) se moze zapisati na sledeé¢i nacin

VF (0,50, 20) - (4/(t)T + /' (t0) ] + ' (t0) ) =0,
Sto znadi da je vektor VF(zg, o, 20) normalan na tangentni vektor

' (k)i + ' (t0)] + W' (to)k


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/GradijentVekNorm.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/GradijentVekNorm.html
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krive C' u tacki ¢, (slika . Kako je C proizvoljna glatka kriva na
povrsi S koja sadrzi tacku (zg, yo, 20), mozemo da zakljuc¢imo da je vektor
V F(x0, Yo, 20) normalan na tangentni vektor svake glatke krive koja pripada
povrsi S i prolazi kroz tacku (xg, yo, 20). To znadi da je vektor V F(zo, yo, 20)
normalan na tangentnu ravan na povrs S u tacki (zo, yo, 20). Sledi da je jedna-
¢ina tangentne ravni na povrs datu sa F'(x,y,z) = 0 u tacki (xo, yo, 20) data
sa

g—};(xo,ym 20) (% — o) + 88_};(%’ Yos 20)(Y — Yo) + %—5@07 Yo, 20)(z — 20) = 0.

(2.16)
Interaktivna slika sa krivom C na datoj povrsi S i gradijentom funkcije F' u
zadato] tacki se otvara klikom na sliku ili sliku [2.18]

Kada je povrs S deo grafika funkcije f, tada se jednacina svodi na
jedna¢inu (2.1).

Ako funkcija F' ima neprekidne parcijalne izvode na D i VF (x,y, z) # 0
za svaku tacku (z,y,2) € D, onda je povrs data jednacinom F(z,y,z) =0,
dok (z,y,2) € D, glatka. Glatke povrsi imaju osobinu da u svakoj njenoj
tacki postoji tangentna ravan.

Primer 2.19. Odrediti tangentnu ravan sfere (x — 1)? + 3>+ (2 —2)2 =1u
tacki (1,-1,2).

Resenje. Ako uzmemo da je F(x,y,2) = (r — 1)* + y* + (2 — 2)? — 1, tada
je jednacina posmatrane sfere F'(z,y,z) = 0. Parcijalni izvodi funkcije F' u
(2,9, 2) sw

oF oF oF

U tacki (1, —1,2) parcijalni izvodi imaju sledec¢e vrednosti:

OF(1,~1,2) OF OF
Ox 0 (93/( —1.2) ’ az( —1,2)=0

Na osnovu (2.16) traZena jednacina tangentne ravni je
O(x—1)—2(y+1)+0(z—2)=0,

tj.y=-1. N
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Neka je sada f funkcija dve realne promenljive. Linija nivoa funkcije f
je kriva koja se dobija u preseku ravni z = k i povrsi z = f( y), gde je k
realan broj koji pripada skupu vrednosti funkcije f (slike [2. 1. Dakle,
linija nivoa funkcije f je odredena jedna¢inom f(x,y) = k.

f(xy)
f(x.y)
f(xy)
f(xy)
f(xy)

f(x,y)=0.35

[eoleoleole]
wuiIN©
N

%

=

Slika 2.19 Slika 2.20

Pretpostavimo da je f diferencijabilna funkcija u tacki (z¢,yo), koja u
svim tackama glatke krive L date parametarski sa

x=u(t), y=o(t), t € |a,b]
ima konstantnu vrednost k. To znaci da je
f(u(t),v(t)) =k za svako t € [a,b].
Diferenciranjem prethodne jednakosti dobija se
fola, y)' (t) + fy(z, y)o'(t) =0,
za svako t € [a, b]. Sledi da je i za ty € [a, b]

V f(wo,u0) - (W (t0)i + 0/ (t)]) =0,

gde je zg = u(ty), 1 yo = v(to). Dakle, ako je V f(xo,y0) # 0, tada je vektor
V f(xo,y0) normalan na tangentni vektor u/(to): + v'(t9)j glatke krive L u
(x0,0) (slika [2.20). Vazi sledec¢e tvrdenje.

Teorema 2.9. Ako je funkcija f dve realne promenljive diferencijabilna u
tacki (xo,y0) © V f(xo,v0) # 0, tada je vektor V f(xo,yo) normalan na liniju
nivoa koja prolazi kroz tacku (o, yo)-


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/GradijentLinijeNivoa.html
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2.11 Ekstremne vrednosti funkcije

Pod ekstremnim vrednostima (ili ekstremima) funkcije se podrazumeva
minimum i maksimum te funkcije. Neka je f realna funkcija dve promenljive
definisana na skupu D i (zo, yo) unutrasnja tacka skupa D.

Definicija 2.11. Funkcija f ima lokalni maksimum u tacki (xg, yo) ako po-
stoji lopta L((zo,%0),9) C D takva da je

f(z,y) < f(@o,v0),

Za Sve (SL’,’IJ) € L(($0>y0)75)-
Funkcija f ima lokalni minimum u tacki (zo,y0) ako postoji lopta
L((xo,90),6) C D takva da je

f(z,y) > f(xo, o),

za sve (z,y) € L((zo,%0),0).

Ako je
f(xay) < f(x07y0)7 (f(x,y) > f<$07y0>>7

za sve (x,y) € D, tada funkcija f ima globalni maksimum (globalni mini-
mum) u tacki (zg, yo).
Za funkcije n, n > 2, promenljivih prethodni pojmovi se analogno definisu.

Odredivanje ekstrema funkcije dve promenljive

Podsetimo se, ako funkcija jedne promenljive ima lokalni minimum ili
maksimum u nekoj tacki i postoji izvod funkcije u toj tacki tada je on jednak
nuli. Sli¢no tvrdenje vazi i za funkcije dve promenljive.

Teorema 2.10. Neka je (zo,v0) unutra$nja tacka domena funkcije f. Ako
funkcija f ima lokalni minimum ili lokalni maksimum u tacki (zo,yo) @ pri
parcijalni izvodi postoje u toj tacki, onda su oni jednaki nuli, ty.

df (0, %0) —0 df (o, yo)

pe i oy 0. (2.17)
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z (2.1)) i (2.17) sledi da jednacina tangentne ravni povrsi z = f(x,y) u
tacki (zo, Yo, f(o,v0)) ima oblik

= f(xoyyo)-

Dakle, ako funkcija f ima lokalni minimum ili lokalni maksimum u tacki
(x0,90) 1 diferencijabilna je u toj tacki, onda je tangentna ravan grafika
funkcije f u tacki (zo, o, f(zo,y0)) paralelna zy-ravni.

Definicija 2.12. Neka je f : D — R funkcija dve promenljive i (zo,yo)
unutrasnja tacka skupa D. Tacka (xg, o) je stacionarna tacka funkcije f ako
vazi (2-17).

Pretpostavimo da funkcija f ima neprekidne druge parcijalne izvode na
D i da za tacku (xg,y0) vazi (2.17). Na osnovu Tejlorove formule za x =~ z,
1y~ 1o, vazi

f(fﬂ,y) ~ T2<A'T7 AZ/)?

gde je
0 0
Ty(Ax,Ay) = flao,yn) + L0 (g(;’ W0) pp  OF(T010) (g;’ W)
1 9507y0 2 an(x(]?yO)
2 ( dx? (Az)”+2 dxdy Arly

f(IOJJo)( Ay) )

Kako je
62f(1’0 yo) 2 6’Qf(ﬂl?o Z/o) 52f(1’0 yo) 2
2 _ ) ) )
d°f = 2 (dx) +2—8:178y dxdy + —8y2 (dy)”, (2.18)
to je
1
Tr(dz,dy) — f(xo,y0) = §d2f- (2.19)

Tejlorov polinom funkcije f u tacki (zo,yo) drugog stepena bolje aproksi-
mira funkciju u okolini tacke (z¢,yo) nego Tejlorov polinom u istoj tacki
prvog stepena, §to je u ovom slucaju tangentna ravan z = f(xg,yo). Dakle,
grafik Tejlorovog polinoma u tacki (zo,yo) drugog stepena nalazi se sa iste
strane tangentne ravni gde se nalazi i grafik funkcije f. Na osnovu
moze da se zakljuci sledece:
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e ako je d*f > 0 za svako (dz,dy) # (0,0), onda je To(dz, dy) > f(xo, o),
Sto znadi da je grafik polinoma T, iznad tangentne ravni z = f(zo, o).
Dakle, funkcija f ima lokalni minimum u tacki (zo, yo);

e ako je d*f < 0 za svako (dz,dy) # (0,0), onda je Ty(dz, dy) < f(z0,yo),
Sto znaci da je grafik polinoma T3 ispod tangentne ravni z = f(zg, yo),
pa funkcija f ima lokalni maksimum u tacki (g, yo);

e ako d*>f menja znak promenom (dz,dy) # (0,0), onda funkcija nema
ekstremnu vrednost u tacki (zo, o).

Dakle, ispitivanjem znaka drugog diferencijala d? f datog sa kao funkcije
od (dz,dy) # (0,0), dolazi se do zakljucka da li u posmatranoj tacki funkcija
ima ekstremnu vrednost kao i o vrsti ekstrema.

U slucaju da je d*f = 0, tada se funkcija aproksimira Tejlorovim poli-
nomom treceg reda i analogno se zakljuc¢uje da li funkcija ima ekstrem u
posmatranoj tacki na osnovu znaka diferencijala trec¢eg reda.

Primer 2.20. Odrediti lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 2> +y* — 4y + 1.

ReSenje. Prvi parcijalni izvodi funkcije f su: f, = 221 f, = 2y — 4.
ReSavanjem sistema jednacina

20 =0
2y —4=0

dobijamo stacionarnu tacku A(0, 2). Drugi parcijalni izvodi funkcije f su

fm: = 27 fa:y = 07 fyy = 27

odakle sledi da je

d?f = 2(dx)? + 2(dy)*>.
Funkcija f u tacki A ima lokalni minimum jer je d>f > 0 za svako (dz, dy) #
0,0). m

U odredenim slucajevima se znak drugog diferencijala (2.18) moze odre-
diti pomocu vrednosti determinante

D= fea(T0,Y0)  fay (0, Y0)
fxy(xo,yo) fyy(any())

o Cemu viSe govori slede¢a teorema.
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Teorema 2.11. Neka funkcija f ima neprekidne druge parcijalne izvode u
nekoj lopti L((xo,y0),0) i neka je fu(xo,y0) = 0 i fy(xo,y0) = 0. Tada vaZi
sledece:

e ako je D > 01 fou(xo,y0) > 0, onda funkcija [ ima lokalni minimum
u tacki (xo,yo);

e akoje D >0 i frr(xo,y0) <0, onda funkcija f ima lokalni maksimum
u tacki (xo,yo);

e ako je D < 0, onda funkcija nema ekstremnu vrednost u tacki (zo,yo).

Ako je D = 0, onda ne mozemo da zakljuc¢imo da funkcija ima ekstrem u
stacionarnoj tacki (xg, 7o), a ni da nema. U slede¢em primeru se moze videti
da funkcija moze da ima ekstremnu vrednost u tom sluc¢aju, ali i da ne mora.

Primer 2.21. Odrediti lokalne ekstreme funkcije
a) f(z,y) = 2° + 2zy + ¢, b) f(z,y) =2 +y’.

Resenje. a) Prvi parcijalni izvodi funkcije f su f, = 2z +2y i f, = 22+ 2y.
Stacionarne tacke su (z, —z), € R. Drugi parcijalni izvodi funkcije f su
frx = 27 fzy - 27 fyy = 27
odakle sledi da je D = 0, dok je
d*f = 2(dx)* + 4dzdy + 2(dy)* = (dx + dy)>.
Sledi da je d*f > 0 za svako (dz, dy) # (0,0). Dakle, ne vazi d*f > 0 za svako
(dx,dy) # (0,0), jer zadr = —dy idy # 0 je d*f = 0. Iako je d*f > 0 za svako

(dz,dy) # (0,0), funkcija f u tackama (z, —x), * € R ima lokalne minimume
(slika [2.21). Vrednost funkcije u tim tackama je fm = f(z,—2) =0 .

b) Parcijalni izvodi su f, = 322 1 f, = 3y®. Iz sistema jednacina 3z* = (
i 3y? = 0, dobijamo da je tacka A(0,0) stacionarna tacka. Drugi parcijalni
izvodi su

f:c:(: = 655’ fxy = Oa fyy = 6y-
Sledi da je D = 0. Kako je d*f = 0, ispita¢emo znak diferencijala treéeg reda
u tacki A. Vazi

Pf = fora (w0, yo) (dx)g + 3 fexy (%o, Yo) (dx)2 dy + 3 fayy (%o, yo) d (dy)2

+ fyyy (Z05 Yo) (dy)g =6 (dx)g +6 (dy)3 .
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Ako je na primer dx > 0idy =0, tada je d®f > 0, dok je d®>f < 0 za dx < 0
i dy = 0. Dakle, ako d*f posmatramo kao funkciju od (dz,dy), tada ona

menja znak. Stoga funkcija nema ekstremnu vrednost u tacki A, tj. tacka A
je sedlasta tacka (slika [2.22)). |

y

Slika 2.21 Slika 2.22

U primeru koji sledi se moZe primeniti teorema [2.11]

Primer 2.22. Odrediti lokalne ekstreme funkcije
f(z,y) = 2* + 32y* — 1520 — 12y.

Resenje. U ovom slucaju je f, = 322 +3y*—151 f, = 62y — 12. ReSavanjem
sistema jednacina
322+ 32 —-15=0
6xy —12=0

dobijaju se stacionarne tacke Pj(—1,—-2), P»(1,2), P3(—2,—1) i Py(2,1).
Drugi parcijalni izvodi funkcije f su

fI$:6x7 fmy:6y7 fyy:6l’.
Drugi parcijalni izvodi funkcije f u tacki Py(—1,—2) su
fzx(_la _2) = _67 fzy(_lv _2) = _127 fyy(_la _2) = —6.

Kako je Dp, = —108 < 0, na osnovu teoreme funkcija f nema ekstrem
u tacki Pj.
U tacki P»(1,2) drugi parcijalni izvodi funkcije f su:

foo(1,2) =6, foy(1,2) =12, f,,(1,2) =6.


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/EkstremiPr2a.html
http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/EkstremiPr2b.html
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Kako je Dp, = —108 < 0, na osnovu teoreme funkcija f nema ekstrem
u tacki Ps.
Drugi parcijalni izvodi funkcije f u tacki P3(—2,—1) su
f:c:c(_27 _1) - _127 fwy<_27 _1) = _6> fyy<_27 _1> = —12.
Ovde je Dp, = 108 > 01 f,, < 0, te funkcija f ima lokalni maksimum u
tacki Ps. Dalje, u tacki Py(2,1) imamo
fl"x(27 1) = 127 ffliy(27 1) = 6? fyy(27 1) = 127

tj. Dp, = 108 > 0. Funkcija f u tacki P; imal lokalni minimum (slika [2.23)).
|

D

Slika 2.23

Odredivanje ekstrema funkcije tri promenljive

Pretpostavimo da funkcija f : D — R, D C R? ima neprekidne druge
parcijalne izvode u nekoj okolini tacke (xg,yo, 20) koja je unutrasnja tacka
skupa D i

fl‘(x07y0720) = fy(x07y0720> = fz(xo,ymzo) = 0.

Analogno kao kod funkcija dve promenljive, da li funkcija tri promenljive ima
ekstrem u nekoj tacki moze da se utvrdi pomocu znaka drugog diferencijala
u toj tacki

an(xoa Yo, Zo)
0x?

82f(a70, Yo, Zo) an(xm Yo, Zo)
0x0z dwdz +2 0yoz

an(‘TOJ Yo, ZO) dl’dy + 82f(x07y07 ZO) (dy)2

2 _
cF = 0xdy 0y?

(dz)* +2

82f(fffoa Yo, Zo) (dZ)Q .

2
+ 022

dydz +


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/EkstremiPr3.html
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Do zakljucka se dolazi na sledeéi nacin:

e ako je d*f > 0 za svako (dz,dy,dz) # (0,0,0), onda funkcija f ima
lokalni minimum u tacki (zo, yo, 20);

e ako je d*f < 0 za svako (dz,dy,dz) # (0,0,0), onda funkcija f ima
lokalni maksimum u tacki (xg, Yo, 20);

e ako d*f menja znak kao funkcija od (dz,dy, dz), onda funkcija nema
ekstremnu vrednost u tacki (zo, Yo, 20)-

Neka je
D, = fm(ffo,ymzo)’
D, — fxx(xoaymz()) fxy($073/0720>
g =
f:ry(anyOaZO) fyy(Ian()aZO)
fmx('IOyyOaZO) fxy('r07y0a20) fxz(x()ay())ZO)
Dy = | fuy(x0,v0,20) fyy(T0,Y0,20) fy=(0, Yo, 20)
fzx(t%o,yoyzo) fzy(er’yOaZO) fzz(ﬂfo,yo,zo)
Vazi:

(i) ako je D; >0, Dy > 01i D3 > 0, onda funkcija f ima lokalni minimum
u tacki (xo, o, 20);

(7)) akoje D; <0, Dy > 01 D3 < 0, onda funkcija f ima lokalni maksimum
u tacki (zo, Yo, 20);

(#ii) ako je D3 # 0 i ne vazi ni (i) ni (i), onda funkcija nema ekstremnu
vrednost u tacki (zo, Yo, 20);

(iv) ako je D3 = 0, funkcija moze da ima ekstem u posmatranoj tacki, ali i
ne mora.

Primer 2.23. Odrediti lokalne ekstreme funkcije

a) f(z,y,2) =a* +y* + 22 + oy —y — 4z,
b) f(z,y,2) = (e =1)" = (y+2)" + 2y + (. + 1)".
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Resenje. a) Prvi parcijalni izvodi funkcije f su f, =22 +vy, f, =2x+2y—1
i f. =2z — 4. ReSavanjem sistema jednacina

20+y=20
r+2y—1=0
22—4=0

1
dobija se stacionarna tac¢ka P(—=, =, 2). Drugi parcijalni izvodi funkcije f su

373
Jer =2, foy =1, [uor=0, [fpy=2, fp.=0, f.=2
I nadin
Drugi diferencijal u tacki P je
d*f = 2(dz)*+ 2dzdy + 2(dy)* + 2(dz)?

= 2 ((dm + %dy) + Z (dy)2 + (d2)2> ;

odakle se moze zakljuciti da je d*f > 0 za svako (dz,dy,dz) # (0,0,0), §to
znaci da funkcija f ima lokalni minimum u tacki P. Vrednost funkcije u tacki

. 1 2 13
P.]e f(-—§’§72)_—§
IT nacin
Kako je
9 1 210
D1:2, Dzz‘l 2‘:3, D3: 1 2 0 :67
0 0 2

sledi da funkcija f ima lokalni minimum u tacki P.

b) Imamo da je f, =2v4+y—2, f, =2 —2y —41 f, = 22+ 2. Stacionarna

8 6
tacka je @) (5, — —1) . Drugi parcijalni izvodi funkcije f su

fxx:27 fxy:]-y fxzzov fyy:_Qa fyz:Oa fzz:2

I nacin
Drugi diferencijal u tacki P je

d*f = 2(dx)* + 2dxdy — 2(dy)? + 2(dz)*.
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Ako je na primer dv # 01 dy = dz = 0, tada je d>f > 0, dok za dov = dz = 0
i dy # 0 imamo da je d?f < 0. Dakle, ako se d*f posmatra kao funkcija od
(dz,dy,dz), onda ona menja znak pa funkcija nema ekstremnu vrednost u
tacki A.

IT naéin
Kako je
9 1 2 10
Dy =2, DzZ‘ L ‘:—57 Dy=|1 =2 0|=-10,
0 0 2
sledi da funkcija f nema ekstremnu vrednost u tacki A. [ ]

Kada je D3 = 0, tada ne mozemo da zaklju¢imo pomoc¢u znaka determi-
nanti Dy, Dy i D3 da li funkcija ima ekstrem u stacionarnoj tacki. U primeru
koji sledi se moze videti da funkcija moze da ima ekstremnu vrednost u tom
sluc¢aju, ali i da ne mora.

Primer 2.24. Odrediti lokalne ekstreme slede¢ih funkcija
a) f(l’,y,Z) = (ZE— 1)2_ (y—|—2)2+l’y+(2+1)3,
b) f(z,y,2) = (e =1)"+ (y+2)" + 2y + (2 + 1),

Resenje. a) Imamo daje f, =20 +y—2, fy=2—2y—41i f. =3 (2 +1)*.
Resavanjem sistema jednacina

20 +y—2=0,

r—2y—4=0,

3(z+1)> =0,
.. . 8 6 . 5 . . o
dobijamo da je @) 0T —1 | stacionarna tacka funkcije f. Drugi parcijalni

izvodi funkcije f su

fa:x:27 fa:yzla fa:z:Oa fyy:_2> fyz:O7 fzz:6(z+1)

Pomoc¢u znaka determinanti D, D, i D3 ne mozemo da zaklju¢imo da li
funkcija f ima ekstremnu vrednost u tacki A jer je D3 = 0. Zato ¢emo ispitati
znak drugog diferencijala kao funkcije od (dz,dy,dz). Drugi diferencijal u
tacki @) je

d*f = 2(dx)? + 2dxdy — 2(dy)*.
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Ako je na primer dx # 01 dy = 0, tada je d*f > 0, dok za dov = 0 i
dy # 0 imamo da je d?f < 0. Dakle, kada se d?f posmatra kao funkcija od
(dz,dy,dz), tada ona menja znak pa funkcija nema ekstremnu vrednost u
tacki A.

b) Prvi parcijalni izvodi funkcije f su f, =2x+y—2, fy = o +2y+41i
f. =3(z+1)*. Kada resimo sistem jednacina

20 +y—2=0,

r+2y+4=0,

3(z+1)> =0,
.. . 8 10 . 5 . . .
dobijamo da je @ 3T —1 ) stacionarna tacka funkcije f. Drugi parci-

jalni izvodi funkcije f su

fxa::2, .f:cyzla f:cz:Oa fyy:2, fyzzo’ fzz:6(z+1)

U ovom slucaju je takode D3 = 0, pa pomocu znaka determinanti Dy, Do
i D3 ne moze da se zakljuci da li funkcija f ima ekstremnu vrednost u tacki
Q.

Ispitacemo znak drugog diferencijala funkcije f u tacki (. Drugi dife-
rencijal u tacki @ je

d’f = 2(dr)*+ 2dxdy + 2(dy)* = 2 ((da: + %@) + Z (dy)Q) .

Za svako dv # 01 dy # 0 je d*f > 0. Medutim, za dv = dy = 0 i dz # 0 je
d*f = 0. Dakle, ako se d*f posmatra kao funkcija od (dz,dy,dz), onda ne
vazi d*f > 0 za svako (dr,dy,dz) # (0,0,0). Posmatrajmo funkciju jedne

8
promenljive u(z) = f<§’_§’z> = -3 + (2 + 1)°. Kako je tatka z =
—1 prevojna tacka funkcije jedne promenljive u, u svakoj okolini tacke @)

8 10
postoji tacka (x1,y1,21) takva da je f(x1,y1,21) > f(g, —3,—1). Takode,

u svakoj okolini tacke @ postoji tacka (g, Yz, 22) sa osobinom f(z3,ys, 22) <

8 10
f(g, —3 —1). To znaci da funkcija f nema ekstremnu vrednost u tacki Q.
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2.11.1 Uslovni ekstremi funkcije

Funkcija dve promenljive f ima uslovni maksimum (uslovni minimum) u
tacki (o, yo) na skupu

G ={(z,y)|9(z,y) = 0},

ako postoji okolina U((xo,y0)) C D tacke (zo,y0) takva da za svaku tacku
(z,y) € U((z0,90)) NG vazi

flz,y) < flwo,90) (f(z,9) = f(wo,90))-

Drugim re¢ima, dok se kreéemo po krivoj C' datoj sa g(z,y) = 0 u zy-
ravni potrebno je da pronademo tacku na toj krivoj u kojoj funkcija f ima
minimalnu ili maksimalnu vrednost. Na interaktivnoj slici je data povrs
z = f(z,y) i kriva C' iz narednog primera. Tacka A se nalazi na krivoj C
datoj sa g(x,y) =0 u zy-ravni. Pomocéu datog klizac¢a se moze pomerati
tacka A(z1,v1,0) po krivoj C pri
¢emu se moze videti ponasanje tacke
B(z1,y1, f(z1,y1)), a ujedno se moze
primetiti i kada funkcija f ima mak-
simalnu i minimalnu vrednost na C.
Problem odredivanja uslovnih
ekstrema se cCesto reSava pomodéu
Lagranzovog metoda o kome ¢e biti
viSe reci u nastavku. Da bi se ovaj
metod mogao primeniti potrebno je
da funkcije f i ¢g imaju neprekidne
prve parcijalne izvode na skupu G.
Pretpostavimo da tacka A(xo, yo)
pripada krivoj C, tj. vazi g(zo,yo) =
0 i da funkcija f ima uslovni ekstrem Slika 2.24
u toj tacki. Neka je kriva C data
parametarski sa

r=u(t), y=o(t), t€a,bl.

Dok se kre¢emo po krivoj C' funkcija f ima sledeée vrednosti:

h(t) = f(u(t), v(t)), t€ [a,b].


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/UslovniEkstremiPr1.html
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Ako je mg = x(to), yo = y(to) tada je
h'(tg) =0

jer u tacki A funkcija jedne promenljive h ima lokalni minimum ili maksimum.
Primenom formule za izra¢unavanje izvoda slozene funkcije dobijamo

W(to) = falwo,y0)u'(to) + fy (20, y0)v"(to)

= Vo, u0) - (W (t0)i + /(1))
= 0.

Ako pretpostavimo da vektori V f(zg, yo), u’(to);+ v’(to)j nisu nula vektori,
sledi da je vektor V f(xo, o) normalan na tangentni vektor krive C' u tacki
(20,Y0). To znaéi da je V f(xg,yo) normalan na krivu g(z,y) = 0. Vektor
Vyg(zo,y0) je takode normalan na
kriva g(z,y) = 0 u tacki (zo,yo),
o Cemu je bilo reci u poglavlju
Dakle, vektori V f(zo, o),
Vg(zo,yo) su paralelni (interaktivna
slika [2.25)), tj. postoji broj A takav
da je

V f(xo0,40) = AVg(wo,90). (2.20)

Vektor V f(zo,yo) je u tacki (zo, yo)
normalan na liniju nivoa f(z,y) =
20, gde je zg = f(z0, yo). Naslici[2.25]
se vidi da se linija nivoa f(x,y) = z
i kriva g(z,y) = 0 dodiruju u tacki Slika 2.25
(0 Yo)-

Tacke koje zadovoljavaju jednacinu i uslov g(zo,y0) = 0 su sta-
cionarne tacke funkcije

F(x,y) = f(z,y) — A\g(z,y)

dok je A parametar. Funkcija F' se naziva Lagranzova funkcija.

Problem odredivanja uslovnih ekstrema se svodi na pronalazenje ekstrema
funkcije F.
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Sledi da se moguca tacka (xo,yo) uslovnog ekstrema funkcije f uz uslov

g(x,y) = 0 posle utvrdivanja Lagranzove funkcije odreduje iz jednacine
(2.20), odnosno sistema jednacina
OF (z,y) 0
ox -
OF (z,y)
— = =,
dy
glz,y) = 0.
Priroda uslovnog ekstrema se odreduje ispitivanjem znaka
O F (o, yo) 0 F (o, Yo) 0*F (20, yo)
PP = 7 (de)? 42— dady + ————=7 (dy)?
92 (dx)” + 900y wdy + o (dy)?,
pri ¢emu moze da se koristi ¢injenica da je
0 0

ox y

Izraz sa leve strane jednakosti (2.21)) je diferencijal funkcije g u tacki (zo, yo)-
Ako je

e d*F < 0 za svako (dz,dy) # (0,0), tada u tacki (x¢,yo) funkcija f ima
uslovni maksimum,

e d*F > 0 za svako (dz,dy) # (0,0), tada u tacki (x¢,yo) funkcija f ima
uslovni minimum.

Primer 2.25. Odrediti ekstremnu vrednost funkcije f(x,y) = xy, pod uslo-
vom da je 2% + y? = 1 (interaktivna slika [2.24]).

Resenje. Uzmimo da je g(z,y) = 2% + y*> — 1. LagranZova funkcija ima
sledeci oblik
F(x,y) =2y — M2® +y* = 1).

Prvi parcijalni izvodi funkcije F' su F, = y — 22\ 1 F}, = o — 2y\. Sistem
jednacina

y—22A =0

xr—2yA =0

P+t =1
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ima Cetiri reSenja i to

V2 V2 - V22 -

€T = 2791— 27 1_27 x2__27y2__27 2_27

V2 V2] V2o V2

xr3 = 27 3 27 3 — 27 Ty = 27y4_ 27 4 — 2
Dakle,

V2 V2 V2 V2 V2 V2 . V2 V2

P _7_ 7@ __7__ 7R _7__ IS __7_

2 2 2 2 2 2 2 2

su moguce tacke uslovnih ekstrema funkcije f. Ispitivanjem znaka drugog
diferencijala funkcije F' u svakoj od tih tacaka doé¢i ¢emo do zakljucka o
prirodi uslovnih ekstrema u tim tackama. Drugi parcijalni izvodi funkcije F
su

Fop = =2)\, Fpy=1, F, = -2\

1
Drugi diferencijal funkcije F' u tacki P iza \; = 3 je dat sa
PF = —(dz)? + 2dazdy — (dy)? = — (dz — dy)* .

U ovom slu¢aju jednakost (2.21]) ima slede¢i oblik

V2da +V2dy = 0 (2.22)
jer je g,(z,y) = 2x i gy(z,y) = 2y, a u tacki P prvi parcijali izvodi funkcije
g su

V2 V2 V2 V2
) =V2 el )=V

Iz jednakosti (2.22)) sledi da je dy = —dx, pa imamo da je
d*F = —4(dz)? < 0 za svako dx # 0. (2.23)

Sledi da funkcija f ima uslovni maksimum u tac¢ki P i vrednost funkcije u

RN

EREERE)

toj tacki je f( 5



2.11. EKSTREMNE VREDNOSTI FUNKCIJE 65

1
Za drugi diferencijal funkcije F' u tacki Qi Ay = 3 takode vazi (2.23)), pa

V2 V20 1
o)y

funkcija f ima uslovni maksimum i u tacki @ i f(

1
Za tacku RiSiza A3y = —3 imamo da je

PF = (dz)?+ 2dzdy + (dy)? = (dz + dy)*,

i jednakost ima oblik v2dz — /2dy = 0. Posto je d*F > 0 za svako
(dz,dy) # (0,0) i dz = dy, funkcija f ima uslovni minimum u tackama R i
V2 V2 V2 V2 1

S. Vrednost funkcije u tim tackama je f(

Primer 2.26. Odrediti ekstremnu vrednost funkcije f(x,y) = =z + zy + v,
pod uslovom da je x +y = 1 (interaktivna slika [2.26])).

ResSenje. Uzmimo da je

g(z,y) =v+y—1

Odgovaraju¢a Lagranzova funkcija
ima slede¢i oblik

Flr,y) =z +ay+y—Mz+y—1).

Prvi parcijalni izvodi funkcije F' su
Fob=14y—-—\NF, =2+1-A\
Resavanjem sistema jednacina

I+y—A=0
l+2—-A=0
r+y=1
. . 1 1. :
dobija se da je x = 53 ¥ =3l Slika 2.26
3 11
A= 3 Tacka A (5,5) je moguca

tacka uslovnog ekstrema funkcije f.
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Ispitivanjem znaka drugog diferencijala funkcije F' u tacki A, doé¢i ¢emo do
zakljucka da li funkcija f ima uslovni ekstrem u toj tacki. Drugi parcijalni
izvodi funkcije F' su

F,, =0, F,,=1  F,=0.
Drugi diferencijal funkcije F' je dat sa
d*F = 2dxdy,

Diferenciranjem uslova g(x,y) = z +y — 1 = 0 dobijamo dz + dy = 0, tj.
dy = —dx. Imamo da je

d*F = 2dxdy = —2(dz)* < 0 za svako (dz,dy) # (0,0).

Dakle, funkcija f ima uslovni maksimum u tacki <§, 5) i vrednost funkcije

11 1
u toj tacki je f <§, 5) =7 |

Ako je f funkcija tri promenljive, posle formiranja Lagranzove funkcije

F(ZE,y,Z) = f($7ya Z) - )\g(x,y,z),

analogno kao kod funkcija dve promenljive se ispitivanjem znaka diferencijala
drugog reda funkcije F' u tackama moguéih uslovnih ekstrema zakljucuje da
li funkcija ima ekstrem pod uslovom g(z,y, z) = 0.

Primer 2.27. Kutija zapremine 8 ima oblik kvadra. Odrediti dimenzije
kutije da bi koli¢ina kartona, potrebnog za njenu izradu, bila minimalna.

Resenje. Da bi zapremina kvadra sa stranicima x, y, z bila 8, potrebno je da
je zadovoljen uslov g(z,y, z) = ryz — 8 = 0. Povr§ina kvadra kao funkcija od
x,yizjedatasa f(x,y,z) = 2xy+2xz+2yz. Potrebno je odrediti ektremnu
vrednost funkcije f pod uslovom g. Lagranzova funkcija ima sledeéi oblik

F(z,y,2) =2zy + 2x2z + 2yz — Mayz — 8).

Parcijalni izvodi funkcije F' su F, = 2y + 22 — A\yz, F, = 20 + 22 — daz i
F, = 2x + 2y — Axy. Moguca tacka uslovnog ekstrema se dobija resavanjem
sistema jednacina

2042z —Ayz =0 (2.24)
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20+ 2z — Arvz =0 (2.25)
204+ 2y — Avy =0 (2.26)
xyz =8 (2.27)
Ako se iz jednacina i redom izraze y i x, dobija se
o 2z
VT T
Iz jednacina i se dobija
2z
YTET T O

Sledi da je x = y = z. Na osnovu jednacine imamo da je x = y =
z = 2. Sada se iz (2.24)), (2.25) ili (2.26) moze zakljuciti da je A = 2. Dakle,
tacka A (2,2,2) je moguci uslovni ekstrem funkcije f. Drugi parcijalni izvodi
funkcije F' su

Foo =0, F,,=2-Xz, F,.=2-\y,
E

w=0 F,=2-)x, F, =0
Drugi diferencijal funkcije F' u tacki Aiza A =2 je

d*F = —4dxdy — Adzdz — Adydz. (2.28)
Diferenciranjem uslova ¢(z,y, z) = 0 dobijamo

yzdr + xzdy + rydz = 0,

dok zax =y =2z= A =2imamo dr +dy +dz =0, tj. dz = —dx — dy. Ako
uvrstimo dz = —dx — dy u (2.28), imamo da je

d*F = —4dzdy — 4dx(—dz — dy) — 4dy(—dz — dy)
= 4((dz)? + dzdy + (dy)?)

_ ((dx + %dy)Q + 2 (dy)2> |

Kako je d*F > 0 za svako (dx, dy,dz) # (0,0, 0) uz posmatrani uslov, funkcija
f ima uslovni minimum u tacki (2,2,2) i vrednost funkcije u toj tacki je
f(2,2,2) = 24. Dakle, kada kutija zapremine 8 ima stranice x =y = z = 2,
tada je koli¢ina kartona, potrebnog za njenu izradu, minimalna. [ |
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Glava 3

Dvostruki integral

Uvodenje dvostrukog integrala je slicno uvodenju odredenog integrala.
Podsetimo se, odredeni integral neprekidne i nenegativne funkcije jedne pro-
menljive na intervalu [a, b] je povrSina figure ograni¢ene grafikom te funkcije,
pravama x = a, x = bi z-osom. Posmatrajmo sada grafik neprekidne funkcije
dve promenljive f za koju vazi f(z,y) > 0 dok (z,y) pripada zatvorenoj i
ogranifenoj oblasti D u zy-ravni, ¢iji je rub po delovima glatka kriva (slika

5.1).

z=f(x,y)

Slika 3.1 Slika 3.2

Opisa¢emo na koji nac¢in se moze priblizno odrediti zapremina cilindri¢nog
tela ispod grafika funkcije f i iznad oblasti D datog na slici 3.2l Kako
je D ogranicena oblast oko nje se moze opisati pravougaonik P. Podelimo
pravougaonik P na manje pravouganike pravama paralelnim x-osi i y-osi.
Ako se izdvoje pravougaonici A;, i = 1,2,...,n koji se celi nalaze unutar
oblasti D, dobija se unutra$nja podela oblasti D (slika u oznaci A.
Zatim, izaberimo proizvljnu tacku (&;,7;) unutar pravougaonika A; za svako

69
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z=f(x,y)

Slika 3.4

1 =1,2,...,n. Ako se sa AA; oznadi povrSina pravougaonika A;, onda je

f(fz‘, Th') FAA;

zapremina kvadra ¢ija je baza pravougaonik A; i visina f(&;,7;). Suma

D fGm) - AA
=1

se naziva Rimanova suma funkcije f za datu unutrasnju podelu A. U ovom
slu¢aju je Rimanova suma zbir zapremina n kvadara sa bazom A; i visinom
f(&,m;) zai=1,2,...,n1ona predstavlja aproksimaciju zapremine tela ispod
grafika funkcije f iiznad oblasti D. Zbog jednostavnosti na interaktivnoj slici
se tacke (&, ;) nalaze u preseku dijagonala pravougaonika A; za svako
t = 1,2,...,n, $to u opStem slucaju ne mora da vazi. Pomoc¢u ponudenog
klizaca na interaktivnoj slici se moze videti da Sto je broj n vedi to
Rimanova suma bolje aproksimira zapreminu posmatranog tela.
Ako je V zapremina posmatranog tela, tada je

= lim ngzanz za

All—

gde je sa |A|| obelezena duzina najduze dijagonale medu dijagonalama pra-
vougaonika A;, i = 1,2, ...,n. Sledi definicija dvostrukog integrala funkcije f
nad oblasti D.

Definicija 3.1. Neka je funkcija f definisana na zatvorenoj i ogranicenoj
oblasti D C R? ¢iji je rub po delovima glatka kriva. Ako za svaku podelu
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A oblasti D i svaki izbor od n tacaka (&,n;), i = 1,2,...,n, sa osobinom
(&,mi) € A;, 1 =1,2,...,n, postoji uvek ista grani¢na vrednost

I = lim fol,nl A;,

A[—0

tada je funkcija f Riman-integrabilna na oblasti D i broj I se naziva dvostruki
integral funkcije f nad D i obelezava se sa

/ / Foy) dA il / / (o, y) dudy.

Napomenimo da u opstem sluc¢aju f ne mora da bude nenegativna funkcija
na oblasti D. Ako funkcija f nije nenegativna na oblasti D tada Rimanova
suma ne predstavlja aproksimaciju zapremine cilindri¢nog tela ograni¢enog
grafikom funkcije f i oblasti D u xy-ravni.

Ako su funkcije f i g neprekidne na zatvorenoj i ograni¢enoj oblasti D,
tada vazi sledece:

) //af(a:,y)dA:a/ F@y)dA, 7 0 € R,
ii) //(f(x,y)Jrg(x,y))dA:/ f(fc7y)dz4+//g(fv,y)df1
iii) //f(a:,y)dA://f(x,y)dA+/ f(a,y)dA

gde je D = D1 U Ds, presek oblasti Dy i Dy moze biti samo po krivoj,

iv) ako je f(z,y) > 0 na D, onda je //f(x,y)dA > 0;

v) ako je f(z,y) < g(x,y) za svako (z,y) € D, onda je

[ s@naa< [[ s
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3.1 Primena dvostrukog integrala

Pored toga Sto se pomocu dvostrukog integrala moze izracunati zapremina
tela, njegovom primenom se moze odrediti povrsina oblasti u ravni i povrSina
povrsi u R3.

3.1.1 Povrsina oblasti u ravni

Na slici [3.5] je dat cilindar ¢ija je projekcija na zy-ravan rub oblasti D i
visina 1. Obelezimo sa V' zapreminu tog cilindra. Kako je zapremina cilindra
jednaka proizvodu povrSine bagze i visine, to je

V =P(D)-1=P(D). (3.1)

Sa druge strane, zapremina posmatranog cilindra je jednaka dvostrukom inte-
gralu funkcije f(x,y) = 1 nad oblasti D, tj.

V= / / 1dA. (3.2)

Iz jednakosti (3.1]) i (3.2)) sledi da je

Slika 3.5 Slika 3.6
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3.1.2 Povrsina povrsi

Neka je sa z = f(z,y), (z,y) € D definisana povrs S (slika 3.6). Pretpo-
stavimo da je D C R? ograni¢ena i zatvorena oblast ¢iji je rub po delovima
glatka kriva, a funkcija f : D — R ima neprekidne prve parcijalne izvode
na D. Da bismo odredili povrsinu povrsi S, podelicemo je na vise manj-

Slika 3.7 Slika 3.8

ih delova ¢ije ¢emo povrSine priblizno izracunati. Pre svega potrebno je
prvo izvrsiti unutradnju podelu oblasti D (interaktivna slika . Oznac¢imo
sa A;, i = 1,2,...,n pravougaonike koji vrSe unutra$nju podelu oblasti D
isa S;, 1 = 1,2,...,n delove povrsi S Cije su projekcije na xy-ravan re-
dom pravougaonici A;, ¢ = 1,2,...,n. Ako su Ax; i Ay; duZine stranica
pravougaonika A;, tada je povrSina tog pravougaonika AA; = Ax;Ay;. U
svakom pravougaoniku izaberimo tacku (z;,7;) koja se nalazi u njegovom
donjem levom uglu. Povrsina povrsi S;, u oznaci AS; se aproksimira sa
povrsinom dela tangentne ravni 7; na povrs S u tacki Q(z;, vi, f(x4,y:)) Cija
je projekcija na xy-ravan pravougaonik A;, tj.

gde je AT; povrsina posmatranog dela tangentne ravni T; (slika [3.8). Zatim
se povrsina cele povrsi S, u oznaci P(S), moze aproksimirati na sledeé¢i naéin:

i=1 i=1
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Potrebno je jos odrediti AT;. Posmatrani deo tangentne ravni 7; je u stvari
paralelogram kojeg odreduju vektori

a= Aﬂiz‘;‘i‘ fx(xzalh)szE 1 ? = Ayz’j‘f‘ fy(l'myi)AZ/i/;-

Na slici je data uvecana Q.-
povrs S; i1 vektori @ i b. Kako je
povrSina paralelograma odredenog
pomocu dva vektora intenzitet vek-
torskog proizvoda ta dva vektora,
odredi¢emo prvo vektorski proizvod

ﬁ
— .
vektora @' 1 b :

— — 1

_ i k Vo
.
a X b = AZEZ 0 fa&(‘Tu yz)sz I
0 Ay fylwi,y)Ay; Slika 3.9
= —fol@, ) AT Ay; T — (s, ) Az Ay, T+ Az Ay, k
= — Lo, y) AA T — fy(i, ) AA; T+ AA; K.
Sledi da je
AS; % AT = [T x B =1+ (o 3))* + (i) DA,
odnosno

P(S) & Y01+ (Falaie i) + () A4

Na interaktivnoj slici se moze videti da se dobija bolja aproksimacija
povecanjem broja pravouganika koji ¢ine unutrasnju podelu oblasti D.
U skladu sa prethodnim, vazi

n

P(S) = lim S /14 (fulwi ) + (s ) *AA,,

|A][—0 <=
i=1

gde je sa [|A|| obelezena duzina najduze dijagonale medu dijagonalama pravougaonika
A;, 1 =1,2,...,n. Na osnovu definicije dvostrukog integrala imamo

P(S) = [[ 1+ Gl + ()
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3.2 Izracunavanje dvostrukog integrala

Problem izracunavanja dvostrukog integrala se svodi na izracunavaje dva
uzastopna odredena integrala. Sledeca teorema se naziva Fubinijeva teorema.

Teorema 3.1. Neka je funkcija f neprekidna na oblasti D.

i) Ako je oblast D definisana sa a < x <b i gi(x) <y < go(x) gde su ¢
i g2 neprekidne funkcije na |a,bl, tada je

b [ g2(x)

J[s@mar=[{ [ sy | i

a 1(z)

ii) Ako je oblast D definisana sa ¢ <y < d i hi(y) <z < ha(y) gde su hy
i he neprekidne funkcije na [c,d], tada je

d

J[1@par= [ 7y)f(m,y)drc dy.

c ha(y)

Primeri oblasti D opisane u prethodnoj teoremi pod i) i i) dati su na

slici i respektivno.

y y
/yzgzw d
\\
Y= y=h °© y=ha(%)
a b X X
Slika 3.10 Slika 3.11

Primer 3.1. Izra¢unati integral //(23: +1?)dA ako je oblast D ograni¢ena
D

pravamazr = -1,z =1, y=11y = 2.
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ResSenje. Oblast D je data na slici Data oblast moze da se posmatra
kao oblast opisana u teoremi pod i) ili pod ii). Ako je posmatramo kao
oblast pod i) tada je

2 1 2

//(2;17 +9y*)dA = / /(235 +yH)dx | dy = / (2% + myg)‘l_l dy
D 1 —1 1
2 2
, 14
= (14+y*—1+9y")dy= [ (29°) dy ER [
1 1
y y
2 2
1
_i i X 2\ X
Slika 3.12 Slika 3.13

Primer 3.2. Izracunati integral //(x — 2y)dA ako je oblast D ograni¢na

D
sapravama z =0, y=01z+y = 2.

ResSenje. Oblast D je data na slici Ako datu oblast posmatramo kao
oblast opisanu u teoremi[3.1] pod i), tada je

//(w—2y)dA —/2 7(;5—23,@ do = jxy P da
= /Q(I(z—x) ( :/2( 2a% 4 6z — 4) du
_ 1 g



3.3. SMENA PROMENLJIVIH U DVOSTRUKOM INTEGRALU 77

Primer 3.3. Izrac¢unati povrsinu oblasti u xy-ravni koju ograni¢avaju grafici

5
funkcija f(x) =sinz i g(z) = cosz dok = € [%, %1 .
Resenje. Ako oznacimo sa P(D)
povrsinu date oblasti D, tada je y

y=CO0S X
P(D) = / / dA,
D X

4y=sinx
gde je oblast D data na slici [3.14] y

U ovom slucaju je najjednostavnije
da se dvostruki integral izracuna na Slika 3.14
2 sinx

sledeéi nadin:
/ / dA = / dy dx =

s X
D T cosx

. sinz

Y dx

\
INE) \H%‘

CosS T
5w
4

= /(sinm —cosz) dr =2v2. W

INE]

3.3 Smena promenljivih u dvostrukom integralu

Dvostruki integral se moze svesti na jednostavniji oblik za reSavanje po-
godnom smenom promenljivih. Posmatrajmo smenu promenljivih

r=g(u,v), y=h(u,v),

dok (u,v) € S i funkcije g i h imaju neprekidne prve parcijalne izvode na
oblasti S. Obelezimo sa T transformaciju, koja preslikava pravougaonik S u

wv-ravni na oblast D u xy-ravni (slike 113.16)), datu sa
T(u,v) = (z,y) = (9(u,v), h(u,v)), (u,v) € S.

Duzine stranica pravougaonika S iznose Au i Awv.
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(Uo,V0+.AV)

Av S T.(uo,v0+Av)
D o T (Up+AuU,Vp)
(Uo,Vo). AU (.U0+AU,V0) (Xo.,YO)
(@] u O X
Slika 3.15 Slika 3.16

Neka vektori @ i gimaju pocetnu tacku (zg,yo) = T'(ug, vo) 1 krajnju tacku
T(up + Au,vg) i T(ug,vo + Av) respektivno (slika [3.17). Kako je

T'(uo + Au,vg) = (g(uo + Au, vo), h(ug + Au, vg))

T (ug, vo + Av) = (g(ug, vo + Av), h(ug, vg + Av)),

-

a = (g(uo + Au,vg) — g(uo, Uo));"‘ (h(uo + Au,vg) — h(ug, vo))J

—

b= (g(ug, vo + Av) — g(uo, vo))z+ (h(ug, vo + Av) — h(ug,vg))J-
Iz Tejlorove formule sledi da je

g(uo + Au,vg) — g(ug, vo) = gu(uo, vo)Au,

h(ug + Au, vg) — h(ug, vo) = hy(ug, vo) Au,

Sto se krace moze zapisati na slede¢i nacin
9(uo + Au, vg) — g(uo, vo) = z,Au,

h(ug + Au, vg) — h(ug, vo) = yu,Au.
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T(Ug;Vo+AV) T.(uo‘,yo+Av)

AP , Tuo+Au, > N\ D T(ugtAu,
AV (Uo+Au,vp) AV YO Au(i:l?o:yu%v())
(Xo,Y0) (X0,Y0)
@) X O] X
Slika 3.17 Slika 3.18

Analogno se dobija da je
g(ug, vo + Av) — g(ug, vo) = x,Av,

h(ug, vo + Av) — h(ug, vo) ~ y,Av.

Dakle, prethodnim relacijama su priblizno odredene koordinate vektora a i
b te se povrsina oblasti D, u oznaci AA, moZe aproksimirati sa povrS§inom
paralelograma odredenog vektorima

ATl + yu)) 1 Av(2yi +40)),
(slika [3.18)), tj.
AA = |(Au(yi + yuf)) ¥ (Dv(z,i+ yof))|-

S obzirom da je

(Au(xyi + yu))) X (Av(zyi +10j)) = ((xu;—l— Yug) X (247 + yJ)) AulAv
i ]k
= Ty Yu O AulAv
Ty Yo O

— | T Yu ‘lg AuAv,
Ty Yo
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vazi
(Suted + ) x @ote+ )] = [ 20 i suas
Odakle sledi
AA =~ |J(u,v)| AuAv,
gde je |J(u,v)| apsolutna vrednost determinante x: ZZ . Determinanta

Ty Ty

Yu Yo
Ako na opisan nacin aproksimiramo povr§inu svakog pravouganika P;,

t = 1,...,n koji ¢ine unutrasnju podelu oblasti D, dobijamo sledece

[ 1@win = 3 souna,
D =1

Z f(g(ui7 Ui)v h(u“ UZ)) |J(u7 U)| Auiszﬁ
=1

se naziva Jakobijeva determinanta (ili krace Jakobijan).

Q

gde se Jakobijeva determinanta izra¢unava u tacki (u;,v;). Poslednja suma
je integralna suma koja odgovara integralu

// flg(u,v), h(u,v)) |J(u,v)| du dv.
s

StaviSe, vazi sledec¢a teorema.

Teorema 3.2. Neka je S zatvorena i ogranicena oblast ¢iji je rub po delovima
glatka kriva, transformacija T data sa T(u,v) = (g(u,v), h(u,v)) bijekcija
koja preslikava oblast S na oblast D 1 funkcije g i h imaju neprekidne prve
parcijalne izvode na S. Ako je f neprekidna funkcija na D, onda je

[ swaa= [[ atwo)hiw o)1 0) dude

Primer 3.4. Izra¢unati integral //(:1:2+y2)d:1: dy gde je oblast D ogranic¢ena
D

krivama zy =1, 2y =2, y=x iy =2z za z,y > 0.
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Yy \'
A =3X
3_ ,,,,,
2
y=—
1 e
=2 | |
> X } } u
1 2
Slika 3.19 Slika 3.20

Resenje. Oblast D je data na slici 3.19, Kako je oblast D ograni¢ena
krivama zy =1, 2y =2, y = x i y = 22 za z,y > 0, ona se mozZe opisati sa

1<ay<2 1<¥<s
x
Neka je
u:xyiv:gzalgugz 1 <v <3,
T
tada je
xr= \/@ iy =+uv, (3.3)
v
i Jakobijan transformacije date sa (3.3) je dat sa
1
J S

Na osnovu teoreme [3.2] imamo da je

2, 0 _ (v 1
//(x +y)dxdy—//(v+uv> 2Ududv,
D S

gde je oblast S data na slici Dalje je

2 3

U 1 1 _
//(;—l—uv)%dudv = 5//(uv2+u)dvdu
S 1 1
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2 1 / 4 2
u
1 1
[ |

3.3.1 Polarne koordinate

2

1

Do l\Dll—

Kada je oblast integracije krug,
deo kruga ili podintegralna funkcija
sadrzi izraze oblika x2 + 2, uvode-
njem polarnih koordinata dvostruki
integral se obi¢no svodi na jedno- P
stavniji oblik za reSavanje. Sistem
jednacina 4 - 0 : ;

Ax.

x = pcos,

y = psinf (3.4)
definise transformaciju koordinata

koja preslikava oblast
{(p,0)lp > 0,6 € [0,27]}

u pf-ravni na ceo R% Broj p > 0
predstavlja rastojanje tacke A(z,y)
od koordinatnog pocetka O, a 6 € [0,27] ugao izmedu pozitivnog smera z-
ose i vektora OA. Na interaktivnoj slici pomocu datih klizac¢a je moguce
menjati 6 i p. Jakobijeva determinanta transformacije je

Slika 3.21

cos) —psinf

sinf  pcosf - P

J(p,0) =

Primer 3.5. Pokazati da povriina sfere polupre¢nika r iznosi 47r2.

ResSenje. Pomocu dvostrukog integrala izracuna¢emo povrsinu sfere ¢ija
je jednacina 2% + y? + 22 = 7% Ako sa f oznacimo funkciju f(z,y) =

r?2 —x? —y? tada je graﬁk funkcue f polovina sfere koja se nalazi iznad
zy-ravni (slika [£.11]). Ako oznadimo sa P trazenu povrsinu i sa P; povrsinu
gornje polusfere, onda je P = 2P;. Tada je

e [ () () o
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gde je D projekcija sfere na zy-
ravan. Projekcija sfere na zy-ravan
je krug sa centrom u koordinatnom
pocetku i poluprec¢nikom r. Kako je

of —x

or /7’2—9[:2—y2

of —y

a_y /r2_$2_y2’

povrsina polusfere je jednaka

Slika 3.22
2 2
P o= // 1+ ! + Y dz dy
7a2_x2_y2 7a2_x2_y2
D
= // - ! dx dy
5 T X Yy

Pomoc¢u transformacije date sa x = pcosf, y = psinf oblast D se presli-
kava u oblast S = {(p,0) | 0 < p <r, 0 <6 <27} te se uvodenjem polarnih
koordinata prethodni integral svodi na sledeé¢i integral

2 r 2 2

//Ldpdez/r(— 7‘2—p2)rd9:7“2/d9:27rr2.
P 0

0 0 0 0

Integral dp se reSava smenom t = r2 — p? na sledeéi nacin

__r
/rE _ p2
p 1 . 1tz
P o= (i) a=—C o= rc
/r2 — 2 2 2 %
Sledi da je P =472, N

Primer 3.6. Izracunati integral // x (:U2 + y2) dxdy gde je D oblast ogranicena
D

kruznicom 22 + (y — 2)> = 41 pravama y = z, y = —x.
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Resenje. Oblast D je data na slici y
Kada se uvrsti 2 = pcosf, y = A
psiné u jednacinu kruznice, dobija
se jednacina p = 4sin6. Uzimajuéi y=x
u obzir da je oblast D ogranic¢ena
pravama y = x, y = —x koje zakla-

. T .3 .
paju ugao od yRave respektivno sa

pozitivnim delom z-ose, moze se za- - X
3

Kljuciti da 6 € %,f . Oblast D je
opisana pomoc¢u polarnih koordinata Slika 3.23

. LT 3T
sa0§p§4sm6’11§9§1.
Sledi

%TW 4sin 6 %r 4sin 6

//:L’(x2+y2)d:cdy = //pcostZpdpdﬁz/ / ptcos@dp db
D = 0

0

3

1 5|4sing 5
4
= /,0_ cos 0df = 5

sin® @ cos 6d#.
Sl

\.ﬁ‘gf INE]

s

4

ENE]

Uvodenjem smene ¢ = sin § dobijamo

6 . 6
/sin590089d0:/tdt:%+(]: S“g o c

ERIGRCIE
= 5-6 2 2

te je

45 [ sin® 0
2y dedy = —
//x(sc—l—y)xy 5(6

D
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3.3.2 Elipti¢ne koordinate

Neka je oblast integracije elipsa

¢ija je jednacina — + == = 1 i njena
a?  b?

unutraSnjost. Sistem jednacina Alx,y)

x =apcosb, |

y = bpsinf (3.5) “} “

| 0 |
definise transformaciju koordinata
koja preslikava oblast
{(p.0)lp € 10,1],0 € [0, 27]}
u pf-ravni na oblast
22 P .
x? P ay

u zy-ravan. Tacki A(z,y) odgovara p = [ — + = if —arctgb— za T #

0. Na interaktivnoj slici [3.24] je moguce zadatl vrednosti 6 i p. Jakobijeva
determinanta transformacije (3.5)) je

| acosf —apsinf

J(p.0) = bsinf  bpcosf

’ = abp.

Primer 3.7. Izra¢unati zapreminu tela ograni¢enog elipsoidom

2 2 2
x z
——l—y——l———l a,b,c > 0.
b2
Resenje. Izracunacemo zapreminu
V1 tela ogranicenog sa povrsi
2 2
1_ m_ v
b2

i zy-ravni. Tada je trazena zapremi-
na V = 2V, gde je

2 2
%z//cy/l—%—%dxdy,
& “ Slika 3.25
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2 2
gde je D projekcija elipsoida na zy-ravan data sa :70_2 + %2 < 1. Ako uvedemo

a
elipti¢ne koordinate x = apcosf, y = bpsin €, onda se oblast D preslikava u
oblast S = {(p,0) |0<p <1, 0<60<2r}1ivaz

2 1
Vlzc//\/l—anbpdpd@.
00

Integral / V1 —p?pdp se resava smenom t = 1 — p? na slede¢i nacin

e

1., 12 1
/\/1—p2pdp:/ ——t2 dt:——?—i—C’:——(l—pQ) +C.
2 23 3
Sledi da je
2m 1 , 1 5
V= abc/ (—— (1 — ,02)2) df = —mabc,
3 0 3
0

4
odakle je V = gwabc. |



Glava 4

Trostruki integral

Trostruki integral se uvodi sli¢no kao dvostruki i odredeni integral. Neka
je f funkcija tri promenljive definisana na zatvorenoj i ograni¢enoj oblasti
Q C R3, &iji je rub po delovima glatka povrs. Jedna takva oblast data je na
slici[f.1] Kako je oblast @ ograni¢ena, postoji kvadar P, koji je sadrzi. Podela
kvadra P se vr8i pomocu ravni koje su paralelne koordinatnim ravnima (slika

. Unutrasnju podelu A oblasti @ ¢ine kvadri Q1,Qs, ..., @, koji su celi

sadrzani u Q.

Slika 4.1 Slika 4.2

Na interaktivnoj slici 4.3 je data jedna unutrasnja podela oblasti Q.
Oznac¢imo sa AV; zapreminu kvadra @;, ¢ = 1,2,...,n i sa ||A] duzinu
najduze dijagonale od svih dijagonala kvadara @Q;, i =1,2,...,n.

87
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Slika 4.3

Rimanova suma funkcije f za datu unutrasnju podelu A je

Zf(fi,m,Vz‘)AV
i=1

gde je (&, m;,v;) tacka u Q;.

Definicija 4.1. Neka je funkcija f definisana na zatvorenoj i ogranic¢enoj
oblasti Q C R3, ¢iji rub je po delovima glatka povrs. Ako za svaku podelu
A oblasti @ i svaki izbor n tacaka (&,n;,vi), @ = 1,2,...,n, sa osobinom
(&, miyvi) € Qi 1 =1,2,...,n, postoji uvek ista grani¢na vrednost

= im OZf & i vi) DA,

onda je funkcija f Riman-integrabilna na oblasti (), broj I se naziva trostruki
integral funkcije f nad @ i obelezava se sa

// flx,y,z)dV ili // f(x,y,2) dedydz.
Q Q

Iz definicije trostrukog integrala sledi da je trostruki integral funkcije f
za koju vazi f(x,y,z) = 1 za svako (z,y,2) € @, nad @ jednak zapremini V

tela @), tj.
= // flz,y,2)dV.
Q
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4.1 Izracunavanje trostrukog integrala

Pretpostavi¢emo da je f neprekidna funkcija tri promenljive na zatvorenoj
i ogranic¢enoj oblasti ). Posmatra¢emo sledeca tri tipa oblasti @) :

I tip Neprekidne funkcije g; i g, na skupu D C R? ispunjavaju sledeéi uslov
g1(z,y) < g2(x,y) za sve (z,y) € D. Oblast @ je data sa

Q={(r,y,2)| (x,y) € D, gi(z,y) <2< ga(z,9)}.

Jedna takva oblast je data na slici[4.4] Tada vazi

///f(x,y,Z)de// 977y)f(x,y, z)dz | dA.
¢ 5 \p(y

z=g2(ny)

7=g1(x,y)

y=h;(z,x) y=hy(z,x)

Slika 4.4 Slika 4.5

IT tip Neprekidne funkcije hy i he na skupu D C R? ispunjavaju sledeéi uslov:
hi(z,z) < hy(z,x) za sve (z,x) € D. Oblast @ je data sa

Q = {(xuyvzﬂ (27‘7;) € D= hl(Z,(L‘) < Yy < hg(Z,:L’)}

Na slici [£.5] je dat primer ovog tipa oblasti.
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U ovom slucaju vazi

ha(z,x)

// f(z,y,2)dV = // / f(x,y,2)dy | dA.

hi(z,x)

III tip Neprekidne funkcije k; i ks na skupu D C R? ispunjavaju sledeéi uslov:
ki(y, z) < ka(y, z) za sve (z,2) € D. Oblast @ je data sa

Q = {(.’L’,y, Z)| (y7 Z) S D7 kl(yWZ) <z < kQ(yv'Z>}
Primer ovog tipa oblasti je dat na slici [{.6]

z

Rl

1
2 1
x \y
x=‘l/€/1‘(;f,z)
X=k2(yJZ)
Slika 4.6 Slika 4.7
U ovom slucaju vazi
ka(y,z)
// flx,y,2)dV = // / (z,y,2)dz | dA.
k1(y,2)

Primer 4.1. Izracunati integral /// ydV gde je ) oblast ograni¢ena povrSima

Q
y+z2=1,2=0,y=0,2=012=2.
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Resenje. Oblast @ je data na slici[4.7] Neka je sa D obelezen pravougaonik
{(z,y) eR?*|0 <2 <2, 0 <y <1} u ay-ravni. Kako je 0 <z <1 —y dok
(x,y) € D, to je

1—

///ydv:// /yydz dxdy:// (y — 1) dady.
Q D 0 (s

Sledi L ) 2
//(y—yQ)dxdy = / /(y—?f)dx dy:/(y—?f)x dy
D 0o \o 0 0

2 3
= (L _ L
2 3

4.2 Smena promenljivih u trostrukom integralu

Smena promenljivih u trostrukom integralu se vrsi analogno smeni pro-
menljivih u dvostrukom integralu.

Teorema 4.1. Neka je S zatvorena i ogranicena oblast ¢iji je rub po delovima
glatka pours, transformacija T, data sa

T(u,v,w) = (x,y,2) = (9(u,v,w), h(u,v,w), k(u,v,w)), (u,v,w) €S,

bijektivno preslikava oblast S na oblast () i funkcije g, h © k imaju neprekidne
prve parcijalne izvode na S. Ako je funkcija f neprekidna na oblasti QQ, onda

je
///f (. ZW—/ / /f (9(u,0,w), h(u, 0,w), k(u, v,w)) | (u, v, w)| du dv duw,
Q S

gde je
Ox

U w
oy & 9
U w
gz %z
Ju Ov Ow
Determinata J(u, v, w) se naziva Jakobijeva determinanta transformacije

ox

J(u,v,w) =

Q@|Q>Q3|Q>
INISH S

T.
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Cilindri¢ne koordinate

Sistem jednacina

z
x = pcosb, A
y = psinb,
z =2z,
pri ¢emu je A(x,,y,z)
p>0, 0<6<2r, 2€R, 1
0O \

odreduje transformaciju koordinata /LR\*)/
preko cilindri¢nih koordinata p, 6 i « A’(x,y,0)
z.

Neka je tacka A’(x,y,0) projekci- Slika 4.8
ja tacke A(x,y,z). Tada je p rasto-
janje tacke A’ O(ﬁ)ordina‘cnog pocetka O, a 6 ugao izmedu pozitivnog smera
z-ose i vektora OA’. (interaktivna slika .

Jakobijeva determinanta koja odgovara ovoj transformaciji je

T, Tg T, cos) —psinf 0O
J(p,0,2) = |y, Yo Y. |=|sinf pcostd 0 |=p.
2, 29 2 0 0 1

Primer 4.2. Izrac¢unati integral /// xyzdV gde je oblast () ograni¢ena
Q

povisima 22 +y> =4, 2 =0iz2=3 —y.

Resenje. Oblast () je data na slici

Dati trostruki integral ¢emo izracu-
nati prelaskom na cilindri¢ne koor-
dinate p, i z. Zamenom x = pcos @
iy = psinf u jednacinu ravni z =
3—y dobijamo z = 3—psin §. Oblast
@ se preko cilindri¢nih koordinata ’

opisuje sa 0 < 0 < 27, 0 < p < 2 Slika 4.9
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i0<2z<3—psinf. Ako primenimo
teoremu dobijamo

2
[:// / (pcosBpsin0z) pdzdpdl
0 0

2 2

/ <p3 cosf sinf —)
2

0

2m

2

Dalje imamo
3—psinf

I = dpdf

0

o\l:\‘)

N —

// (p3 cos @ sind (9 — 6psin 6 + p® sin® 9)) dpdb,
00

U' 2r 2
1
I = 5 // (9p3 cos sinf — 6p*cosf sin®6 + p° cosf sin® 9) dpdb
0 0

27
1 4 5 6

2 2 2

= 3 / (9Z cosf sinf — 63 cosf sin®6 + 5 cosf sin® 0) do.
0

Ako se svaki od prethodnih integrala re§i smenom t = sin #, dobija se

;o] < 2% sin” 6 2°sin® 26 sin49>

2

=0. N

2\"4 2 5 3 6 1

0

Primer 4.3. Odrediti zapreminu tela ograni¢enog elipsoidom 2 + 3% +

25 (2 —9)°
36

ResSenje. Potrebno je odrediti zapreminu oblasti () ogranicene sa donje

strane elipsoidom

=9 iravni z =7, datog na slici |4.10

(2 —9)?
9.3

i sa gornje strane sa ravni z = 7. Zapreminu V tela () ratunamo pomocu

formule
V= /// dxdydz.
Q

22 g2
4L =1
9+9+
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Kada se 2z = 7 uvrsti u jed-

nacinu elipsoida, dobija se jednacina z
6

kruznice z* + y*> = —, koja pred-

stavlja rub projekcije oblasti () na

xy-ravan. Deo elipsoida ispod ravni
z = 7 je odreden jednacinom z = 9—

6
-/ 9 — 22 — y2. Ako zamenimo z =

5
pcosf iy = psinf u prethodnu jed-

6
nacinu dobijamo z = 9 — g\/9 — p.
Oblast @ se preko cilindri¢nih  ko-

ordinata moze opisati
sa 0<6<2m, 0§p§§\/14 i Slika 4.10

9—2\/9—p2§z§7. Sledi da je
2m

v- |

0
Integral/p(

V =

Wit
ﬁ
~

7 2#%

V14
pdzdpdfh = / / p (—2 + 2\/9 — p2> dpdf
0 0

S

(G2 e

9 — p2) dp se resava uvodenjem smene t = 9 — p?, te je

(-

Sferne koordinate

2T
1y 136

=—7. N
0 135

(va=r))

(SN
Wl

o\§

Sistem jednacina
x = psiny cosb,
Yy = psinesinf,
2 = pcosp,
gde je p >0, 0<60<2m, 0<¢p < odreduje transformaciju koordi-

nata preko sfernih koordinata p, 6 i ¢. Ako sa A" obelezimo projekciju tacke
A(z,y,z), p je rastojanje tacke A od koordinatnog pocetka O, ¢ je ugao
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izmedu pozitivnhog smera z-ose i vek-

BN

tora O—/l, a 6 je ugao izmedu poz-
itivnog smera z-ose i vektora OA’
(interaktivna slika [4.11)).

Jakobijan transformacije koju
posmatramo je

dp 00 0
dy oy 0y
J(p,0,0) = 9p 0 9
9z 0z 0z Slika 4.11
dp 00 Oy

sinpcos@ — psinpsinfd pcospcosb

= sin p sin ¢ psingcosf pcospsinf

cos ¢ 0 —psine

= p?sine.

Primer 4.4. Izracunati integral /// Va2 + y? + 22dV gde je oblast () data
Q

sax?+y?4+22<9iz2>0.
ResSenje. Oblast () je data na slici
Kao posledicu teoreme

imamo da je

///de

3

2m %
:///pgsingodpdgode
0 0

0 Slika 4.12

2 2

//singodgod&z%/(—cosw) de
0 0

0 0

ISIE
[ME]

N
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Glava 5

Vektorsko polje

Pored realnih funkcija vise realnih promenljivih vazan pojam u matema-
tici je vektorsko polje.

Definicija 5.1. Preslikavanje koje svakom elementu skupa X C R", n > 2
dodeljuje tacno jedan element skupa Y C R”™ se naziva vektorsko polje.

Dakle, vektorsko polje dodeljuje vektoru iz skupa X, vektor istih dimenzi-
ja iz skupa Y. U nastavku ¢emo proucavati pojmove vezane za vektorska polja
u ravni i u prostoru. Vektorsko polje u ravni se zapisuje na slede¢i nacin

F(z,y) = P(z,y)i + Q(x,y)], (5.1)

gde su P i @ realne funkcije dve realne promenljive. Vektorsko polje dato sa
(5.1) se krace zapisuje u obliku

F=Pi+Qj
Sli¢no, vektorsko polje u prostoru se zadaje u obliku
F(x,y,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(x,y, 2)k

ili krace
F = Pi+ Qj + Rk,
gde su P, () i R realne funkcije tri realne promenljive. Funkcije P, Qi R se
nazivaju komponentne funkcije vektorskog polja F.
Za vektorsko polje se kaze da je neprekidno na skupu X ako su sve kompo-
nentne funkcije tog vektorskog polja neprekidne na X.
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Vektorsko polje u ravni se graficki predstavlja skiciranjem vektora F (x,y)
za nekoliko vrednosti z i y tako da je njegova pocetna tacka (x,y). Na slikama
i[5.2] su dati graficki prikazi vektorskih polja

- F(z,y) =ayi+yj, F(z,y) = —2i +yj,
respektivno.

e PR IITES S
\\/ vy
x,y) Y v 7 4]y » v w
\ \ f »> _ > ~ -
NN X =T o=
A A W V| K o &
\\// ANy ¥ AE
ALYy rpp

Slika 5.1 Slika 5.2

Analogno, vektorsko polje u prostoru se predstavlja u trodimenzionalnom
koordinatnom sistemu skiciranjem vektora F'(x,y, z) za nekoliko vrednosti z,
y i z tako da je njegova pocetna tacka (z,y, z).

W N[,
AN //7 i\\

Slika 5.3 Slika 5.4

Vektorsko polje je konstantno na X ako su njegove komponentne funkcije
jednake konstanti na X. Graficki prikaz konstantnog vektorskog polja u pro-
storu ﬁ(:c,y, z) = i — 7+ 2k je dat na slici dok se na slici nalazi
graficki prikaz vektorskog polja ﬁ(az, Yy, 2) = —ai —yj — k.
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U odeljku 2.10] smo proucavali gradijent funkcije. Gradijent funkcije je
vektorsko polje. Vektorsko polje F(z,y) = —xi + yj, Cije je geometrijsko
predstavljanje dato na slici je gradijent funkcije

Ly 1,

Flay) = —50° + 50*
Podsetimo se, gradijent funkcije z
u tacki je vektor ¢iji pravac geometri-
jski predstavlja pravac po kome se
funkcija najbrze menja u posma-
tranoj tacki. Na slici 5.5 je data

funkcija f za koju vazi

Vi(r,y) = Flz,y) = —xi +yJ.

Ako je vektorsko polje

F:D—R" DCR" n>2 Slika 5.5

takvo da postoji realna funkcija n promenljivih f : D — R", koja zadovoljava
jednakost

F=Vf{,

onda se kaze da je F konzervativno ili potencijalno vektorsko polje sa funkci-
jom potencijala f.

U opstem slucaju vektorsko polje ne mora imati funkciju potencijala. Na
primer, vektorsko polje F dato na slici nije konzervativno, tj. ne postoji
funkcija f takva da je F = Vf.

Pre nego sto bude navedena teorema koja daje odgovor na pitanje kada
je vektorsko polje u ravni konzervativno, uves¢emo pojam povezanog i jedno-
struko povezanog skupa.

Skup D je povezan ako se svake dve tacke iz tog skupa mogu povezati po
delovima glatkom krivom L tako da je L sadrzana u D. Oblasti Dy i D3 date
na slikama [5.6]1 5.8 su povezane, dok oblast Dj na slici [5.7] nije povezana.

Za krivu C' kazemo da je prosta kriva ako ne preseca sama sebe. Povezana
oblast D u ravni je jednostruko povezana ako ima osobinu da svaka zatvorena
prosta kriva u D ograni¢ava skup tacaka koji pripada D. Na slici[5.6] je data
jednostruko povezana oblast, dok oblasti Dy i D3 date na slikama i
nisu jednostruko povezane.
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Slika 5.6 Slika 5.7 Slika 5.8

Teorema 5.1. Neka funkcije P+ QQ imaju neprekidne prve parcijalne izvode
na otvorenoj jednostruko povezanoj oblasti D C R2. Vektorsko polje F' =
Pi+ Qy je konzervativno na D ako i samo vazi

9Q _opr
or Oy’
na D.

Primer 5.1. Ispitati da li je vektorsko polje

ﬁ(m, y) = (y2 — 3%y + 1) i+ (Qxy — 333) j
konzervativno. Ako jeste, odrediti funkciju potencijala.
Resenje. Za komponentne funkcije
Plx,y)=v*-32%y+1 i Q(x,y)=2xy —2°
vektorskog polja F vaii
P,=2y—32* i Q,=2y-— 32"

Kako je P, = @, na R? na osnovu teoreme mozemo da zaklju¢imo da
je dato vektorsko polje konzervativno. Odredimo funkciju potencijala tog
vektorskog polja.

Za funkciju potencijala f je potrebno da vazi f, (z,y) = y* — 322y + 1,
sledi

f(fv,y)Z/(y2—3x2y+l) dv =zy’ =2’y +x+g(y).  (5.2)
Diferenciranjem jednakosti f (z,y) = zy* — 2%y + 2 + ¢ (y) po y dobijamo

fy (@,y) =22y —2° + ¢ (y) . (5.3)
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Medutim, kako je potrebno da vazi f, (z,y) = Q(z,y) = 2zy — 2°, iz (5.3) se
moze zakljuciti da je

g (y) =0.
Kad integralimo prethodnu jednakost po y dobijamo
9(y) = k.

Zamenom dobijene funkcije g u (5.2)) dobijamo
flzy) =ay’ =2’y + o+,

pri ¢emu k moze biti bilo koji realan broj. |

Teorema pomocu koje se moze zakljuciti da li je vektorsko polje u pro-
storu konzervativno bi¢e navedena nakon $to budu uvedeni pojmovi rotora i
divergencije vektorskog polja.

5.1 Rotor i divergencija

Neka je ' : D — R3, D C R3, vektorsko polje i

gde realne funkcije tri promenljive P, () 1_> R imaju parcijalne izvode na D.
Rotor vektorskog polja F', u oznaci rot F', je

i ]k
wiF = vxF=| 2 0 2}

Joxr Oy 0z

P Q@ R

tj.

— = OrR 0Q\- (0P ORY - 0Q 0P\ -
tF=(———— —_— - — — —— | k.
o <8y 82)Z+(8z 8x)j+(8x Gy)k

Divergencija vektorskog polja ]3, u oznaci div ]5, je
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Primer 5.2. Odrediti rotor i divergenciju vektorskog polja

—

Flz,y) = 2% i+ %j—k zyz k,

za x,y,z € R, y # 0.
Resenje. Rotor datog vektorskog polja je

i j Ok
— - 9 9 4
rot I = or Oy Oz
x2y? it Yz

Y

—

Xr., - - z
= (xz—g)z—y2]+(§—2x2y)k

Divergencija vektorskog polja F' je

(=)
o) Ny o),
F = =2ry° — — . i
div I + By + s Ty 7 + xy

Bezvrtlozno vektorsko polje je vektorsko polje F za koje vazi
_— = —
rotF' =0
za svaku tacku (z,y,z) € D. Pomoc¢u teoreme koja sledi se moze zakljuciti

da li je vektorsko polje u prostoru konzervativno.

Teorema 5.2. Neka funkcije P, Q i R imaju neprekidne prve parcijalne
izvode na otvorenoj jednostruko povezanoj oblasti D C R3. Vektorsko polje
F = Pi+ Qj + Rk je konzervativno na D ako i samo vazi

rol F =0
na D.
Primer 5.3. Ispitati da li je vektorsko polje
F(z,y,2) = (2zy +y2)i + (2* + 2z + 22) P+ (y+zy)k

konzervativno. Ako jeste, odrediti funkciju potencijala.
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ResSenje. Odredimo rotor vektorsko polja F. Kako je

~ i j 2
_ 0 0 90
rot I = oz BN o2

20y +yz P+ z+wz y+ay
= (1+x—(1+x))5—(y—y)j+(2x+z—(2x+z))gzﬁ>,

N

na osnovu teoreme [5.2| mozemo da zakljucimo da je F' konzervativno vektor-

sko polje. Sada ¢emo odrediti funkciju potencijala f datog vektorskog polja.
ﬁ

Za funkciju potencijala f vektorskog polja F' je potrebno da vazi

fo(z,y,2) = 2wy +yz, (5.4)
fy(@y,2) = 2%+ 24wz,
f(2y,2) = y+ay. (5.6

Integraljenjem jednakosti (5.4) po promenljivoj x dobijamo

f(x,y,2)= / (2zy + y2) dr = 2%y + zyz + 0 (y, 2) . (5.7)

Ako diferenciramo prethodno dobijenu jednakost f(x,y,z) = 22y + zyz +
¢ (y, ) po y dobijamo

fy(x,y,2) = 2+ xz+ oy (y,2). (5.8)

Iz (5.5) i (5.8)) sledi da je

Py (y7 Z) =z,
odakle je

oy, 2) = /zdy = 2y +1(2).
Ako zamenimo dobijenu funkeiju ¢ u (5.7), dobijamo
f(z,y,2) = 2%+ xyz + 2y + 0(2).
Kada diferenciramo po z prethodnu jednakost, dobijamo sledece
fo(z,y,2) =2y +y +¢'(2).

S obzirom da je potrebno da je ispunjeno (5.6)), sledi da je ¢'(z) = 0 $to vazi

kada je ¥(z) = k, gde je k bilo koji realan broj. Dakle, funkcija potencijala
ﬁ

vektorskog polja F' ima oblik f (z,y,2) = 2%y + zyz + 2y + k. [ |
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Glava 6
Krivolinijski integral

U ovom poglavlju ¢e biti date definicije i osobine krivolinijskog integrala
skalarne funkcije i krivolinijskog integrala vektorskog polja.

6.1 Krivolinijski integral skalarne funkcije

Neka je C' po delovima glatka
kriva u xy-ravni koja je zadata para-
metarski

r=g(t), y=h(t), t€la,b] (6.1)

i f realna funkcija dve promenljive
definisana na oblasti D koja sadrzi

krivu C' (slika [6.1)).

Vrsimo podelu krive C| tako sto

\C
prvo podelimo interval [a,b] na n

podintervala na slede¢i nacin: Slika 6.1
a=th<t;1 <ty <...<t,=0

Tacke P; sa koordinatama (g(t;),h(t;)), i = 1,2,...,n dele krivu C na n
krivih-lukova (slika . Neka je sa As; oznacena duzinu luka P, P, i =
1,2,...,n i sa ||A|| duzina najduzeg luka izmedu svih lukova P,_1P;, i =
1,2,...,n. Nasvakom od lukova P;_; P; izaberimo proizvoljnu tacku Q;(u;, v;)
(interaktivna slika [6.2)).
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=f(x,y)

Slika 6.2

Rimanova suma funkcije f za posmatranu podelu je
n
Z f(u,, Ui)ASi.
i=1

Definicija 6.1. Neka je f realna funkcija dve promenljive definisana na
oblasti D koja sadrzi krivu C. Ako za svaku podelu krive C' i svaki izbor
tacaka Q;(u;,v;), i =1,2,...,n, postoji uvek ista grani¢na vrednost

1All—0

n
lim Z fui,v)As;,
i=1
tada se ta grani¢na vrednost naziva krivolinijski integral funkcije f duz krive

C' i oznacava se sa
/ f(z,y)ds.
c

Krivolinijski integral skalarne funkcije se naziva jo$ i krivolinijski integral
prve vrste.

Krivolinijski integral realne funkcije tri promenljive se definise analogno
krivolinijskom integralu realne funkcije dve promenljive. U ovom slucaju se
polazi od glatke krive C' u R? ¢ija je parametrizacija

v =g(t), y=ht), y=Fk(t), t€ab] (6.2)

i funkcije f tri promenljive, definisane nad D C R3 pri ¢emu je kriva C
sadrzana u D.
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Podela krive C' se vr$i na lukove _,
P, 1P, i = 1,2,...,n, slicnim po- J
stupkom kojim smo delili krivu u
ravni (interaktivna slika[6.3). Sa As;
se oznacava duzina luka P,_1P;, i1 =
1,2,...,n1isa ||A|| duzina najduzeg
luka od svih lukova. Na svakom od
lukova P;_1 P; se izabere proizvoljna
tacka Q; sa koordinatama (u;, v;, w;).

A a:t/; tl t2 t_; f.{:b’

Definicija 6.2. Neka je f realna
funkcija tri promenljive definisana

na oblasti D koja sadrzi krivu C. Slika 6.3
Ako za svaku podelu krive C' i svaki
izbor tacaka Q;(u;, v;,w;), i =1,2,...,n, postoji uvek ista grani¢na vrednost

i
1All—0

lim Zf(ui,viawi)ASh
i=1

tada se ta grani¢na vrednost naziva krivolinijski integral funkcije f duz krive
C' i oznacava se sa

/f(x,y,Z) ds.
c
6.1.1 Osobine krivolinijskog integrala skalarne funkcije

Neka su f i g funkcije tri promenljive definisane na krivoj C C R? i

pretpostavimo da postoje krivolinijski integrali/f(a:,y, z) dsi/g(x,y,z) ds.
C

C
Tada vazi
. / (@f (2,9, 2) + By, 2)) ds = a / f(ey2)ds + 8 / o(a,y, 2) ds,
C C C

gde su a1 (8 realni brojevi.

o /f(m,y,z) ds = /f(m,y,z) ds + /f(x,y, z) ds, gde je kriva C' unija
C C1 Ca

krivih C; i Cs, a krive C4 i C5 imaju samo jednu zajednic¢ku tacku.
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° /f(:z:,y,z) ds = /f(a:,y,z) ds, gde je C kriva sa poCetnom tackom
c

—-C
A i krajnjom tackom B, a —C kriva koja se sastoji od istih tacaka kao
C, ali je njena pocetna tacka B, a krajnja tacka A.

6.1.2 Izracunavanje krivolinijskog integrala skalarne
funkcije

Ako je f funkcija dve promenljive takva da je f(z,y) = 1 za svako (z,y) €
C, tada je krivolinijski integral funkcije f duz krive C' duzina luka krive C.
Duzina luka krive u ravni date parametarski sa

r=g(t), y=~h(t), tela,bl. (6.3)

se moze odrediti pomocu odredenog integrala na slede¢i nacin:

t= [ Vg +wwya.

U skladu sa tim, pod pretpostavkom da je f neprekidna funkcija na krivoj C,
datoj u parametarskom obliku sa (6.3]), krivolinijski integral funkcije f duz
krive C' se racuna pomoc¢u formule

b
[ s = [ statermon (g ©) + ) ar
C

Ako je C kriva u prostoru odredena sa (6.2) i funkcija tri promenljive f
neprekidna na | tada se krivolinijski integral funkcije f duz krive C izracu-
nava pomocu sledeé¢e formule:

/f(fcay,Z)dS = /f(g(lf),h(lﬁ)y/f(t))\/(g’(t))2 + (W())" + (K (1) dt.

Primer 6.1. Izracunati /(:U —1)(y+1)ds gde krivu C ¢ine deo elipse
c

5 =1 od tacke (4,—1) do tacke (1, 1), deo prave od tacke

(1,1) do tacke (1,—1) i deo prave od tacke (1, —1) do tacke (4, —1).

(z — 1)* L 1)°
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ReSenje. Obelezimo sa ) deo

. (‘T - 1>2 (y + 1)2 A
=1
elipse 5 + 1 od .
tacke (4,—1) do tacke (1,1), sa Cs Az : C;
deo prave od tacke (1,1) do tacke C;\
(1,—1) i sa C3 deo prave od tacke ! _51 L 2 3 - x
(1,—1) do tacke (4,—1) (slika [6.4). \
. : il \
Neka je ! e ——
-2
112/(x—1)(y+1)ds,
1 ~:3;:: ________________ -
I = /<ng —Dy+1)ds Slika 6.4

13:/(x—1)(y—|—1)d3.

Tada je

/($—1)(y+1)d8211+12+[3
C

Kriva (' se moze parametrizovati na sledeé¢i nacin

r=1+4+3cost, y=—142sint, t e [O,g}.

Ako iskoristimo formulu za izra¢unavanje krivolinijskog integrala, dobijamo

I, =6 costsint\/Qsin2t+ 4 cos? tdt.

o —
vl

Uzimajuéi u obzir da je sint = 1 — cos? t, dobijamo integral

costsintv9 — 5cos? tdt

o
INIE]



110 GLAVA 6. KRIVOLINIJSKI INTEGRAL

koji se moZe regiti uvodenjem smene u = 9 — 5cos’t. Tada je du =
10 costsintdt i

R
10

38

2
I =Z@27-8) =",
1 - (27 -8)= =

Kriva Cy se parametarski moze predstavitisa z =1, y =t¢, ¢t € [-1,1], te je
1
12:/0~(t+1)~\/02+12dt:0.
21

Kriva C3 ima parametarski oblik z = ¢, y = —1, ¢t € [1,4]. Sledi

4
13:/(t—1)-0-\/12+02dt:0.

1

Imamo daje/(x—l)(y—l—l)ds:?;—ég. |
c

6.1.3 Geometrijska interpretacija krivolinijskog integrala
skalarne funkcije

Neka je f nenegativna funkcija
dve promenljive na krivoj C C R2
Tada krivolinijski integral funkcije
f duz krive C' predstavlja povrsinu
cilindricne povrsi ¢ija je projekci-
ja na xy-ravan kriva C' i ¢ije su
duzine izvodnica jednake vredno-
sti funkcije f u svakoj od tacaka
krive C' (slika [6.5). Detaljnije
objaSnjenje vezano za geometrijsku
interpretaciju  krivolinijskog inte-
grala nenegativne funkcije [ duz
krive C se moze videti na inte-
raktivnoj slici koja se otvara klikom
na sliku [6.5]

Slika 6.5


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/KrivolinijskiIntegralPrveVrste.html

6.1. KRIVOLINIJSKI INTEGRAL SKALARNE FUNKCIJE 111

) do
tacke (?, —‘g) kao na slici Izrac¢unati povrsinu cilindri¢ne povrsi ¢ija
je projekcija na xy-ravan kriva C i ¢ije su duzine izvodnica jednake vrednosti
funkcije f(z,y) = 1 — 2% u svakoj od tataka krive C (slika [6.7).

Primer 6.2. Neka je kriva C' deo kruznice 2%+ y? = 1 od tacke (\/75,

e[

X’ +y2 =1

SRR ERE i
2727
Slika 6.6 Slika 6.7

Resenje. Obelezimo trazenu povrsinu sa P. Vazi

P:/(l—a:3)ds.

C

Kriva C, tj. deo kruZnice sa slike [6.6] se parametrizuje na sledeé¢i nacin

= t =sint, t€ |-, —
i COS sSin .
Y ) | ) |

Ako iskoristimo formulu za izra¢unavanje krivolinijskog integrala, dobijamo

ks
1

P= / (1 —cos’t) \/(— sint)? + (cost)?dt.

INE]
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Sledi da je

s s

P = /(1—cos?’t)dt:/ / 1—sm t costdt
3r ( sin t)
= — — [sint—
2

LE

——\/_l




6.2. KRIVOLINIJSKI INTEGRAL VEKTORSKOG POLJA 113

6.2 Krivolinijski integral vektorskog polja

Neka je
F(z,y,2) = Pla,y,2)i + Q(z,,2)] + Rz, y, 2)k

vektorsko polje gde su P, ) i R neprekidne funkcije na D i C' glatka kriva
sadrazana u D (slika data sa

r=g@), y="nt), y=~k(), telab]

Neka F(m, y, z) predstavlja silu koja deluje u tacki (z,y, z). Pretpostavimo

X s
0”[2[3[41‘/
5=b

Slika 6.8 Slika 6.9

da ta sila deluje na cesticu koja se krec¢e po krivoj C. Odredi¢emo rad koji
— —
vrsi sila F' po krivoj C. Rad W koji izvrsi konstantna sila F' nad ¢esticom
— —
pri pomeraju za AB je skalarni proizvod sile F' i predenog puta, tj.

- —
W =F -AB (6.4)

S obzirom da jednakost (6.4 vazi samo kada je putanja cestice prava linija,
izvrSicemo podelu krive C' na viSe delova koji lice na prave linije. Neka su ¢,
t1, ta,... t, tacke iz intervala [a, b] koje zadovoljavaju sledeée uslove

a=th<ti<ty<...<t, =0

Tacke P, ¢ije su koordinate (g(t;), h(t;), k(t;)), i = 1,2,...,n dele krivu C na
lukove P,_1P;, i =1,2,...,n (interaktvna slika [6.9).
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Neka je sa As; oznaCena duzina
luka P, 1P, + = 1,2,...,n. Na
svakom od lukova P,_P; izaberi-
mo proizvoljnu tacku Q;(u;, v;, w;) i
obelezimo sa T (u;, v;, w;) jedini¢ni
tangentni vektor krive C' u tacki
Q;. Na slici vektor ?(uz, vy, W;)

—
je plave boje dok je F(u;,v;, w;)
narandzaste. S obzirom da je

?(ui, v;, w;) jediniéni vektor, to vek-
tor T (u;,v;,w;)As; ima isti smer i
pravac kao vektor ?(ui,vi,wi) dok
mu je intenzitet jednak As;. Kori- Slika 6.10

ste¢i formulu mozemo zakljuciti .

da za rad W; koji izvr$i konstantna sila F' (u;, v;, w;) po pravolinijskoj putanji

H
u pravcu vektora T (u;, v;, w;), duzine As;, vazi
— —
Wi = F(Ui,vi,wi) - T (ug, vi, wi) As;
Sledi da za rad W sile koja deluje na cesticu duz cele krive C' vazi sledeca
aproksimacija

W =~ ZWZ = Z?(ui,vi,wi) . ?(ui,vi,wi)Asi.
=1 =1

Sto je broj n veéi to je preilodna aproksimacija bolja. U skladu sa pretho-
dnim, rad W koji ¢ini sila F' po krivoj C' je

n
—

—
W = lim F (ug, v, w;) - T (ug, v, w;) Asy,
1all—0 &=

gde je ||A|| duzina najduzeg luka izmedu svih lukova P,_1P;, i =1,2,...,n.
Iz definicije krivolinijskog integrala skalarne funkcije sledi da je

- =
W:/F'Tds.
C
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Kako je
7 _ g i+ N+ KOk
V(g ()2 + (R (1)) + (K'(1))?

ids=/(g'(t)?+ ((1)* + (k'(1))2dt,

to je
W = /ﬂg(t), W), k() - (¢'(8)i + W ()] + K (t)k)dt.

Definicija 6.3. Neka je F neprekidno vektorsko polje definisano na glatkoj

krivoj C datoj sa 7(t) = g(t)i + h(t)j + k(t)k, t € [a,b]. Krivolinijski integral
—

vektorskog polja F' nad krivom C' je

7. dr—/_> B() - (1) dt.

Krivolinijski mtegral vektorskog polja se naziva jo$ i krivolinijski integral
druge vrste. .
Ako vektorsko polje F' ima oblik

F(z,y,2) = P(z,9,2){ + Q(x,9,2)] + R(z,y, )k,
tada se krivolinjski integral vektorskog polja F nad krivom C zapisuje i na
sledeé¢i nacin
/P(x, y,z)dz + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz.
c

Za razliku od krivolinijskog integrala skalarne funkcije, krivolinijski integral
vektorskog polja zavisi od orijentacije krive. Naime,

— —
F~dF:—/F~dF.

c -C

gde je C kriva sa po¢etnom tackom A i krajnjom tackom B, a —C kriva koja

se sastoji od istih tacaka kao C| ali je njena pocetna tacka B, a krajnja tacka
A.

Primer 6.3. Izracunati / (23:3 — 3y) dx +ydy gde je C kriva y = 2% — 1 od
c
tacke (—1, —2) do tacke (1,0).
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Resenje. Kriva C' je data na slici \
[6-11]i njena parametrizacija je

r=t y=t"—1, te[-1,1]. 1+

Iz definicije krivolinijskog inte-
grala vektorskog polja sledi i _=1 el
/ (23:3 — 3y) dz + ydy _/
c
1
-2

:/((21&3—3(153—1))-1-|—(t3—1)-3t2)dt,

-1 Slika 6.11
tj. 1
/ (22° — 3y) do + ydy = / (3t — > — 3t* + 3) dt
C —1
4 g3 !
= (3= - —-3=+3t) =4
(55 - 535 +3)|

Primer 6.4. Izracunati krivolinijski integral vektorskog polja
— o o =
Fr,y,2)=y+z2)i+2z—2)j+ (@ -yk
duz krive C' dobijene u preseku povrsi z = 1+2%+9% i z = 2y+1, orijentisane
u smeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu posmatrano iz tacke (0,0, 5).
ResSenje. Na slici data je kriva
C i njena projekcija na zy-ravan.
Projekcija krive C' na zy-ravan se
dobija iz jednakosti

1+ +y2 =29+ 1.

Prethodna jednakost je jednacina
kruznice u xy-ravni

PFy-1)"=1

¢ija je parametrizacija .
r =cost, y=1+sint, t€[0,2n]. Slika 6.12
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Kako za tacku (x,y, z) sa krive C' vazi z = 2y + 1, to je z = 3+ 2sint. Dakle,
prametrizacija krive C' je

r=cost, y=1+sint, z =3+ 2sint,
dok t € [0, 27| . Sledi

2

/(y+z)dx+(2z—x)dy+(x—y)dz:/((4+sint+2sint) (—sint)
C 0

+(6+4sint — cost) (cost) + (cost — 1 —sint) (2cost)) dt
27

(dcost —4sint +2cos2t +sin2t —1) = —27. N

0

6.2.1 Nezavisnost krivolinijskog integrala od putanje
integracije

U ovom odeljku ¢emo videti u kom slu¢aju krivolinijski integral vektorskog
polja ne zavisi od putanje integracije. Krenu¢emo od primera krivolinijskog
integrala konzervativnog vektorskog polja duz tri razli¢ite putanje ¢ije su
pocetna i krajnja tacka u sva tri slucaja iste.

— 1 - 1 .5

Primer 6.5. Odrediti rad koji vrsi sila F'(z,y) = §xyi + 1x2j na Cesticu
koja se krece od tacke (0,0) do tacke (1,1) duz krive:

a) Cr: y=u, b) Cy: y =2 c) Cs: y = 62" — 8% + 3.

Resenje. Krive (', Cy, C5 su date redom na slikama [6.13] [6.14] [6.15]
a) Kriva C} ima oblik z = t, y = t, t € [0, 1] te je

1

4
W:/?-d?:/ﬁdt:%
Ch

0

|

0

b) Kriva Cy ima parametraski oblik x = ¢, y = t, ¢ € [0, 1] odakle je

1

— 3 3t
W= | F.-di= ) dt = - —
Ch

0

|

1

0
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635 —8x° +3%

(0,0) RS R

Slika 6.13 Slika 6.14 Slika 6.15

¢) Kriva C5 se moZe opisati na slede¢i na¢in: = = t, y = 6> — 83 + 3,
t € [0, 1] odakle je

1
21 9 3 3
W = F.di = / (—t6 —10t* + Zt2> dt = (§t7 — 25+ Zﬁ)

1

0

1
2 4
03 .

Kako je
o (1, 1 a (1 \ 1
ar \a" ) T 2" 5, \2") T 2"

. —
za svako (z,y) € R? na osnovu teoreme vektorsko polje F', dato u
primeru [6.5] je konzervativno. U opstem slu¢aju, ako pretpostavimo da je C'
glatka kriva u otvorenoj oblasti D data sa

T = g<t)7 Y= h(t)v te [CL, b]
i ako postoji funkcija f takva da je
- - -
F(z,y) = fo(z,y)i + fy(z, )3

na D, tada je

—
[Far

C

: (g’(t)h h’(t)]’) dt

- / F (g(t), h(t))
— [ (g h0) 90+ £, (o0, h(e) 1) e



6.2. KRIVOLINIJSKI INTEGRAL VEKTORSKOG POLJA 119

Na osnovu formule za izvod slozene funkcije (2.6) imamo

[Fear = [5G
C a

Primenjujué¢i Njutn-Lajbnicovu formulu koja vazi za odredeni integral dobi-
jamo

[Fdr = 1@ b)) = 7 6 hO) - £ lge), hla).

Ovim smo pokazali da sa navedenim pretpostavkama krivolinijski integral
konzervativnog vektorskog polja zavisi samo od vrednosti funkcije potencijala
tog vektorskog polja u pocenoj i krajnjoj tacki krive C.

Dakle, dokazali smo sledec¢e tvrdenje:

Teorema 6.1. Neka je C' glatka kriva sadrZana u otvorenoj oblasti D ¢ija

je pocetna tacka A(ayi,as) i krajnja tacka B(by,by). Ako su funkcije P i Q
g — -

neprekidne na D i1 F = Pi+ Qj konzervativno vektorsko polje na D, tada

Fodi = f(bi,bo)— f(ar,as).
C

gde je [ funkcija potencijala vektorskog polja al

1 - 1 .5

Vratimo se na primer . Za vektorsko polje ?(m,y) = §a:yz Zij

funkcija potencijala je f(z,y) = Z:);Qy, te se krivolinijski integral duz krive Cf,

Cy i C3 sa pocetnom tackom (0,0) i krajnjom tackom (1, 1) moze izra¢unati
i na sledec¢i nacin:

= 1
JFar = ran-r00-3
C;
sai—=1,23.

U prostoru vazi sledeé¢e tvrdenje koje se moze analogno pokazati kao teo-
rema [6.11
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Teorema 6.2. Neka je C glatka kriva sadriana u otvorenoj oblasti D C R3
cija je pocetna tacka A(ay, ag,as) i krajnja tacka B(by, by, bs). Ako su funkcije
P, Q i R neprekidne na D 1 F = Pi+Qj+ Rk konzervativno vektorsko polje
na D, tada

/?d’f_” = f(bl,bQ,bg)—f(a,l,a27a3).

C

gde je f funkcija potencijala vektorskog polja F.

Primer 6.6. Izracunati krivolinijski integral vektorskog polja ?(J;,y, z) =
2xyi + (22 + 22)] + 2yzk duz glatke krive sa pocetnom tackom (0,0,0) i
krajnjom tackom (1,1,1) date na slici [6.16]

ResSenje. Vektorsko polje F je
konzervativno $to se moze proveriti J
primenom teoreme [5.2 Prvo ¢emo 1.
odrediti funkciju potencijala datog B
vektorskog polja. S obzirom da je
potrebno da za funkciju potencijala
fvazi f, (z,y,2) = 2zy, sledi

flzy,2) = /Q:Eydx = 2’y (Y, 2) -
(6.5)
Diferenciranjem prethodne jednakosti

f(z,y,2) = $2y+90 (y, z) po y dobi-
jamo

fyley,z) =2 + ¢, (y,2). (6.6) Slika 6.16
Medutim, kako je potrebno da vazi f, (z,y,2) = 2% + 2%, iz (6.6) se moze
zakljuciti da je

Py (y7 Z) = ZQ,

Sto kad integralimo po y dobijamo

¢ (y,2) = 22y +¥(2).
Ako zamenimo dobijenu funkciju ¢ u (6.5)), dobijamo

[,y 2) = 2%y + 2%y + 4(2).
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Kada diferenciramo po z prethodnu jednakost, dobijamo sledece

f2 (z,y,2) = 22y + ¢'(2).

Posto je potrebno da je ispunjeno f, (z,y, 2) = 2yz, sledi da je ¢/(z) = 0 §to
je ispunjeno kada je 1(z) = 0. Jedna funkcija potencijala vektorskog polja
H

F je f(x,y,2) = 2%y + 2%y. Iz teoreme [6.2] sledi

/?~df:f(1,1,1)—f(0,0,0):2. ]
C

Ako za svake dve proizvoljne tacke A i B iz oblasti D i za svake dve po
delovima glatke krive C i Cs ¢ije su tacka A pocetna i B krajnja tacka, vazi

— —
[Fedr= [Fear

Cl 02

_)
tada se kaze da krivolinijski integral vektorskog polja F' ne zavisi od putanje
integracije u D. Teorema koja sledi daje potreban i dovoljan uslov za neza-
visnost krivolinijskog integrala vektorskog polja od putanje integracije.

Teorema 6.3. Ako je F neprekidno vektorsko polje na otvorenoj v povezanoj
oblasti D, tada krivolinijski z'niggml vektorskog polja F' ne zavisi od putanje
integracije ako it samo ako je F' konzervativno vektorsko polje.

6.3 Grinova teorema

Teorema, koja daje vezu izmedu dvostrukog integrala nad jednostruko
povezanoj oblasti D u ravni i krivolinijskog integrala vektorskog polja duz
ruba oblasti D, se naziva Grinova teorema.

Podsetimo se, za krivu C' kazemo da je prosta kriva ako ne preseca sama
sebe. Povezana oblast D u ravni je jednostruko povezana ako ima osobinu
da svaka zatvorena prosta kriva ogranicava skup koji pripada D.

Teorema 6.4. (Grinova teorema) Neka je D jednostruko povezana oblast
cigi je rub po delovima glatka kriva C, pozitivno orijentisana, tj. orijentisana
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suprotno kretanju kazaljke na satu. Ako funkcije P 1 Q) tmaju neprekidne
prve parcijalne izvode na nekoj otvorenoj oblasti koja sadrzi D, tada je

/P(:r, y)dr + Q(z,y)dy = / (Qu(z,y) = Py(2,y)) dA.

C
Primer 6.7. Kriva C je data na slici [6.17] i ¢ine je deo prave z +y = 1
od tacke (0,1) do tacke (1,0), deo prave y = 0 od tacke (1,0) do tacke
(2,0) i deo prave z + 2y = 2 od tacke (2,0) do tacke (0, 1). Pomoc¢u Grinove
teoreme izra¢unati krivolinijski integral vektorskog polja ?(z, y) = i — 12
duz krive C.

Slika 6.17 Slika 6.18

Resenje. Ovde je P(x,y) = 2y i Q(x,y) = —2% Posto je Q, = —2x i
P, = 2, kao posledicu Grinove teoreme dobijamo sledece

/P (x,y)dz+ Q (z,y)dy = // (—2x — 2) dzdy,
c D
gde je D oblast ograni¢ena krivom C' (slika. Dvostruki integral resi¢cemo
prelaskom na dva uzastopna integrala
1 2-2 1
//(—2x—2)dxdy = // 2x — 2) dxdy / —a* — 2z)] iydy
D 0
1
= / (—3y2 + 8y — 5) dy = (—y3 + 4y? — 5y) ‘; = —2.
0
[ |
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Povrsinski integral

7.1 PovrSinski integral skalarne funkcije

Neka je f funkcija tri promenljive ¢iji domen sadrzi povrs S opisanu
jedna¢inom z = g(z,y), gde (z,y) € D. Pretpostavimo da funkcija g ima
neprekidne prve parcijalne izvode na D. IzvrSi¢éemo podelu povrsi S postup-
kom opisanim u poglavlju [3.1.2] (slika [7.1).

Dakle, ako pravougaonici A;,
t = 1,...,n ¢ine unutrasnju podelu
oblasti D, tada povrsi 5;, i =
1,...,n, ¢ije su projekcije na zy-
ravan redom pravougaonici A;, ¢ =
1,...,n, ¢ine podelu povrsi S (slika
. Kao u odeljku izaberi-

mo tacku (z;,y;) u pravougaoniku

A;,zasvakoi = 1,... n. Tada tacka

R; (mia Yi, g<xl7 yl)) pripada povrsi Si>

za svako ¢ = 1,...,n. Formirajmo Slika 7.1
sumu

Z f(@i,yi, (@i, yi)) AS;,
i=1

gde je AS; povrsina povrsi S;, ¢ = 1,2,...,n. Podsetimo se, u odeljku [3.1.2
je data slede¢a aproksimacija

AS; 21+ (g0 i, ) + (9 (2, )P A A

123
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Ako postoji grani¢na vrednost

= lim Zf TiyYir g xzayz))ASz

Al—0<

tada se broj I naziva povrsmskl 1ntegra1 funkcije f nad povrsi S i obelezava

se sa
Z/f(x,y,z) ds

Porsinski integral skalarne funkcije se izracunava svodenjem na dvostruki
integral pomocu formule date u teoremi koja sledi.

Teorema 7.1. Neka je povrs S opisana jednacinom z = g(x,y) dok (z,y) €
D i funkcija g ima neprekidne prve parcijalne izvode na D. Ako je funkcija
tri promenljive f neprekidna na S, tada

//f(x’y’z) dS://f(x’y’g(gc’y))\/l"‘(gm<$7y))2+(gy($,y))2dA.

Ako za funkciju f vazi f(z,y,z) =1 za svako (z,y,2) € S, tada je

//fa:y, )ds = //Jl (902, 9))* + (g, 9))? dA,

$to je formula za izrac¢unavanje povrsine povrsi S date u odeljku [3.1.2] Ako
je povr§ S zadata pomocu jednacine y = g(z,x) ili x = g(y, 2), vaze analogna
tvrdenja teoremi [7.1] Naime, vazi:

e ako je povrs S data sa y = g(z,x) i D je njena projekcija na zz-ravan,
tada

// f(x,y,2)dS = / f(z, g(z, 2), z)\/l + (ga(z,2))* + (g:(2, 7)) dA,
s D

e ako je povrs S data sa x = ¢g(y,2) i D je njena projekcija na yz-ravan,
tada

//f(x’y’z>dsz/ f(g(y’z)>yvz)\/1+(gy(y,Z))QJr(gz(y,z))?dA.
o D

Primer 7.1. Izrac¢unati povrsinski integral funkcije f(z,z,y) = y + z nad
delom ravni z = 1 + y koji se nalazi unutar cilindra (z — 1)* 4 y% = 1.
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ResSenje. Obelezimo sa S deo ravni
z = 1 4+ y koji se nalazi unutar ci-
lindra (z — 1)°+y? = lisa g (v,y) =
1 + y. Projekcija povr§i S na zxy-
ravan je krug D dat nejednac¢inom
(x—1)* 4+ 12 <1 (slika . Iz

9o (,y) =0 1 g, (2,y)=1,

sledi

V14 (90 (09)* + (g, (2.9)) = V2. Slika 7.2

Kako su zadovoljeni svi uslovi teoreme dobijamo

1:é/(erz)dS:é/(y+1+y)x/§dxdy=ﬂé/(2y+1)d:cdy.

Transformacijom datom preko polarnih koordinata x = pcosh, y = psinf
oblast D se preslikava u oblast D' = {(p,0) | -2 <6 <2, 0<p < 2cosf}.
Sledi da se uvodenjem polarnih koordinata prethodni dvostruki integral svodi
na sledece uzastopne integrale

2 2cos b

f// 2psm€+1)pdpd9—\/_/( 2sm9+p22>

-z
2

2cos 6

do

0

I
s
‘”\w\:\ “‘*

1
2 (36 cos® O sin 0 + 2 cos? 0) df

5
16
= V2 (§COS36’sin9+1+00829) do

16 —Vor. W
3 4 2 Var

_ \/5(_16cos49+9+sm29) 2

wl
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7.2 Povrsinski integral vektorskog polja

Pre nego Sto definisemo povrsinski integral vektorskog polja uveséemo
pojam dvostrane povrsi.

Dvostrana povrs i njena orijentacija

Posmatrajmo povrs S datu jednacinom z = g(z,y) dok (z,y) € D i
funkcija g ima neprekidne prve parcijale izvode na D.
Dakle, S je glatka povrs, §to znaci
da u svakoj tacki te povrsi postoji
tangentna ravan i dva jedini¢na vek-
tora normale na tu povrs. Ako je
77 jedan jedini¢ni vektor normale na
S u tacki Py, tada je drugi vektor
suprotan vektoru 7, odnosno to je
vektor —i (slika |7.3]).

Izaberimo proizvoljnu zatvorenu
krivu C' na povrsi S koja ne sadrzi Slika 7.3
rubne tacke povrsi S. Posmatrajmo
tacku P koja se krec¢e po krivoj C. Pocetna tacka kretanja tacke P je tacka
Py (interaktivna slika i[7.5). Odaberimo jedini¢ni vektor normale 7i(Fp)
na povrs S u tacki Py i neka je na pocetku kretanja tacke P : 7i(Py) = 7i(P)
gde je sa 7(P) oznafen vektor normale na S u tacki P. Kada se tacka P
kre¢uéi se po krivoj C' nemenjajuci smer kretanja vrati u pocetnu tacku Fp,
moguca su dva sluc¢aja. Jedan je da se vektor normale na S u P poklopi sa
n(Py), a drugi je da je jednak sa —7i(F).

Ako se za svaku krivu C' sa povrsi S koja ne sadrzi nijednu rubnu tacku
te povrsi i svaku pocetnu tacku Py na C| jedini¢ni vektor normale 7i(P) u
krajnjoj tacki Py kretanja tacke P po krivoj C' poklopi sa vektorom normale
n(Py) u pocetnoj tacki kretanja Py, tada je S dvostrana povrs. Na inte-
raktivnoj slici [7.4] je dat primer dvostrane povrsi. Mebijusova traka nije
dvostrana povrs §to se moze videti pomocu interaktivne slike

Pretpostavimo da je S dvostrana povrs data jednafinom z = g(z,v).
Podsetimo se (odeljak , gradijent funkcije

G(I7y7 Z) =Z= g(x,y)

je vektor normalan na povr§ S u tacki (z,y, g(z,y)). S obzirom da je
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Slika 7.4 Slika 7.5

VG(2,y,2) = —gu(z,y)i — gy (2, 9)] + K,
jedan jedini¢ni vektor normale na S u tacki (z,y) je

= lgg(w Y, 2 )  —gu(zy)i gy(w y)j +k (7.1)
I
v \/1 (9:(,9))* + (g,(@,9))*
a drugi je
, VG(x,y,2 ) 9o (2, 9)i + g, (z,y)j — k
_ _ 2
™= TGy, - (72

N

Jedini¢ni vektori normale odreduju orijentaciju dvostrane povrsi. Naime,
dvostrana povrs S se orijentiSe tako Sto se izabere vektor 77, ili 775. Na slici
orijentacija povrsi S je odredena vektorom normale 7 = 7, a na slici
vektorom normale 77 = 1,.

Slika 7.6 Slika 7.7


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/DvostranaPovrs.html
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Jedini¢ni vektor normale 77, se moze napisati u slede¢em obliku
n=cosai+cosfj+ cosyk,

gde su a, # 1 v uglovi koje vektor normale 7 zaklapa sa pozitivnim smerom
r,y 1 z—ose.

Za odredene dvostrane povrsi je moguce uvesti pojam spoljas$nje i unutra-
Snje strane te povrsi. Spoljasnja strana povrsi je ona strana koja ima osobinu
da se u svakoj tacki povrsi, tangentna ravan nalazi izmedu vektora normale
i same povrsi. Ako se u svakoj tacki povrSi povr$ nalazi izmedu tangentne
ravni i vektora normale, tada je ta strana unutrasnja strana povrsi.

Fluks vektorskog polja

Opisa¢emo nacin na koji se moze odrediti protok fluida kroz povrs. Pod
protokom fluida se podrazumeva zapremina fluida koja prode kroz povrs u
jedinici vremena. Ovaj protok se naziva fluks fluida kroz povrs.

Pretpostavimo da je brzina fluida data vektorskim poljem F. Neka je S
povrs Cija je orijentacija odredena jedini¢nim vektorom normale 77 tako da je
ugao izmedu vektora F i i ostar.

Podimo od najjednostavnijeg slu-
¢aja, a to je kada je vektorsko polje
F konstantno i povrs S lezi u nekoj
ravni. Neka je 7 jedini¢ni vektor
normale povrsi S i AS povrsina te
povrsi. U ovom slucaju je fluks kroz
povrs S zapremina cilindri¢nog tela
(slika [7.8)), ¢ija je baza povr§ S i
visina H = F - i. Tada je fluks kroz
povrs S jednak proizvodu povrSine baze B = AS i visine tog tela, tj.

Slika 7.8

fluks kroz S= B-H = F - ii AS. (7.3)

U slucaju da vektorsko polje F nije konstantno i povrs S ne lezi ni u jednoj
ravni, tada se kao u odeljku vr$i podela povrsi S na manje povrsi S,
i = 1,...,n. PovrSine povr$i S; se mogu aproksimirati povr§inama delova
njenih tangentnih ravni 7; kao u odeljku [3.1.2] Ovaj postupak je prikazan
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na interaktivnoj slici Ako pret-
postavimo da je F' konstantno na T;
i F=F naT, iz (7.3) sledi

fluks kroz S; ~ F; - ii; AS;,

gde je 17; vektor normale na S u tacki
(i, Y5, 2:) € Si 1 F; = F(x4,vi, %)
Ako na isti nacin aproksimiramo
fluks kroz S; za svako i = 1,...,n,
tada je

fluks kroz S ~ ZF; -1; AS;.

=1 Slika 7.9
Sledi da je

fluks kroz S = lim F. - ii; AS,.
|A~o;

Dakle, posmatrani fluks fluida kroz povr§ smo doveli u vezu sa povrsin-
skim integralom skalarne funkcije F - 7 nad povrsi S, tj.

ﬂukskrozS://ﬁ-ﬁdS.
s

Povrsinski integral skalarne funkcije F - i nad povrsi S se naziva povrsinski
integral vektorskog polja F' nad povrsi S. Analogno se definiSe povrsinski inte-
gral vektorskog polja F' u opStem slucaju, tj. kada F' ne mora da predstavlja
brzinu fluida.

Definicija 7.1. Neka je

—

F(x,y,2) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(x,y, 2)k (7.4)
vektorsko polje i funkcije P, () i R imaju neprekidne parcijalne izvode na

S ¢ija je orijentacija odredena jedini¢nim vektorom normale 7. PovrSinski
integral vektorskog polja F' nad S je

//ﬁ.ﬁds,
S
u oznaci //ﬁdg
s


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/PovrsinskiIntegral.html
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Za povrsinski integral vektorskog polja F datog sa 1) nad S se takode
koristi i slede¢a oznaka

// P(z,y, 2)dydz + Q(x,y, z)drdz + R(z,y, z)dxdy.
S

Primer 7.2. Izracunati povrSinski integral vektorskog polja T?)(x,y, z) =
Ti + yj'+ 2k nad spolja§njom stranom povrsi S date sa z = 4 — 22 — 3% i
z > 0.

Resenje. Ako koristimo oznake sa
pocetka ovog odeljka, tada je

g(z,y)=4—2>—y°

Na interakivnoj slici se moze
. . e v
videti da normale 7n" na spoljasnju
stranu povrsi u svakoj tacki te povrsi
zaklapaju oStar ugao sa pozitivnim
delom z-ose. Odakle sledi da je treca
. — .
koordinata vektora n’ nenegativna
Sto znaci da mozemo da iskoristimo

formulu Sledi da je

_ 2w + 2yj—|— k

n = . 1
o Slika 7.10

2 2
I://F-d?://?-ﬁdsz// AW HE g
g g g 1+ 4x? + 492

Kada iskoristimo vezu izmedu povrsinskog integrala skalarne funkcije i
dvostrukog integrala dobijamo

Imamo

V 1+ 422 + 4y?dxdy

[ //2x2—|—2y2+4—x2—y2
1+ 4a? + 492
D
= //(x2—i-y2—i-4)dxdy7
D
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gde je D projekcija povi$i S na zy-ravan, tj. krug 2% +1? < 4. Kako je oblast
D opisana pomoc¢u polarnih koordinata x = pcosf, y = psinf sa 0 < p <2
i0<60<2m, tada je

27 2 27 2

I = //(p2+4)pdpd0://(p3+4p)d,0d6’
0 0 0 0
2

H 4 2\ |2
P P
- LY E
0

dd =24r. N
7.2.1 Teorema o divergenciji

0

Teorema o divergenciji daje vezu izmedu trostrukog integrala nad oblasti
O C R? i povrsinskog integrala nad po delovima glatkoj povrsi koja je rub
povrsi O. Za povrs kazemo da je glatka po delovima ako se moze podeliti na
kona¢no mnogo glatkih povrsi.

Teorema 7.2. Neka je O C R3 oblast ogranicena sa po delovima glatkom
zatvorenom poursi S, orijentisanoj ka spolja 1 F=Pi+ Q;%— Rk vektorsko
polje takvo da funkcije P, ) i R imaju neprekidne prve parcijalne izvode na
nekom otvorenom skupu koji sadrzi O i S. Tada je

/O//dz'vﬁdV:é/ﬁ-dg.

Prethodna teorema se naziva jo$ i teorema Gausa i Ostrogradskog.

Primer 7.3. Neka je oblast V' ograni¢ena ravnima x = 0, z = 3, y = 0,
y = 2,z =01z = 3 — y. Izracunati povrsinski integral vektorskog polja
F(z,y,2) = 2% +yj + (x — 2) k nad spoljagnjom stranom povrdi S koja
ogranicava oblast V.
ResSenje. Povrs S je zatvorena, po delovima glatka jer se sastoji od Sest
glatkih povrsi: 2 =0, 2 =3, y=0,y=2,2=0iz=3—y (slikai
orijentisana ka spolja. Funkcije P(x,y,2) = 22, Q(z,y,2) =y i R(z,y,2) =
x — z imaju neprekidne parcijalne izvode na R3. Dakle, zadovoljeni su svi
uslovi teoreme o divergenciji. Kako je

le? = Px(l’,y, Z) + Qy(x>ya Z) + Rz(xaya Z) =2x+1—-1=2z,
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iz teoreme o divergenciji sledi

- =
1= [[Fas = [[ [ 2av
S v
Trostruki integral / / / 2xdV  se
v

moze resiti na sledeéi nacin

Y

3—
/ xdzdydx
0

S O~
S, S ——,

7.2.2 Stoksova teorema

Pretpostavimo da je povrs S
ogranicena krivom C 1 da su
orijentisane tako da zadovoljavaju
pravilo desne sake. To znaci da
ako palac desne Sake pokazuje smer
vektora normale na povrs, tada prsti
pokazuju smer orijentacije krive. Na
slici je dat primer orijentacije
povrsi S'i krive C' koje zadovoljavaju
prethodno pravilo. Teorema koja
sledi se naziva Stoksova teorema i

x(3—y)dydx:2/3:c(
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Slika 7.11

) 3
dsz/a:dx:36. [ |
0

Slika 7.12

ona daje odgovor na pitanje kada je povrsinski integral nad povrsi S jednak
krivolinijskom integralu duz krive C' koja predstavlja rub te povrsi.

Teorema 7.3. Neka je S dvostrana po delovima glatka povrs ogranicena po
delovima glatkom krivom C' koja sama sebe ne preseca i orijentacije povrsi
S i krive C zadovoljavaju pravilo desne Sake. Ako je F = Pi+ Qf+ Rk
vektorsko polje takvo da funkcije P, Q) © R imaju neprekidne parcijalne izvode
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na nekom otvorenom skupu koji sadrzi S, tada je

/Fd://_%FdS
C S

Sada ¢emo izracunati krivolinijski integral vektorskog polja datog u primeru
pomocu Stoksove teoreme. Podsetimo se primera [6.4

Primer 7.4. Izracunati krivolinijski integral vektorskog polja
— = o N
Flr,y,2) = (y+2)i+Q2z—x)j+ (@ —y)k

duz krive C' dobijene u preseku povrsi z = 1+2%+9%i 2z = 2y+1, orijentisane
u smeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu posmatrano iz tacke (0,0, 5).

ResSenje. Neka je S deo ravni
z=2y+1

koji ogranicava kriva C' dobijena u
preseku povrdi z = 1 + 22 + 92 i te
ravni. Kako je

L i j k
_ d d d
rot ' = 9z 8_y 92
Yy+z 22—x x—y
= —3i— 2k,

iz Stoksove teoreme sledi
— —_— —
I=| F - d¥ = tF -
/ " // rovf-d S, Slika 7.13
C s

pri ¢emu je povrs S orijentisana kao
na interaktivnoj slici[7.13| Jedini¢ni vektor normale koji odreduje orijentaciju
povrsi S je

Sledi


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/StoksovaFormula2.html
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gde je D krug 22 + (y — 1)* < 1. Kako je // dxdy povrsina oblasti D, to je
D

I = —-2r.

Napomenimo da se isti rezultat dobija i ako se za povrs, koju ogranicava
kriva O, izabere deo paraboloida z = 1 + 22 4 y? ogranic¢en krivom C. Akti-

viranjem interaktivne slike i odabirom odgovaraju¢eg polja za ¢ekiranje
se moze videti odgovarajuéi vektor normale na tu povrs. U ovom slucaju je

. —2xi—2yj+k
n = .
1+ 4a? + 492

Na osnovu Stoksove teoreme imamo

[://HF-WdS://(Gx—Q)dxdy,
S D

gde je D krug 2? + (y — 1)2 < 1. Uvodenjem polarnih koordinata dobijamo

7T 2sinf

I:/ / (6pcost —2) pdpdd = —27w. A
0 0

Prethodna napomena je posledica Stoksove teoreme. Naime, ako imamo
dve povrsi S7 i Ss, koje ogranicava ista kriva C' i koje zadovoljavaju uslove

Stoksove teoreme, tada je
//_deS:/Fd://_%Fd
S1 C Sa

Primer 7.5. Izracunati krivolinijski integral vektorskog polja
— — — —
F(z,y,2)=(x+y+2)it+yj+2zk

duz krive C dobijene u preseku povrsi z = 2 — /a2 + 42 i 22 + 9% = 1,

orijentisane u smeru kretanja kazaljke na satu posmatrano od gore.
Resenje. Neka je S deo ravni z = 1 koji ogranic¢ava kriva C. Imamo

—

S.

L i ik
_ 9 9 9 |_7_7r
r+y+z y 2z
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Iz Stoksove teoreme sledi

IZ/F’-dF://EE?-d?,
C S

gde je povrs S orijentisana kao na
interaktivnoj slici [7.14.  Jedini¢ni
vektor normale koji odreduje ori-
jentaciju povrsi S je

ﬁ —

n = —k.

Sledi

I =m.

Slika 7.14
I://Et’?-ﬁdsz//dsz//dxdy,
S S D

gde je D krug 2% + 3* < 1. Kako je // dxdy povrSina oblasti D, to je


http://people.dmi.uns.ac.rs/~mirjanas/StoksovaFormula3.html
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