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Predgovor

Ova knjiga je prvenstveno namenjena matematicarima, ali i svima onima koji su zainteresovani
da uce da programiraju kroz reSavanje matematickih problema. Tekst je napisan tako da u potpunosti
prati nastavni plan predmeta Programiranje 1, koji se izvodi na Prirodno-matematickom fakultetu u
Novom Sadu. Predstavljeni sadrzaji su, prema tome, uskladeni sa nivoom znanja i interesovanjima
studenata matematike na prvoj godini osnovnih studija.

Materijal je koncipiran i organizovan kao prvi kurs iz programiranja — pretpostavlja se da Citalac
nema programersko predznanje. Pristup reSavanju problema je naglaseno algoritamski, a programski
jezik koji se koristi je C#, u danasnje vreme popularan i Siroko dostupan programski jezik.

Knjiga je podeljena u sedam glava, gde se u prvoj glavi obraduju osnovni koncepti vezani za
programiranje, kao Sto su prosti tipovi podataka, dodela, ucitavanje i ispis, ali i prepoznavanje i
uklanjanje greSaka. U drugoj glavi paZnja je usmerena na kontrolne strukture toka programa —
grananja i cikluse. U trecoj glavi uvode se nizovi i matrice, kao i koris¢enje ovih struktura za
skladidtenje podataka. Cetvrta glava posvecena je raznim vrstama matemati¢kih problema, izmedu
ostalog i iz teorije brojeva. U petoj glavi uvodi se koncept metoda i rekurzije. Sesta glava je posveéena
reSavanju kombinatornih problema, dok se sedma glava bavi primenom jedne od osnovnih
statistickih metoda — tackastom ocenom verovatnode.

Tekst knjige je proSao kroz vise iteracija dok nije dobio oblik u kom je pred vama. Posebnu
zahvalnost dugujemo Marku Saviéu i Nikoli Trkulji, koji su brojnim komentarima znacajno doprineli
kvalitetu ovog teksta. Takode, zahvaljujemo se recenzentima na korisnim primedbama i sugestijama.

Novi Sad, 15.10.2017. Milos Stojakovic i Mirjana Mikalacki



1 Uvodni pojmovi

U prvoj glavi uveséemo neke osnovne pojmove na koje se ostatak knjige oslanja. Nakon prvog
upoznavanja sa programskim jezikom kroz nekoliko primera, biée reci o elementarnim, a istovremeno
i Cesto koris¢enim programskim konceptima, kao Sto su deklarisanje i koriséenje promenljivih, ispis i
ucitavanje.

1.1 Programski jezik

Svi programi u ovoj knjizi napisani su u programskom jeziku C#, pomocu softvera Microsoft
Visual Studio Express 2013. Pritom, pisacemo iskljucivo tzv. konzolne aplikacije, ConsoleApplication.
Neédemo ulaziti u specificnosti softvera koji koristimo, imajuci u vidu da se svi programi koje ¢emo
ovde predstaviti mogu izvrSavati i na svim ostalim (do sada objavljenim) verzijama Visual Studio-a.

Kada se kreira novi projekat tipa ConsoleApplication u editoru se otvara datoteka Program.cs u
koju ¢éemo unositi programski kod. Ta datoteka nije prazna, ve¢ sadrZi slededi tekst.

using System;

using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;

namespace PrviProjekat

{
class Program
{
static void Main(string[] args)
{
3
}
}

Da bismo razumeli znacenje i namenu onoga Sto ovde vidimo, potrebno nam je odredeno znanje
o programskom jeziku C#. Deo tog znanja éemo kasnije usvojiti, a deo prevazilazi okvire ove knjige, a
zainteresovani Citalac moze procitati viSe u [1; 2; 3]. U ovom momentu, na samom pocetku, dacemo
samo kratka i ne previSe formalna objasnjenja.

Naredbe u prvih pet redova (koje pocinju sa using) omogudéavaju koriséenje navedenih pet
standardnih biblioteka u kojima se nalaze neki osnovni metodi, tipovi i operacije (sa ovim konceptima
¢emo se detaljnije upoznati kasnije). Na kraju svakog reda stoji tacka-zarez koja oznacava kraj
naredbe.

U redu koji pocinje sa namespace navodi se ime projekta, u naSem slu¢aju PrviProjekat. Pocetak
projekta je oznaCen otvorenom viticastom zagradom a kraj zatvorenom viticastom zagradom, i sve
Sto je navedeno izmedu ovih zagrada pripada tom projektu. Unutar projekta se nalazi ime programa
iza rezervisane reli class, a zatim sledi ono Sto pripada tom programu, opet unutar viti¢astih



zagrada. U nasem novootvorenom projektu program sadrzi samo prazan metod Main, Cije zaglavlje
vidimo u redu koji poCinje sa static.

Kada se program pokrene, izvrSava se k6d u Main metodu, tj. ono Sto napiSemo unutar viti¢astih
zagrada koje slede nakon zaglavlja metoda Main. S obzirom da ¢e svi programi u ovoj knjizi imati
potpuno istu formu izvan klase class Program, u daljem tekstu navodicemo samo tu klasu,
pretpostavljajuci da je sve izvan nje isto kao i u (novootvorenom praznom) projektu koji smo iznad

naveli.

1.2 Prviprogram
Prvi program koji ¢emo napisati bice veoma jednostavan.

class Program

{ static void Main(string[] args)
{
Console.WriteLine("Prvi program!");
}
}

Naredba Console.WriteLine sluzi za ispis onoga Sto je kao parametar navedeno u zagradama, te
nakon izvrSavanja ovog programa dobijamo slededi ispis.

Prvi program!

Treba imati u vidu da se velika i mala slova razlikuju. Na kraju reda stoji tacka-zarez, oznacavajudi
kraj naredbe. ViSe naredbi unutar viti¢astih zagrada zovemo blok naredbi. Razmak je separator, a vise
razmaka tretira se isto kao jedan razmak. Samim tim, iako nam ,,nazubljenost” programa (uvlacenje
linija uzastopnim razmacima) nije bitna za funkcionalnost, veoma je bitna za preglednost.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Console.WriteLine("Jedan!");
Console.WriteLine("Dva!");
Console.WriteLine("Tri...");
¥
}

Nakon izvr§avanja, dobijamo slededi ispis.

Jedan!
Dval!
Tri...



1.3 Tipovi podataka

U jeziku CH#, svaki podatak sa kojim radimo mora imati svoj tip. Mi ¢emo koristiti samo tzv.
ugradene tipove. Za svaki tip je karakteristicna veli¢ina koju vrednost tog tipa zauzima u memoriji,
kao i opseg vrednosti koje on obuhvata. Neki od osnovnih ugradenih tipova su prikazani u tabeli 1, a
za viSe informacija o ostalim standardnim tipovima upuéujemo Citaoca da pogleda [2; 4].

TipuC# | Veli¢ina Opseg vrednosti

(u bajtovima)
short 2 celi brojevi iz intervala [-32768, 32767]
int celi brojevi iz intervala [—231,231 — 1]

4
long 8 celi brojevi iz intervala [—2°3,263 — 1]
float 4 realni brojevi koji obuhvataju vrednosti (priblizno) od
—3,4-10%8 do —1,5-107%%, i vrednosti od 1,5 -
107*5 do 3,4 - 1038, i to sa 7 znacajnih cifara
double 8 realni brojevi koji obuhvataju vrednosti (priblizno) od
—1,8-103%8 do —5,0 - 107324, i vrednosti od oko
5,0 -10732% do 1,8 - 1038, i to sa 15 znacajnih cifara
char 2 znakovni tip
bool 1 logic¢ki tip

Tabela 1. Neki osnovni tipovi podataka u C#

Mi ¢emo za predstavljanje celih brojeva koristiti tip int, dok ¢emo za rad sa realnim brojevima
koristiti tip double.

1.4 Promenljive i dodela

Promenljive u programiranju nisu isto Sto i promenljive u matematici, Stavise — sustinski su
drugacije, jer u programiranju promenljiva ima svoju brojnu vrednost. Svaka promenljiva ima svoj tip
koji odreduje koji tip podataka ¢e promenljiva sadrzati. Pre prvog koris¢enja promenljive potrebno je
deklarisati je, ¢ime joj je dodeljen tip podataka.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int x;
X = 3;
Console.WriteLine(x);
}
}

U prethodnom programu, deklarisali smo promenljivu x tipa int, dodelili smo joj vrednost 3, a
zatim smo je ispisali. Sintaksa deklaracije promenljive ima vise varijanti, naves¢emo nekoliko:

<tip> <ime>;
<tip> <imel>, <ime2>, <ime3>;
<tip> <ime> = <izraz>;



U trecem slucaju, promenljiva odmah po deklaraciji dobija i vrednost datu navedenim izrazom,

koja mora biti istog tipa kao i promenljiva. Dodela vrednosti promenljivoj podrazumeva promenu

vrednosti koju promenljiva ima. Sintaksa dodele je sledeca:

<ime>

= <izraz>;

gde je <ime> ime promenljive kojoj se dodeljuje vrednost, dok <izraz> ima vrednost istog tipa kao

promenljiva. Generalno gledano, razliditi tipovi se ne mogu ,,mesati“, mada postoje izuzeci od ovog

pravila — viSe o tome kasnije.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

int p;

double x, y;

X = 3.141;

y =7.5;

int z = 1;

p = 11;
Console.WritelLine(x);
Console.WriteLine(y);
Console.WriteLine(z);
Console.WriteLine(p);

Nakon $to se ovaj program izvrsi, na ekranu se ispisuje

3.141

7.5
1
11

Ime promenljive moze biti bilo koja kombinacija slova, cifara i podvlake, koja pocinje slovom ili

podvlakom, a

da pritom nije rezervisana re¢ (npr. promenljiva se ne moZe zvati double ili using).

Takode, ne smeju se koristiti ni imena nekih standardnih metoda (npr. WriteLine).

Kod deskriptivnog nazivanja promenljivih drzaéemo se kodeksa tzv. Kamel (Camel) notacije —

ime pocinjemo malim slovom, a svaku (eventualnu) slede¢u rec¢ pocinjemo velikim slovom (bez

razmaka), Sto

ilustrujemo slede¢im primerom.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

double pribliznaVrednostBrojaPi = 3.14159;
double pribliznaVrednostBrojak = 2.718;

int brojPrstijuNaRukama = 10;
Console.WriteLine(pribliznaVrednostBrojaPi);
Console.WriteLine(pribliznaVrednostBrojak);



Console.WriteLine(brojPrstijuNaRukama);

1.5 Operatori

U prethodnim primerima videli smo kako se promenljivoj nekog tipa dodeljuje vrednost,
koris¢enjem operatora dodele =. Za osnovne matematicke operacije koristimo proste matematicke
operatore: za sabiranje +, za oduzimanje -, za mnozenje *, za deljenje /. Operatori + i - se ponasaju na
nacin na koji smo navikli u matematici u radu i sa celim i sa realnim brojevima. Isto je i sa
mnozZenjem. Operator / u radu sa celim brojevima daje koli¢nik pri celobrojnom deljenju, a ukoliko
radimo sa realnim brojevima, onda sluZi za realno deljenje. Npr. izraz 18 / 4 ima vrednost 4, dok
izraz 18.0 / 4.0 ima vrednost 4.5. Operator % se koristi samo u radu sa celim brojevima da izracuna
ostatak pri celobrojnom deljenju, npr. izraz 18 % 4 ima vrednost 2. Zagrade ( ... ) se koriste u brojnim
izrazima za promenu prioriteta izracunavanja, slicno kao u matematickim izrazima. Vise o
operatorima moze se nadi u [4].

Treba imati u vidu da se brojne vrednosti izracunavaju i skladiste u pribliznoj aritmetici, Sto znadi
da moZe doci do izvesnih nepreciznosti, npr. izraz 2.9/3.0 ima vrednost koja odstupa od 2/3, zbog
ogranicene preciznosti zapisa promenljive u memoriji racunara.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int a = 17, b = 3;
double x = 17.0, y = 3.0;
Console.WritelLine(a % b);
Console.WritelLine(a / b);
Console.WriteLine(x / y);
¥
}

Nakon izvrSavanja ovog programa, na ekranu imamo slededi ispis.

2
5
5.66666666666667

Kao Sto smo vec¢ rekli, vrednost koja se dodeljuje promenljivoj mora biti istog tipa kao i
promenljiva. lzuzetak od ovog pravila je tip int koji se automatski konvertuje u tip double kada za to
postoji potreba.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

int 1 = 3;



double x;
Xx =1+ 1.5;
Console.WritelLine(x);

Prethodni program nakon izvrSavanja ispisuje na ekran vrednost 4.5.

U sluéaju da zelimo da zamenimo vrednosti dve promenljive istog tipa, koristimo tre¢u pomoénu
promenljivu, takode istog tog tipa. U slede¢em programu vrsi se zamena vrednosti promenljivih x i y,
pa prilikom ispisa x ima vrednost 7, a y vrednost 5.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int x =5, y = 7;
int pomocna;
pomocha = X;
X =Y;
y = pomocna;
Console.WriteLine(x);
Console.WriteLine(y);
}
}

1.6 Relativna promena vrednosti promenljive, inkrementacija i
dekrementacija

Kod dodele vrednosti promenljivoj najpre se izraCunava vrednost izraza sa desne strane znaka =,
da bi se potom ta vrednost smestila u promenljivu navedenu sa leve strane. Samim tim, pojavljvanje
iste promenljive na obe strane nije besmisleno, Stavise, Cesto je korisno.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int 1 = 3;
i=1i+ 3;
i=1#%*2;
i=1+1;
Console.WriteLine(i);
b
}

Nakon izvrSavanja ovog programa na ekranu se ispisuje vrednost 13.



Dodavanje vrednosti na postoje¢u vrednost promenljive krade se zapisuje +=, a ako je vrednost
koja se dodaje jedan, onda koristimo ++. Slicno se obavlja i umanjivanje, pomocu -=i --. | za sve
ostale navedene operacije moze se koristiti skraéeni zapis, *=, /=, %=. Sledeéi program radi isto kao i

prethodni, ali se u njemu koristi skraceni zapis.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int i = 3;
i+= 3;
i *= 2;
i ++;
Console.WriteLine(i);
}
}

Drugi primeri koris¢enja skracenog zapisa se mogu naci u [1; 2; 3; 4].

1.7 Ispis

Vec smo pomenuli naredbu WritelLine za ispis teksta nakon koga dolazi do prelaska u novi red.
Naredba Write, koja takode sluZi za ispis, razlikuje se od naredbe WriteLine po tome $to nakon
ispisanog teksta na ekranu kursor ostane u istom redu u kome je bio i ispis. U naprednijoj formi ovih
naredbi, u parametrima naredbe Write, odnosno WriteLine moZemo navesti i neki broj parametara,
¢ije vrednosti unutar teksta koji se ispisuje pozivamo navodenjem referenci {0}, {1}, {2}, itd. Pritom,
referenca {0} odgovara prvom parametru, referenca {1} drugom parametru, itd.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
inta=1, b = 3;
double x = 7.7, y = 13.0;
Console.Write("a: {0}, x: {1},", a, X);
Console.Write(" Tralalala! ");
Console.WriteLine("b: {@}, y: {1}.", b, y);
Console.WritelLine("Lalalaa...");

Nakon izvr$avanja, dobijamo slededi ispis.

a: 1, x: 7.7, Tralalala! b: 3, y: 13.
Lalalaa...

Fiksna Sirina polja za ispis dobija se navodenjem dodatne vrednosti uz referencu promenljive,

npr. {1,5} oznacava ispis drugonavedene vrednosti u polje Sirine 5.



class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Console.WriteLine("{0,5} {1,5} {2,5} {3,5}", 12, -5, 3334, 0);
Console.WriteLine("{0,5} {1,5} {2,5} {3,5}", 5, -57, -3, 1234);
Console.WriteLine("{0,5} {1,5} {2,5} {3,5}", 2, 2, 2, 2);
}
}

Nakon izvr$avanja, dobijamo sledeci ispis.

12 -5 3334 0
5 -57 -3 1234
2 2 2 2

Parametri se ne moraju referencirati u redosledu u kome su navedeni, a jedan parametar se
moze pojaviti i viSe puta, Sto ilustrujemo sledec¢im primerom.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Console.WriteLine("{2} {4} {2} {3} {2} {e} {2}", 1, 2, 3, 4, 5);
}
}

Nakon izvrSavanja, dobijamo sledeci ispis.
3534313

Kod ispisa realnih brojeva moguce je ograniciti broj decimala iza decimalnog zareza navodenjem
dvotacke, slova N, a zatim i broja decimala. Npr. ako navedemo {0:N2} ili {0,10:N2}, u oba slucaja
broj ée biti ispisan sa dve decimale, s tom razlikom $to se u drugom slucaju broj ispisuje u polje Sirine
10. Postoje i drugi formati zapisa brojeva, o ¢emu se detaljnije moZe procitati u [5].

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Console.WriteLine("{@:N3} {1:N3} {2:N3}", 2.22222, 0.0001, 10.1);
Console.WriteLine("{@,15:N2} {1,15:N2} {2,15:N2}", 2.2, ©.0001, 0.1);
}
}

Nakon izvr$avanja, dobijamo slededi ispis.

2.222 0.000 10.100
2.20 0.00 0.10



1.8 Ucitavanje

Uditavanje odnosno unos sa tastature vrSi se pomocu Console.ReadLine(). Takav unos se
pretvara u broj tipa int pomodu int.Parse, a u realan broj pomocu double.Parse. Pritom, ako unos
ne odgovara tipu koji se ocekuje, doci ¢e do greske. O ucitavanju promenljivih drugih tipova pogledati

[1].

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int i;
double f;
Console.Write("Unesite i=");
i = int.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine("i+1={0}", 1 + 1);
Console.WriteLine();
Console.Write("Unesite f=");
f = double.Parse(Console.ReadLine());
Console.WriteLine("Dvostruka vrednost f je: {@}", 2 * f);

Navodimo primer jednog izvrSavanja ovog programa.

Unesite i=6
i+1=7

Unesite f=12.4
Dvostruka vrednost f je: 24.8

1.9 Komentari

Komentari se ignoriSu prilikom izvrSavanja programa, i mozemo ih navesti na dva nacina — nakon
// u okviru jednog reda, ili u jednom ili viSe redova izmedu /* i */. Koristimo ih da objasnimo neke
delove programa, kao i da privremeno uklonimo (ali ne i obriSemo) delove programa koji nam u
datom momentu nisu potrebni.

class Program
{
/* Ovo je program koji
ne radi
nista
posebno... */
static void Main(string[] args)
{
int i; // deklaracija promenljive i
i = 3; // dodela vrednosti promenljivoj i



/*¥ 1 =5; ova cela linija se ne izvrsava */
Console.WritelLine(i); // ispis vrednosti promenljive i

Kada se izvrsi ovaj program ispisuje se vrednost 3 na ekranu.

1.10 Greske

Ko radi taj i gresi — pre ili kasnije funkcija koju unesemo nece se ponasati onako kako Zelimo.
Naravno, racunar radi ono Sto mu kazemo, tako da krivca za ucinjenu gresku treba traZiti u nama, a
gresku treba pronadi i otkloniti. Postoje dve sustinski razlicite vrste greSaka — sintaksne i semanticke.

Kada program u sebi sadrzi sintaksnu gresku nije ga mogude izvrsiti, jer nije u skladu sa
»pravilima pisanja“ odnosno gramatikom programskog jezika. Prostije receno, racunar nas u tom
slu¢aju ne razume. U najveéem broju slucajeva sintaksne greske su veé i pre izvrSavanja programa
naznacene u editoru.

No, ¢ak i kada program mozemo izvrsiti to nije garancija da u njemu nema greske — jer i dalje
postoji moguénost da nije uradeno ono Sto treba. Greske ovog tipa nazivaju se semanticke greske, a
u slengu se zovu i bagovi (engl. bug). U slucaju da imamo ovakvu gresku, ostaje nam da je ponovnim
pregledom programa u editoru uo¢imo i popravimo program.

Za razliku od sintaksnih greSaka koje i pre izvrSavanja lako uocavamo, jedini nacin da
konstatujemo semanticku gresku jeste da testiramo program na primerima i posmatramo njegov rad.
U slucaju da uocimo nepravilnosti, vracamo se u editor gde pokusavamo da ih otklonimo. Nakon toga
ponovo testiramo program sve dok nismo zadovoljni njegovim radom. Nazalost, to $to program radi
dobro za neke test primere nije garancija da ée uvek raditi dobro, i taj fenomen muci sve programere
— od pocetnika do profesionalaca.

Pored greSaka u pisanju programa postoje i greske u izvrSavanju (engl. runtime error), koje Cine
da program prestane sa radom tokom izvrsavanja, iako je sintaksno u redu. Primer takve greske je
kada se vrsi ucitavanje celobrojne vrednosti pomocu int.Parse(Console.ReadlLine()) a korisnik
unese vrednost koja nije ceo broj (npr. slovo).

1.11 Neke osnovne matematicke funkcije

Standardne biblioteke jezika C#, u okviru klase Math obuhvataju i matematicke funkcije.
Kompletan spisak metoda iz ove klase se mogu naci u [6]. Neke od njih, zajedno sa opisom njihovog
rada, navodimo u tabeli 2.

CH# Opis Vraéena vrednost

Abs (x) apsolutna vrednost celog ili realnog broja x [x]
Sin(x) sinus ugla zadatog realnim brojem x sinx
Cos(x) kosinus ugla zadatog realnim brojem x cos X
Sqrt(x) kvadratni koren realnog broja x Vx
Exp(x) stepen brojae nax ex
Log(x) prirodni logaritam od x Inx
Logle(x) logaritam za osnovu 10 od x log, x
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Log(x,a) logaritam za osnovu a od x log, x
Max (X, y) maksimum dva broja x i y max{x,y}
Min(x,y) minimum dva broja x i y min{x, y}
Pow(a,x) stepen broja a na x, a i x su realni brojevi a*

Tabela 2. Neke matematicke funkcije u C#

U klasi Math se takode nalaze i konstante, videti tabelu 3.

C# Konstanta
E e
Pl T

Tabela 3. Matematicke konstante

Slededi program ilustruje upotrebu funkcija i konstanti.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
double f1 = Math.Abs(-2) + Math.Abs(3.5);
double f2 = Math.Log(Math.E) + Math.Log(27, 3);
double 3 = Math.Max(Math.Exp(2), Math.Exp(-2));
double f4 = Math.Pow(Math.Sin(Math.PI / 2), 2) +
Math.Pow(Math.Cos(Math.PI / 2), 2);
double f5 = Math.Min(Math.Logl@(100), Math.E);
Console.WriteLine("{0,7:N4} {1,7:N4} {2,7:N4} {3,7:N4} {4,7:N4}",
f1, f2, f3, f4, £5);
}
}

Prilikom izvrSavanja programa, dobijamo slededi ispis:
5.5000 4.0000 7.3891 1.0000 2.0000

Za zaokruzivanje realnih brojeva na raspolaganju su nam cetiri funkcije — Round, Ceiling, Floor i
Truncate, takode u klasi Math, ¢iji opisi su dati u tabeli 4.

CH Opis

Ceiling(x) | zaokruZivanje realnog broja x na gore

Floor(x) zaokruZivanje realnog broja x na dole

Round(x) zaokruZivanje realnog broja x na najblizi ceo broj

Truncate(x) | odsecanje razlomljenog dela realnog broja x (iza decimalnog zareza)

Tabela 4. Funkcije za zaokruZivanje

Treba imati u vidu da sve navedene funkcije vracaju vrednost tipa double iako su, matematicki
gledano, vrac¢ene vrednosti uvek celi brojevi, te moramo eksplicitno konvertovati tip ako Zelimo da
koristimo takvu vrednost kao vrednost tipa int.
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int i, j, k, 1, m;
i = (int)14.0;
j = (int)(Math.Floor(3.44) + Math.Floor(-3.44));
k = (int)Math.Ceiling(8.1);
1 = (int)(Math.Round(8.1) + Math.Round(8.9));
m = (int)(Math.Truncate(3.3) + Math.Truncate(-3.3));
Console.WriteLine("{0} {1} {2} {3} {4}", i, j, k, 1, m);
}
}

IzvrSavanjem programa dolazi do sledeceg ispisa.

14 -1 9 17 o

U tabeli 5 date su vrednosti koje ove Cetiri funkcije uzimaju za nekoliko realnih brojeva.

53 |55 |57 |6 6.5 |-53 |-55|-57 | -6 -6.5
Math.Round 5 6 6 6 6 -5 -6 -6 -6 -6
Math.Floor 5 5 5 6 6 -6 -6 -6 -6 -7
Math.Ceiling | 6 6 6 6 7 -5 -5 -5 -6 -6
Math.Truncate | 5 5 5 6 6 -5 -5 -5 -6 -6

Tabela 5. Primeri zaokruZivanja koristeci Cetiri funkcije za zaokruzivanje

1.12 Relacije i logicki operatori, logicki izrazi

Binarne relacije >, <, »>=, <=, !=, ==, sluze za proveru da li je brojna vrednost navedena pre
relacije, redom, veéa, manja, veca ili jednaka, manja ili jednaka, razli¢ita, odnosno jednaka, brojnoj
vrednosti navedenoj posle relacije. Vrac¢ena vrednost svake od navedenih relacija je logi¢kog tipa, i
moze biti true ili false.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Console.WriteLine(8 > 4);
Console.WriteLine(3 <= 2);
Console.WriteLine(1 != 2);
int a = 1;
Console.WriteLine(a + 2 == Math.Exp(3));
}
}

IzvrSavanjem programa dolazi do sledeceg ispisa.
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True
False
True
False

Od logickih operacija izdvajamo u tabeli 6 binarne operacije za konjunkciju i disjunkciju, kao i
unarnu operaciju negacije, koje sve operisu nad vrednostima logickog tipa.

Operacija Operator  Objasnjenje

konjunkcija && Rezultat je tacan ako i samo ako su oba izraza tacna.

disjunkcija Rezultat je tacan ako i samo ako je bar jedan od izraza
l tacan.

negacija ! Rezultat je tacan ako i samo ako je izraz netacan.

Tabela 6. Logicke operacije

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
inta=1, b = 3;
Console.WritelLine(a > 5 && a < 7);
Console.WriteLine(b < 5 || b > 7);
Console.WriteLine(!(a >= 12));
Console.WriteLine((a > 5 & b < 3) || !(a != 3));
}
}

Ispis koji dobijamo izvrSavanjem programa sledi.

False
True
True
False

Kao Sto smo vec¢ pomenuli, moguce je deklarisati i promenljive logickog tipa, bool. Primer
koris¢enja ovakvih promenljivih ovog tipa sledi, i kada se ovaj program izvrsi ispisuje se , True”.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int a = 13, b = 3;
bool 11, 12;
11 = true;
12 = (a % b) == 0;
12 = 11 && !1(12);
Console.WriteLine(12);
¥
}
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2 Kontrolne strukture

Cesto nam nije dovoljno da se sve naredbe izvriavaju jedna za drugom, veé postoji potreba da se
neka naredba (ili naredbeni blok) izvrSi samo ukoliko su ispunjeni uslovi za to, ili Zelimo da
ponavljamo viSe puta neki naredbeni blok. Da bismo to omogudili koristimo kontrolne strukture u
programu.

2.1 IF grananje

Kada je potrebno da uslovimo izvrsavanje jedne ili viSe naredbi, koristimo neko od uslovnih
grananja. Jedno od njih je IF grananje, koje u najprostijem obliku ima sledecu sintaksu:

if (<logicki_izraz>)

{

<niz_naredbi>

Pritom, <niz_naredbi> se izvrSava samo ako je navedeni logicki izraz tacan. U suprotnom,
preskaCe se <niz_naredbi> i nastavlja se sa izvrSavanjem onoga $to se nalazi ispod IF grananja.
Naredni program ilustruje primenu IF grananja.

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
Console.Write("Unesite ceo broj: ");
int a = int.Parse(Console.ReadLine());
if (a > 9)
{
Console.WriteLine("Uneli ste pozitivan broj!");
Console.WriteLine("Bas lepo... :)");

}

Console.WriteLine("a = {0}", a);

Ispis nakon izvrSavanja ovog programa razlikuje se ako je unet pozitivan broj:

Unesite ceo broj: 15
Uneli ste pozitivan broj!
Bas lepo... :)

a = 15

i ako nije unet pozitivan broj:
Unesite ceo broj: -2

a=-2
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Ukoliko je potrebno da se izvrsi jedna ili vise naredbi i u sluaju da logicki izraz nije tacan,
koristimo varijantu IF grananja koja sadrzi i tzv. ELSE blok. Tada je sintaksa sledeéa.

if (<logicki_izraz>)

{

<niz_naredbi_ 1>
}
else
{

<niz_naredbi_2>
}

U slucaju da je navedeni logicki izraz tacan, izvrSava se <niz_naredbi_1> (IF blok), a preskace se
<niz_naredbi_2>. Ako logicki izraz nije tacan, preskaCe se <niz_naredbi_1>, a izvrSava se
<niz_naredbi_2> (ELSE blok). Dakle, kada se koristi ovakav oblik IF grananja, uvek ¢e se izvrsiti tacno
jedan od dva navedena bloka.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Console.Write ("Unesite ceo broj: ");
int a = int.Parse(Console.ReadLine());
if (a > 9)
{
Console.WriteLine("Uneli ste pozitivan broj!");
}
else
{
Console.WriteLine("Uneli ste negativan broj...");
}
¥
¥

IzvrSavanjem prethodnog programa moZemo dobiti slededi ispis.

Unesite ceo broj: -78
Uneli ste negativan broj...

Naredni program racuna i ispisuje apsolutnu vrednost unetog celog broja.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

Console.Write("Unesite ceo broj: ");
int a = int.Parse(Console.ReadLine()), b;

if (a > 9)
{

b = a;
}
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Console.WriteLine("Apsolutna vrednost {0} je {1}.", a, b);

Navodenje novog IF grananja u okviru ELSE bloka daje nam mogucnost da iterativno postavimo

viSe logickih testova, tzv. ELSE-IF struktura. Samim tim, od svih navedenih dodela vrednosti

promenljivoj b u narednom primeru, uvek ¢ée biti izvrSena tac¢no jedna. Pritom, do svakog IF grananja

doci ¢emo samo ako su svi logicki izrazi u prethodnim IF grananjima bili netacni.

class Program

vece od 4, ali nije vece od 10");

vece od @, ali nije vece od 4");

manje ili jednako ©");

{
static void Main(string[] args)
{
Console.Write("Unesite ceo broj: ");
int a = int.Parse(Console.ReadLine());
if (a > 10)
{
Console.WritelLine("a je vece od 10");
}
else if (a > 4)
{
Console.WriteLine("a je
}
else if (a > @)
{
Console.WriteLine("a je
}
else
{
Console.WritelLine("a je
}
}
}

U nastavku sledi Cetiri primera ispisa ovog programa prilikom izvrSavanja.

Unesite ceo broj a: 15
a je vece od 10

Unesite ceo broj a: 8

a je vece od 4, ali nije vece od 10

Unesite ceo broj a: 3

a je vece od 9, ali nije vece od 4

Unesite ceo broj a: -4
a je manje ili jednako @
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2.2 SWITCH-CASE grananje

IF grananja sa komplikovanim uslovima mogu biti prilicno dugacka kao i teska za citanje. U
sluaju da imamo promenljivu rednog tipa (kao Sto su npr. int, char, bool), moZzemo koristiti
SWITCH-CASE grananje. SWITCH-CASE naredba nam omogucava da u zavisnosti od vrednosti
navedene promenljive bude izvrSen odredeni niz naredbi. Sintaksa ove naredbe je sledeca:

switch (<promenljiva>)
{
case <vrednostl>:
<niz_naredbi_1>
break;
case <vrednost2>:
<niz_naredbi_2>
break;
default:
<niz_naredbi_d>
break;

Podsetimo se da u IF grananju ispunjenje nekog uslova znaci izvrSavanje svih naredbi u tom
bloku, kao i da se svi kasniji uslovi (ukoliko postoje) preskacu i nastavlja se sa izvrSavanjem toka
programa nakon IF grananja. U SWITCH-CASE grananju, to nije slucaj, ukoliko se u svaki case blok ne
stavi naredba break. Ova naredba govori racunaru da ukoliko naide na nju, prekine sve naredne
provere u case blokovima koji slede i nastavi izvrSavanje naredbi koje slede nakon SWITCH-CASE
naredbe.

Ukoliko promenljiva nema nijednu od navedenih vrednosti izvrSava se niz naredbi iz default
bloka, s tim da je default blok moguce i izostaviti.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

(I} (I} [}

Console.Write("Unesite 'p' za plus, 'm' za minus, a 'z' za zvezdicu: ");
char ¢ = char.Parse(Console.ReadLine());
switch (c)
{
case 'p':
Console.WriteLine("+ + +");
break;
case 'm':
Console.WriteLine("- - -");
break;
case 'z':
Console.WriteLine("* * *");
break;
default:

Console.WriteLine("o o 0");
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break;

U nastavku sledi Cetiri primera ispisa ovog programa prilikom izvrSavanja.

Unesite 'p' za plus, 'm' za minus, a 'z' za zvezdicu: p
+ + +
Unesite

za plus, za minus, a 'z' za zvezdicu: m

Unesite 'p' za plus, 'm' za minus, a 'z' za zvezdicu: z
k% ok

Unesite
oo0oO

za plus, za minus, a 'z' za zvezdicu: w

Ukoliko bismo izostavili default blok iz prethodnog programa, nikakve naredbe se ne bi
izvrSavale kada bi bio unet znak razli¢it od 'p', 'm'ili 'z".

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Console.Write("Unesite 'p' za plus, 'm' za minus, a 'z' za zvezdicu: ");
char c¢ = char.Parse(Console.ReadLine());
switch (c)
{
case 'p':
Console.WriteLine("+ + +");
break;
case 'm':
Console.WriteLine("- - -");
break;
case 'z':
Console.WriteLine("* * *");
break;
}
b
}

Slede dva primera izvrSavanja programa.

Unesite 'p' za plus, 'm' za minus, a 'z' za zvezdicu: m

Unesite 'p' za plus, 'm' za minus, a 'z' za zvezdicu: d

SWITCH-CASE naredba mozZe biti korisna ukoliko Zelimo da se isti niz naredbi izvrSava za neke
vrednosti promenljive koje nisu uzastopne, a ne Zelimo da pravimo komplikovane IF uslove. U tom
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slucaju nabrajamo sve vrednosti (sem poslednje) za koje Zelimo da se niz naredbi izvrsi kao prazne
case blokove (bez naredbi), dok uz poslednju piSemo niz naredbi koji Zelimo da se izvrsi. Sledeci
program ilustruje primenu SWITCH-CASE naredbe u slucaju da Zelimo da na osnovu unetog rednog
broja meseca ispiSemo broj dana u tom mesecu.

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
Console.Write("Unesite redni broj meseca m (ceo broj izmedju 1 i 12): ");
int m = int.Parse(Console.ReadLine());
switch (m)
{
case 1
case 3:
case 5:
case 7
case 8:
case 10:
case 12:
Console.WriteLine("31 dan");
break;
case 4:
case 6:
case 9:
case 11:
Console.WritelLine("30 dana");
break;
case 2:
Console.WriteLine("Februar: Ako je godina prestupna -
29 dana, inace 28 dana");
break;
default:
Console.WriteLine("Uneli ste nepostojeci mesec.");
break;

U nastavku su 4 primera izvrSavanja programa:

Unesite redni broj meseca m (ceo broj izmedju 1 i 12): 3
31 dan

Unesite redni broj meseca m (ceo broj izmedju 1 i 12): 11
30 dana

Unesite redni broj meseca m (ceo broj izmedju 1 i 12): 2
Februar: Ako je godina prestupna - 29 dana, inace 28 dana

Unesite redni broj meseca m (ceo broj izmedju 1 i 12): 44
Uneli ste nepostojeci mesec.
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2.3 FORpetlja

Koncept petlje u programiranju omogucava nam da neki blok naredbi izvrSimo vise puta. FOR
petlja ima slededu sintaksu:

for (<inicijalizacija>; <uslov>; <operacija>)

{

<niz_naredbi>

Inicijalizacija se izvrSava samo jednom, na pocetku izvrSavanja petlje. Uslov se proverava iznova
pre svakog prolaska kroz petlju, i samo ako je uslov zadovoljen <niz_naredbi> unutar FOR petlje, koji
zovemo telo petlje, se izvrSava. Ako prilikom te provere uslov nije zadovoljen prestaje se sa
izvrSavanjem tela petlje. Konacno, navedena operacija se izvrsava posle svakog prolaska kroz petlju, a
pre provere uslova.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
for (int i = 1; i <= 4; i++)
{
Console.Write("Trenutna vrednost i je: ");
Console.WriteLine(i);
}
}
}

Prilikom izvrSavanja ovog programa, dobijamo slededi ispis.

Trenutna vrednost i je:
Trenutna vrednost i je:
Trenutna vrednost i je:
Trenutna vrednost i je:

A wWN R

Treba imati u vidu da promenljiva koja se deklariSe prilikom inicijalizacije FOR petlje , postoji”
samo unutar petlje — ¢im se izade iz petlje, ta promenljiva vise nije deklarisana i samim tim nema ni
vrednost.

Naredni program ispisuje kvadrate prvih deset prirodnih brojeva, od najve¢eg ka najmanjem.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
for (int i = 10; i >=1; i--)
{
Console.WriteLine("{0} na kvadrat je {1}.", i, i*i);
}
}
}
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2.4 Ugnjezdene FOR petlje

Ukoliko imamo dve FOR petlje tako da se jedna (,,unutrasnja“) nalazi unutar druge (,,spoljasnje®),
u pitanju su ugnjeZdene petlje. Ako pretpostavimo da se blok naredbi u spoljasnjoj petlji izvrsava n
puta, samim tim e i cela unutrasnja petlja biti iznova izvrSavana n puta.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
for (int i = 1; i <= 3; i++)
{
for (int j = 1; j <= 4; j++)
{
Console.WriteLine("i = {0}, j = {1}", i, Jj);
}
}
}
}

Kad se izvrsi prethodni program, dobijamo slededi ispis.
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U sledeéem programu, koji ispisuje blok znakova ,X“ visine 11 i Sirine 16, naredba
Console.Write("X") de se izvrSiti 11-16 = 176 puta jer se nalazi u unutrasnjoj petlji. S druge
strane, naredba Console.WritelLine() nalazi se u spoljasnjoj petlji, ne i u unutrasnjoj, te se ona
izvrSava samo 11 puta — po jednom za svaki prolazak kroz spoljasnju petlju.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
for (int i = 1; i <= 11; i++)
{
Console.Write(" ");
for (int j = 1; j <= 16; j++)
{

Console.Write("X");
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Console.WriteLine();

IzvrSavanjem dobijamo slededi ispis.

XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXXXXXXXXXXXX

Naredni program ispisuje kruZice (slovo ,,0“) u 13 redova promenljive duZine, gde duZina i-tog
reda odgovara vrednosti funkcije (i — 7)2. Na kraju svakog reda ispisuje se ,x“.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
for (int i = 1; i <= 13; i++)
{
for (int j = 1; j <= Math.Pow(i - 7, 2); j++)
{
Console.Write("o");
}
Console.WriteLine("x");
}
}
}

Ispis koji dobijamo izvrSavanjem sledi.

000000000000000000000000000000000000X
0000000000000000000000000X
0000000000000000X

000000000X

0000X

oX

X

oX

0000X

000000000X

0000000000000000X
0000000000000000000000000X
000000000000000000000000000000000000X
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2.5 Kombinovanje FOR petlje i IF grananja

Kao S$to smo ve¢ videli, pomocu FOR petlje lako moZemo da promenljivoj redom dodelimo
vrednosti iz nekog intervala, sa konstantnim pozitivnim ili negativnim korakom. Ali, ako niz vrednosti
koje Zelimo da dodelimo nema takvu strukturu, problem nije tako lako pravolinijski resiti koris¢enjem
FOR petlje. U takvim slucajevima ¢esto nam pomaze IF grananje unutar FOR petlje.

Na primer, slededi program ispisuje sve prirodne brojeve manje ili jednake od 50 za koje vazZi da
nisu deljivi sa 3, a deljivi su sa 4.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
for (int i = 1; i <= 50; i++)
{
if (i%3!'=08&&% 1% 4 ==0)
{
Console.WriteLine(i);
}
}
¥
}

Posmatrajuci FOR petlju i IF grananje iz prethodnog programa kao jednu celinu, zapravo smo
dobili ,prolazak kroz one brojeve izmedu 1 i 50 za koje je zadovoljen uslov da nisu deljivi sa 3, a jesu
sa 4“ itacno za te brojeve izvrSavaju se naredbe unutar IF-a, u ovom slucaju ispis.

U narednom programu, unutar bloka dimenzija 21 X 21 biée ispisani kruZziéi koji formiraju krug
poluprecnika 10. UgnjeZdenim petljama prolazimo kroz sve parove brojeva ii j izmedu 0 i 20, te za
svaki par proveravamo da li je zadovoljena jednatina kruga (i — 10)%2 + (j — 10)? < 102. Za one
parove za koje je jednalina zadovoljena ispisuje se kruZi¢, dok se u ostalim slucajevima ispisuje
razmak.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
for (int i = @; i <= 20; i++)
{
for (int j = 0; j <= 20; j++)
{
if (Math.Pow(i - 1@, 2) + Math.Pow(j - 10, 2) <= 100)
{
Console.Write("0");
}
else
{
Console.Write(" ");
}
}

Console.WriteLine();
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IzvrSavanjem dobijamo slededi ispis.

(o}
000000000
0000000000000
000000000000000
00000000000000000
00000000000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
000000000000000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
0000000000000000000
00000000000000000
00000000000000000
000000000000000
0000000000000
000000000
0o

Naredni program ispisuje sve Pitagorine trojke brojeva (tj. trojke brojeva za koje vazi i + j2 =

Pitagorinu trojku.

class Program

{

static void Main(stri

{

int d = 20;
double f;
for (int i =1; i
{
for (int j =
{

f = Math.Sqrt(i * 1 + j * j);
if (Math.Round(f) == f && f < d)

{

Console.WriteLine("{0@} {1} {2}", i, j, f);

ng[] args)

< d; i++)

i; j < d; j++)

£?) manjih od 20. S obzirom da ne Zelimo da ispisemo iste trojke vi$e puta, uvodimo dodatni uslov
i <j. Pomocdu ugnjezdenih petlji proéi ¢emo kroz sve parove brojeva ii j izmedu 1 i 19, a
pobrinuéemo se da uslov i <j bude zadovoljen tako $to ¢emo u unutradnjoj petlji i staviti kao
inicijalnu vrednost za j. U sluéaju da je i? + j2 kvadrat celog broja koji je manji od 20, ispisujemo
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Pomocu Math.Round(f) == f proveravamo da li je vrednost promenljive f ceo broj. Primetimo
da smo pri ispisu mogli i da konvertujemo promenljivu f u ceo broj pomocéu (int)f, ali kada je
vrednost promenljive tipa double cela svakako se ispisuje bez decimala, te to nije neophodno.

Ispis koji dobijamo izvrSavanjem programa sledi.

3 4 5
512 13
6 8 10
8 15 17
9 12 15

2.6 WHILE petlja i DO-WHILE petlja

WHILE i DO-WHILE petlje koristimo kada Zelimo da ponavljamo jednu ili viSe naradbi sve dok je
dati logicki uslov ispunjen. Pritom, broj ponavljanja ne mora biti unapred poznat.
Sintaksa WHILE petlje sledi.

while (<logicki_izraz>)

{

<niz_naredbi>

}

Kada WHILE petlja pocne da se izvrSava, proverava se vrednost koju ima <logicki_izraz>. Ako
je izraz netacan momentalno se izlazi iz petlje. U sluéaju da je izraz tacan izvrSava se <niz_naredbiy,
koji zovemo telo petlje, a nakon toga dolazi do povratka na pocetak petlje gde se ponavlja isti proces
—iznova se proverava vrednost logi¢kog izraza.

U narednom programu, ispisuju se redom svi stepeni broja 3 koji su manji od datog n. (Broj je
stepen broja a ako se moZe napisati kao a® za neki prirodan broj t.)

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int a = 1, n = 7899;
while (a < n)
{
Console.WritelLine(a);
a=a*3;
}
b
}

IzvrSavanjem programa, dobija se slededi ispis.
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9

27
81
243
729
2187
6561

WHILE petlju moZemo koristiti i slicno petlji FOR, sa promenljivom koja redom uzima vrednosti
dok je zadovoljen navedeni uslov. Pritom, inicijalizaciju promenljive vr§imo pre petlje, a aZuriranje
vrednosti unutar petlje.

Slededi program ispisuje najmanji prirodan broj i za koji vazi da je 9 poslednja cifra polinoma
i? + 4i + 3. Kada se program izvrsi, ispisuje se broj 8.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int i = 1;
while ((i * i +4 *1i + 3) %10 !=9)
{
i++;
}
Console.WriteLine(i);
}
}

Kao $to smo videli, u WHILE petlji logicki uslov se nalazi na pocetku, te na njega nailazimo pre
prvog izvrsavanja naredbi koje su navedene unutar petlje. Petlja DO-WHILE je struktura slicna WHILE
petlji, s tom razlikom Sto se logicki uslov nalazi na kraju, a ne na pocetku petlje. Sintaksa petlje DO-
WHILE je sledeca.

do
{

}

while (<logicki_izraz>);

<niz_naredbi>

Kada se DO-WHILE petlja izvrSava, najpre se izvrSi <niz_naredbi>, odnosno telo petlje. Nakon
toga se proverava vrednost koju ima <logicki_izraz>. Ako je on tacan vracamo se na pocetak petlje
i ponovo izvrSsavamo <niz_naredbi>, a ako nije tacan izlazimo iz petlje.

Ako <logicki_izraz> u uslovu petlje sadrzi promenljive onda one moraju biti deklarisane pre
petlje.

Treba imati u vidu da se naredbe unutar WHILE petlje u nekim slucajevima nece nijednom
izvrsiti, dok se naredbe unutar DO-WHILE petlje uvek izvrSavaju bar jednom.

Naredni program trazi od korisnika da unosi brojeve, sve dok uneti broj ne bude deljiv sa 29.
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int a;
do
{
Console.Write("Za zavrsetak, unesite broj deljiv sa 29: ");
a = int.Parse(Console.ReadLine());
}
while (a % 29 != 9);
}
}

U nastavku dajemo jedan mogudi ispis prilikom izvrSavanja ovog programa.

Za zavrsetak, unesite broj deljiv sa 29: 17
Za zavrsetak, unesite broj deljiv sa 29: 789
Za zavrsetak, unesite broj deljiv sa 29: 21
Za zavrsetak, unesite broj deljiv sa 29: 4556
Za zavrsetak, unesite broj deljiv sa 29: 58

2.7 Kombinovanje WHILE (ili DO-WHILE) petlje i IF grananja

| WHILE petlja (a isto tako i DO-WHILE petlja) moZe da se kombinuje sa IF grananjem na slican
nacin kao i FOR petlja. Tako postizemo da se deo programa u bloku IF grananja izvrsi samo onda kada
je zadovoljen uslov naveden u IF grananju.

Slededi program ispisuje vrednosti logaritma (sa prirodnom osnovom) prirodnih brojeva (redom,
pocevsi od broja dva) sve dok ta vrednost ne postane veca od datog broja n, ali samo one vrednosti
Cija je prva cifra posle decimalnog zareza jednaka nuli.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 5;
int i = 2;
do
{
if (Math.Log(i) - Math.Truncate(Math.Log(i)) < 0.1)
{
Console.WriteLine("1n({@}) = {1:N3}", i, Math.Log(i));
}
i++;
}
while (Math.Log(i) <= n);
}
}
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Generalno govoredi, ako je x promenljiva tipa double Cija je vrednost pozitivna, logi¢kim izrazom
(x - Math.Truncate(x) < ©.1) proveravamo da li x ima nulu iza decimalnog zareza. Vazino je
napomenuti i da inkrementacija vrednosti promenljive i (unutar tela petlje) mora biti izvan IF
grananja, jer se inkrementacija vrsi prilikom svakog prolaza kroz petlju, nezavisno od toga da li u tom
prolazu dolazi do ispisa ili ne.

Kada se program izvrsi, dobijamo slededi ispis.

1n(3) = 1.099
1n(8) = 2.079
1n(21) = 3.045
1n(22) = 3.091
1n(55) = 4.007
1n(56) = 4.025
1n(57) = 4.043
1n(58) = 4.060
1n(59) = 4.078
1n(60) = 4.094

2.8 Koju petlju Kkoristiti?

FOR petlju najéesée koristimo da nekoj promenljivoj redom dodeljujemo vrednosti iz unapred
poznatog opsega brojeva koji su uzastopni (ili ravhomerno rasporedeni). Samim tim, ova petlja je
pogodna za reSavanje problema u kojima je potrebno izvrSiti repetitivhu radnju nad unapred
poznatim opsegom ili strukturom. S druge strane, WHILE petlja se izvrSava sve dok je navedeni logicki
uslov zadovoljen, te je posebno korisna za obavljanje procesa Cije trajanje i obim nisu unapred
poznati, ali nam je poznat uslov za zavrSetak procesa. DO-WHILE petlja je po prirodi slicna WHILE
petlji, a dobija prednost u situacijama u kojima pitanje postavljeno u logickom uslovu ne Zelimo da
pitamo pre prvog izvrSavanja tela petlje.

Treba obratiti paznju da u telu petlje i kod WHILE i kod DO-WHILE petlje mora postojati naredba
ili viSe njih koje uticu na promenu vrednosti logickog izraza. U suprotnom, logicki izraz ¢e stalno biti
tacan i telo petlje ¢e se izvrSavati zauvek. To se zove beskonacna petlja.

lako svaka od petlji sa kojima smo se upoznali ima svoje osobenosti koje je u odredenim
situacijama Cine pogodnijom za korisé¢enje od ostalih, treba imati u vidu i da naj¢eSée ne postoji samo
jedna petlja koja odgovara datom problemu (ve¢ je za reSavanje moguce iskoristiti svaku od
navedenih petlji, uz manje ili vise truda).

Naredna tri programa rade potpuno isto — ispisuju sve parne prirodne brojeve koji nisu veci od
20, u opadajuéem redosledu.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
for (int i =20; i >0; i -=2)
{
Console.WriteLine(i);
}
}
}
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int 1 = 20;
while (i > @)
{
Console.WritelLine(i);
i-=2;
}
}
}
class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int i = 20;
do
{
Console.WritelLine(i);
i-=2;
}
while (i > 9);
}
}

2.9 Problem ,uslova u sredini petlje“

Pretpostavimo da Zelimo da napiSemo program koji reSava sledeéi problem — za dati prirodan
broj n ispisuje se vrednost funkcije f(x) = x? + x + 1 redom za sve prirodne brojeve x za koje vaZi
daje f(x) <n.

Proces kojim pravolinijski dolazimo do reSenja mozZe se opisno dati na sledeéi nacin.

Na pocetku promenljivoj x dodelimo 1, a zatim ponavljamo sledeci blok akcija:
1. izracunamo f za trenutnu vrednost promenljive x...
2. ..iuslucajuda je f jos uvek manje ili jednako n...
3. ..ispisemo f...
4. ...iuvecamo vrednost promenljive x za jedan.

Problem nastaje kada probamo da napiSemo program koji prati ovaj niz radnji, jer se uslov (2.)
ne nalazi ni na pocetku ni na kraju bloka akcija koji Zelimo da ponavljamo, pa direktno nije moguce
koristiti ni WHILE petlju ni DO-WHILE petlju. Stoga ¢éemo modifikovati nas opis reSenja, prebaci¢emo
prvo izracunavanje funkcije medu inicijalne akcije i time ¢emo dobiti uslov na pocetku bloka akcija
koje ponavljamo. Ovo mozemo da uradimo jer znamo da je f(1) = 3.

Na pocetku promenljivoj x dodelimo 1, promenljivoj f dodelimo 3, a zatim ponavljamo sledeci
blok akcija:
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U slucaju da je f jos uvek manje ili jednako n...
...ispisemo f...
...uvec¢amo vrednost promenljive x za jedan...

A LN R

...l izracunamo f za trenutnu vrednost promenljive x.

Posto je sada uslov na pocetku, moZzemo iskoristiti WHILE petlju. Program koji reSava navedeni
problem sledi.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 80;
int x =1, f = 3;
while (f <= n)
{
Console.WriteLine(f);
X++;
f=x*XxX+x+1;
}
¥
}

IzvrSavanjem ovog programa dobijamo slededi ispis.

3

7

13
21
31
43
57
73

Na kraju vredi napomenuti i da je ovo samo jedna od mogucnosti za prevazilaZzenje navedenog
problema. Generalno govoreéi, Sto je problem koji posmatramo kompleksniji, veéa je i paleta
pristupa koje mozemo iskoristiti za njegovo resavanje.

2.10 Brojanje, sabiranje, mnoZenje

U programima ¢emo Cesto Zeleti da prebrojimo neke objekte, da saberemo neke brojeve, ili pak
da ih pomnozimo. Ta tri problema su srodna, i reSavamo ih na sli¢an nacin.

Za brojanje ¢emo koristiti promenljivu kojoj na pocetku dodeljujemo vrednost 0, a nakon toga
svaki put kada naidemo na neki od objekata (koje brojimo) uve¢avamo tu promenljivu za jedan.

Naredni program za dati prirodan broj n ispisuje broj prirodnih brojeva izmedu 1 i n koji su
deljivi sa 7, a nisu deljivi sa 3.
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 425;
int brojac = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
if (1 %7 ==0288%1%3I!=029)
{
brojac++;
}
}
Console.WritelLine(brojac);
}
}

U slucaju da Zelimo da saberemo vise brojeva, koristimo promenljivu kojoj na pocetku
dodeljujemo vrednost 0, a nakon toga svaki od brojeva koje sabiramo dodajemo na postojecu
vrednost te promenljive.

Sledi program koji za dat prirodan broj n ispisuje zbir svih stepena broja 2 koji su manji od n i
poslednja cifraim je 4.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 2000;
int s = 1, zbir = 0;
while (s < n)
{
if (s % 10 == 4)
{
zbir += s;
}
s *= 2;
}
Console.WriteLine(zbir);
}
}

Ako Zelimo da izradunamo proizvod viSe brojeva, koristimo promenljivu kojoj na pocetku
dodelimo vrednost 1, a potom vrednost te promenljive aZzuriramo mnozeci je svakim od pomenutih
brojeva.

Naredni program ispisuje proizvod svih neparnih brojeva koji su manji od datog prirodnog broja
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 15;
int proizvod = 1;
for (int i = 1; 1 < n; i += 2)
{
proizvod *= 1ij;
}
Console.WriteLine(proizvod);
}
}

32



3 Nizovii matrice

Do sada smo za Cuvanje podataka tokom izvrSavanja programa koristili samo promenljive. U
slucajevima kada je potrebno sacuvati vecu koli¢inu podataka potrebna nam je naprednija struktura
u koju takve podatke mozemo da smestimo, i da tim podacima kasnije moZemo lako da pristupimo.
Ovde ¢emo se detaljnije upoznati sa dve takve strukture podataka, nizovima i matricama.

3.1 Nizovi

U programiranju, pod pojmom niz podrazumevamo konacan niz promenljivih istog tipa. Mi éemo
deklarisati i koristiti nizove na dva nacina, zavisno od toga da li nam je duzina niza unapred poznata.
Sintaksa deklaracije niza ¢iju duZinu znamo u momentu deklaracije ima dve forme:

<tip>[] <ime> = new <tip>[<duzina_niza>];
<tip>[] <ime> = { <niz_vrednosti> };

Na primer, prva varijanta moze izgledati ovako:

int[] niz = new int[8];

a druga ovako:

double[] pera = { 4.5, 4.4, 2.9, 1.11, 6.55, 8.543 };

U prvoj varijanti samo smo deklarisali niz, dok smo u drugoj varijanti odmah i upisali navedene
vrednosti (redom) u niz. DuZina niza u prvoj varijanti je eksplicitno data, dok je u drugoj varijanti ona
jednaka broju elemenata navedenih unutar viticastih zagrada.

U slu¢aju da u momentu deklaracije ne znamo duzinu niza, deklarisacemo niz dovoljno velike
duZine u koji ¢emo kasnije smestati elemente niza. S obzirom na to da u ovom slucaju stvarna duZina
niza ne odgovara deklarisanoj duZini, pored samog niza potrebna nam je i dodatna celobrojna
promenljiva u kojoj ¢emo Cuvati stvarnu duZinu niza. Sintaksa deklaracije u ovom slucaju je sledeéa:

<tip>[] <ime> = new <tip>[<gornje_ogranicenje_duzine_niza>];
int <dIme> = 0;

Na primer,

int[] niz = new int[100];
int dNiz = 9;

Pri deklaraciji treba voditi racuna da deklarisana duZina niza bude dovoljno velika da niz mozZe da
primi sve elemente koje éemo u njega smestati tokom izvrSavanja programa. Za ime promenljive
<dIme> uvek éemo koristiti sledeéu konvenciju, dodaéemo slovo ,d“ ispred imena niza, pri cemu
samo ime niza navodimo velikim slovom. Tako npr, ako je ime niza ,pera“, promenljiva u kojoj
¢uvamo njegovu stvarnu duzinu zvaée se ,dPera”.
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Deklarisanu duZinu niza <ime> dobijamo sa <ime>.Length. Treba imati u vidu da su elementi niza
indeksirani pocevsi od nule, tj. brojevima od @ do <ime>.Length-1. Samim tim, prvi element niza
ima indeks 0, drugi element ima 1, itd. Da izbegnemo konfuziju, najées¢e ¢emo eksplicitno naglasiti
da govorimo o ,elementu niza sa odredenim indeksom®. Pristup elementu niza sa indeksom i obavlja
se pomocu <ime>[i].

Ako Zzelimo da ,prodemo” redom kroz ceo niz, to naj¢es¢e obavljamo FOR petljom. Naredni
program u datom nizu najpre menja vrednost elementu sa indeksom 2, a zatim redom ispisuje sve
elemente niza.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 4, 4, 7, 1, 6, 8 };
niz[2] = 333;
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
Console.WritelLine(niz[i]);
}
b
}

Sledi ispis koji dobijamo kad se program izvrsi.

U slede¢em programu korisnik unosi elemente sa tastature, gde ukupan broj elemenata koji ¢e
biti unet nije unapred poznat, ali pretpostavlja se da korisnik nec¢e uneti vise od 100 elemenata.
Nakon toga, redom se ispisuju elementi niza.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = new int[100];
int dNiz = o;
char c;

do
{
Console.Write("Unesite clan niza: ");
niz[dNiz] = int.Parse(Console.ReadLine());
dNiz++;
Console.Write("Da 1i zelite da zavrsite sa unosom (d/n)? ");
c = char.Parse(Console.ReadLine());
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while (c == 'n');

for (int i =

{

0; i < dNiz; i++)

Console.WritelLine(niz[i]);

Posto u promenljivoj dNiz ¢uvamo stvarnu duZinu niza, ¢im upiSemo novi element u niz odmah
uvecavamo vrednost promenljive dNiz — tako smo sigurni da ¢e njena vrednost uvek odgovarati broju
elemenata u nizu. Treba primetiti i da se ispis vrs$i samo do elementa sa indeksom dNiz-1 (Sto je
poslednji stvarni element niza), iako niz ima 100 deklarisanih elemenata.

Jedna varijanta ispisa ovog programa sledi.

Unesite clan

niza: 4

Da 1i zelite da zavrsite sa unosom (d/n)?
Unesite clan niza: 78

Da 1i zelite da zavrsite sa unosom (d/n)?
Unesite clan niza: -3

Da 1i zelite da zavrsite sa unosom (d/n)?
Unesite clan niza: 99

Da 1i zelite da zavrsite sa unosom (d/n)?
4

78

-3

99

U narednom programu, za dati niz ispisuju se najpre redom svi parni elementi niza, a nakon toga
redom svi neparni elementi niza.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int[] niz = { 2, 1, 124, 21, 1, -7, 44, 1000, 3, 12, 111 };
for (int i = @; i < niz.Length; i++)

{
if (niz[i] % 2 == 0)
{
Console.Write("{0} ", niz[i]);
}
}
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
if (niz[i] % 2 != 0)
{
Console.Write("{0} ", niz[i]);
}
}

35



Console.WriteLine();

Ispis ovog programa sledi.
2 124 44 1000 12 1 21 1 -7 3 111

U slede¢em programu kreiramo novi niz u koji smeStamo elemente datog niza u obrnutom
redosledu. Nakon toga redom ispisujemo elemente novog niza.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 6, 1, 4, 7, 9, 3, 5 };
int[] novi = new int[niz.Length];
for (int i = @; i < niz.Length; i++ )
{
novi[novi.Length - i - 1] = niz[i];
}
for (int i = @; i < novi.Length; i++)
{
Console.Write("{@} ", novi[i]);
}
Console.WriteLine();
}
}

S obzirom da smo niz novi kreirali nakon deklaracije datog niza niz, u momentu deklaracije niza
novi veé je poznata duZina koju ovaj niz treba da ima — ona je ista kao i duZina niza niz, te je ¢itamo
preko niz.Length i koristimo za deklaraciju niza novi.

Ispis ovog programa sledi.

5397416

Naredni program za dati niz ispisuje redom sve njegove elemente do prvog negativnog
elementa. U slucaju da u nizu nema negativnih elemenata, ispisuju se svi elementi niza.

class Program

{

static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 3, 1, 12, 22, o, 8, 44, -2, 1, -8 };
int 1 = @;
while (i < niz.Length && niz[i] >= @)
{
Console.WriteLine(niz[i]);
i++;
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Ispis programa sledi.

3
1
12
22
0
8
44

U prethodnom programu, uslov WHILE petlje sadrZzi konjunkciju dva uslova — drugi uslov
zaustavlja dalje izvrSavanje petlje kada naidemo na negativan broj, dok prvi zaustavlja izvrSavanje
kada stignemo do kraja niza (u slucaju da su svi elementi niza nenegativni). Pritom, zaustavljanje na
kraju niza ¢e se dogoditi kada vrednost promenljive i postane niz.Length. Primetimo da za tu
vrednost promenljive i postavljanje drugog uslova u konjunkciji, niz[i] >= 0, nema smisla, jer niz
nema element sa tim indeksom. Ipak, u tom sluc¢aju nece doci do greske, jer se u programskom jeziku
C# drugi logicki izraz u konjunkciji uopste ne posmatra ako je prvi logicki izraz netacan (na osnovu te
informacije je vec jasno da je cela konjunkcija neta¢na). Naravno, ukoliko bismo logickim izrazima u
programu zamenili mesta doslo bi do greske (u slucaju kada dati niz nema negativnih elemenata).

3.2 Ekstremni elementi

Generalno gledano, u ovom delu bavimo se nalazenjem ekstremnih elementa, po nekom kriterijumu,
u datom skupu vrednosti. Da bismo to uradili prolazimo kroz elemente skupa, jedan po jedan, sve
vreme Cuvajuéi vrednost ekstremnog elementa skupa elemenata kroz koje smo do tada prosli. Za
svaki novi element koji posmatramo poredimo njegovu vrednost sa trenutno sacuvanom
ekstremnom vrednoscu, koju azuriramo ako je to potrebno.

Za cele i realne brojeve standardni poredak dat je relacijom <, i u tom sluéaju ekstremne elemente
konacnog skupa nazivamo minimum i maksimum.

Naredni program nalazi i ispisuje minimalni element datog niza.

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 2, 9, 2, 12, -4, 1, -7, 4 };
int m = niz[@];
for (int i = 1; i < niz.Length; i++)

{
if (niz[i] < m)
{
m = niz[i];
}
}
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Console.WriteLine("Najmanji element datog niza je {0}.", m);

U predhodnom programu imali smo poseban tretman za element sa indeksom 0 — najpre smo
njegovu vrednost prepisali u promenljivu m, da bismo nakon toga, u potrazi za minimumom, prosli
kroz sve ostale elemente niza.

U naprednijoj varijanti ovog pristupa, u promenljivu m inicijalno moZemo upisati neki ,broj za koji
znamo da je veci od svih elemenata niza” i onda izvrsiti isti proces redom za sve elemente niza,
uklju€ujudi i element sa indeksom 0. U tom slucaju, u promenljivu m ¢e ve¢ u prvom prolasku kroz
petlju biti smestena vrednost elementa sa indeksom 0 (jer je taj element sigurno manji od inicijalne
vrednosti promenljive m), a ostatak procesa odvijace se potpuno isto kao u prethodnom programu.

Ostaje nam da odaberemo pogodan ,broj za koji znamo da je veci od svih elemenata niza“. Za
tip int, najvedi i najmanji broj koji se moze smestiti u promenljivu tog tipa dobijaju se pomocu
int.MaxValue i int.MinValue. Samim tim, int.MaxValue je sigurno vedi ili jednak svim elementima
svakog niza koji sadrZi brojeve tipa int. Za tip double imamo double.PositiveInfinity i
double.NegativeInfinity, i svi brojevi tipa double nalaze se izmedu ove dve vrednosti.

Koris¢enjem opisanog pristupa, na drugi nacin nalazimo minimum niza i ispisujemo ga.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 2, 9, 2, 12, -4, 1, -7, 4 };
int m = int.MaxValue;
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
if (niz[i] < m)
{
m = niz[i];
}
}
Console.WriteLine("Najmanji element datog niza je {0}.", m);
}
}

Maksimum i minimum niza <ime> mogu se dobiti direktno pomocu <ime>.Max() i <ime>.Min().
Treba imati u vidu da ukoliko je stvarna duZina niza manja od deklarisane, ovi metode ne smemo
koristiti jer mogu dati pogreSne vrednosti.

Naredni program nalazi i ispisuje najveci neparan element datog niza.

class Program

{

static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 6, 1, 4, 7, 9, 3, 5, 11, 8, 13, 42 };
int m = int.MinValue;
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
if (niz[i] % 2 == 1 && niz[i] > m)
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m = niz[i];

}

Console.WriteLine(m);

Primetimo da reSavajuci prethodni zadatak nismo mogli da na pocetku programa promenljivoj m
jednostavno dodelimo vrednost prvog neparnog elementa, jer njegova pozicija zavisi od parnosti
elemenata datog niza i nije unapred poznata. S druge strane, koris¢enjem ve¢ pomenutog
naprednijeg pristupa i int.Minvalue lako i efikasno prevazilazimo ovaj problem.

U narednom programu za dati niz koji sadrZi realne brojeve nalazimo i ispisujemo najvedi
element niza i element niza koji je drugi po veli¢ini.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
double[] niz = { 2.3, 9.1, 2.7, 12.4, -4.44, 1.6, -7.3, 4.0 };
double maxl = double.NegativeInfinity, max2 = double.NegativeInfinity;
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
if (niz[i] > max1)
{
max2 = max1;
maxl = niz[i];
}
else if (niz[i] > max2)
{
max2 = niz[i];
}
}
Console.WritelLine("Dva najveca elementa datog niza su {0} i {1}.",
maxl, max2);
}
}

3.3 Sortiranje niza

Sortiranje niza brojeva je jedan od najvaznijih problema u racunarstvu. Za dati niz, Zelimo da
uredimo njegove elemente u neopadajuéem poretku. Na primer, kada tako uredimo niz{ 5, 3, -1,
2, 7, 3 }dobijamo { -1, 2, 3, 3, 5, 7 }.Postoji mnogo razliCitih pristupa sortiranju, mi éemo
ovde navesti dva relativno jednostavna algoritma — tzv. bubble-sort (,sortiranje isplivavanjem®) i
insertion-sort (,,sortiranje umetanjem®). Postoje i drugi algoritmi sortiranja od kojih su neki opisani u
[7; 8].

Kod bubble-sort algoritma vrsi se veci broj uzastopnih poredenja susednih elemenata u nizu koji
sortiramo. Konkretno, algoritam obavlja sortiranje niza sa n elemenata un — 1 ,,prolaza®“.

U prvom prolazu, najpre poredimo prva dva elementa niza. U slu¢aju da je prvi veéi od drugog,
menjamo im mesta. Nakon toga, poredimo drugi i trec¢i element, menjajuc¢i im mesta ako je drugi vedi
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od treceg. Isti proces ponavljamo i za treci i Cetvrti element, pa Cetvrti i peti, i redom za sve parove
susednih elemenata do kraja niza, zavrSavajuci time prvi prolaz. Primetimo da se nakon prvog prolaza
najveci element niza sigurno nalazi na poslednjoj poziciji — on je kroz ovaj proces ,isplivao” na
poslednju poziciju (otud poti¢e ime algoritma).

U drugom prolazu ponavljamo isti proces, redom poredeéi susedne elemente, s tim da
zavrSavamo prolaz jedan korak ranije (imajuci u vidu da se na poslednjoj poziciji ve¢ nalazi najvedi
element niza). Slicno kao u prethodnom slucaju, nakon drugog prolaza element niza koji je drugi po
veli¢ini ,,isplivao” je na pretposlednju poziciju.

Dalje nastavljamo sa prolazima, skracujuéi svaki sledeci prolaz za jedno poredenje. Nakon n — 1
prolaza, niz je sortiran.

Ovaj proces ilustrovaéemo primerom, sortirajuci niz koji redom sadrzi elemente 3,9, 5, 6 1.

prvi prolaz:

39561 > 39561 (3<9, pane dolazi do zamene)
39561 > 35961 (9 > 5, pa dolazi do zamene)
35961 > 35691 (9 > 6, pa dolazi do zamene)
35691 > 35619 (9 > 1, pa dolazi do zamene)
drugi prolaz:

35619 > 35619
35619 > 35619
35619 > 35169

tredi prolaz:
35169 > 35169
35169 > 31569

Cetvrti prolaz:
31569 > 13569

U nastavku sledi program koji sortira niz navedenim algoritmom, i nakon toga ga ispisuje.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int[] niz = { 2, 9, 2, 12, -4, 1, -7, 4, 77, @ };
for (int i = @; i < niz.Length - 1; i++)

{
for (int j = @; j < niz.Length - 1 - i; j++)
if (niz[j] > niz[]j + 1])
{
int pom = niz[j + 1];
niz[j + 1] = niz[j];
niz[j] = pom;
}
}
}
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for (int i = @; i < niz.Length; i++)

{
}

Console.WriteLine(niz[i]);

Kada se program izvrsi, dobijamo slededi ispis.

Prelazimo na opis insertion-sort algoritma za sortiranje niza.

U datom nizu najpre izdvajamo element sa indeksom jedan. Zavisno od toga da li je izdvojeni
element vedi od elementa sa indeksom nula, umeéemo ga pre ili posle elementa sa indeksom nula,
tako da prva dva elementa niza budu sortirana (tj. poredana u neopadajuc¢em redosledu). Nakon toga
izdvajamo element sa indeksom dva, te ga umecemo u vec sortirani pocetni dvoelementni segment
na odgovarajuc¢e mesto tako da sada prva tri elementa niza budu sortirana. Isti proces nastavljamo
redom sa svim preostalim elementima niza.

U opstem slucaju, pretpostavimo da je prvih k elemenata niza (elementi sa indeksima
0,1,2,...,k — 1) vec sortirano i da Zelimo da u sortirani deo umetnemo izdvojeni element sa
indeksom k. Pomeramo za jedno mesto udesno elemente u sortiranom delu koji su veéi od
izdvojenog elementa, jedan po jedan — najpre element sa indeksom k — 1 pomerimo na poziciju k,
potom element sa indeksom k — 2 pomerimo na poziciju k — 1, itd, sve dok , upraznjeno mesto” ne
bude na poziciji na koju Zelimo da umetnemo izdvojeni element.

U tabeli 7 dat je primer primene ovog algoritma na niz koji sadrzi elemente 6, 3, 5, 1, 8 i 4.
Sortiran pocetni deo niza oznafen je masnim slovima, a trenutno izdvojen element ima Zutu
pozadinu.

Kada piSemo program koji sortira niz ovim algoritmom, prilikom umetanja moramo voditi racuna
o tome da sve elemente sortiranog bloka koji se nalaze desno od pozicije umetanja pomerimo za
jedno mesto udesno (redom zdesna na levo). Izdvojeni element pre umetanja moramo sacuvati u
pomocnoj promenljivoj, jer ¢e vec prilikom prvog prolaza kroz WHILE petlju biti prebrisan.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int[] niz = { 2, 9, 2, 12, -4, 1, -7, 4, 0, 77 };
for (int i = 1; i < niz.Length; i++)
{
int pom = niz[i];
int j = i;
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while (j > @ && niz[j - 1] > pom)

{
niz[j] = niz[]j - 1];
i--;
}
niz[j] = pom;
}
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
Console.WritelLine(niz[i]);
}
}
}
635184
3 3
635184 6 5184 65184 365184
5 5

365184 36_184 3_6184 356184

1 1 1 1
356184 356_84 35_6284 3_56284 _ 35684 135684

13563814 1356 _4 1356814

4 4 4 4
1356814 13568 _ 1356 _38 135_638 13_5638 1345638

Tabela 7. Primer sortiranja algoritmom insertion-sort

Sortiranje niza <niz> moZze se izvrsiti i pomoéu metoda Array.Sort(<niz>). Treba voditi racuna
da ovaj metod sortira sve elemente niza, $to nije ono $to Zelimo ako stvarna duZina niza nije jednaka
deklarisanoj.

3.4 Skupovii multiskupovi

U matematici, skup predstavlja neuredenu kolekciju razli¢itih elemenata, dok je multiskup
neuredena kolekcija elemenata koji se mogu i ponavljati (viSe od jednom). Jedan ocigledan nacin
predstavljanja skupova i multiskupova je preko niza koji (u proizvoljnom redosledu, koji sami biramo)
sadrzi elemente skupa (odnosno multiskupa). Takvo predstavljanje je zgodno za skupove i
multiskupove koji se ne menjaju ili im se samo dodaju elementi, no nije prakticno kada Zelimo da
uklanjamo elemente, jer je uklanjanje elementa iz sredine niza komplikovan i spor proces.

U slucaju da znamo da se svi elementi skupa (ili multiskupa) nalaze u nekom unapred utvrdenom
skupu vrednosti (koji ¢emo zvati univerzum), predstaljvanje se moZe uraditi i na drugi nacin, tako da
se kasnije dodavanje i uklanjanje elemenata moze uraditi brzo i elegantno. U tom slucaju skupove
¢emo deklarisati kao niz tipa bool Cija je duZina jednaka kardinalnosti univerzuma, a multiskupove
kao niz tipa int ¢ija je duZina jednaka kardinalnosti univerzuma.
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Za skup predstavljen kao niz tipa bool Cija je duZina jednaka kardinalnosti univerzuma
interpretacija je slede¢a — element niza ima vrednost true ako i samo ako se odgovarajuci element
univerzuma nalazi u skupu. Na primer, ako je univerzum {0,1,2,3,4}, a skup koji Zelimo da
predstavimo je {1, 4}, predstavili bismo ga logickim nizom { false, true, false, false, true }.

U slede¢em programu dat je univerzum (kao niz razli¢itih celih brojeva), a zatim se generisu
skupovi A i B koji sadrze, respektivno, sve elemente univerzuma koji su deljivi sa tri, i sve parne
elemente univerzuma. Nakon toga se iz skupa A izbacuju oni elementi koji pripadaju skupu B (drugim
re¢ima, nakon tog procesa u skupu A nalazi se razlika skupova A \ B), da bi tako aZuriran skup 4 na
kraju bio ispisan.

class Program

{

static void Main(string[] args)
{
int[] univerzum = { -9, -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1,
0: 1, 2) 3: 4, 5, 6, 7, 8) 9 }J
bool[] skupA = new bool[univerzum.Length];
bool[] skupB = new bool[univerzum.Length];
for (int i = @; i < univerzum.Length; i++)

{
if (univerzum[i] % 3 == 0)
{
skupA[i] = true;
}
else
{
skupA[i] = false;
}
if (univerzum[i] % 2 == 9)
{
skupB[i] = true;
}
else
{
skupB[i] = false;
}
}
for (int i = @; i < univerzum.Length; i++)
{
if (skupA[i] && skupB[i])
{
skupA[i] = false;
}
}

bool pocetak = true;
Console.Write("{");
for (int i = @; i < univerzum.Length; i++)
{
if (skupA[i])
{
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if (pocetak)

{
pocetak = false;
}
else
{
Console.Write(", ");
}

Console.Write("{@}", univerzum[i]);

}

Console.WriteLine("}");

Kada se program izvrsi, dobijamo slededi ispis.
{_9) '31 3) 9}

Kada multiskup predstavljamo kao niz tipa int Cija je duZina jednaka kardinalnosti univerzuma,
interpretacija je slede¢a — svaki element tog niza ima vrednost jednaku multiplicitetu (broju
pojavljivanja u multiskupu) odgovarajuéeg elementa univerzuma. Ovakvo predstavljanje multiskupa
naziva se i histogram. Na primer, ako je univerzum {0,1,2,3,4}, a multiskup koji Zelimo da
predstavimo {1, 1,1, 1, 1, 2, 4, 4}, predstavili bismo ga celobrojnim nizom { @, 5, 1, o, 2 }.

U sledeéem programu, dat je niz jednocifrenih celih brojeva, a zatim se formira multiskup
(histogram) koji sadrzi multiplicitet (u datom nizu) svakog od brojeva univerzuma. Posto su svi
elementi niza jednocifreni, univerzum je skup brojeva {0, 1, ..., 9} koji tatno odgovara indeksima niza
kojim je predstavljen multiskup, te nije potrebno posebno deklarisati niz koji sadrzi univerzum.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz ={ 2, 3, 4, 3, 2,1, 5,9, 0, 2, 3, 3, 3, 4, 9, 2 };
int[] multiskup = new int[10];
for (int i = @; i < multiskup.Length; i++)
{
multiskup[i] = ©;
}
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
multiskup[niz[i]]++;
}
Console.WritelLine("Najfrekventniji element datog multiskupa pojavljuje
se u nizu {0} puta.", multiskup.Max());
}
}

Prilikom izvrSavanja programa, ispisuje se poruka da se najfrekventniji element niza niz
pojavljuje 5 puta, Sto je u nizu datom u primeru element 3.
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3.5 Matrice

Neformalno govoreéi, matricu mozemo posmatrati kao tabelu u koju su smeStene vrednosti
istog tipa podataka. Za razliku od nizova koji su jednodimenzionalni, matrice imaju dve dimenzije -
podaci su organizovani u redove (vrste) i kolone.

Sintaksa deklaracije matrice ¢ije dimenzije znamo u momentu deklaracije ima dve forme:

<tip>[,] <ime> = new <tip>[<broj_vrsta>, <broj_kolona>];
<tip>[,] <ime> = { <niz_nizova_vrednosti> };

Na primer, prva varijanta mozZe izgledati ovako:

int[,] mat = new int[8, 3];

a druga ovako:

int[)] nova = { { 1) 2) 3) 4 }) { 2) 3) 4) 5 }J { 3) 4) 5) 6 } };

U prvoj varijanti smo samo deklarisali matricu, dok smo u drugoj varijanti odmah i upisali
navedene vrednosti, tako Sto smo redom naveli vrste matrice (gde je svaka vrsta data kao niz
vrednosti koje se nalaze u toj vrsti, i sve vrste moraju imati isti broj elemenata). Dimenzije matrice u
prvoj varijanti su eksplicitno date, dok je u drugoj varijanti broj vrsta i broj kolona odreden datim
podacima. U navedenom primeru, matrica nova ima tri vrste i Cetiri kolone, a struktura joj je sledeca:

U slu¢aju da u momentu deklaracije ne znamo ta¢ne dimenzije matrice, deklarisacemo dovoljno
veliku matricu da primi sve podatke koje u nju planiramo da smestimo. S obzirom na to da u ovom
slucaju broj redova i kolona matrice ne odgovara deklarisanim dimenzijama, pored same matrice
potrebne su nam i dve dodatne celobrojne promenljive u kojima éemo cuvati stvarne dimenzije
matrice. Sintaksa deklaracije u ovom slucaju je sledeca:

<tip>[,] <ime> = new <tip>[<gornje_ogr_broja_vrsta>, <gornje_ogr_broja_kolona>];
int <nIme> = 9, <mIme> = 0O;

Na primer,

int[,] mat = new int[50, 50];
int nMat = 0, mMat = 9;

Za imena promenljivih <nIme> i <mIme> primenjujemo slicnu konvenciju kao kod nizova —
doda¢emo slovo ,,n“, odnosno ,m*, ispred imena matrice, pri ¢emu samo ime matrice navodimo
velikim slovom. Deklarisani broj redova matrice <mat> dobijamo pomocu <mat>.GetLength(®), a broj
kolona sa <mat>.GetLength(1). Elementu matrice <mat> koji se nalazi u vrsti sa indeksom i i koloni
sa indeksom j pristupamo pomoéu <mat>[i, j]. Ovaj element zva¢emo i element na poziciji (i, j).
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Kao i kod nizova, indeksi vrsta i kolona matrice pocinju od 0, pa npr. matrica sa tri vrste ima vrste sa
indeksima 0, 1i 2.

Ako Zelimo da ,prodemo” kroz sve elemente matrice, za to najcesce koristimo dve ugnjezdene
FOR petlje. Naredni program najpre menja vrednost elementa date matrice na poziciji (0,1), a zatim
ispisuje sve elemente matrice.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[,] mat={ {1, 2, 33}, {5,7, 9%} 1}
mat[@, 1] = 555;
for (int i = @; i < mat.GetLength(@); i++)
{
for (int j = 0; j < mat.GetLength(1l); j++)
{
Console.WriteLine(mat[i, j]);
}
}
}
}

Prilikom izvrSavanja programa dobijamo sledei ispis.

555

O N U1 W

Kao Sto vidimo, ovakvim prolazom kroz matricu (pomocu dve ugnjezdene FOR petlje) najpre su
redom ispisani svi elementi prve vrste, a zatim redom svi elementi druge vrste. Drugim recima,
redosled prolaska je slededi:

»
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U narednom programu korisnik najpre unosi broj vrsta i kolona matrice, uz pretpostavku da
nijedan od ta dva broja neée biti veéi od 20. Nakon toga, od korisnika se o¢ekuje da redom unese
elemente matrice. Naposletku, uneta matrica se ispisuje.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
double[,] mat = new double[20, 20];

int nMat = @, mMat = 9;
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Console.Write("Unesite broj redova matrice: ");
nMat = int.Parse(Console.ReadLine());
Console.Write("Unesite broj kolona matrice: ");
mMat = int.Parse(Console.ReadLine());

for (int i = ©; i < nMat; i++)

{
for (int j = 0; j < mMat; j++)
{
Console.Write("Unesite element na poziciji ({@}, {1}): ", i, j);
mat[i, j] = double.Parse(Console.ReadLine());
}
}

Console.WriteLine();
Console.WriteLine("Vasa matrica:");
for (int i = @; i < nMat; i++)

{
for (int j = @; j < mMat; j++)
{
Console.Write("{0,9:N2}", mat[i, j]);
}
Console.WriteLine();
}

Moguci ispis prilikom izvrSavanja prethodnog programa sledi.

Unesite broj redova matrice: 3

Unesite broj kolona matrice: 2

Unesite element na poziciji (e, ©): 2.2
Unesite element na poziciji (e, 1): 333
Unesite element na poziciji (1, ©): -18
Unesite element na poziciji (1, 1): 3.14159
Unesite element na poziciji (2, 0): 100.1
Unesite element na poziciji (2, 1): 123

Vasa matrica:
2.20 333.00
-18.00 3.14
100.10 123.00

U slede¢em programu, od korisnika se trazi da unese broj vrsta i broj kolona matrice. Nakon
toga, kreira se matrica tih dimenzija koja na poziciji (i, j) ima element ¢ija je vrednost i - j, a zatim se
ta matrica i ispisuje.

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
Console.Write("Broj vrsta: ");
int nMat = int.Parse(Console.ReadLine());
Console.Write("Broj kolona: ");
int mMat = int.Parse(Console.ReadLine());
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int[,] mat = new int[nMat, mMat];
for (int i = @; i < nMat; i++)
{
for (int j = ©; j < mMat; j++)
{
mat[i, j] =1 * j;
}
}
for (int i = @; i < nMat; i++)
{
for (int j = ©; j < mMat; j++)
{
Console.Write("{0,6}", mat[i, j]);
}
Console.WritelLine();
}

Moguci ispis prilikom izvrSavanja ovog programa sledi.

Broj vrsta: 8
Broj kolona: 6

(7] (] 0 0 (7]

0 1 2 3 4 5
0 2 4 6 8 10
0 3 6 9 12 15
0 4 8 12 16 20
0 5 10 15 20 25
0 6 12 18 24 30
0 7 14 21 28 35

U narednom programu, kreira se niz Ciji je broj elemenata jednak broju kolona date matrice,
zatim se u svaki element tog niza smesta zbir elemenata koji se nalaze u odgovarajucoj koloni date
matrice, a na kraju se taj niz i ispisuje.

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int[,] mat={{1, 2, 3, 4}, {2, 3,4,5%}, {3, 4,5,61}};
int[] niz = new int[mat.GetLength(1)];
for (int 1 = 0; 1 < niz.Length; 1++)

{
int s = 0;
for (int k = @; k < mat.GetLength(0); k++)
{
s += mat[k, 1];
}
niz[1l] = s;
}

for (int i = @; i < niz.Length; i++)
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Console.Write("{0} ", niz[i]);
}

Console.WriteLine();

Prilikom izvrSavanja programa, dobijamo slededi ispis.
69 12 15

U narednom programu kreiramo kvadratnu matricu koja na glavnoj dijagonali redom ima
elemente datog niza, a izvan glavne dijagonale ima jedinice. Zatim tu matricu i ispisujemo.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 3, -1, 3, 4, 12, 21 };
int n = niz.Length;
int[,] mat = new int[n, n];
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
if (1 == j)
{
mat[i, j] = niz[i];
}
else
{
mat[i, j] = 1;
}
}
}
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
Console.Write("{0, 4}", mat[i, j1);
}
Console.WriteLine();
}
}
}

Kako je duzina glavne dijagonale matrice koju kreiramo jednaka duZini datog niza, i broj vrsta i
broj kolona te matrice jednak je duZini datog niza. S obzirom da u programu vise puta Zelimo da
iskoristimo vrednost duzine datog niza, prakticno je uvesti novu promenljivu n Cija je vrednost
niz.Length.
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Prilikom izvrSavanja programa, dobijamo slededi ispis.

3 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 1
1 1 3 1 1 1
1 1 1 4 1 1
1 1 1 1 12 1
1 1 1 1 1 21

Naredni program kreira i ispisuje kvadratnu matricu u kojoj se dati niz nalazi neposredno ispod
glavne dijagonale, sa elementima u obrnutom redosledu, ispod njega su dvojke, a iznad njega su

trojke. Glavnu dijagonalu Cine elementi Ciji su indeksi vrste i kolone jednaki.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 17, -1, 77, 44, 55, -9 };
int[,] mat = new int[niz.Length + 1, niz.Length + 1];
for (int i = @; i < mat.GetLength(@); i++)
{
for (int j = @; j < mat.GetLength(1); j++)
{
if (1 ==3+1)
{
mat[i, j] = niz[niz.Length - i];
}
else if (i > j + 1)
{
mat[i, j] = 2;
}
else
{
mat[i, j] = 3;
}
}
}
for (int i = @; i < mat.GetLength(@); i++)
{
for (int j = ©; j < mat.GetLength(1); j++)
{
Console.Write("{0,4}", mat[i, j1);
}
Console.WritelLine();
}
}
}

Kada se program izvrsi, dobijamo slededi ispis.
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44 3 3 3
2 77 3 3
2 2 -1 3
2 2 2 17

N NMNDNDN
N NMNDNDN
w w w w

Slededi program ispisuje matricu koja se dobija od date kvadratne matrice kada se elementi na
sporednoj dijagonali zamene redom (od donjeg levog ugla ka gornjem desnom uglu) prirodnim
brojevima, pocevsi od broja jedan.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[,]mat = { {1, 2, 7, 8 },
{ 2) 3) 4) 5 }J
{ 9) 1) 5) 6 } };
int[,] nova = new int[mat.GetLength(1), mat.GetLength(9)];
for (int i = @; i < mat.GetLength(@); i++)
{
for (int j = ©; j < mat.GetLength(1); j++)
{
nova[j, i] = mat[i, j];
}
}
for (int i = @; i < nova.GetLength(@); i++)
{
for (int j = ©; j < nova.GetLength(1); j++)
{
Console.Write(("{0,4}", noval[i, j]);
}
Console.WritelLine();
}
}
}

lako je data matrica dvodimenzionalna struktura, vrednosti se menjaju samo na sporednoj
dijagonali (koja je jednodimenzionalna), pa te promene mozemo izvrsiti jednom FOR petljom.
IzvrSavanjem programa dobijamo slededi ispis.

N
N NN W
o b wn
O R VA

U narednom programu kreira se i ispisuje matrica koja se dobija od date matrice
transponovanjem, tj. simetricnim preslikavanjem preko glavne dijagonale.
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[,Imat = { {1, 2, 7, 8 },
{ 21 3) 4) 5 }J
{9,1,5,61}1};
int[,] nova = new int[mat.GetLength(1), mat.GetLength(0)];
for (int i = @; i < mat.GetLength(@); i++)
{
for (int j = @; j < mat.GetLength(1); j++)
{
nova[j, i] = mat[i, j];
}
}
for (int i = @; i < nova.GetLength(@); i++)
{
for (int j = ©; j < nova.GetLength(1); j++)
{
Console.Write("{0,4}", noval[i, j]);
}
Console.WriteLine();
}
}
}

Nakon Sto se izvrsi program ispisuje se sledec¢a matrica.

0NN PR
vt b W N
[N B o)

Ako Zelimo da kreiramo i ispiSemo matricu koja se dobija od date matrice rotacijom za 90° u
smeru kazaljke na satu, to moZzemo uraditi koristeci prethodni program u kome je linija

noval[j, i] = mat[i, j];

zamenjena sledecom linijom

nova[j, nova.GetLength(1) - i - 1] = mat[i, jI;

U tom slucaju, izvrSavanjem dobijamo ispis:

<) NV, B Vo
vl b wN
0NN R

U narednom programu kreira se i ispisuje matrica koja sadrzi redom kolone ¢iji su indeksi
elementi datog niza.
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class Program

{

static void Main(string[] args)

{

int[,I mat={ {1, 2, 3, 4 },
{21 3) 415}.'
{3,4,5 61}};
int[] niz = { 1, 1, @, 3, 3, 2, 0 };

int[,] nova = new int[mat.GetLength(®), niz.Length];
for (int j = @; j < niz.Length; j++)

{
for (int i = @; i < mat.GetLength(0); i++)
{
nova[i, j] = mat[i, niz[j]];
}
}

for (int i = @; i < nova.GetLength(9); i++)
{
for (int j = ©; j < nova.GetLength(1); j++)
{
Console.Write("{0,4}", noval[i, jl);
}

Console.WritelLine();

Kada se program izvrsi, dobijamo slededi ispis.

2 2 1 4 3 1
3 3 2 5 5 2
3 6 5 3
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4 Matematicki problemi

U reSavanju matematickih problema, posebno ukoliko je problem konacne prirode, koriséenje
raCunara moze biti od velike pomoci. U ovoj glavi bavicemo se traZzenjem odgovora na pitanja koja su
konjunkcija ili disjunkcija veéeg broja uslova. Takode, razmotriéemo nacine da se uhvatimo u kostac
sa problemima iz teorije brojeva, kao i problemima u kojima se posmatraju cifre u zapisu broja.

4.1 KonjunKkcije i disjunkcije veceg broja uslova

U nekim situacijama potrebno je proveriti da li je istovremeno zadovoljen veci broj uslova,
odnosno, preciznije govoredi — proveriti da li je konjunkcija skupa iskaza ta¢na. Kao $to je poznato,
konjunkcija skupa iskaza je tacna ako i samo ako su svi iskazi tacni.

Probleme tog tipa genericki reSavamo uvodenjem logi¢ke promenljive kojoj najpre dajemo
vrednost ,tacno”, a zatim prolazimo redom kroz pomenute iskaze i (svaki put) kada naidemo na
netacan iskaz postavljamo vrednost promenljive na ,neta¢no”. Nakon prolaska kroz sve iskaze,
promenljiva ima vrednost ,,ta¢no” ako i samo ako su svi iskazi tacni.

Na slican nacin proveravamo i disjunkcije veéeg broja iskaza, imajuéi u vidu da je disjunkcija
iskaza zapravo ekvivalentna negaciji konjunkcije negacija istih iskaza,

x1VxV . Vx, = =(—ax A= A=xg).

Kada proveravamo da li je disjunkcija skupa iskaza tac¢na, logickoj promenljivoj najpre dajemo
vrednost ,,netacno”, a zatim prolazimo redom kroz pomenute iskaze i (svaki put) kada naidemo na
tacan iskaz postavljamo vrednost promenljive na ,tacno”. Nakon prolaska kroz sve iskaze,
promenljiva ima vrednost ,tacno” ako i samo ako je bar jedan iskaz tacan.

Sledeci program ispisuje , True“ ako su svi elementi datog niza parni brojevi, a inace ispisuje
,False”.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int[] niz = { 3, 2, 5, 8, 3, 19, 22 };
bool sviParni = true;
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
if (niz[i] % 2 != @)
{

sviParni = false;

}

Console.WriteLine(sviParni);

Kada se izvrsi program, na ekranu e se ispisati False.
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Primetimo da se u prethodnom programu uvek prolazi kroz sve elemente niza, iako je odgovor
na pitanje ,Da li su svi elementi datog niza parni brojevi?” poznat ¢im naidemo na prvi neparan
element niza. Sledi efikasnija verzija istog programa u kojoj umesto FOR petlje koristimo WHILE
petlju, sto nam omogucava da ranije zavrSimo prolazak kroz niz ukoliko naidemo na neparan
element.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int[] niz = { 3, 2, 5, 8, 3, 19, 22 };
bool sviParni = true;
int 1 = 0;
while (i < niz.Length && sviParni)

{
if (niz[i] % 2 != @)

{

sviParni = false;
i++;

Console.WritelLine(sviParni);

U narednom programu ispisuje se , True” ako je bar jedan element date matrice jednak nuli, a
inace se ispisuje ,False”.
Jasno je da je uslov koji treba proveriti zapravo disjunkcija ve¢eg broja uslova.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[,I mat={ {1, 2, 3, 4 },
{3,3, 4,51},
{3,4,5,61%}1};
bool jedanNula = false;
for (int i = @; i < mat.GetLength(@); i++)
{
for (int j = 0; j < mat.GetLength(1l); j++)
{
if (mat[i, j] == @)
{
jedanNula = true;
}
}
}
Console.WritelLine(jedanNula);
}
}

Nakon izvrSavanja programa na ekranu ¢e se ispisati False.
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| kod disjunkcije veceg broja uslova proveru mozemo izvrsiti efikasnije, koriste¢i WHILE petlju
umesto FOR petlje, sto nam omogucava da ranije zavrsimo prolazak (¢im prvi put naidemo na
zadovoljen uslov). Imajudi to u vidu, ponovo resavamo prethodni problem.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[,I mat={ {1, 2, 3, 4 },
{3,8,4,51},
{3)4)5)6}};
bool jedanNula = false;
int 1 = 0;
while (!jedanNula & & i < mat.GetLength(®@))
{
int j = 0;
while (!jedanNula && j < mat.GetLength(1))
{
if (mat[i, j] == 0)
{
jedanNula = true;
}
J++;
}
i++;
}
Console.WriteLine(jedanNula);
}
}

Slededi program ispisuje sve vrste date matrice u kojima se svi elementi zavrsavaju cifrom 3.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int[,] mat

I
~~

s 2, 3, 41,

, 33, 43, 503 },

, 4, 5, 6 },

, 43, 3, 3%} 3}

0; i < mat.GetLength(9); i++)

lotn Nt W e W et
w w w K

for (int i

{

bool uslov

true;

for (int j = @; j < mat.GetLength(1); j++)
{

if (mat[i, j] % 10 != 3)

{

uslov = false;

}
}
if (uslov)
{

for (int j = @; j < mat.GetLength(1); j++)

56



Console.Write("{0, 6} ", mat[i, j1);
}

Console.WriteLine();

Ispis koji se dobija prilikom izvrSavanja programa sledi.

3 33 43 503
3 43 3 3

Naredni program za dva data niza ispisuje ,True” ako prvi niz sadrZi drugi niz kao podniz (na
uzastopnim pozicijama), a inace ispisuje ,False”.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] niz1 = { 3, 2, 5, 8, 3, 19, 22, 3, 5, 7, 6, 3, 4 };
int[] niz2 = { 3, 5, 7 };
bool jePodniz = false;
for (int i = @; i <= nizl.Length - niz2.Length; i++)
{
bool poklapaSe = true;
for (int j = ©; j < niz2.Length; j++)
{
if (nizi[i + j] !'= niz2[j])
{
poklapaSe = false;
}
}
if (poklapaSe)
{
jePodniz = true;
}
}
Console.WritelLine(jePodniz);
}
}

Primetimo da se nakon izvrSavanje sledeceg bloka naredbi u promenljivoj poklapaSe zapravo
nalazi odgovor na pitanje ,,Da li se niz2 nalazi kao podniz u niz1 pocevsi od pozicije i?“

bool poklapaSe = true;
for (int j = ©; j < niz2.Length; j++)
{
if (nizi[i + j] !'= niz2[j])
{
poklapaSe = false;
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4.2 Teorija brojeva

Naredni odeljak je posvecen elementarnim problemima iz teorije brojeva, odnosno problemima
koji se bave celim brojevima, sa posebnim osvrtom na deljivost i proste faktore. Za druge probleme iz
ove oblasti, upucujemo zainteresovanog citaoca na [9].

Kao $to smo ve¢ videli, deljivost brojeva proveravamo preko ostatka pri (celobrojnom) deljenju,
tj. operatora %.

Naredni program ispisuje koliko puta je dati prirodan broj deljiv sa dva. Preciznije govoredi, za
dat prirodan broj n odreduje se i ispisuje najveéi prirodan broj k takav da 2¥|n.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int n = 1248;
int k = 0;
while (n % 2 == 0)
{
k++;
n /= 2;
}

Console.WriteLine(k);

Sledeci program racuna i ispisuje NZD (najveéi zajednicki delitelj) dva data prirodna broja. Za
nalazenje NZD-a koristimo Euklidov algoritam, koji se oslanja na cinjenicu da ako sa k oznadimo
ostatak pri (celobrojnom) deljenju broja n brojem m, vazi NZD(n,m) = NZD(m, k).

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int n = 1248;
int m = 1692;
while (m != @)
{
int r=n% m;
n=m;
m=r;
}

Console.WriteLine(n);
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Prirodan broj veci od jedan je prost ukoliko nema drugih delitelja sem 1 i njega samog. Naredni
program ispisuje , True“ ako je dati prirodan broj veci od jedan prost.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int n = 1201;
bool prost = true;
for (int i = 2; i < n; i++)
{
if (n % i == @)
{

prost = false;

}

Console.WritelLine(prost);

Imajudi u vidu da je svaki slozen broj n deljiv nekim brojem izmedu 2 i v/n, prethodni program
mozemo unaprediti tako da proverava samo brojeve u tom intervalu, kao i da prekine proveru ¢im se
pronade prvi delitelj broja n.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 1201;
bool prost = true;
int i = 2;
while (prost && i <= Math.Sqrt(n))
{
if (n % 1 == 0)
{
prost = false;
}
i++;
}
Console.WriteLine(prost);
}
}

Svaki prirodan broj vec¢i od jedan moze se na jedinstven nacin predstaviti kao proizvod prostih
brojeva, $to nazivamo razvoj na proste faktore tog broja. Tako, na primer, 720 = 243252,

Naredni program za dat prirodan broj ispisuje razvoj na proste faktore tog broja. Prilikom
izraCunavanja, proste faktore ¢emo redom smestati u jedan niz, a odgovarajuce stepene u drugi niz.
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 60214000;
int[] fakt = new int[100];
int[] step = new int[100];
int d = 0;
for (int i = 2; i <= n; i++)
{
int s = 0;
while (n % i == 0)
{
S++;
n /= 1i;
}
if (s > 9)
{
fakt[d] = i;
step[d] = s;
d++;
}
}
for (int i = 0; i < d; i++)
{
Console.WriteLine("{0} {1}", fakt[i], step[i]);
}
}
}

Vredi napomenuti da se vrednost promenljive n (koja figurira u uslovu i <= n u prvoj FOR petlji)
smanjuje tokom izvrSavanja tela petlje.
IzvrSavanjem programa dobijamo slededi ispis.

2
5
7
11
17
23

[ = S = N VORI N

Prirodan broj je savrsen ako je jednak zbiru svih svojih pravih delitelja (delitelja koji su manji od
tog broja). Na primer, broj 28 je savrSen, jer je 28 =1 + 2 + 4 + 7 4+ 14. Naredni program ispisuje
sve savrsene brojeve koji su maniji ili jednaki datom prirodnom broju n.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{
int n = 10000;
for (int i = 1; i <= n; i++)

{
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int s = 0;
for (int j =1; j <=1/ 2; j++)

{

if (1 % 3j ==0)

{

s +=3;

}
}
if (1 == s)
{

Console.WriteLine(i);
}

Kada se program izvrsi, ispisuje se:

6

28
496
8128

Naredni program ispisuje redom sve proste brojeve manje od datog prirodnog broja n. Za
realizaciju programa koristicemo tzv. Eratostenovo sito, algoritam Ciji opis sledi.

Pocinjemo sa nizom svih prirodnih brojeva od 2 do n — 1. Najpre posmatramo prvi broj u nizu,
tj. 2, te ,precrtamo” sve ostale brojeve u nizu koji su deljivi sa 2. Zatim posmatramo slededi
neprecrtan broj, tj. 3, pa opet precrtamo sve ostale brojeve koji su deljivi sa 3. Proces ponavljamo
redom i sa narednim neprecrtanim brojevima, sve dok ne dodemo do kraja niza. U tom momentu u
nizu su ostali neprecrtani svi prosti brojevi manji od n, te nam ostaje samo da ih ispiSemo.

Informaciju o tome da li je broj i precrtan cuvaéemo u nizu precrtan (koji je bool tipa) na poziciji
sa indeksom i — vrednost true znaci da je broj i precrtan, a vrednost false da nije. S obzirom da se
brojevi 0 i 1 ne pojavljuju u algoritmu (u inicijalnom nizu najmanji broj je 2), prva dva ¢lana niza
precrtan necemo koristiti.

class Program
{
static void Main(string[] args)
{
int n = 41;
bool[] precrtan = new bool[n];
for (int i = 2; 1 < n; i++)

{
precrtan[i] = false;
}
for (int i = 2; i < n; i++)
{

if (!precrtan[i])
{
for (int j =2 *1i; j < n; j+= 1)

{
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precrtan[j] = true;

}
}
}
for (int i = 2; i < n; i++)
{
if (!precrtan[i])
{
Console.Write("{0} ", i);
}
}

Console.WriteLine();

Kada se program izvrsi, dobija se sledeci ispis.

235711 13 17 19 23 29 31 37

4.3 Cifre u zapisu broja

Ako posmatramo broj 31706, odmah nam je jasno da su cifre ovog broja 3, 1, 7, 0 i 6. Ali ako
Zelimo da napiSemo program koji kreira niz cifara datog broja, taj posao nije trivijalan. Za dat
prirodan broj n, njegovu cifru jedinica (prvu cifru zdesna) dobijamo kao ostatak pri deljenju sa 10, tj.
n % 10. S druge strane, broj koji se dobija kao rezultat celobrojnog deljenja n sa 10, daklen / 10, u
zapisu ima redom iste cifre kao n, osim sto mu poslednja cifra nedostaje. Na primer, ako promenljiva
n ima vrednost 31706, vrednost izrazan % 10 je 6, a vrednost izrazan / 10 je 3170. Prema tome,
uzastopnim primenama ove dve operacije moZzemo dobiti sve cifre datog broja.

Naredni program kreira i ispisuje niz koji redom sadrzi cifre datog broja. U programu se koristi
formula [log,o 1] + 1 koja daje broj cifara u zapisu prirodnog broja n.

class Program

{

static void Main(string[] args)

{

int n = 415809;

int 1 = (int)Math.Floor(Math.Log(n, 10)) + 1;

int[] cifre = new int[1];
for (int i =1-1; 1 >=0; i--)
{

cifre[i] = n % 10;

n /= 10;
¥
for (int i = 0; i < 1; i++)
{
Console.Write("{0} ", cifre[i]);
}

Console.WriteLine();
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Kad se program pokrene, dobijamo slededi ispis.

4158009

Za neke prostije manipulacije ciframa nije neophodno kreirati niz koji sadrzi cifre, te u mnogim
takvim sluc¢ajevima mozemo koristiti i WHILE petlju za ,prolaz” kroz cifre. Kod ovog pristupa nije nam
unapred potreban broj cifara broja.

U narednom programu ispisuju se svi prirodni brojevi maniji ili jednaki n ciji je zbir cifara deljiv sa
18.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 400;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
int broj = i;
int zbirCifara = 0;
while (broj != @)
{
zbirCifara += broj % 10;
broj /= 10;
}
if (zbirCifara % 18 == 0)
{
Console.WriteLine(i);
}
}
}
}

Sledi ispis koji se dobija izvrSavanjem programa.

99

189
198
279
288
297
369
378
387
396

Kada prolazimo kroz cifre (na bilo koji od goreopisanih nacina) moramo imati u vidu da se
vrednost promenljive kroz &ije cifre prolazimo gubi, tj. na kraju tog procesa promenljiva ée imati
vrednost 0. Ukoliko ne Zelimo i/ili ne smemo da menjamo vrednost te promenljive (kao $to je slucaj u
prethodnom primeru, gde je potrebno prodi kroz cifre promenljive koja je brojac FOR petlje, i koju
posle treba ispisati) onda najpre tu vrednost moramo iskopirati u pomoc¢nu promenljivu, a potom ceo
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postupak nalaZenja cifara uraditi sa tom pomoc¢nom promenljivom — bas kao Sto smo uradili u
prethodnom primeru.

Prelazimo sada na obrnut proces — u narednom programu izracunava se i ispisuje broj Cije su
cifre redom navedene u datom nizu.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int[] cifre = { 5, 3, 0, 4, 9, 2, 3 };
int n = 0@;
for (int i = @; i < cifre.Length; i++)
{
n =10 * n + cifre[i];
}
Console.WriteLine(n);
}
}

Prilikom izvrSavanja programa dobija se slededi ispis.
5304923
Slededi program ispisuje sve prirodne brojeve i izmedu datog prirodnog broja n i datog
prirodnog broja m, koji su deljivi brojem koji se dobija od i izbacivanjem svih cifara na parnim

pozicijama (gledano sleva) — druge, Cetvrte, itd.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 88000;
int m = 94000;
for (int i =n + 1; i < m; i++)
{

int broj = i;
int 1 = (int)Math.Floor(Math.Log(broj, 10)) + 1;
int[] cifre = new int[1];
for (int j =1 -1; j >=0; j--)
{
cifre[j] = broj % 10;
broj /= 10;

int novi = 0;
for (int j = @; j < cifre.Length; j += 2)
{

novi = 10 * novi + cifre[j];

if (i % novi == 0)

{
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Console.WriteLine("{@} / {1} = {2}", i, novi, i / novi);

Prilikom izvrSavanja programa dobija se slededi ispis.

88275 / 825 = 107
88740 / 870 = 102
88779 / 879 = 101
88880 / 880 = 101
89022 / 802 = 111
89100 / 810 = 110
89345 / 835 = 107
89464 / 844 = 106
89991 / 891 = 101
90000 / 900 = 100
90432 / 942 = 96
90909 / 999 = 91
91001 / 901 = 101
91584 / 954 = 96
91675 / 965 = 95
92112 / 912 = 101
93223 / 923 = 101
93605 / 965 = 97

4.4 Brojni sistemi

Uobicajeni prikaz brojeva ciframa od 0 do 9 nazivamo dekadni sistem, ili sistem sa bazom 10.
Kao Sto smo vec videli, svaka cifra u zapisu ima svoju ,tezinu“ — prva cifra zdesna je cifra jedinica,
zatim sledi cifra desetica, pa cifra stotina, itd. Imajudi to u vidu, interpretiramo zapis broja, i tako je,
na primer, 3176 = 3-103+1-10%2 +7-10' + 6 - 10°.

Umesto baze 10, za bazu moZemo uzeti i bilo koji drugi prirodan broj b > 1. U brojnom sistemu
sa bazom b za zapis koristimo b razlicitih ,cifara”, cije su vrednosti od 0 do b — 1. Ako broj nije u
dekadnom sistemu, naves¢emo bazu b u indeksu broja da naglasimo u kom sistemu je zapis. Tako, na
primer, imamo 2143; =2-53+1-:52+4-51+3-5%=298, ili 10110, =1-2*4+0-23+1-
224+1-240-2°=22.

Algoritam za kreiranje niza cifara u zapisu datog broja u sistemu sa datom bazom i algoritam za
izraCunavanje broja Cije su cifre u zapisu u sistemu sa datom bazom date u nizu dobijamo kao
generalizaciju ve¢ pomenutih odgovarajuéih algoritama za dekadni sistem.

Naredni program za date prirodne brojeve n i b kreira i ispisuje niz koji redom sadrzi cifre broja
n u zapisu u sistemu sa bazom b. U programu se koristi formula |log, n] + 1 koja daje broj cifara u
zapisu prirodnog broja n u sistemu sa bazom b.
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 415809, b = 8;
int 1 = (int)Math.Floor(Math.Log(n, b)) + 1;
int[] cifre = new int[1];
for (int i =1-1; 1 >=0; i--)
{
cifre[i] = n % b;
n /= b;
}
for (int i =0; i < 1; i++)
{
Console.Write("{0} ", cifre[i]);
}
Console.WriteLine();
}
}

Sledi ispis koji se dobija izvrSavanjem programa.
1454101

Naredni program ispisuje sve prirodne brojeve izmedu dva data broja Cije cifre u zapisu u
sistemu sa datom bazom c¢ine rastudi niz, a pored svakog takvog broja ispisuje se i njegov zapis u
sistemu sa datom bazom.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 50, m = 310;
int b = 6;
for (int i = n; i <=m; i++)
{

int broj = i,
int 1 = (int)Math.Floor(Math.Log(broj, b)) + 1;
int[] cifre = new int[1];
for (int j =1 -1; j >=0; j--)
{
cifre[j] = broj % b;
broj /= b;
}
bool rastuci = true;
for (int j =0; j <1 - 1; j++)

{
if (cifre[j] >= cifre[j + 1])
{
rastuci = false;
}
}
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if (rastuci)

{
Console.Write("{0}, ", 1i);
for (int j = @; j < 1; j++)
{
Console.Write("{0}", cifre[j]);
}
Console.WriteLine();
}

Kada se program pokrene, dobija se slededi ispis.

51, 123
52, 124
53, 125
58, 134
59, 135
65, 145
94, 234
95, 235
101, 245
137, 345
310, 1234

Vredi napomenuti da se, kao i za dekadni sistem, prolazak kroz cifre datog broja moze uraditi i
WHILE petljom.

| kod racunanja vrednosti broja cCije cifre znamo, moZemo generalizovati pristup koji smo koristili
za sistem sa bazom 10. U narednom programu izraCunava se i ispisuje broj Cije su cifre u zapisu u
sistemu sa datom bazom redom navedene u datom nizu.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int b = 2;
int[] cifre={ 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1 };
int n = 0;
for (int i = @; i < cifre.Length; i++)
{
n=>b *n + cifre[i];
}
Console.WriteLine(n);
¥
}

Prilikom izvrSavanja programa dobija se sledeci ispis.
75
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U narednom programu ispisuje se broj Ciji se binarni zapis (zapis u sistemu sa bazom dva) dobija
kada se cifre datog neparnog broja n u binarnom zapisu poredaju naopako (od poslednje ka prvoj).

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
int n = 2017, b = 2;
int 1 = (int)Math.Floor(Math.Log(n, b)) + 1;
int[] cifre = new int[1];
for (int i =1-1; i >=0; i--)
{
cifre[i] = n % b;
n /= b;
}
int obrnut = 0;
for (int i = cifre.Length - 1; i >= 9; i--)
{
obrnut = b * obrnut + cifre[i];
}
Console.WriteLine(obrnut);
}
}

Prilikom izvrSavanja programa ispisuje se broj 1087, jer 2017 je u binarnom zapisu
11111100001, a binarni zapis 1087 je 10000111111.
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5 Metodiirekurzija

Kako programi koje piSemo postaju duzi i kompleksniji, snalazenje u kédu i sagledavanje
programa kao celine prestaje da bude rutinska radnja. U takvim situacijama uputno je organizovati
delove koda u celine, koje onda po potrebi moZemo izvrsavati. Ovakav koncept organizacije
programa naziva se modularno programiranje, a mi ¢emo za takvo programiranje koristiti tzv.
metode.

5.1 Metodi

Najprostije govoredi, metod je imenovani deo koda. Koris¢enjem metoda moZzemo znacajno
smanijiti strukturalnu kompleksnost programa i povecati njegovu Citljivost.

Svi programi koje smo do sada pisali imali su samo jedan metod — Main metod, koji se izvrSava
kada pokrenemo program, a sada ¢emo videti kako se mogu uvesti i koristiti drugi metodi. Pre nego
Sto predemo na formalniji opis ovog koncepta, dacemo par jednostavnih primera.

Slede¢i program pored metoda Main sadrzi i metod Prvi, koji prilikom izvrSavanja ispisuje
navedeni string.

class Program

{
static void Prvi()
{
Console.WriteLine("Tralalalaaa...!");
}
static void Main(string[] args)
{
for (int i = 1; 1 <= 6; i++)
{
Prvi();
}
}
}

Kada se pokrene program izvrSava se metod Main, a s obzirom na to da se poziv metoda Prvi
nalazi unutar FOR petlje u metodu Main, on biva pozvan Sest puta i dobijamo sledei ispis.

Tralalalaaa...
Tralalalaaa...
Tralalalaaa..
Tralalalaaa...
Tralalalaaa...
Tralalalaaa...

U narednom programu uvodi se metod zbir, koji sabira dva cela broja. Za razliku od metoda
Prvi iz prethodnog programa, ovaj metod vraca vrednost i ima ulazne parametre — vracena vrednost
je tipa int, a dva ulazna parametra su a i b, oba takode tipa int. U telu metoda zbir deklarise se
promenljiva zbir koja dobija vrednost jednaku zbiru a i b, a zatim ta vrednost biva vracena.
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class Program

{
static int Zbir(int a, int b)
{
int zbir = a + b;
return zbir;
}
static void Main(string[] args)
{
int a = 2;
Console.WriteLine(zZbir(3, 4));
Console.WriteLine(zZbir(a - 1, 2 * a + 1));
Console.WriteLine(Zbir(zbir(3, 1), zbir(2, 3)));
}
}

Prilikom izvrSavanja programa vise puta se poziva metod zbir, i dobijamo slededi ispis.

Naredni program pored metoda Main sadrzi joS dva metoda — metod Polinom koji vrada vrednost
polinoma x3 + 3x% — 4x + 1 za onu realnu vrednost x koja je prosledena kao parametar, i metod
IspisiVrednost koji ispisuje recenicu u kojoj je navedena vrednost prosledenog parametra, kao i
vrednost pomenutog polinoma za taj parametar.

class Program

{
static double Polinom(double x)
{
return (Math.Pow(x, 3) + 3 * Math.Pow(x, 2) - 4 * x + 1);
}
static void IspisiVrednost(double y)
{
Console.WriteLine("Vrednost polinoma u {0,4:N2} je {1,5:N2}.", vy,
Polinom(y));
}
static void Main(string[] args)
{
IspisiVrednost(Math.PI);
IspisiVrednost(2);
}
}

Primetimo da se metod Polinom ne poziva direktno iz metoda Main, ve¢ samo iz metoda
IspisiVrednost. Kada se program izvrsi, dolazi do sledeceg ispisa.
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Vrednost polinoma u 3.14 je 49.05.
Vrednost polinoma u 2.00 je 13.00.

Generalno gledano, svi metodi koje uvodimo bice u skladu sa narednim opisom sintakse.

static <tip> <ime>(<parametri>)

{

<niz_naredbi>

Prvi red predstavlja deklaraciju metoda, dok se u vitiCastim zagradama nalazi telo metoda.
Pritom, <tip> odreduje tip vrednosti koju metod vraca. Ako je taj tip void (kao Sto je sluc¢aj u metodu
IspisiVrednost u prethodnom programu, ili metodu Main), metod ne vraéa vrednost. Potom se
navodi ime metoda, koje ¢emo birati tako da pocinje velikim slovom (vodedi se pri tome ostalim
pravilima koja smo pominjali prilikom imenovanja promenljivih). Naposletku, u zagradama se navode
prosledeni parametri odvojeni zarezom — za svaki od njih prvo tip pa ime. Ako Zelimo da metod nema
nijedan prosledeni parametar, ostavljamo prazne zagrade.

Ukoliko tip vrednosti koju metod vraca nije void, u telu metoda mora da se nade naredba
return posle koje sledi izraz Ciju vrednost metod vraca. Tip tog izraza mora odgovarati tipu podataka
koji je naveden u deklaraciji metoda.

Metod se poziva navodenjem imena i odgovarajuéeg broja izraza u zagradama. Pritom, broj i
tipovi izraza moraju da odgovaraju broju i tipovima parametara metoda. Poziv metoda moZemo
izvrsiti iz bilo kog metoda programa.

U narednom programu ispisuje se ,True” ako su u datoj matrici (koja sadrzZi prirodne brojeve)
broj vrsta, broj kolona i svi elementi prosti brojevi, a inace se ispisuje ,False”.

S obzirom na to da viSe puta treba izvrsiti proveru da li je prirodan broj prost, zgodno je uvesti
metod koji vrsi tu proveru.

class Program

{
static bool Prost(int n)
{
if (n < 2)
{
return false;
}
else
{
bool prost = true;
int i = 2;
while (prost && i <= Math.Sqrt(n))
{
if (n % i == 0)
{
prost = false;
}
i++;
}
return prost;
¥
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static void Main(string[] args)

{

Naredni program ispisuje sve nizove koji se dobijaju od datog niza tako $to se jedan blok
elemenata, koji se sastoji od dva ili viSe uzastopnih elemenata, obrne naopako. Primetimo da je svaki
takav blok jedinstveno odreden indeksom a prvog elementa bloka, i indeksom b poslednjeg
elementa bloka, gde vazi a < b. Prema tome, potrebno je ,proci“ kroz sve takve parove indeksa, za
svaki par izvrsiti obrtanje bloka, ispisati dobijeni niz, a zatim ponovnim obrtanjem istog bloka vratiti
niz u prvobitno stanje (kako bi bio spreman za naredno obrtanje). Obrtanje bloka i ispis niza

int[,] mat = { , 113,
> 173%,

> 37} 15

3,
2,
3

)

E )

) )

{
{
{

bool odgovor = true;
if (!Prost(mat.GetlLength(@)) || !'Prost(mat.GetLength(1)))

{

NDNNDN
NN N
w N

B )

odgovor = false;

}

else

{
for (int i = @; i < mat.GetLength(0); i++)
{
for (int j = @; j < mat.GetLength(1); j++)
{
if (!Prost(mat[i, j]))
{

odgovor = false;

}

}

Console.WritelLine(odgovor);

izvrSicemo pomocu posebnih metoda.

class Program

{

static void ObrtanjeBloka(int[] niz, int a, int b)

{

}

for (int i = a; i <= (a + b) / 2; i++)

{
int pomocna = niz[i];
niz[i] = niz[b - (i - a)];
niz[b - (i - a)] = pomocna;
}

static void IspisiNiz(int[] niz)

{

for (int i = @; i < niz.Length; i++)

{
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Console.Write("{0} ", niz[i]);

}
Console.WriteLine();
}
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 1, 2, 3, 4, 5, 6};
for (int a = ©; a < niz.Length - 1; a++ )
{
for (int b = a + 1; b < niz.Length; b++)
{
ObrtanjeBloka(niz, a, b);
IspisiNiz(niz);
ObrtanjeBloka(niz, a, b);
}
}
}

Kada se program izvrsi, dolazi do slededeg ispisa.
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5.2 Rekurzija

U programiranju, rekurzija je koncept zgodan za primenu kod problema cije se reSenje moze
opisati rekurzivno, odnosno onih problema Cije se resavanje prirodno moze svesti na resavanje jedne
ili viSe instanci istog problema, ali manjeg obima. S obzirom na to da je u pitanju apstraktan koncept,
sa njim éemo se upoznavati postepeno, uz mnostvo primera.

Kod koris¢enja rekurzije najpre je potrebno formulisati reSenje problema u rekurzivhom obliku.
Poce¢emo jednostavnim zadatkom, koristeéi rekurziju da napiSemo program koji za dat prirodan broj
n redom ispisuje brojeve od n do 1.

ResSavanje ovog problema svakako moZemo zapoceti ispisivanjem broja n. U sluéajudajen =1,
uradili smo sve Sto treba. Ako je n > 1, preostaje nam jos$ da redom ispiSemo brojeve od n — 1 do 1.
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No, primetimo da je problem ,,ispisa brojeva od n — 1 do 1“ zapravo isti kao pocetni problem, za n —
1 umesto n.

Ovakvu (rekurzivnu) formulaciju koristimo da resimo problem koris¢enjem metoda koji ¢e imati
rekurzivne pozive, odnosno — pozivaée sam sebe.

class Program

{
static void Ispisi(int n)
{
Console.WriteLine(n);
if (n > 1)
{
Ispisi(n - 1);
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 4;
Ispisi(n);
}
}

Kada se program pokrene, izvrSava se metod Main i dobijamo slededi ispis.

RN WA

Pritom, metod Main poziva metod Ispisi sa parametrom 4. Tokom njegovog izvrSavanja ponovo
se poziva Ispisi, ovaj put sa parametrom 3. Taj metod dalje poziva Ispisi sa parametrom 2, iz koga
se poziva Ispisi sa parametrom 1. U ovom slucaju, s obzirom na to da je parametar 1, nema
rekurzivnog poziva, te se pozvani metodi zavrSavaju, jedan za drugim, u obrnutom redosledu od
redosleda pozivanja.

lako je u pitanju isti metod, ova Cetiri poziva zapravo treba posmatrati kao Cetiri kopije metoda
Ispisi. Redosled izvrSavanja prikazan je na slici 1.

Treba imati u vidu da se tokom izvrSavanja poziva Ispisi(1) jo$ nije zavrSilo izvrSavanje
nijednog od tri poziva tog metoda koji su prethodno poceli da se izvrSavaju — izvrSavanje svakog od
njih je zaustavljeno u momentu rekurzivnog poziva, i nastavlja se tek kada se zavrsi izvrSavanje tog
rekurzivnog poziva. Prema tome, tek nakon izvrSavanja poziva Ispisi(1) privodi se kraju i
izvrSavanje poziva Ispisi(2), potom Ispisi(3),itek nakraju Ispisi(4).

Kod rekurzivnih poziva metoda, parametri metoda i promenljive unutar njega u svakom od
poziva su nezavisni od parametara i promenljivih u ostalim pozivima, iako imaju ista imena — za svaki
poziv prave se nove kopije ovih parametara. Konkretno, u prethodnom primeru, svaki poziv metoda
Ispisiima po jedan parametar n, i svi ti parametri su nezavisni.

Da dodatno ilustrujemo redosled izvrSavanja u rekurzivnim pozivima metoda, uradi¢emo jedan
eksperiment — u programu koji smo napisali premesti¢emo naredbu Console.WritelLine(n) sa
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pocetka na kraj metoda Ispisi, a sve ostalo ¢e ostati isto kao i pre. Novi metod ¢emo nazvati
Ispisi2.

I
Ispisi (4)

[K\\\ ~~\ﬁIspisiB)

\JK\\\ §\ﬁblspisi(2)
AN >

Ispisi (1)

Slika 1. Redosled izvrSavanja metoda Ispisi

class Program

{
static void Ispisi2(int n)
{
if (n > 1)
{
Ispisi2(n - 1);
}
Console.WriteLine(n);
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 4;
Ispisi2(n);
}
}

Ova promena na prvi pogled moze da deluje beznacajno, ali izvrSavanje programa nedée biti isto.
Naime, u svakom od poziva metoda Ispisi2 u kojima je doslo do rekurzivnog poziva unutar IF-3,
parametar n se ispisuje tek nakon zavrSetka tog rekurzivnog poziva. Samim tim, iako je struktura
rekurzivnih poziva potpuno ista kao kod metoda Ispisi (slika iznad), parametri se ispisuju onim
redom kojim pozvani metodi zavrSavaju izvrSavanje — najpre se zavrSava Ispisi2(1), zatim
Ispisi2(2), pa Ispisi2(3), i konacno Ispisi2(4), Sto znaci da ée brojevi ovaj put biti ispisani u
rastu¢em poretku:
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U narednom programu se za dati prirodan broj ispisuje vrednost dvostrukog faktorijela.

Dvostruki faktorijel prirodnog broja n je proizvod svih prirodnih brojeva manjih ili jednakih n koji
su iste parnosti kao n, i oznacava se sa n!l. Tako je, na primer, 91! =9-7-5-3 -1 = 945. Ovaj
problem ¢emo resiti preko metoda sa rekurzivnim pozivom, koristeéi rekurzivnu definiciju dvostrukog
faktorijela,

nuz{n-(n—Z)!!, n>?2
h n, n=1n=2"

class Program

{
static int DvostrukiFaktorijel(int n)
{
if (n <= 2)
{
return n;
}
else
{
return (n * DvostrukiFaktorijel(n - 2));
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 15;
Console.WriteLine(DvostrukiFaktorijel(n));
}
}

Kada se program izvrsi, dobijamo slededi ispis.
2027025
Fibonacijev niz je niz prirodnih brojeva cija su prva dva ¢lana jedinice, a svaki slededi je jednak
zbiru prethodna dva. Prema tome, ako sa f(n) oznacimo n-ti €lan niza, imamo f(1) =1, f(2) =1,

f(3) =2,f(4) =3, f(5) =5, f(6) =8, f(7) = 13, itd. Rekurzivni zapis definicije niza je slededi:

(fh—=D+f(n=2), n>2
f(n)_{ 1, n=1n=2"

pa imajuéi ovo u vidu moZzemo da napiSemo program koji koris¢enjem rekurzije za dati prirodan broj
n vraca n-ti ¢lan Fibonacijevog niza.
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class Program

{
static int Fibonaci(int n)
{
if (n <= 2)
{
return 1;
¥
else
{
return (Fibonaci(n - 1) + Fibonaci(n - 2));
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 18;
Console.WriteLine(Fibonaci(n));
}
}

Ispis programa prilikom izvrsavanja sledi.
2584

S obzirom na to da se iz svakog poziva metoda Fibonaci (kada je vrednost prosledenog
parametra bar tri) dva puta rekurzivno poziva metod Fibonaci, dijagram poziva funkcija ima
razgranatu strukturu. Na slici 2 prikazan je proces izraunavanja petog ¢lana niza. Svaki poziv funkcije
oznaci¢emo vrednos$c¢u parametra n za koju je funkcija pozvana.

—1n=5 N n=4 N n=3 N n=2
5 3 2 1
n=2 n=1
1 1
n=3 N n=2
2 1
n=1
1

Slika 2. Rekurzivno izracunavanje petog c¢lana Fibonacijevog niza

U opstem slucaju, kada Zelimo da proverimo da li neki niz sadrZi element koji ima odgovarajuéa
svojstva, ne preostaje nam niSta drugo nego da redom prodemo kroz sve elemente niza i za svaki
ponaosob izvrsimo proveru. Ali ako znamo da je niz sortiran u neopadaju¢em poretku i zanima nas da
li se u nizu nalazi element koji ima odredenu vrednost — nazovimo je x, pretragu moZemo izvrsiti
znatno brZe. Pogledaéemo najpre element na srednjoj poziciji (ako niz ima paran broj elemenata,
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pogledacemo neki od dva elementa u sredini). Ako je taj element jednak x, potraga je zavrsena. Ako
je vedi od x, jasno je da se trazeni element, ako postoji, nalazi u prvoj polovini niza. Ako je manji od x,
jasno je da se traZzeni element, ako postoji, nalazi u drugoj polovini niza. Sada isti postupak mozemo
ponoviti za polovinu niza u kojoj smo ,locirali“ traZzeni element, posmatrajuci element na srednjoj
poziciji te polovine. Na taj nacin, pretraZi¢emo ceo niz polovljenjem u najvise (reda veli¢ine) log, n
poteza?, i dobiéemo odgovor na pitanje da li se x nalazi u nizu ili ne. Ovakav algoritam pretrage kroz
sortiran niz naziva se binarna pretraga ili pretraga polovljenjem.

Neka je, na primer, dat sortiran niz {1, 4, 8, 12, 47, 100, 203, 342, 420, 560, 630, 750},
a u njemu se trazi element x = 47. U tabeli 8 prikazacemo po koracima kako izgleda pretraga
polovljenjem na ovom primeru, kao i deo niza koji se posmatra u svakom koraku. Zutim je oznacen
element niza sa kojim se poredi trazeni element, kao i relacija izmedu posmatranog i trazenog
elementa.

TraZzeni element Deo niza koji se posmatra Relacija
x =47 {1, 4, 8, 12, 47, 100, 203, 342, 420, 560, 630, 750} | x < 100
x = 47 {1, 4, 8, 12, 47} x>8
x = 47 {12, 47} x> 12
x =47 {47} x =47

Tabela 8. Primer pretrage polovijenjem

U narednom programu napisatemo metod koji binarnom pretragom pretrazuje prosledeni
sortirani niz u potrazi za prosledenim prirodnim brojem, i vrada (kao logi¢ku vrednost) odgovor na
pitanje da li je broj pronaden u nizu ili ne. Pored niza i broja koji traZimo, metodu se prosleduju jos
dva parametra, a i b, pocetni i krajnji indeks (zatvorenog) intervala elemenata niza u kome se broj
moZze nalaziti.

class Program
{
static bool Nadjen(int[] niz, int a, int b, int x)
{
if (b < a)
{

return false;

}

else

{
int s = (a + b) / 2;
if (niz[s] == x)
{

return true;

¥
else if (niz[s] > x)
{
return Nadjen(niz, a, s - 1, x);

}

else

{

return Nadjen(niz, s + 1, b, x);

1 Najveci mogudi broj poteza je [logz(n + 1)], ali to nam nije previse bitno...
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¥
¥
static void Main(string[] args)
{
int[] niz = { 1, 21, 13, 4, 8, 7, -3, 12, 5, 4, 67, 0 };
int x = 12;
Array.Sort(niz);
Console.WriteLine(Nadjen(niz, @, niz.Length - 1, x));
¥

Zadatak po imenu Hanojska kula sastavio je 1883. godine francuski matematicar Edvard Lukas
[10]. Postoje tri stuba, na prvi stub je redom naslagano n diskova razlicite velic¢ine, od najveceg ka
najmanjem, dok na ostalim stubovima nema diskova. Potrebno je sve diskove prebaciti sa prvog na
drugi stub, postujuci sledec¢a dva pravila — diskovi se prebacuju jedan po jedan, i nije dozvoljeno
staviti vedi disk iznad manjeg?. Na slici 3, za n = 3, prikazan je postupak prebacivanja diskova sa
prvog stuba (oznacenog sa A) na drugi stub (oznacen sa B), koristeci treci stub C kao pomo¢ni.

1)#—— Z)A*—

B C A B C

e sl s ) e s —

A B C A B C

5).?._.; ) el m—— w—

B C

0 S R I

Slika 3. Primer Hanojske kule sa 3 diska

2 Zadatak je inspirisan legendom, koja kaZe da je u hindu hramu Kasi Visvanat postojala prostorija sa
tri stuba, i na levom stubu 64 zlatna diska. Po drevnom prorocanstvu, svesStenici su imali zadatak da
(prateci opisana pravila) prebace sve diskove sa prvog stuba na drugi, a nakon izvrsenja ovog zadatka
nastupio bi kraj sveta, &.
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Primetimo da se zadatak mozZe opisati rekurzivno — za n > 1, prebacivanje n diskova sa prvog na
drugi stub moze se izvrsiti tako Sto se najpre n — 1 disk prebaci sa prvog na tredi stub, zatim se
poslednji disk prebaci sa prvog na drugi stub, a na kraju se n — 1 disk prebaci sa tre¢eg na drugi stub.
Naravno, ako je n = 1, zadatak se trivijalno izvrSava prebacivanjem samo jednog diska.

Imajuéi ovaj rekurzivni opis u vidu, piSemo metod kome, pored broja diskova, redom
prosledujemo i redne brojeve stubova — stub sa kog se prebacuje, stub na koji se prebacuje, i
preostali stub.

Naredni program za dat prirodni broj n ispisuje prebacivanja diskova u reSenju zadatka Hanojske
kule sa n diskova.

class Program

{
static void Hanoi(int n, int a, int b, int c)
{
if (n == 1)
{
Console.WriteLine("{0} -> {1}", a, b);
}
else
{
Hanoi(n - 1, a, c, b);
Console.WriteLine("{0} -> {1}", a, b);
Hanoi(n - 1, c, b, a);
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 4;
Hanoi(n, 1, 2, 3);
}
¥

Kada izvrSimo program, dobijamo sledeci ispis.

->
->

->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
->
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U programiranju povremeno postoji potreba da dve ili viSe rekurzivnih funkcija tokom svog rada
pozivaju jedna drugu, Sto se naziva uzajamna rekurzija. Kao primer navodimo igru koju igraju dva
igraca — Alisa i Bob. Oni sa stola, na kome na pocetku ima n kamenciéa, naizmeni¢no uklanjaju 1 ili 2
kamencic¢a. Pobeduje onaj igra¢ koji ukloni poslednji kamenci¢ sa stola. Pretpostavimo da igraci igraju
tako da Alisa u svakom potezu ukloni ta¢no 1 kamencié, a Bob ukloni 1 ako je na stolu neparan broj
kamencica, a u suprotnom ukloni 2 kamencica. Pitanje koje se postavlja je ko pobeduje u ovoj igri ako
je dat prirodan broj n i ako se zna da Alisa prva igra. Naredni program za dat prirodni broj n ispisuje
pobednika u ovoj igri.

class Program

{
static void AlisaIgra(int n)
{
if (n == 0)
{
Console.WritelLine("Bob pobedjuje");
}
else
{
BobIgra(n - 1);
}
}
static void BobIgra(int n)
{
if (n == 09)
{
Console.WriteLine("Alisa pobedjuje™);
}
else
{
if (n % 2 == 0)
{
AlisaIgra(n - 2);
}
else
{
Alisalgra(n - 1);
}
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 8;
Alisalgra(n);
}
}

Kada izvrSimo program, ispisuje se informacija da Bob pobeduje, Sto ne treba da cudi jer se
teorijskom analizom toka igre mozZe utvrditi da Bob pobeduje za svako n > 2.
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6 Kombinatorni problemi

Ukratko govoreci, kombinatorika je grana matematike koja se bavi diskretnim strukturama i
prebrajanjem. Samim tim, problemi iz ove oblasti pogodni su za reSavanje upotrebom racunara,
posebno ako su konacéne prirode. Ovde ¢éemo predstaviti nacine da u programu obradimo neke od
standardnih kombinatornih struktura, kao Sto su permutacije, kombinacije, varijacije, partitivni skup,
i sl. Vise o kombinatorici i diskretnoj matematici moZze se nadi u [11].

6.1 Partitivni skup

U narednom programu iskoristicemo rekurziju da ,prodemo” kroz partitivni skup (skup svih
podskupova) skupa {0, 1,...,n — 1}, gde je n dat prirodan broj.

Podskup skupa {0, 1,...,n — 1} predstavicemo preko logickog niza duZine n, tako da element
niza na poziciji i ima vrednost true ako i samo ako je i element podskupa. Kljuéni metod koji preko
rekurzivnih poziva generiSe sve podskupove zvace se PartitivniSkup. Ispis skupa obaviéemo
metodom IspisiSkup, koji ispisuje skup u matematickom zapisu — elementi su nabrojani unutar
viti¢astih zagrada i odvojeni su zarezima.

class Program

{
static void IspisiSkup(bool[] jeElement)

{

bool pocetak = true;
Console.Write("{");
for (int i = @; i < jeElement.Length; i++)
{
if (jeElement[i])
{
if (pocetak)
{
pocetak = false;
}
else
{
Console.Write(", ");
}
Console.Write("{0}", 1i);
}
}

Console.WriteLine("}");

static void PartitivniSkup(bool[] jeElement, int n)

{
if (n == @)

{
IspisiSkup(jeElement);

}

else

{
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jeElement[n - 1] = true;
PartitivniSkup(jeElement, n - 1);
jeElement[n - 1] = false;
PartitivniSkup(jeElement, n - 1);

}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 3;
bool[] jeElement = new bool[n];
PartitivniSkup(jeElement, n);
}

Prilikom izvrSavanja, dobijamo sledeci ispis.

{e) 1) 2}
{1, 2}
{e, 2}
{2}

{e, 1}
{1}

{e}

{3

Bitno je napomenuti da se niz prosleden kao parametar metoda ne kopira (za razliku od
promenljive), veé se svaka promena na nizu unutar metoda odraZava i na prosledeni niz (koji je
deklarisan izvan metoda).

Imajudi to u vidu, u celom prethodnom programu postoji samo jedan niz — logicki niz jeElement
koji je deklarisan u metodu Main. Kod svih poziva metoda PartitivniSkup i IspisiSkup koji imaju niz
kao parametar, prosleden je taj isti niz i sve dodele vrednosti elementima vrse se na njemu.

Sematski prikaz strukture rekurzivnih poziva prilikom izvr§avanja prethodnog programa je
prikazan na slici 4. 1znad svakog poziva metoda navedena je vrednost parametra n sa kojom je metod
pozvan, a strelice prikazuju redosled izvrSavanja. lako u programu (i svim pozivima metoda) postoji
samo jedan niz, zbog lakSeg pracenja na svakom mestu na kome se dodeljuje vrednost nekom
njegovom elementu naveden je ceo niz vrednosti koje on sadrzi u tom momentu, s tim da je Zutim
oznadena vrednost koja je upravo dodeljena. Pritom, znak ,,v'“ oznadava vrednost true, a znak , %"
vrednost false.

Niz povremeno sadriZi i ,,zaostale” vrednosti (koje se nalaze levo od elementa Cija se vrednost
trenutno upisuje) — te vrednosti su nebitne jer ¢e tokom izvrSavanja programa preko njih biti upisane
nove vrednosti, i one su oznacene sivim znacima.
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su svi elementi razliciti) ispisuje sve podskupove skupa koji sadrzi elemente tog niza.

Kao Sto ¢emo videti, pomenuti niz éemo nepromenjen proslediti kao dodatni parametar svim
pozivima metoda PartitivniSkup i IspisiSkup, a klju¢na razlika je to Sto ¢e se prilikom ispisa

umesto indeksa i ispisivati element datog niza sa indeksom i.

class Pr

{

static void IspisiSkup(bool[] jeElement, int[] skup)

{

ogram

bool pocetak = true;
Console.Write("{");

for (int i = @; i < jeElement.Length; i++)

{




if (jeElement[i])

{
if (pocetak)
{
pocetak = false;
}
else
{
Console.Write(", ");
}
Console.Write("{0@}", skup[i]);
}

}
Console.WriteLine("}");
}
static void PartitivniSkup(bool[] jeElement, int[] skup, int
{
if (n == 09)
{
IspisiSkup(jeElement, skup);
}
else
{
jeElement[n - 1] = true;
PartitivniSkup(jeElement, skup, n - 1);
jeElement[n - 1] = false;
PartitivniSkup(jeElement, skup, n - 1);
}
}
static void Main(string[] args)
{
int[] skup = { 2, 6, 7, 9 };
int n = skup.Length;
bool[] jeElement = new bool[n];
PartitivniSkup(jeElement, skup, n);
}

Prilikom izvrSavanja, dolazi do slededeg ispisa.

{2)
{6J
{2,
{7J
{ZJ
{6.'
{2)
{9}
{2)
{6,
{ZJ
{7}

6, 7, 9}
7, 9}
7, 9}

6, 9}

6, 7}
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Metodi koje smo kreirali u prvom programu omoguéavaju nam da prodemo kroz sve
podskupove skupa {0,1,...,n — 1}, kao i da ispiSemo svaki od njih. U slu¢aju da Zelimo da ispiSemo
samo neke od podskupova, to moZemo uraditi modifikacijom ovog koda.

Konkretno, ako za dat prirodni broj n Zelimo da ispiSemo sve podskupove skupa {0, 1,...,n — 1}
koji ne sadrze susedne (uzastopne) brojeve, u prethodnom programu treba da dodamo metod koji
proverava ovaj uslov (metod éemo nazvati DobarSkup), uz modifikaciju IF-bloka u ve¢ napisanom
metodu PartitivniSkup. Metod IspisiSkup moZzemo da iskoristimo u identi¢noj formi, kompletan

{2, 6}
{6}
{2}
1}

program sledi.

class Program

{

static void IspisiSkup(bool[] jeElement)
{
bool pocetak = true;
Console.Write("{");
for (int i = @; i < jeElement.Length; i++)
{
if (jeElement[i])

{
if (pocetak)
{
pocetak = false;
}
else
{
Console.Write(", ");
}
Console.Write("{0}", i);
}

}

Console.WriteLine("}");

static bool DobarSkup(bool[] jeElement)
{

bool neSadrziSusedne = true;
for (int i = 1; i < jeElement.Length; i++)

{
if (jeElement[i - 1] && jeElement[i])

{

neSadrziSusedne = false;

}

return neSadrziSusedne;

static void PartitivniSkup(bool[] jeElement, int n)

{
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if (n == 0)

{
if (DobarSkup(jeElement))
{
IspisiSkup(jeElement);
}
}
else
{
jeElement[n - 1] = true;
PartitivniSkup(jeElement, n - 1);
jeElement[n - 1] = false;
PartitivniSkup(jeElement, n - 1);
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 5;
bool[] jeElement = new bool[n];
PartitivniSkup(jeElement, n);
}

Kada se program izvrsi, dolazi do slededeg ispisa.

{0, 2, 4}
{2, 4}
{1, 4}
{e, 4}
{4}
{1, 3}
{e, 3}
{3}
{e, 2}
{2}
{1}
{e}
{}

Sledi program koji za dati niz (Ciji su svi elementi razliciti) ispisuje sve podskupove skupa koji
sadrzi elemente niza, takve da je zbir elemenata podskupa jednak datom celom broju a. Kao osnovu
koristimo program koji smo ve¢ napisali, a koji prolazi kroz sve podskupove datog skupa.

class Program

{
static void IspisiSkup(bool[] jeElement, int[] skup)

{

bool pocetak = true;
Console.Write("{");
for (int i = @; i < jeElement.Length; i++)
{
if (jeElement[i])
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if (pocetak)

{
pocetak = false;
}
else
{
Console.Write(", ");
}

Console.Write("{0}", skup[i]);

}

Console.WriteLine("}");

static bool Dobarzbir(bool[] jeElement, int[] skup, int a)
{

int zbir = 0;
for (int i = @; i < jeElement.Length; i++)

{
if (jeElement[i])
{
zbir += skup[i];
}
}
if (zbir == a)
{
return true;
}
else
{
return false;
}

static void PartitivniSkup(bool[] jeElement, int[] skup, int n, int a)
{

if (n == 09)
{
if (Dobarzbir(jeElement, skup, a))
{
IspisiSkup(jeElement, skup);
}
}
else
{
jeElement[n - 1] = true;
PartitivniSkup(jeElement, skup, n - 1, a);
jeElement[n - 1] = false;
PartitivniSkup(jeElement, skup, n - 1, a);
}
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static void Main(string[] args)

{
int[] skup = { -1, -2, -3, -7, 1, 2, 6, 9 };
int a = 1;
int n = skup.Length;
bool[] jeElement = new bool[n];
PartitivniSkup(jeElement, skup, n, a);

}

Kada se program izvrsi, dolazi do sledeéeg ispisa. Vidimo da je zbir elemenata u svakom od
skupova jednak jedan.

{-1, -3, -7, 1, 2, 9}
{-3, -7, 2, 9}
{-1, -2, -7, 2, 9}
{-2, -7, 1, 9}
{-1, -7, 9}

{-1, -7, 1, 2, 6}
{-7, 2, 6}

{-1, -2, -3, 1, 6}
{-2, -3, 6}

{-2, 1, 2}

{'11 2}

{1}

6.2 Razbijanje broja u zbir

Za prirodne brojeve s i k, pod razbijanjem broja s u zbir k nenegativnih celih brojeva
podrazumevamo uredenu k-torku brojeva (xg, x4, ..., Xx_1) tako da vazi xy + x; + -+ x;,_1 = 5.

Za pisanje programa koji prolazi kroz sva ovakva razbijanja koristimo rekurzivni opis ove
strukture. Naime, ako je k > 1, za x;_4, tj. poslednji broj u razbijanju, moZzemo uzeti bilo koji od
brojeva 0,1, 2, ..., s, dok preostali brojevi predstavljaju razbijanje broja s — x;_; u zbir k — 1 brojeva.
Ako je k = 1, jasno je da imamo samo jednu mogucnost da kreiramo razbijanje.

class Program

{
static void IspisiSabirke(int[] sabirci)
{
Console.Write(sabirci[@]);
for (int i = 1; i < sabirci.Length; i++)
{
Console.Write(" + {@}", sabirci[i]);
}
Console.WriteLine();
}
static void RazbijUzbir(int[] sabirci, int s, int k)
{
if (k == 1)
{
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sabirci[@] = s;
IspisiSabirke(sabirci);

}
else
{
for (int i = 0; i <= s; i++)
{
sabirci[k - 1] = i;
Razbijuzbir(sabirci, s - i, k - 1);
}
}
¥
static void Main(string[] args)
{
int k = 3;
int s = 4;
int[] sabirci = new int[k];
Razbijuzbir(sabirci, s, k);
¥

Kada pokrenemo program, dobijamo slededi ispis.

OO R OFRP NOFRPNWORNWL/PN
+ F F o+ o+ o+ + F o+ o+ o+ o+
O R ONRFOWNRKROPMNWNROO
+ o+ + + + + + + + + o+ o+ o+ o+ o+
BWWNNNRRLRRPEPPLEOOO®O® O

Ako Zelimo da prebrojimo sva razbijanja broja s u zbir k nenegativnih celih brojeva, uvodimo
nekoliko modifikacija u prethodni program.

Metod Razbijuzbir ée vracati vrednost celobrojnog tipa (i to ¢e biti broj na¢ina da se broj s
razbije u zbir k nenegativnih celih brojeva). Iz IF-bloka metoda vraticemo 1 (jer smo u tom slucaju
nasli jedno razbijanje u zbir), dok ¢emo iz ELSE-bloka vratiti zbir svih vracenih vrednosti rekurzivnih
poziva unutar tog bloka. Na taj nacin, vrednost vradena iz inicijalnog poziva metoda Razbijuzbir
bi¢e jednaka zbiru, pa samim tim i broju, svih vraéenih jedinica, a taj broj je jednak broju traZenih
razbijanja u zbir.
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class Program

{
static int RazbijuUzbir(int[] sabirci, int s, int k)
{
if (k == 1)
{
sabirci[@] = s;
return 1;
}
else
{
int zbir = 0;
for (int i = 0; i <= s; i++)
{
sabirci[k - 1] = i;
zbir += RazbijUzbir(sabirci, s - i, k - 1);
}
return zbir;
}
}
static void Main(string[] args)
{
int k = 3;
int s = 4;
int[] sabirci = new int[k];
Console.WriteLine(RazbijUzbir(sabirci, s, k));
}
}

Prilikom izvrSavanja programa, ispisuje se broj 15.

U opsStem slucaju, ako koristimo rekurziju za prolazak kroz predstavnike neke kombinatorne
strukture, ali umesto ispisa Zelimo da ih prebrojimo, genericki pristup koji koristimo je sledeéi. Najpre,
rekurzivni metod modifikujemo tako da vrada celobrojnu vrednost. Dalje, kad god naidemo na
predstavnika strukture koju prebrajamo, vraéamo vrednost 1. Ako unutar metoda imamo rekurzivne
pozive, tada vracamo zbir svih vraéenih vrednosti rekurzivnih poziva unutar tog metoda. Na taj nacin
vracena vrednost inicijalno pozvanog metoda bi¢e jednaka zbiru vracenih jedinica, a samim tim i
broju takvih jedinica, tj. broju trazenih kombinatornih objekata.

Ako Zelimo da brojimo samo one predstavnike strukture koji zadovoljavaju odredeni uslov,
pristup je slican — svaki put kad naidemo na predstavnika strukture vrsimo proveru uslova i u slucaju
pozitivnog ishoda vraéamo 1, a inace vraéamo 0.

U nastavku dajemo program koji ispisuje broj razbijanja broja s u zbir k nenegativnih celih
brojeva koja ne sadrze nijednu nulu (tj. svi brojevi u razbijanju su prirodni brojevi).

class Program

{

static bool DobroRazbijanje(int[] sabirci)

{

bool nemaNulu = true;
for (int i = @; i < sabirci.Length; i++)
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if (sabirci[i] == 0)

{
nemaNulu = false;
}
}
return nemaNulu;
}
static int RazbijuUzbir(int[] sabirci, int s, int k)
{
if (k == 1)
{
sabirci[@] = s;
if (DobroRazbijanje(sabirci))
{
return 1;
}
else
{
return 0;
}
}
else
{
int zbir = 0;
for (int i = 0; i <= s; i++)
{
sabirci[k - 1] = i;
zbir += RazbijUzbir(sabirci, s - i, k - 1);
}
return zbir;
}
}
static void Main(string[] args)
{
int k = 3;
int s = 4;
int[] sabirci = new int[k];
Console.WriteLine(RazbijUzbir(sabirci, s, k));
}

Prilikom izvrSavanja programa, ispisuje se broj tri.

Napominjemo da se prolazak kroz sva razbijanja broja s u zbir k prirodnih brojeva moze izvrsiti i
prolaskom kroz razbijanja broja s — k u zbir k nenegativnih celih brojeva, uz uveéavanje svakog od
dobijenih brojeva za jedan.

Prelazimo na srodan problem — razbijanje prirodnog broja s u zbir prirodnih brojeva, ali ovaj put
bez ogranicenja na broj brojeva u razbijanju. Sledeci program prolazi kroz sva takva razbijanja datog
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prirodnog broja. PosSto broj sabiraka nije uvek isti, za smesStanje sabiraka koristicemo dovoljno
dugacak niz iju trenutnu duZinu ¢uvamo u posebnoj promenljivoj.

class Program

{
static void IspisiSabirke(int[] sabirci, int dSabirci)
{
Console.Write(sabirci[@]);
for (int i = 1; i < dSabirci; i++)
{
Console.Write(" + {@}", sabirci[i]);
}
Console.WriteLine();
}
static void Razbijanje(int[] sabirci, int dSabirci, int s)
{
if (s == 0)
{
IspisiSabirke(sabirci, dSabirci);
}
else
{
for (int i = 1; 1 <= s; i++)
{
sabirci[dSabirci] = i;
Razbijanje(sabirci, dSabirci + 1, s - i);
}
}
}
static void Main(string[] args)
{
int s = 4;
int[] sabirci = new int[100];
int dSabirci = 9;
Razbijanje(sabirci, dSabirci, s);
}
}

Prilikom izvrSavanja programa, dolazi do sledeceg ispisa.

1+1 1+1
1+1 2
1+2+1

1+ 3
2+1+1

2 + 2

3+1

4
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6.3 Varijacije sa ponavljanjem

Varijacija sa ponavljanjem duzine k, datog skupa sa n elemenata, S,, je uredena k-torka
elemenata iz tog skupa. Naredni program ispisuje sve varijacije sa ponavljanjem skupa {0, 1,...,n —
1} duzine k.

Za prolazak kroz sve varijacije sa ponavljanjem koristimo rekurzivni opis ove strukture — za
poslednji element varijacije mozemo izabrati bilo koji element navedenog skupa, a ispred njega
mozemo staviti bilo koju varijaciju sa ponavljanjem skupa {0, 1,...,n — 1} duZine k — 1.

class Program

{
static void IspisiNiz(int[] niz)
{
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
Console.Write("{0} ", niz[i]);
}
Console.WriteLine();
}
static void VSP(int[] niz, int n, int k)
{
if (k == 0)
{
IspisiNiz(niz);
}
else
{
for (int i = 0; i < n; i++)
{
niz[k - 1] = i;
VSP(niz, n, k - 1);
}
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 2;
int k = 4;
int[] niz = new int[k];
VSP(niz, n, k);
}
}

Kada se program izvrsi, dobija se sledeci ispis.

0000
1000
0100
1100
0010
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U narednom programu, ispisuju se sve varijacije sa ponavljanjem skupa {0, 1,...,n — 1} duZine k
u kojima se nijedan element ne pojavljuje tacno jednom. Ovaj uslov provericemo u posebnom
metodu Dobravarijacija.

class Program

{
static void IspisiNiz(int[] niz)
{
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
Console.Write("{0} ", niz[i]);
}
Console.WriteLine();
}
static bool DobraVarijacija(int[] niz, int n)
{
int[] brojac = new int[n];
for (int i = 0; i < n; i++)
{
brojac[i] = @;
}
for (int j = @; j < niz.Length; j++)
{
brojac[niz[j]]++;
}
bool test = true;
for (int i = 0; i < n; i++)
{
if (brojac[i] == 1)
{
test = false;
}
}
return test;
}
static void VSP(int[] niz, int n, int k)
{
if (k == 0)
{
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if (Dobravarijacija(niz, n))

{
IspisiNiz(niz);
}
}
else
{
for (int i = 0; i < n; i++)
{
niz[k - 1] = i;
VSP(niz, n, k - 1);
}
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 3;
int k = 4;
int[] niz = new int[k];
VSP(niz, n, k);
}

Proveru da li se u varijaciji neki element pojavljuje ta¢no jednom izvrSavamo tako $to za svaki
element skupa {0,1,...,n — 1} nalazimo broj njegovih pojavljivanja u varijaciji.
Kada se program izvrsi, dobija se sledeci ispis.
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6.4 Permutacije

Permutacija datog skupa sa n elemenata, S,,, predstavlja bilo koju uredenu n-torku razli¢itih
elemenata iz tog skupa. U narednom programu ispisuju se sve permutacije skupa {0,1,...,n — 1}.

Za prolazak kroz sve permutacije koristi¢emo rekurzivni opis ove strukture — za prvi element
permutacije mozemo uzeti bilo koji element navedenog skupa, dok posle njega mozemo staviti bilo
koju permutaciju svih preostalih elemenata.

U ovom slucaju program ¢e biti neSto drugaciji od prethodnih, proces ¢emo poceti sa vec
popunjenim nizom u kome se redom nalaze svi elementi skupa — taj niz generisacemo ve¢ u metodu
Main.

Jedan po jedan, svaki od elemenata ée biti doveden na poéetno mesto u nizu, zamenom mesta
sa elementom sa indeksom nula. Posle svake od zamena rekurzivno ¢emo generisati sve permutacije
preostalih elemenata, da bismo nakon toga vratili niz u prvobitno stanje — ponovo menjajuéi mesto
ista dva elementa niza.

Pored niza i parametra m koji predstavlja redni broj pozicije koju trenutno obradujemo, svim
rekurzivnim pozivima prosledivade se i parametar n, koji ¢e u svakom pozivu biti jednak duZini
permutacije. Zamena dva elementa u nizu bié¢e vrSena metodom zameni.

class Program

{
static void Zameni(int[] niz, int a, int b)
{
int pomocna = niz[a];
niz[a] = niz[b];
niz[b] = pomocna;
}
static void IspisiNiz(int[] niz)
{
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
Console.Write("{0} ", niz[i]);
}
Console.WriteLine();
}
static void Per(int[] niz, int n, int m)
{
if (m == n)
{
IspisiNiz(niz);
}
else
{
for (int i =m; 1 < n; i++)
{
Zameni(niz, m, i);
Per(niz, n, m + 1);
Zameni(niz, m, i);
}

97



}
static void Main(string[] args)
{
int n = 4;
int[] niz = new int[n];
for (int i = 0; i < n; i++)
{
niz[i] = i;
}
Per(niz, n, 9);
}

Prilikom izvrSavanja programa dobija se sledei ispis.
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Primetimo da se metod Per iz prethodnog programa moZe Kkoristiti i za prolazak kroz
permutacije proizvoljnog skupa — samo je potrebno elemente tog skupa smestiti u niz u metodu
Main.

Za datu permutaciju 7, ciklus je skup {a;,a,, ...,as} € {0,1, ...,n — 1} takav da se u 7 na poziciji
a, nalazi element a,, na poziciji a, nalazi se as, i tako dalje. Kona¢no, na poziciji as nalazi se a,. Za
svaku permutaciju vaZi da su njeni ciklusi disjunktni, i da im je unija jednaka skupu {0,1, ...,n — 1}. Na
primer, ciklusi permutacije (2,3,0,4,1) su {0,2} i {1,3,4}, a permutacija (1,2,3,4,0) ima samo jedan
ciklus, {0,1,2,3,4}.

Naredni program ispisuje sve permutacije skupa {0, 1,...,n — 1} koje imaju ta¢no jedan ciklus.
Za proveru uslova koristiéemo poseban metod, JedanCiklus.
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class Program
{
static void Zameni(int[] niz, int a, int b)
{
int pomocna = niz[a];
niz[a] = niz[b];
niz[b] = pomocna;

}
static void IspisiNiz(int[] niz)
{
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{
Console.Write("{0} ", niz[i]);
}
Console.WriteLine();
}

static bool JedanCiklus(int[] niz, int n)
{

int pozicija = 0;

int brojac = 0;

do

{
pozicija = niz[pozicija];
brojac++;

}

while (pozicija != 0);

if (brojac == n)

{

return true;
}
else
{

return false;
}

static void Per(int[] niz, int n, int m)

{

if (m == n)
{
if (JedanCiklus(niz, n))
{
IspisiNiz(niz);
}
}
else
{

for (int i =m; 1 < n; i++)

{
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Zameni(niz, m, i);
Per(niz, n, m + 1);
Zameni(niz, m, i);

}
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 4;
int[] niz = new int[n];
for (int i = 0; i < n; i++)
{
niz[i] = i;
}
Per(niz, n, 9);
}

Prilikom izvrSavanja programa, dobija se sledeci ispis.

1230
1302
2031
2310
3201
3012

6.5 Varijacije bez ponavljanja

Varijacija duZina k bez ponavljanja datog skupa sa n elemenata, S,,, je bilo koja uredena k-torka
razlicitih elemenata iz tog skupa. Naredni program ispisuje sve varijacije bez ponavljanja skupa
{0,1,...,n — 1} duzZine k.

Algoritam koji ¢emo koristiti vrlo je slican onom koji smo koristili za generisanje permutacija, s
tim da ¢emo samo prvih k elemenata niza menjati sa svim ostalima, nakon ¢ega ¢e ne generisana
varijacija naéi na prvih k pozicija niza. Za ispis ¢e nam trebati poseban metod za ispis prvih k
elemenata niza. U svim pozivima metoda prosledeni parametri n i k imace svoju inicijalnu vrednost.

class Program

{
static void Zameni(int[] niz, int a, int b)
{
int pomocna = niz[a];
niz[a] = niz[b];
niz[b] = pomocna;
}

static void IspisiK(int[] niz, int k)
{
for (int i = 0; i < k; i++)

{
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Console.Write("{0} ", niz[i]);

}

Console.WriteLine();

static void VBP(int[] niz, int n, int k, int m)

{

if (m == k)
{
IspisiK(niz, k);
}
else
{
for (int i =m; 1 < n; i++)
{
Zameni(niz, m, i);
VBP(niz, n, k, m + 1);
Zameni(niz, m, i);
}
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 4;
int k = 2;
int[] niz = new int[n];
for (int i = 0; i < n; i++)
{
niz[i] = 1i;
}
VBP(niz, n, k, 0);
}

Prilikom izvrSavanja programa dobija se slededi ispis.
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6.6 Kombinacije sa ponavljanjem

Kombinacija sa ponavljanjem duzine k, datog skupa sa n elemenata, S,,, je bilo koji multiskup sa
tacno k, ne obavezno razlicitih, elemenata iz tog skupa. Naredni program ispisuje sve kombinacije sa

ponavljanjem skupa {0, 1,...,n — 1} duZine k.

S obzirom da redosled elemenata u kombinacijama nije bitan, a mi Zelimo da ih smestimo u niz,
opredeljujemo se za smestanje elemenata redom — u neopadajuéem redosledu.

Za prolazak kroz sve predstavnike ove strukture koristicemo njen rekurzivni opis. U slucaju da je
n > 1, sve kombinacije sa ponavljanjem skupa {0, 1,...,n — 1} duZine k generiSemo tako $to najpre
generiSemo sve kombinacije sa ponavljanjem skupa {0,1,...,n — 1} duZine k — 1 te svima njima
dodamo element n — 1, a zatim generiemo i sve kombinacije sa ponavljanjem skupa {0,1,...,n —
2} duZine k. Ako je n = 1, samo prva opcija dolazi u obzir.

class Program

{

static void IspisiNiz(int[] niz)

{

for (int i = @; i < niz.Length; i++)

{
Console.Write("{0} ", niz[i]);
¥
Console.WriteLine();
}
static void KSP(int[] niz, int n, int k)
{
if (k == 0)
{
IspisiNiz(niz);
}
else
{
niz[k - 1] = n - 1;
KSP(niz, n, k - 1);
if (n > 1)
{
KSP(niz, n - 1, k);
}
}
}

static void Main(string[] args)
{
int n = 3;
int k = 4;
int[] niz = new int[k];
KSP(niz, n, k);
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Kada se program izvrsi, dobija se sledeci ispis.
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Naredni program ispisuje broj kombinacija sa ponavljanjem skupa {0,1,...,n — 1} duZine k u
kojima se pojavljuje najvise 2 razli¢ita elementa. U programu ¢emo koristiti ve¢ opisan pristup za
brojanje u rekurziji, a za proveru uslova kreiracemo poseban metod koji koristi Cinjenicu da su
elementi kombinacije u neopadaju¢em poretku.

class Program

{
static bool DobraKombinacija(int[] niz)
{
int brojSuseda = 1;
for (int i = 1; i < niz.Length; i++)
{
if (niz[i - 1] != niz[i])
{
brojSuseda++;
}
}
return (brojSuseda <= 2);
}
static int KSP(int[] niz, int n, int k)
{
if (k == 0)
{
if (DobraKombinacija(niz))
{
return 1;
}
else
{
return 0;
}
}
else
{
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int zbir = 0;
niz[k - 1] = n - 1;
zbir += KSP(niz, n, k - 1);

if (n > 1)
{
zbir += KSP(niz, n - 1, k);
}
return zbir;
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 3;
int k = 4;
int[] niz = new int[k];
Console.WriteLine(KSP(niz, n, k));
}

Kada se program izvrsi, ispisuje se broj 12.

6.7 Kombinacije bez ponavljanja

Kombinacija bez ponavljanja duZine k, datog skupa sa n elemenata, S,,, je bilo koji podskup tog
skupa sa tacno k elemenata. Naredni program ispisuje sve kombinacije bez ponavljanja skupa
{0,1,...,n — 1} duiine k.

Kao i kod kombinacija sa ponavljanjem, s obzirom na to da redosled elemenata nije bitan, a mi
Zelimo da ih smestimo u niz, opredeljujemo se za smestanje elemenata redom — ovaj put u rastu¢em
redosledu (jer u kombinacijama bez ponavljanja nema istih elemenata).

Za prolazak kroz sve predstavnike ove strukture koristicemo njen rekurzivni opis. U slucaju da je
n > k, sve kombinacije bez ponavljanja skupa {0,1,...,n — 1} duZine k generisemo tako 3to najpre
generisemo sve kombinacije bez ponavljanja skupa {0,1,...,n — 2} duZine k — 1 te svima njima
dodamo element n — 1, a zatim generidemo i sve kombinacije bez ponavljanja skupa {0,1,...,n — 2}
duZine k. Ako je n = k, samo prva opcija je moguca, jer se u tom slucaju vise nijedan element ne
moze preskoditi.

class Program

{

static void IspisiNiz(int[] niz)

{
for (int i = @; i < niz.Length; i++)
{

Console.Write("{0} ", niz[i]);

}
Console.WriteLine();

}

static void KBP(int[] niz, int n, int k)

{
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if (k == @)

{
IspisiNiz(niz);
}
else
{
niz[k - 1] = n - 1;
KBP(niz, n - 1, k - 1);
if (n > k)
{
KBP(niz, n - 1, k);
}
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 6;
int k = 4;
int[] niz = new int[k];
KBP(niz, n, k);
}

Prilikom izvrSavanja programa, dobijamo slededi ispis.
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U narednom programu ispisuju se sve kombinacije bez ponavljanja skupa {0, 1,...,n — 1} duZine
k u kojima se nijedna dva elementa ne razlikuju za tacno tri. Ovaj uslov proveravacemo u posebnom
metodu.

class Program

{

static void IspisiNiz(int[] niz)

{

for (int i = @; i < niz.Length; i++)

{
Console.Write("{0} ", niz[i]);
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}

Console.WriteLine();

static bool DobraKombinacija(int[] niz)

{

bool nemaRazlikeTri = true;
for (int i = @; i < niz.Length - 1; i++ )

{
for (int j = 1 + 1; j < niz.Length; j++)
{
if (niz[j] - niz[i] == 3)
{
nemaRazlikeTri = false;
}
}
}

return nemaRazlikeTri;

static void KBP(int[] niz, int n, int k)
{

if (k == 0)
{
if (DobrakKombinacija(niz))
{
IspisiNiz(niz);
}
}
else
{
niz[k - 1] = n - 1;
KBP(niz, n - 1, k - 1);
if (n > k)
{
KBP(niz, n - 1, k);
}
}
}
static void Main(string[] args)
{
int n = 8;
int k = 4;
int[] niz = new int[k];
KBP(niz, n, k);
}

Kada se program izvrsi, dobija se sledeci ispis.

106



0267

0167
1357
0157

1237
0127

0456

0156

0246
0126

107



7 Statisticke ocene

Statistika je oblast koja se, uopSteno govoreci, bavi tumacenjem podataka, a mi ¢emo se
upoznati sa jednom od bazi¢nih metoda — tackastom ocenom verovatnoce. Naime, ako u okviru
eksperimenta posmatramo dogadaj koji se odigrava sa verovatno¢om koja nam nije poznata, tu
verovatno¢u mozemo da odredimo priblizno ponavljajuéi eksperiment vise puta. Bez namere da
ulazimo dublje u matematicku analizu problema, re¢i éemo jo§ samo da Sto viSe puta ponovimo
eksperiment, veée su Sanse da nasa procena bude ,blizu” stvarne vrednosti. Vise o ovoj metodi, a i
mnogim drugim statistickim metodama ocene, moze se nadi u knjizi [12].

Na primer, bacamo kockicu za igru (koja na stranicama ima ispisane brojeve od jedan do Sest) i
zanima nas koja je verovatnoca da broj na kockici bude deljiv sa tri. Ako bacimo kockicu sto puta, i u
36 bacanja broj na kockici bude deljiv sa tri, procenjujemo pomenutu verovatnoéu sa 36/100 =
0,36. Inace, (tatna) verovatnoca ovog dogadaja je 1/3.

Ako za procenu koristimo racunar, eksperiment moZemo da ponovimo veci broj puta, Sto daje
bolju ocenu. Da bismo simulirali eksperimente sa slucajnim ishodom u programskom jeziku C#
trebaju nam ,slu¢ajno” izabrani brojevi, a njih dobijamo pomocéu klase Random. Novi generator
slu¢ajnih brojeva deklariSemo na sledeci nacin.

Random <ime> = new Random();

Nakon toga, pomodu <ime>.Next(a, b) dobijamo slucajno izabran ceo broj iz poluotvorenog
intervala [a, b), tj. iz skupa {a,a + 1,a + 2,...,b — 2, b — 1}. Pritom, svaki broj ima istu verovatnoc¢u
da bude izabran.

U narednom programu ispisuje se deset slu¢ajno izabranih brojeva iz skupa {0, 1}.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Random slucajan = new Random();
for (int i = 0; i < 10; i++)
{
int broj = slucajan.Next(o0, 2);
Console.WriteLine(broj);
}
¥
}

Sledi primer ispisa koji se dobija prilikom izvrSavanja ovog programa.
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Generisanje slucajne vrednosti iz prethodnog programa mozemo posmatrati i kao simulaciju
bacanja novciéa, gde se 0 interpretira kao pismo, a 1 kao glava. Ako Zelimo da simuliramo bacanje
kockice za igru, treba da izaberemo sluc¢ajan broj iz skupa {1,2,...,6}. U narednom programu
simuliramo 8 bacanja kockice.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Random slucajan = new Random();
for (int i = @; 1 < 8; i++)
{
Console.WriteLine(slucajan.Next(1, 7));
}
}
}

Sledi primer ispisa koji se dobija prilikom izvrSavanja ovog programa.

wunuvu bR, ONBR

Ako Zelimo slucajno izabran realan broj iz intervala (0,1), koristimo NextDouble() metod, Sto je
ilustrovano sledeé¢im programom.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Random slucajan = new Random();
for (int i = 0; i < 10; i++)
{
double realan = slucajan.NextDouble();
Console.WritelLine(realan);
}
}
}

Sledi primer ispisa koji se dobija prilikom izvrSavanja ovog programa.

0.0358527410011053
0.462956475309542
0.729268771935845
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.875799682864826
.442899257616559
.772842418762316
.572976021828584
.490151732456941
.486630610416937
.134437600678968

O 0O 00000

U narednom programu se za dat prirodan broj n ispisuje procena verovatnoce da broj na
bacenoj kockici za igru bude deljiv sa 3, ponavljajuéi eksperiment bacanja kocke n puta.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Random slucajan = new Random();
int n = 100000;
int uspesni = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
if (slucajan.Next(1,7) % 3 == 0)
{
uspesni++;
}
}
Console.WriteLine((double)uspesni / n);
}
}

Kao $to smo veé pomenuli, ta¢na verovatnoc¢a ovog dogadaja je 1/3, a pokretanjem programa
dobija se ispisan broj koji je ,blizak” ta¢noj verovatnoci.

U slededem programu se za dat prirodan broj n ispisuje procena verovatnoce da brojevi na Sest
bacenih kockica za igru budu svi razliciti, ponavljajuci eksperiment n puta.

Verovatnoca ovog dogadaja je 0.015432 ...

class Program

{

static void Main(string[] args)
{
Random slucajan = new Random();
int n = 100000;
int[] brojac = new int[6];
int uspesni = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++)

{
for (int j = 0; j < 6; j++)
{
brojac[j] = ©;
}
for (int j = @; j < 6; j++)
{

int bacenBroj = slucajan.Next(1, 7);
brojac[bacenBroj - 1]++;
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}
if (brojac.Min() == 1)
{

uspesni++;
}
}

Console.WriteLine((double)uspesni / n);

Naredni program za date prirodne brojeve n i k ispisuje procenu verovatnoce da se tokom
bacanja novciéa k puta glava nije pojavila tri puta za redom, ponavljajuci eksperiment n puta.
Za k = 5, tacna verovatnoca ovog dogadaja je 0.75.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Random slucajan = new Random();
int n = 100000;
int k = 5;
int[] novcici = new int[k];
int uspesni = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
for (int j = 0; j < k; j++)
{
novcici[j] = slucajan.Next(o, 2);
}
bool test = true;
for (int j = 0; j <= k - 3; j++)
{
if (novcici[j] + novcici[j + 1] + novcici[j + 2] == 3)
{
test = false;
}
}
if (test)
{
uspesni++;
}
}
Console.WriteLine((double)uspesni / n);
}
}

U slede¢em programu se za date prirodne brojeve n, k i [ ispisuje procena verovatnoce da se
tokom bacanja novciéa k puta izmedu svaka dva pisma glava pojavila bar [ puta, ponavljajudi
eksperiment n puta.

Zak = 4il = 2, tacna verovatnoca ovog dogadaja je 0.375.
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class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Random slucajan = new Random();
int n = 1000000;
int k = 4, 1 = 2;
int[] novcici = new int[k];
int uspesni = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
for (int j = 0; j < k; j++)
{
novcici[j] = slucajan.Next(9, 2);
}
bool test = true;
int brojGlava = int.MaxValue / 2;
for (int j = 0; j < k; j++)
{
if (novcici[j] == 0)
{
if (brojGlava < 1)
{
test = false;
}
brojGlava = 0;
}
else
{
brojGlava++;
}
}
if (test)
{
uspesni++;
}
}
Console.WriteLine((double)uspesni / n);
}
}

U prethodnom programu, Zelimo da inicijalna vrednost promenljive brojGlava bude velika
(svakako veéa od dva), pa smo odabrali da to bude int.MaxValue / 2. Na taj nacin, prilikom prvog
nailaska na pismo, promenljiva brojGlava sigurno nece biti manja od dva i samim tim vrednost
promenljive test ¢e ostati true, Sto i Zelimo (jer bez obzira na broj glava pre prvog pisma, uslov
zadatka je u tom momentu jo$ uvek zadovoljen). Primetimo da int.MaxValue nije dobar izbor za
inicijalnu vrednost promenljive brojGlava, jer bi nakon uvecavanja za jedan njena vrednost postala
int.Minvalue?, sto ne Zelimo.

3 Uzastopnim uvecavanjem vrednosti promenljive tipa int za jedan ,vrtimo se u krug” — posle najveéeg
broja tipa int sledi najmanji broj tipa int.
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U ruletu se bacanjem kuglice bira jedan broj iz skupa {0,1,2,...,36}, i svi brojevi imaju istu
verovatnodu izbora.

U slede¢em programu se za date prirodne brojeve n i k ispisuje procena verovatnocde da u k
bacanja kuglice u ruletu svi brojevi dobijeni u neparnim bacanjima (prvom, trecem, petom,...) budu
vedi od svih brojeva dobijenih u parnim bacanjima, ponavljajuci eksperiment n puta.

class Program

{
static void Main(string[] args)
{
Random slucajan = new Random();
int n = 2000000;
int k = 4;
int[] rulet = new int[k];
int uspesni = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
for (int j = 0; j < k; j++)
{
rulet[j] = slucajan.Next(e, 37);
}
bool test = true;
for (int j = 0; j < k; j += 2)
{
for (int s =1; s < k; s += 2)
{
if (rulet[j] <= rulet[s])
{
test = false;
}
¥
}
if (test)
{
uspesni++;
}
}
Console.WritelLine((double)uspesni / n);
}
}
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