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Predgovor

Ova knjiga nastala je prvenstveno kao udzbenik za predmet Teorijske osnove
informatike I, drzan studentima informatike na Prirodno-matematickom fakul-
tetu u Novom Sadu. Medutim, nadam se da ¢e biti od koristi i drugim infor-
maticarima koji zele da se upoznaju sa nekim matematickim temama koje su
povezane sa racunarstvom.

Na pocetku, zeleo bih da navedem nekoliko kljucnih rec¢i koje smatram bitnim
za izlozeni materijal:

e Razumevanje. Verujem da ucenje matematike ,, napamet” ne vodi nicemu i
stoga ova knjiga nije spisak Sablona za izra¢unavanje i konstrukciju raznih
objekata. lako ¢e jedan od ciljeva biti da se ¢itaocu priblizi intuitivno
shvatanje svakog od uvedenih pojmova, insistirace se i na preciznom defi-
nisanju i dokazivanju. Citalac ¢e moéi po zelji da preskoci poneki slozeniji
dokaz, ali ¢e veéina njih ipak biti ukljuceni (bar kao ideje) kako bi se bolje
razumelo ne samo kako, veé i zasto nesto radi. Izuzetak ¢e, naravno, biti
teoreme ¢iji dokazi po slozenosti znatno prevazilaze nivo ove knjige.

e Apstrakcija. Jedan od glavnih razloga zbog kojeg je matematika teska je
njena apstraktnost. Glavni pojmovi opisani u ovoj knjizi (relacije, funkcije
itd.) dobijeni su izdvajanjem zajednickih osobina raznih objekata i cilj
njihovog uvodenja je da nam pruzi jezik koji ¢e nam omoguditi baratanje
Sirokim opsegom takvih objekata. Da bi se prevazisle teskoce nastale ap-
strakcijom svaka nova definicija propra¢ena je brojnim primerima koji
treba da pomognu ¢itaocu da razume novi pojam.

e Povezivanje. Skoro svaki pojam i tvrdenje koje se pojavljuju u knjizi bice
osnova za nove pojmove i tvrdenja. Pored toga, pokusao sam da, gde god
je to mogucée, gradivo bude povezano s programiranjem i drugim oblastima
informatike s kojim ¢e se Citalac sretati kasnije.

Cesto se postavlja pitanje: da li je, i u kojoj meri, informati¢arima potrebno
znanje matematike? Verujem da poznavanje pojmova matematicke logike omo-
gucava pogled ,,odgore” na konkretne objekte s kojima se radi u informatici.
Ali, pored znanja, bitne su i ideje 1 na¢in razmisljanja koji se razvija prilikom
dokazivanja matematickih problema. Analogija, koja ¢e Cesto biti koriséena u
ovo]j knjizi, neophodna je svakom informati¢aru da bi umeo da jednom videne
ideje za resavanje jednog prilagodi i primeni na reSavanje drugih, sli¢cnih prob-
lema.

Verovatno ne postoji savrSen nacin za izlaganje ove materije. Detaljna
obrada pojmova iz teorije skupova, relacija i funkcija pre iskaznog i predikatskog
racuna znacila bi da se liSavamo mnogih prednosti baratanja iskaznim i predi-
katskim formulama. S druge strane, poznavanje osnovnih pojmova iz navedenih
tema biée potrebno za razumevanje nek%h delova gradiva iskaznog i predikatskog



ra¢una. Stoga se u prvoj glavi daje pregled predznanja neophodnih za razume-
vanje sadrzaja koji dolaze kasnije; nekih tema ¢emo se dotaéi samo nakratko
(skupovi, relacije, funkcije), a detaljnije ih izuc¢avati u kasnijim glavama.

U drugoj glavi izlozene su osnove iskaznog racuna. Akcenat je na tau-
tologijama - najopstijim pravilima matematickog zakljucivanja. Medutim, kroz
razne metode dokazivanja tautologija bi¢e predstavljene i najbitnije strategije
resavanja matematickih problema (svodenje na protivreénost, rastavljanje na
slucéajeve itd.) Na nekoliko primera upoznademo se i sa intuitivnim pojmom
algoritma.

Treéa glava predstavlja kratak uvod u predikatski ra¢un. Predikatske for-
mule su osnova za precizno izrazavanje u svim oblastima matematike, ali mogu
biti od koristi i informaticaru (videti npr. odeljak 3.8). Veliki broj zadataka s
konstrukcijom modela formula treba da pomogne ¢itaocu da nauci da pravilno
Cita i razume formule. Prilikom konstrukcija nekih od njih biée u izvesnoj meri
koriséeno i znanje iz naredne dve glave, pa se ¢itaocu preporucuje da takve za-
datke preskoci i vrati se na njih nakon boljeg upoznavanja s relacijama i funkci-
jama. U ovoj glavi bi¢e pomenuti i logicki programski jezici, koji za osnovu
imaju upravo predikatski racun.

Osnovni pojmovi Cetvrte glave su skupovi i relacije. Posebnu paznju posve-
¢ujemo relacijama poretka i relacijama ekvivalencije. Biée prikazan i nac¢in na
koji n-arne relacije sluze kao osnova za tzv. relacioni model baza podataka.

Funkcije se izu¢avaju u poslednjoj glavi. Iako se pojmovi funkcija u matema-
tici i programiranju znatno razlikuju, pravilno shvatanje prvog od njih od velikog
je znacaja za razumevanje drugog. Takode se uvodi i pojam kardinalnosti skupa
i navode osnovne ¢injenice vezane za pojam beskonacnosti.

Svaka glava sadrzi i veliki broj pratetih zadataka. Slozeniji zadaci iz ovih
tema mogu se naéi u [20].

Pomenimo jos neka pitanja koja se prirodno postavljaju kada se pristupa
pisanju ovakve knjige. Pre svega, kakav nivo formalnosti i preciznosti odabrati?
U nekim slu¢ajevima neformalno objasnjenje bolje doprinosi razumevanju izlo-
zenog nego striktan dokaz. S druge strane, jedan od ciljeva ovog udzbenika je
da uputi ¢itaoca u pravilno i precizno izvodenje i zapisivanje tvrdenja i dokaza.
Stoga sam se odlucio za srednje resenje: neki dokazi su izloZeni precizno (pogo-
tovo ako oni ilustruju ranije uvedene logicke metode dokazivanja) a neki su dati
samo kroz ideje.

Sto se tice zapisa, on je veéinom standardan. Jedna od specificnosti je sto
prilikom ekvivalencijskih transformacija koristimo oznaku ~ umesto <, kao
i | umesto = u koracima u kojima izvodimo posledice. Time se izbegava
dvosmislenost u zapisu: da li < predstavlja deo formule koju transformisemo
ili relaciju izmedu dve formule? Treba napomenuti da smo iste oznake koristili i
u opstijem smislu, prilikom koriséenja dodatnih uslova zadatih u tvrdenju (npr.
ako je zadato A C B, tokom izvodenja koristimo z € A | x € B) u cilju
izbegavanja uvodenja dodatnih oznaka i komplikovanja zapisa.

Na nekoliko mesta u knjizi ukljuceno je i nekoliko kratkih programskih seg-
menata. Oni su pisani u programskom jeziku Java, ali isto ili sli¢no izgledaju
iu C-u i srodnim jezicima; verujemo da svako ko je upoznat s osnovama pro-
gramiranja nec¢e imati problema da ih razume.

Zeleo bih da se zahvalim recenzentima: dr Milosu Rackoviéu, dr Milanu
Vidakoviéu i dr Nebojsi Mudrinskom, na savetima i sugestijama kojima su do-
prineli poboljsanju ovog teksta. Branislav Sobot je takode pazljivo proéitao
tekst. Zahvalnost dugujem i svim nastavnicima i saradnicima koji su radili na
ovom predmetu i njegovim ranijim inliarnacijama. Mnoge ideje o sadrzaju i



poneki primer poti¢u iz sjajne knjige [4] koju preporucujem za dalje ¢itanje i
koja pokriva jos neke teme koje ovde nisu obradene. Na kraju, posebno se zah-
valjujem svojoj porodici koja mi uvek pruza bezrezervnu podrsku i ljubav koje
mi omogucuju da se posvetim svom poslu.

Novi Sad, 16. 5. 2017. Boris Sobot






Glava 1

Uvod

1.1 Skupovi

Pojam skupa u ovoj knjizi neCemo precizno definisati, nego ¢emo baratati intu-
itivnom predstavom o skupovima kao kolekcijama nekih elemenata. Razlog za
to je ¢injenica da je za precizno uvodenje pojma skupa neophodan slozen sistem
aksioma. Jedan takav sistem, koji je danas u Sirokoj upotrebi, je Zermelo-
Frenkelov (ZF) sistem o kojem zainteresovani ¢italac moze naéi mnogo u knjizi
[6].

Ako je x element skupa A, to zapisujemo ovako: z € A. Da z nije element
skupa A piSemo z ¢ A.

Za neke vazne skupove koristicemo standardne oznake, koje ¢e se u ostatku
knjige podrazumevati. To su: N - skup prirodnih brojeva, Z - skup celih brojeva,
@ - skup racionalnih brojeva i R - skup realnih brojeva. Ove skupove mozemo
formalno zasnovati na nekoliko nacina; neki od njih prikazani su u knjigama [19]
i [11]. Napomenimo jos$ da se nula nekad smatra prirodnim brojem, a nekada
ne; u ovoj knjizi iz prakti¢nih razloga smatra¢emo da 0 ¢ N.

Skupove mozemo zadavati na nekoliko na¢ina. Prvi je direktno nabrajanje
elemenata u viticastim zagradama, npr. {1,2,3}. Ovakvo zadavanje ima jedno
veliko ogranicenje: njime mozemo definisati samo konacne skupove. Stoga ¢esto
koristimo i zapis {z € A : ¢(x)}, gde je A neki veé poznati skup; on nam daje
podskup skupa A kojeg ¢ine elementi koji zadovoljavaju formulu ¢(x). Recimo,
{z € R: x > 10} oznacava skup realnih brojeva ve¢ih od 10. Naravno, ovakvim
zapisom moc¢i ¢emo se mnogo slobodnije koristiti kada se upoznamo bolje sa
predikatskim formulama.

Ponekad se prethodni zapis skracuje izostavljanjem skupa A ako je iz kon-
teksta jasno o kojem skupu se radi. Recimo, u zapisu {z : 3 | =} kojim se
definiSe skup brojeva deljivih sa 3 obi¢no se podrazumeva da su u pitanju celi
brojevi. Ali ovakav zapis moze biti dvosmislen, npr. {x : > 10} mozZe biti
shvaéeno kao {x € R : x > 10} ili kao {x € N : x > 10}. Postoji jos jedan
razlog zasto ovakvo zadavanje treba izbegavati: ovakvim zapisom moze se dobiti
i neSto §to formalno, prema aksiomama teorije skupova, uopste nije skup. Tako,
kolekcija {x : * = x} bi obuhvatala previse elemenata da bi oni mogli ,,stati”
u skup. Neprecizna formulacija pojma skupa, po kojoj bi i navedena kolekcija
bila skup, pocetkom proslog veka je dovela do pojave tzv. Raselovog paradoksa
koja je izazvala veliku krizu u matematici, reSenu upravo uvodenjem precizne
aksiomatike.

Konaéno, skupove mozemo zadavati i na treéi nac¢in. Ako zapisemo {¢(x) :
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x € A}, gde je A ponovo neki poznati skup a t izraz (izraze, odnosno termove
¢emo takode precizno definisati u glavi posveéenoj predikatskom rac¢unu), dobi-
jamo skup svih vrednosti terma t(z) za x € A. Npr. {22 : € N} je skup svih
potpunih kvadrata, odnosno kvadrata prirodnih brojeva.

Mozemo zakljuciti da se svaki skup moze zapisati na vise nacina. Najbolji
nacin zapisivanja je, naravno, onaj koji je najlaksi za razumevanje.

1.2 Relacije

Ako je n prirodan broj, n-arna relacija P na skupu A opisuje odnos izmedu n ele-
menata tog skupa. Sa P(z1,2,...,Z,) oznacava se da su elementi x1, zo, ..., Ty,
u relaciji P.

U ovom, uvodnom odeljku o relacijama bavi¢emo se samo tzv. unarnim i
binarnim relacijama. Unarne relacije (zan = 1) opisuju osobine koje mogu imati
elementi nekog skupa, dakle sa P(z) oznacava¢emo da je element x u relaciji
P. Binarne relacije opisuju odnose izmedu parova elementa nekog skupa: sa
P(z,y) oznacavamo da su z i y u relaciji P. Za binarne relacije ¢esto koristimo
i tzv. infiksni zapis i piSemo Py umesto P(x,y).

Relacije mozemo predstavljati direktnim zadavanjem elemenata koji su u
relaciji ili formulom. Za unarne i binarne relacije na konacnim skupovima
mozemo koristiti i tablicu u kojoj sa T ozna¢imo elemente (ili parove elemenata)
koje su u relaciji, a sa L one koje nisu. Binarne relacije na kona¢nom skupu
mozemo predstavljati i graficki, tzv. grafom relacije (o tome vise u odeljku 4.5).
Predstavljanje formulama za sada ¢emo posmatrati samo intuitivno, posto ¢emo
se s njima detaljnije upoznati tek u glavi 3.

Primer 1.1 (1) Na skupu N definisimo relaciju: P(x) ako je x paran broj.
To je jedna unarna relacija i moZemo je formulom zapisati ovako: P(x)

ako 2 | x. Dakle, vazi P(2) ali ne i P(3).

(2) Slicno, na skupu A = {—2,—1,0,1,2} moZemo definisati unarnu relaciju
ovako: Q(z) ako je x pozitivan broj. Ona se moZe prikazati formulom:
Q(z) ako x > 0. Kako je skup A konacan, ovu relaciju moZemo predstaviti
i tablicom:

Q

=2
-1
0
1
2

A H

Tablicu ¢itamo na sledeéi nacin: elementi pored kojih stoji T su u relaciji
Q, a oni pored kojih stoji 1 misu.

(3) Na proizvoljnom skupu moZemo posmatrati relaciju jednakosti =. Tako,
na skupu B = {1,2,3} je recimo = (1,1), §to éeiée pisemo u infiksnoj
notaciji kao 1 = 1; s druge strane nije 2 = 3. Binarne relacije takode
mozZemo predstavljati tablicama:
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(4)

(5)

(6)

(7)

Tablicu binarne relacije ¢itamo ovako: ako je u polje u preseku vrste jednog
i kolone drugog elementa upisano T, to znaci da je prvi od ta dva elementa
u relacifi s drugim; u suprotnom oni nisu u relaciji.

Na svakom skupu imamo i relaciju #. I ova relacija se mozZe prikazati
tablicom, npr. na skupu B = {1,2,3}:

Relacija < na skupu N mozZe se zadati ovako: m < n ako postoji k > 0
takvo da je m + k = n; naravno, parova elemenata koji su u relaciji sada
ima beskonacno mnogo: 1 < 2,1 < 3,2 < 4,... pa ovu relaciju ne moZemo
zadati nabrajanjem elemenata koji su u relaciji niti tablicom.

Sliéno prethodnom primeru, na skupu N imamo i relaciju <: m < n ako
postoji k > 0 takvo da je m + k = n.

Na skupu N moZemo posmatrati i relaciju deljivosti koju takode zapisujemo
infiksno: x |y (videti definiciju 1.4).

1.3 Funkcije

Funkcija f koja preslikava skup A u skup B svakom elementu a € A pridruzuje
tacno jedan element b € B (kazemo: preslikava a u b). To pisemo f(a) = b.

Za funkciju f koja preslikava skup A u skup B skup A zovemo domen, a skup
B kodomen te funkcije; tada pisSemo f : A — B. Funkcije mozemo predstavljati
izrazom koji opisuje kako se iz x izracunava f(z), dijagramom, kao i tablicom.

Primer 1.2 (1) Obelezimo A = {1,2,3,4}. Jedna funkcija f : A — A zadata

je ovako: f : ( ; ? i i ) To znaci da se element 1 slika v 2, 2 u 1,

a3 14 ud. Ovo se moZe prikazati i dijagramom:

(2) Za A =1{1,2,3,4} i B ={a,b,c} jedna funkcija g : A — B data je ovako:

(1 2 3 4
9" \a b b
domena, 2 1 3, preslikavaju u isti element b kodomena. Evo i dijagrama:

). Primetimo da je dozvoljeno da se razlic¢iti elementi
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\
—
|

(3) ( (11 i Z 2 ) nije funkcija, jer mije dozvoljeno da se jedan element

domena (u ovom slucaju 3) preslikava u vige razlicitih elemenata kodomena
(cid).
Posebna vrsta funkcija su operacije na nekom skupu. n-arnae operacija na
skupu A preslikava n-torke elemenata skupa A u skup A.
Kao i u slucaju relacija, za n = 1 dobijamo unarne, za n = 2 binarne, a za
n = 3 ternarne operacije.

Primer 1.3 (1) Izrazom f(x) = z — 1 zadata je jedna unarna operacija na
skupu R (ili na skupu Z). Primetimo da ovo nije operacija na skupu N,
jer je f(1) =0, a 0 ne pripada skupu N.

(2) Izrazi f(x,y) = x4y, gx,y) =z —y i h(x,y) = x -y definisu tri binarne
operacije na skupu R. Ali d(x,y) = i nije operacija na skupu R, jer nije
definisano d(x,0). Medutim, ona jeste operacija na skupu R\ {0}.

(3) Binarne operacije, slicno binarnim relacijama, moZemo zadavati tabli-
cama. Za to imamo dva naéina, npr. na skupu {1,2,3} mozZemo zadati
jednu operaciju ovako:

z |y | h(z,y)
11| 2
1]2] 2
113 1
2(1] 3
202| 2
23] 1
301 2
312 3
313 3

Prou tablicu éitamo ovako: npr. rezultat operacije h(2,3) nalazi se u pre-
seku vrste koja odgovara elementu 2 1 kolone koja odgovara elementu 3, pa
je h(2,3) = 1. U drugoj tablici potraZimo vrstu koja odgovara paru x = 2,
y =3, dakle h(2,3) = 1.

(4) Izrazom f(x,y,z) = x + y* zadata je jedna ternarna operacija na skupu

U izrazu f(x,y) elementi x i y se nazivaju argumenti ili parametri funkcije.
Vazno je razumeti da, ako je funkcija zadata nekim izrazom (kao u prethodnom
primeru), taj izraz samo daje ,,S8emu” za racunanje rezultata funkcije. Dakle,
ako je f(x) = = — 1, onda je, za bilo koju drugu vrednost argumenta y (iz
domena funkcije), f(y) =y —1,kaoi f(x +y) =z +y —1 (ako je i zbir x + y
u domenu funkcije).



1.4. TEORIJA BROJEVA 11

1.4 Teorija brojeva

Kako ¢e mnogi primeri u ovoj knjizi biti vezani za pojmove teorije brojeva, u
ovom odeljku dajemo kratak pregled neophodnog predznanja. Citaoca zain-
teresovanog za ovu oblast upuéujemo na knjigu [9].

Kao §to znamo, svaki ceo broj a moze se podeliti bilo kojim celim brojem
b # 0 i pritom se dobijaju koli¢nik g i ostatak r, takav da 0 < r < b, koji su
jedinstveno odredeni relacijom a = bg + r. Kada je ostatak pri deljenju jednak
nuli, kazemo da je broj a deljiv brojem b.

Definicija 1.4 Broja € Z deljiv je brojem b € Z (b #0) ako je a = bq za neko
q € Z. To pisemo b | a a ¢itamo takode i: b deli a.

U preostalim definicijama ograni¢i¢emo se samo na prirodne brojeve, mada
se neke od njih mogu formulisati i za cele brojeve uopste.

Definicija 1.5 Najveéi zajednicki delilac prirodnih brojeva a i b je najveci priro-
dan broj d takav da d|a id|b. On se oznacava sa NZD(a,b).

Najmangi zajednicki sadrZalac prirodnih brojeva a i b je magmangi prirodan
broj s takav da a | s ib|s. On se oznacava sa NZS(a,b).

Kazemo da su prirodni brojevi a i b uzajamno prosti ako je NZD(a,b) =1,
odnosno ako ont nemaju drugih zajednickih delitelja osim jedinice.

Definicija 1.6 Prirodan broj n > 1 je prost ako mema drugih delitelja osim
samog sebe 1 jedinice; u suprotnom je sloZen.

Primetimo da se 1 ne smatra ni prostim ni slozenim brojem. Takode je vazno
razlikovati pojam prostog broja od pojma uzajamno prostih brojeva: relacija
,,biti prost broj” je unarna - govori samo o osobini jednog broja, dok je relacija
,,brojevi su uzajamno prosti” binarna - govori o medusobnom odnosu dva broja.

Za kraj ovog odeljka dajemo dve teoreme koje ¢e biti koriséene kasnije.

Teorema 1.7 Izn|ain|b sledin|a+b.

Dokaz. n | ain|bznate daje a =nkib=nlzaneke k,l € Z. Tada je
a+b=n(k+1),pain|a+b. O

Teorema 1.8 (Osnovna teorema aritmetike) Svaki prirodan broj n > 1
moze se na jedinstven nacin predstaviti kao proizvod prostih cinilaca:

01,02 ag
n=p;y PP

gde su, dakle, p1,pa, ..., pg razli¢iti prosti brojevi a ay,as,...,ar € N.

1.5 Matematicka indukcija

Pretpostavimo da zelimo da dokazemo neko tvrdenje oblika ,,Za svaki prirodan
broj n vazi T(n)”, gde je T'(n) neka tvrdnja o broju n. Problem je u tome sto
prirodnih brojeva ima beskona¢no mnogo pa je nemoguée za sve njih direktno
proveriti T'(n). Matematicka indukcija je veoma mocan metod za dokazivanje
takvih tvrdenja.

Postoji nekoliko oblika matematicke indukcije. Krenimo od najjednostavni-

jeg:
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1. baza indukcije: dokaze se T'(1);
2. indukcijska hipoteza: pretpostavimo da, za neko n € N, vazi T'(n);

3. indukcijski korak: dokazemo, koriste¢i indukcijsku hipotezu, da vazi i
T(n+1).

Zasto iz svega ovog sledi da T'(n) vazi za svako n € N7 Za pocetak, T'(1) je
dokazano direktno. Kako iz T(n) sledi T'(n + 1) za svako n, specijalno iz T'(1)
sledi T'(2), dakle i T'(2) je tacno. Zatim iz T'(2) sledi T'(3) i tako dalje, Sematski:

T(1) - T2)—>T3)—=T(4) — ...

Baza indukcije (krade: B.I.) se obi¢no lako proverava, ali se ne sme izostaviti
jer je ona ,temelj” cele konstrukcije. U indukcijskoj hipotezi (I.H.) nista se
ne dokazuje, ve¢ se samo postavlja pretpostavka o tacnosti tvrdenja za neko
n € N. Kona¢no, indukcijski korak (I.K.) je glavni deo metoda, prelaz sa n na
n+1. Kako je ovo i najslozeniji deo dokaza, pogodno je na pocetku indukcijskog
koraka zapisati kako tacno glasi T'(n + 1) koje pokazujemo.

Primer 1.9 Dokazimo da za svakon € N vazi 1 +2+ ...+ n= %

B.I. Zan =1 treba proveriti da li je 1 = 12%2, Sto je ocigledno tacno.

I.H. Pretpostavimo da za nekon € N vazi 1 +2+...+n= %

LK. Dokazimo da tada vaZi i 14+...4+n+(n+1) = (RLQ("H) Najvaznije je
uociti kako iskoristiti indukcijsku hipotezu; uw ovom primeru primecujemo da se
leva strana jednakosti koju dokazujemo sastoji iz leve strane jednakosti iz I.H.
kojoj je dodat jos jedan sabirak, n + 1. Stoga je

n(n+1)
2

+(n+1):n(n+1)—2k2(n+1) _ (n—|—1)2(n+2)7

1+.. 4+n+(n+l) =

Sto je i trebalo dokazati.

Napomenimo da ova verzija indukcije ima i razne varijacije, npr. ako tvrdenje
dokazujemo samo za prirodne brojeve n > 2 (recimo zato $to ono ne vazi za
n = 1), tada u bazi indukcije dokazujemo T'(2) (videti zadatak 3).

Druga varijanta indukcije koristi se kada nam je za dokazivanje indukcijskog
koraka potrebno da pretpostavimo da tvrdenje vazi za dva (ili vise) prethodna
prirodna broja:

1. baza indukcije: dokaze se T'(1) i T'(2);

2. indukcijska hipoteza: pretpostavimo da, za neko n € N, vazi T'(n — 1) i
T(n);

3. indukcijski korak: dokazemo, koristeé¢i indukcijsku hipotezu, da vazi i
T(n+1).

Zasto i ova Sema zaista dokazuje da T'(n) vazi za svako n € N7 Za pocetak,
T(1) i T(2) su direktno dokazani. Iz indukcijskog koraka sledi da T'(1) i T'(2)
povlace i T'(3), iz T'(2) i T'(3) sledi i T'(4) itd. Naravno, i ovde dokazivanje ne
mora poceti bas od n = 1.

Primer 1.10 DokazZimo: ako je broj x + % ceo, onda je ceo i broj x" + xin 20
sven € N. Da bismo sebi olaksali dokazivanje, krenimo od n = 0 (iako se taj
slucaj ne trazi u zadatku, laksi je za proveru nego n = 2).
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B.I ZanszemO—l—I—lO:l—&—l:Z, Sto je ceo broj.
Zan =1 nam je dato u zadatku da je broj x* + %1 =z+ % ceo.

L.H. Pretpostavimo da su za nekon € N brojevi x" ™' + =L i 2™ + w% celi.

"

LK. Treba dokazati da je i x™T1 + ﬁ ceo broj. Primetimo da je

odnosno "1+ w,}“ = (a:"—kﬁ)(ﬂc—l—%)—(x”_l—i— wnl_l) pa je, prema indukcijskoj
hipotezi, i to ceo broj.

Ovde nige bilo unapred ocigledno da treba koristiti ovu varijantu indukcije,
ali kada u indukcijskom koraku stignemo do jednakosti (1.1) vidimo da nam je
neophodno da znamo da su i "' 4 12"+ x% celi da bismo zakljucili da
je a1 + Lo ceo broj.

gn—1

Jos nekoliko primera primene matematicke indukcije sreséemo u odeljku 5.6.
Specijalno, ovakav vid indukcije prirodno se primenjuje kod rekurzivnih defini-
cija dubine 2 ili viSe.

Najopstiji vid indukcije, takozvana totalna indukcija, izgleda ovako:

1. baza indukcije: dokaze se T'(1);
2. indukcijska hipoteza: pretpostavimo da za sve k < n vazi T(k);

3. indukcijski korak: dokazemo, koriste¢i indukcijsku hipotezu, da vazi i
T(n).

Dakle, ovu verziju indukcije koristimo kada, da bismo dokazali T'(n), moramo
da znamo da tvrdenje vazi za sve prirodne brojeve manje od n. Tipican primer
je oslabljena varijanta Osnovne teoreme aritmetike (teorema 1.8), koju éemo
sada dokazati. U njoj, naime, ne¢emo dokazivati jedinstvenost opisanog pred-
stavljanja broja n, ve¢ samo da to predstavljanje postoji.

Primer 1.11 Dokazimo da se svaki prirodan broj veéi od 1 moZe predstaviti
kao proizvod prostih brojeva.

B.I. n = 2 je prost, pa se samim tim moZe predstaviti preko prostih ¢inilaca.

I.H. Pretpostavimo da se svaki prirodan broj veéi od 1 a mangi od n moZe
predstaviti kao proizvod prostih ¢inilaca.

I.K. Dokazimo da to vazi i za broj n. Ako je on sam prost, kao u bazi
indukcije nemamo Sta da dokazujemo. U suprotnom, on ima delilac k takav
da je 1 < k < n. To dalje znaci da je n = kl za neki ceo broj | i takode
mora biti 1 < 1 < n (npr. ako bi bilol = 1 to bi znadilo da je k = n). Pri-
menimo indukcijsku hipotezu na k i na l: k = pipa...pr 1l = q1q2...qs, gde

SU P, P2y« vy Pryq1, G2, - - -y qs prosti. Ali to znadi da jen = p1ps...prq1q2 - . - qs;
dobili smo predstavljanje broja n preko prostih ¢inilaca.

Treba obratiti paznju da u prethodnom primeru, gde smo indukcijsku hipo-
tezu primenjivali na brojeve k i [, nismo imali nikakvu informaciju o tome za
koliko su k i [ manji od n. Bas to je razlog iz kojeg smo morali koristiti totalnu
indukciju.
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1.6 Zadaci

1. Dokazati da za svako n € N vazi:
(a) 124+224+... +n?= 7"@“)(3(2"“);
(b) 13423+ .. +n’= (@)2
2. Dokazati da za sve n € N vazi 2™ > n.
3. Dokazati da za sve prirodne brojeve n > 5 vazi 2" > n?.

4. Dokazati da za sve n € N vazi:

(a) 8|(3%" — 1);
(b) 17|(3 - 527+ 4 23n+1y,

5. Iz table 128 x 128 iseCeno je jedno polje. Dokazati da dobijenu figuru
mozemo pokriti figurama od tri polja u obliku slova L:

.

(Figure se ne smeju preklapati a dozvoljeno ih je rotirati. Svaka od figura
mora pokriti taéno po 3 polja.)



Glava 2

Iskazni racun

2.1 Iskazne formule

Mnoge recenice iz svakodnevnog zivota sadrze neke delove koji mogu biti ta¢ni
ili netacni. U matematici je to jo$ ¢eSCa pojava. Recenicu koja moze biti tacna
(tu vrednost oznacavamo T) ili neta¢na (to oznacavamo L) zovemo iskaz.

Primer 2.1 Neki iskazi su: (a) ,,2+2=4"; (b) ,,Ja imam 19 godina”; (c) ,,Za
godinu dana tmacu 1000000 dolara”. Primetimo da nije neophodno da nam
bude poznata tacnost neke recenice da bi ona bila iskaz.

Evo jos jednog primera: Goldbahova hipoteza turdi da se svaki paran prirodan
broj veci od 2 moze predstaviti kao zbir dva prosta broja. Recimo, 4 = 2 4 2,
6 =3+4+3,8 =345 itd. Ito je jedan iskaz, iako ne znamo da li je tacan ili ne.

Od iskaza dalje mozemo graditi slozenije re¢enice pomocu tzv. iskaznih vezni-
ka. Sa — ¢emo oznacavati negaciju, sa A konjunkciju (u svakodnevnom govoru
veznik ,,i”), sa V disjunkciju (,,ili”), sa = implikaciju (kojoj odgovara jezicka
konstrukcija ,,ako... onda...”) i sa < ekvivalenciju (,,ako i samo ako”). Pre
nego Sto predemo na formalnije definicije, pogledajmo neke primere.

Primer 2.2 (a) ,,Uc¢iéu ili neéu poloziti ispit.” U ovoj recenici imamo dva
iskaza: sa p éemo oznadciti ,,ucicu”, a sa q ,,poloZicu ispit” (wvek za iskaze
uzimamo najmange delove recenice koji imaju vrednost T ili L). Tada ovu
recenicu moZemo predstaviti formulom pV —q.

(b) ,,Ako ne budem ucio, neéu poloZiti ispit.” Uz iste oznake kao gore, dobi-
jamo formulu —p = —q.

(c) ,,PoloZiéu ispit samo ako budem ucio.” Ponovo uz iste oznake, imamo
formulu ¢ = p.

Ako pogledamo bolje, sve tri recenice iz prethodnog primera govore istu
stvar. Jedan od zadataka iskaznog racuna je upravo da obezbedi mehanizam
za proveru ovakvih zapazanja. Drugi i najvazniji njegov zadatak je da izdvoji
najopstije zakone logickog razmisljanja, koje ¢emo zvati tautologije. Kao sto
¢emo videti, ova dva zadatka su usko povezana jedan s drugim.

Da bismo pristupili reSavanju ovih zadataka, moramo (za pocetak) znati
preciznije kako se grade iskazne formule. One se sastoje od tri vrste simbola; to
su:
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1. iskazna slova: p,q,r,..., ili sa indeksima: pq,po,...
2. iskazni veznici: -, A\, V, =, & i
3. zagrade: (1).

Pritom, iskazna slova u formulama zamenjuju iskaze. Medutim, ove ,,sa-
stojke” ne mozemo kombinovati na proizvoljan na¢in da bismo dobili formule.
Precizan postupak opisan je pomocu sledeca tri pravila.

Definicija 2.3 1. Iskazna slova su iskazne formule.

2. Ako su A i B iskazne formule, onda su to i: -A, (AN B), (AV B),
(A= B) i (A< B).

3. Iskazne formule mogu se dobiti samo konacénim brojem primena pravila 1
2.

Ovakav nacin definisanja naziva se rekurzivna definicija. U ovom slucaju to
znaci sledece: prvim pravilom definisane su najjednostavnije formule, a drugo
pravilo opisuje kako se od jednostavnijih grade slozenije. Trete pravilo nas
ogranicava precizirajué¢i da nista ne moze biti iskazna formula ako nije dobijena
pomocu prva dva pravila, i to samo u kona¢no mnogo koraka. Vise o pojmu
rekurzije bice reci u odeljku 5.6.

U ovoj glavi ¢esto ¢emo umesto ,,iskazna formula” pisati samo ,,formula”.

Primer 2.4 Neke iskazne formule su:
(1) p. Ona je dobijena direktno iz pravila 1.

(2) —=—q. Do nje dolazimo ovako: prvo, prema pravilu 1 q je formula. Prema
pravilu 2 dalje sledi da je i —q formula. Ponovnom primenom pravila 2
dobijamo da je i ~—q formula.

(3) (=pV (gVr))=r). Iz pravila 1 dobijamo da su p, q i r formule. Sada
nekoliko puta primenjujemo pravilo 2 i dobijamo redom formule: —p, (qV
r), (-pV (qV 1)) inakraju (-pV (gVr)) =r1).

Svaka formula dobijena u nekom od koraka izgradnje formule F' naziva se pod-
formaula formule F. Npr. za formulu iz dela (3) prethodnog primera podformule
su: p, q, 7, —p, (gVr), (-pV(¢gVr)) inakraju sama formula ((-pV (qVr)) = r).
Da bismo bolje sagledali postupak izgradnje jedne formule, za nju mozemo nacr-
tati tzv. drvo podformula. To je ustvari graficki prikaz svih podformula neke
formule, gde su ispod svake podformule dobijene pravilom 2 prikazane formule
od kojih je ona dobijena. Evo primera drveta podformula za dve formule iz
prethodnog primera:
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(kpVi(gVvr)=r)

(=pV(gVvr))

<

-q

-p (gvr)
q p q T
Slika 2.1: Drvo podfor- Slika 2.2: Drvo podformula za
mula za formulu ——gq ((kpVvgVvr))=r)

Kako primene pravila 2 (osim u slucaju negacije) dodaju po jedan par
zagrada, ovim postupkom Cesto dobijamo formule sa velikim brojem zagrada,
Sto ih ¢ini tesko ¢itljivim. Da bismo ovo ublazili, uveséemo nekoliko neformalnih
pravila o izostavljanju zagrada.

1. Spoljne zagrade u svakoj formuli se izostavljaju; npr. umesto ((—pV (q V
r)) = r) pisemo (—pV (V1)) = 7.

2. Ako se u formuli mesa nekoliko uzastopnih istih veznika A ili V, zagrade se
izostavljaju, npr. umesto (—pV (¢Vr)) = r piSemo samo (—pVqVr) = r.
Ovim naravno skraceni oblik =p V ¢ V r moze da predstavlja dve razlicite
formule ali, kao §to ¢emo videti kasnije, ovo je opravdano time §to su te
dve formule ekvivalentne.

3. Operacijama A iV dodeljujemo vedéi prioritet u odnosu na = i <; to znaci
da, ako se u nekoj formuli meSaju npr. A i =, zagrade se podrazumevaju
oko konjunkcije. Dakle, umesto (—=p V ¢ V r) = r mozemo pisati samo
pVqVr=r.

Poslednja dva pravila u gornjoj definiciji sasvim su analogna pravilima izo-
stavljanja zagrada u aritmetickim izrazima. Npr. u izrazu 1 + (2 + 3) rezultat
¢e biti isti i ako zagrade stoje drugacije: (1 + 2) 4+ 3, odnosno ako racunamo
prvo zbir 1+ 2, a onda to saberemo sa 3; stoga se u takvim izrazima zagrade ni
ne piSu. Takode, mnozenje ima prioritet u odnosu na sabiranje, pa se i u izrazu
1+ (2-3) zagrade mogu izostaviti.

Za kraj ovog odeljka, prikaza¢emo na jednom jednostavnom primeru kako
funkcioniSe tzv. indukcija po slozenosti formule u iskaznom racunu. U svakom
takvom dokazu koristiéemo sledeéu oznaku: sa v(F) obelezi¢emo broj veznika
koji se pojavljuju u formuli F; npr. za formulu F' = (p A =q) V —r je v(F) = 4:
ona ima dva veznika negacije i po jedan veznik konjunkcije i disjunkcije. (U
ovom tvrdenju privremeno zanemarujemo nas dogovor o izostavljanju zagrada
i smatramo da se formule grade striktno po definiciji 2.3.)

Teorema 2.5 Svaka iskazna formula F ima isti broj levih i desnih zagrada.

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po broju veznika u formuli F'. Obelezimo
sa [(F) broj levih, a sa d(F) broj desnih zagrada u F.
B.I. v(F) = 0. Tada je formula F' samo iskazno slovo, pa je I(F) = d(F) = 0.
I.H. Pretpostavimo da svaka formula sa manje od n veznika ima isti broj
levih i desnih zagrada.
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LK. Neka je v(F') = n. Formula je tada dobijena drugim pravilom iz defini-
cije 2.3, pa moze biti jednog od sledeéih 5 oblika: =G, (GAH), (GVH), (G = H)
ili (G < H). Zato posmatramo 5 slu¢ajeva.

1° F = =G. Tada se sve zagrade formule F' nalaze i u formuli G, pa kako
G ima n — 1 veznika, po indukcijskoj hipotezi je [(G) = d(G), te sledi i I(F) =
I(G) =d(G)=d(F).

2° F = (G N H). Tada su leve zagrade formule F' one koje se javljaju u
G, one koje se javljaju u H i jo§ jedna na samom pocetku formule F'. Dakle
I(F) = 1(G)+ I(H) + 1. Analogno je i d(F) = d(G) + d(H) + 1. Medutim,
formule G i H imaju svaka po manje od n veznika (jer ih ukupno imaju n — 1,
poSto veznik konjunkcije izmedu njih ne pripada nijednoj od njih), pa za njih
vazi indukcijska hipoteza: [(G) = d(G) i [(H) = d(H). Dakle i [(F) = d(F).

Ostala tri sluc¢aja razmatraju se potpuno analogno drugom. ([

2.2 Tacnost formula

Sada kada znamo kako se grade formule, vreme je da preciziramo znacenje
iskaznih veznika. Za svaki od njih imamo po jednu operaciju na skupu {T, L}
(videti odeljak 1.3 o operacijama), ozna¢enu istim simbolom. Operacija - je
unarna, §to znac¢i da deluje na jedan argument, a ostale su binarne (imaju po
dva argumenta). Te operacije date su tablicama:

- | AT L v|T 1L =T 1L &[T 1
T T[T L T[T T T[T L T|T 1
LT LjLr L LT L L|T T L|LT

Ove tablice uglavnom odgovaraju nasoj intuiciji, objasnjenje je potrebno
mozda samo za operaciju =. Ona je definisana tako da daje vrednost L samo
ako je leva strana (pretpostavka) tacna, a desna (zakljucak) neta¢na. Dakle, iz
netacne pretpostavke mozemo izvesti bilo kakav zakljucak (tacan ili netacan).
Stoga, prilikom dokazivanja tvrdenja oblika A = B pretpostavljamo da vazi
A (,Jeva strana”) i dokazujemo B. S druge strane, kada treba u dokazu da
iskoristimo uslov oblika A = B potrebno je prvo proveriti da vazi A, iz ¢ega
zatim mozemo izvesti B.

Naredni primer (preuzet iz knjige [21]) bolje ée ilustrovati smisao implikacije.

Primer 2.6 Dat je spil karata koje mna prednjoj strani imaju brojeve od 1 do
10, a pozadina im je plava ili crvena. Na osnovu sledece informacije:

Karte sa parnim brojem na prednjoj strani imaju crvenu pozadinu
odrediti sta moZemo reci o drugoj strani karata kojima se s jedne strane nalazi:
(a) broj 4;
(b) broj 5;
(¢) crvena pozadina;
(d) plava pozadina?

Odgovori:
(a) Kako je broj na ovoj karti paran, njena pozadina mora biti crvena.
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(b) Za drugu kartu ne znamo da li je njena pozadina plava ili crvena: karte
sa neparnim brojem ne moraju imati plavu pozadinu (jer formula —p = —q ne
znadi isto Sto i formula p = q).

(¢) Za treéu kartu ne znamo da li je broj s njene prednje strane paran ili
neparan: karte s crvenom pozadinom ne moraju imati zapisan paran broj (jer
formula ¢ = p ne znaci isto Sto i formula p = q).

(d) Ceturta karta s prednje strane mora imati neparan broj: kada bi on bio
paran, njena pozadina morala bi biti crvena.

Formulu oblika A = B mozemo izraziti kao ,,ako A, onda B”, ali i kao ,,A
samo ako B”. Kako je formula A < B ekvivalentna sa konjunkcijom formula
A = BiB = A (ovo éemo dokazati kasnije), A < B se obicno ¢ita kao ,,A
ako i samo ako B”, a skraceno se pise i kao ,,A akko B”. Takode, kako A = B
znali da je A dovoljan, a B = A da je i potreban uslov za B, A < B moZemo
Citati i kao ,,A je potreban i dovoljan uslov za B”.

Sada uvodimo pojam valuacije; intuitivno, ona dodeljuje svakom iskaznom
slovu jednu od vrednosti T ili 1. Formalno, ako sa V oznac¢imo skup svih
iskaznih slova, valuacija je funkeija v : V. — {T, L}.

Sada, ako su nam vrednosti iskaznih slova zadate nekom valuacijom, mozemo
izra¢unati i vrednost proizvoljne formule F' koristeéi gornje tablice; nju oznaca-
vamo sa v, (F). To radimo prema sledeéim pravilima, prateéi definiciju 2.3.

Definicija 2.7 1. va(F) = a(F) ako je F iskazno slovo.
2. va(=A) = —wa(A).
3. va(AAB) = va(A) A va(B).
4. va(AV B) = va(A) V va(B).
5. va(A = B) = va(A) = va(B).
6. va(A  B) = va(A) < va(B).

Dakle, vrednost se prvo izracuna za najjednostavnije podformule, a to su
iskazna slova. Zatim se ona rac¢una za sve slozenije podformule, sve do same za-
date formule. U praksi se, naravno, zadaju samo vrednosti slova koja ucestvuju
u formuli koju posmatramo.

Primer 2.8 Ako je iskaz ,,uci¢u” netacan (a(p) = L) a iskaz ,,poloZicu ispit”
tacan (a(q) = T), za formule iz primera 2.2 imamo:

(a) va(pV =q) =va(p) Vva(—q) = alp) V ~alq) = LV-T=1VvI=1

(b) va(=p = =q) = va(p) = va(—q) = —a(p) = —a(g) =-~L=-"T=T=
1=1.

(c) va(g=p) =va(q) = va(p)=T=L=1.

2.3 Tautologije

Ako nas zanimaju vrednosti neke formule F' u svim valuacijama, njih brze
rac¢unamo tzv. tablicnom metodom. Kolone tablice odgovaraju podformulama
formule F', poredane od najjednostavnijih (to su iskazna slova) prema slozenijim,
od kojih je poslednja sama formula F'. Vrste odgovaraju valuacijama (preciznije,
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svim kombinacijama vrednosti onih iskaznih slova koja se javljaju u F'). Zatim
tablicu popunjavamo kolonu po kolonu, ra¢unajué¢i vrednosti podformula u svim
valuacijama.

Primer 2.9 Izracunajmo vrednosti formule F = pA(qAr) < (DAg) Ar u svim
valuacijama.
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Q
>
N
=
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pA(

3
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FEEEAAA s
FEAAEE A<
FEEARERE >
A A

e e I
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Vidimo da je formula F' iz prethodnog primera uvek ta¢na (u svim valuaci-
jama). Ovakve formule izrazavaju najopstije logicke zakone i zato su nam od
posebne vaznosti.

Definicija 2.10 Formula F je tautologija ako je tacna u svim valuacijama. To
zapisujemo ovako: = F.
Formula F je kontradikcija ako je netacna u svim valuacijama.

Tablicna metoda je jedan algoritam za proveru da li je data formula tau-
tologija. To znac¢i da ona opisuje precizan i efektivno izvodljiv postupak za tu
proveru koji se sastoji iz kona¢nog broja koraka. Neformalno govoreéi, algori-
tam nam daje ,,recept” kako doé¢i do trazenog rezultata, u kojem su koraci i
njihov redosled jasno definisani. Proucavanje algoritama i njihove efikasnosti
od velikog je znacaja za svakog programera. Vise na tu temu moze se naéi u
knjigama [12] (s programerske) i [1] (s matematicke tacke gledista).

Medutim, opisani algoritam je veoma neefikasan. Precizirajmo to.

Ako sa m oznac¢imo veli¢inu ulaznih podataka (za problem provere da li je
F' tautologija mozemo uzeti da je to broj razli¢itih iskaznih slova koja se po-
javljuju u F') vremenska slozenost algoritma moze se izraziti kao neka funkcija
sa parametrom n. Ako je ta funkcija polinom, kaze se da je problem polinomne
sloZenostii takvi algoritmi smatraju se (relativno) efikasnim. Medutim, uz nesto
kombinatornog zaklju¢ivanja moze se izracunati da, za formulu od n iskaznih
slova, tablica koju dobijamo ima 2" vrsta. To znaci da je u pitanju algori-
tam eksponencijalne sloZenosti, dakle da broj operacija potrebnih za izvrSenje
algoritma veoma brzo raste sa porastom broja iskaznih slova.

Evo sada nekoliko vaznih tautologija koje ¢e nam biti od koristi u nastavku:

1. peppVv-p

2. (-p=-q) = (q=0p) (kontrapozicija)

3. pAp&p;, pVpeop (idempotentnost)

4. pA(gAT)ES (PAg) AT (asocijativnost)
pV(gVr)e (pVa Vr
pe@ern)e((peqger)

5. pAq&S qAp; (komutativnost)

pPVqg<=qVp;
(r=q) = (= p)

6. pA(gVvr)e (pAgV(pAr);  (distributivnost)
pVignr) s (VoA (pVr)
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7. pAPVa e pV(pAg Sp (apsorpcija)
8. —(pANq)e-pV-qg -(pVg < pA-q (DeMorganovi zakoni)
9. pAlp=q)=q (modus ponens)

10. (peqgep@=>9r(@=Dp)
11. (p=q9 Vg -(p=>qepA-g
12. ——p & p.

Pomenimo i jednu jednostavnu kontradikciju koja ¢e nam biti od koristi:
pA—p.

S obzirom na neefikasnost tabli¢ne metode bi¢e nam potrebni i drugi nacini
za proveru da li je data formula tautologija. Ovde ¢emo opisati jos dve metode,
kroz koje ¢emo se upoznati sa dve tipicne ideje koje se koriste u matematickim
dokazima.

Prva od njih je svodenje na protivrecnost (svodenje na kontradikciju). Ideja
je da pretpostavimo da formula F' nije tautologija; to znac¢i da postoji valuacija
a za koju v, (F) = L. Odatle izvodimo vrednosti raznih podformula formule F,
pokusavajuéi da dobijemo da ista podformula ima i vrednost T i vrednost L, $to
je naravno nemoguce. Ako uspemo u tome, to ¢e znaciti da je F tautologija. U
suprotnom, mozemo pokusati da nademo vrednosti iskaznih slova, tj. valuaciju
u kojoj je F' neta¢na, Sto bi znacilo da ona nije tautologija.

Primer 2.11 Proverimo da li je F =pA(gVr) = (pAq)V (pAr) tautologija.
Pretpostavimo suprotno, da postoji valuacija o za koju vo(F) = L. Odatle
zakljucujemo da je

va(pA(gVr) = T (2.1)
va((pAq)V(pAT)) = L
Iz (2.2) dalje imamo da je
va(pAqg) = L (2.3
va(pAT) = L 2.4

S druge strane, iz (2.1) imamo

alp) = T (2.5)
valgvr) = T. (2.6)

Sada iz (2.5) i (2.8) imamo a(q) = L a iz (2.5) i (2.4) da je a(r) = L.
Medutim, to znadi da je vy, (qV 1) = L, §to je nemoguée zbog (2.6). Dakle, F je
tautologija.

Iz rezonovanja primenjenog u prethodnom primeru moze se videti da ova
metoda nije pogodna za sve formule. Konkretno, ona se primenjuje najbolje na
formule oblika A = B ili AV B, jer ako su one netac¢ne, lako dobijamo vrednosti
za AiB.

Sledeca je metoda diskusije po iskaznom slovu. U pitanju je, ustvari, ra-
stavljanje na dva slucaja: izaberemo jedno iskazno slovo (npr. p) i posmatramo
odvojeno slu¢aj a(p) = T a odvojeno slucéaj a(p) = L. Zatim u svakom od
njih pokusamo da izracunamo vrednost date formule F'. Ako je F' tatna u oba
slucaja, ona je tautologija; u suprotnom ona to nije.

Primer 2.12 Dokazaéemo da je G =pV (gAr) < (pVq) A (pVr) tautologija
diskusijom po slovu p.
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1° a(p) = T. Tada je

va(G) = valpV(gAT)) S val(pVa AlpVr))

a(p) Vva(gAT) & va(pVq) Ava(pVr)

a(p) V (a(g) Aa(r) & (a(p) vV a(q) A (alp) V a(r))
TV (alg) Aa(r) < (T Va(g) A (T Va(r)
TeTAT

= T&T=T.

Naime, da bi disjunkcija AV B bila taéna dovoljno je da bar jedna od formula
A i B bude tac¢na. Na taj nacin vidimo da u ovom sluc¢aju v, (G) ne zavisi od
a(q) i a(r), nego je uvek T.

2° a(p) = L. Tada je

vo(G) = a(p)V(alg) Na(r)) & ( (p) V al(q) A (a(p) V a(r))
= LV(a(g)Nha(r) e (LValg)A(LValr))
= alg) Aa(r) < alg) Aalr ) T.

Ovde smo u pretposlednjem koraku, recimo pri racunanju LV a(q), zakljudivali
ovako: ako je a(q) = T onda je i LV a(q) = T, a ako a(q) = L onda i
1 Valq) =L. Dakle, LV a(q) = a(q).

U poslednjem koraku, vrednost a(q) A a(r) < a(q) A a(r) mora biti T, jer
operacija < daje vrednost T ako su leva i desna strana jednake.

Ako bismo formulu iz prethodnog primera proveravali tablicom, ona bi imala
8 vrsta. To znaci da smo svakim od dva posmatrana slucaja ,,pokrili” po 4 vrste
tablice i na taj na¢in znacajno skratili racunanje. Moglo se, naravno, desiti i da
sama vrednost slova p ne bude dovoljna da se izra¢una v, (G); u tom slu¢aju bi
trebalo posmatrati podslucajeve, odnosno ponovo izabrati neko slovo i podeliti
razmatranje na dva dela: kada ono ima vrednost T i kada ima vrednost L.

Kako izabrati slovo po kojem sprovodimo diskusiju? Najbolje je da to bude
slovo od kojeg u najvecoj meri zavisi tacnost formule G. U veéini sluc¢ajeva to
je slovo koje se najvise puta pojavljuje u formuli, ali ne obavezno.

Teorema 2.13 Ako = A il= A= B, onda = B.

Dokaz. Neka su A i A = B tautologije. Da bismo pokazali da je i B tau-
tologija, uzmimo neku valuaciju « i pokazimo da je v, (B) = T. Iz pretpostavke
imamo da je v,(A) = v4(A = B) = T. Ali ako bi bilo v,(B) = L, to bi sa
Vo (A) = T impliciralo v, (A = B) = L, §to nije tacno. O

Ponekad, da bismo naglasili koja iskazna slova se javljaju u formuli F', umesto
samo F pisemo F(q1,q2,...,qx). Formulu dobijenu zamenom svih pojava slova
gi u F formulom B; zai=1,2,...,k oznacavamo F (B, Bs, ..., Bg).

Teorema 2.14 (O zameni) Neka suqi,qa,...,qx iskazna slova a F(q1,qa, . . .,
qr), B1, Ba,..., By iskazne formule. Ako = F(q1,q2,...,qx), onda i = F (B,
Bs,...,By).

Ideja dokaza. Da bismo dokazali da je | F(Bi, Ba,...,Bg), uzmimo proiz-
voljnu valuaciju «. Definisimo pomoc¢u nje novu valuaciju 8: za i =1,2,...,k
neka je 3(g;) = vo(B;). Kako je F tautologija, ona je tacna u valuaciji 5. Ali
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Vo (F(B1,Ba,...,By)) = vg(F(q1,4q2,---,qx)); naime, prilikom izratunavanja
vrednosti v, (F(By, B, . .., Br)) mi ustvari ,,uvla¢imo” v, unutar formule (kao
u primeru 2.8), sve dok ono ne bude delovalo na podformule B;, a onda mozemo
zameniti svako v, (B;) sa 5(g;), pa dobijamo vrednost T. O

Primer 2.15 U primeru 2.9 videli smo da je formula F(p,q,7) = pA(gAr) &
(pAq) Ar tautologija. Ako u njoj zamenimop sa A=pVqaqsaB=q=rAs,
dobijamo formulu

F(A,B,r)=(@VgNr({(g=rAs)Ar)e (VA (@=TNAS)) AT

koja je, dakle, takode tautologija. Na ovaj nacin moZemo iz svake tautologije
dobiti jo§ beskonacno mmnogo novih, ali to sustinski najéesce nije veliki dobitak,
jer ove, izvedene, tautologije ne daju nam sustinski nove logicke zakonitosti.

2.4 Semanticke posledice

Definicija 2.16 KazZemo da je formula A semanticka posledica formula Fy, F,
..., Fy ako je u svakoj valuaciji u kojoj su tacne Fy, Fy, ..., F, tacna i formula
A. To oznacavamo Fy, Fy, ..., F, E A.

Umesto ,,semanticka posledica” obi¢no ¢emo pisati samo ,,posledica”, jer
neé¢emo uvoditi druge vrste logickih posledica formula.

Primetimo da, ako je A tautologija, onda je ona posledica praznog skupa
formula: () = A. Odatle potice i koriséenje iste oznake.

Primer 2.17 (1) p,p = q E q. Neka je a valuacija takva da je v, (p) =
Vo(p = q) = T. Iz ta dva uslova sledi i vo(q) = T. (Uporediti ovo sa
teoremom 2.13.)

(2) p = q,q=r Ep=r. Neka je a valuacija takva da je vo(p = q) =
vo(q = 1) = T. Pretpostavimo suprotno, da je vo,(p = r) = L. To znaci
da je va(p) = T tva(r) = L. Iz va(p) = valp = q¢) = T, kao u prvom
primeru, dobijamo i v, (q) = T. Zatim sliéno odatle i iz vo(qg = 1) =T
imamo vo(r) = T, kontradikcija.

) =va(-p=q) =

(8) p=q,—p = q | q. Neka za valuaciju o vaZi v, (p = q) =
=1 iva(—p) =1L, sto

T. Ako pretpostavimo da je v, (q) = L, sledi v, (p)
je nemoguce.

q
1

Tokom izvodenja matematickih dokaza veoma Cesto koristimo razna logicka
pravila. Evo nekih primera; neka od ovih pravila biée koriséena ve¢ u dokazima
teorema koje slede.

(1) Mnoga matematicka tvrdenja oblika ,,ako p onda ¢” izvode se kontrapozi-
cijom. To znaci da ,,pretpostavimo suprotno”, odnosno da je g netacno,
pa pokusavamo da dobijemo da je i p neta¢no. Ovo opravdava sledeca
¢injenica: 7q = —p Ep = q.

(2) Srodan nacin dokazivanja je svodenje na kontradikciju. Ako Zelimo da
pokazemo da vazi tvrdenje p, pokusamo umesto toga da iz —p izvedemo
kontradikciju g A —¢. Da je to dovoljno sledi iz —p = ¢ A —¢ = p. Upravo
smo ovu ideju koristili kao jedan od metoda dokazivanja tautologija.
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(3) Cesto dokaz sprovodimo rastavljanjem na slucajeve. Ako obelezimo te
slucajeve sa p1 1 p2 (moze ih biti i vise, ali radi jednostavnosti uzimamo
da ih je dva) i uverimo se da oni ,,pokrivaju” sve moguénosti, odnosno
da vazi p; V p2, onda je dovoljno dokazati da u svakom od tih slucajeva
vazi zeljeno tvrdenje ¢. Ovaj metod posledica je ¢injenice da p1 V p2,p1 =
q,p2 = q = q. Njen specijalan slucaj je i p = ¢,—p = ¢ = ¢. I ovu ideju
smo ve¢ koristili, prilikom dokazivanja tautologija metodom diskusije po
iskaznom slovu.

(4) Tvrdenje oblika ,,p ako i samo ako ¢” obiéno se dokazuje iz dva dela: ,,ako
p onda ¢” i ,,ako ¢ onda p”. Ovakvo razdvajanje na smerove opravdava

pravilop = ¢, =>pEp < q.

Veé u sledece dve teoreme imaé¢emo priliku da primenimo pravilo (4): razdva-
janje na smerove. Smer ,,sleva na desno” oznacava¢emo sa (=) a smer ,,zdesna
nalevo” sa («=).

Teorema 2.18 Fy,Fy, ..., F, = B ako i samo ako = Fy NFs A...NF,, = B.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da vazi F1, Fs, ..., F, = B. Neka je a proizvoljna
valuacija. Posmatrajmo dva slucaja. Prvo, ako je v, (F1) = va(F) = ... =
vo(Fy) = T, onda iz pretpostavke imamo v, (B) = T, pajei v, (F1 AFy A ...
F, = B) = T. S druge strane, ako za bar jednu formulu F; imamo v, (F;) = L,
onda i vy (Fi AFaA...ANF,)=1,pajeopet vo(FiANFoAN...NF,=B)=T
Dakle, formula F} A Fs A ... A F, = B je tautologija.

(<) Neka je sada FyAFyA. . .AF,, = B tautologija, i neka je « valuacija takva
da su u njoj sve formule Fy, Fy, ..., F, taéne. Tadajeiv,(F1AFoA. . .AF,) =T,
pa kako je i vo(Fy A Fo A... AN F, = B) =T, tacna je i formula B. O

Teorema 2.19 Fy, Fy, ..., F,, A = B dko i samo ako Fy, F»,...,F, | A= B.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je Fy, F», ..., F,, A = B, ineka je data valuacija

a u kojoj su tacne formule Fy, Fy, ..., F,,. Dokazimo da je u njoj tacna i formula
A = B. Pretpostavimo suprotno, da je va(A) = T i v,(B) = L. Ali tada
je to valuacija u kojoj su tacne formule Fi, F5,..., F, i A, ali ne i B, §to je
kontradikcija.

(<) Obratno, neka je Fy, Fsy, ..., F,, = A = B. Neka je a valuacija u kojoj
su tacne formule Fy, Fs, ..., F, i A. Tada je, po pretpostavci, u njoj ta¢na i
formula A = B, pa iz v4(A) = v, (A = B) = T dobijamo v, (B) = T. O

Kao specijalan slucaj bilo koje od dve prethodne teoreme dobijamo sledeéu
posledicu.

Posledica 2.20 A |= B ako i samo ako = A = B.

2.5 Ekvivalentnost formula

U primeru 2.2 videli smo nekoliko formula za koje mozemo reéi da izrazavaju
isto. Sada ¢emo to precizno definisati.

Definicija 2.21 KaZemo da su formule A i B ekvivalentne (piSemo: A ~ B)
ako za svaku valuaciju o vazi vy, (A) = vo(B).
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Drugim re¢ima, dve formule su ekvivalentne ako imaju jednake istinitosne
tablice.

Teorema 2.22 A ~ B ako i samo ako = A < B.

Dokaz. (=) Pretpostavimo prvo da je A ~ B. Tada za svaku valuaciju «
imamo v, (A) = va(B), pa je vu(A < B) = v4(A) © v, (B) =T.

(<) Obratno, ako je = (A < B), to znaci da je, za svaku valuaciju a,
V(A & B) =v,(A) & v,(B) =T, §to je tacno samo ako v, (A) = v, (B). O

Na osnovu prethodnog tvrdenja ve¢ imamo nekoliko parova ekvivalentnih
formula. Naime, u spisku vaznih tautologija u prethodnom odeljku veéina su
oblika A < B. Tako je, na primer, p < ¢ ~ (p = q) A (¢ = p). Takode
dobijamo da je pA(gAr) ~ (pAg)AripV(gVr)< (pVq)Vr, sto opravdava
jednu od nasih konvencija za izostavljanje zagrada u formulama.

Teorema 2.23 A ~ B ako i samo ako A= B i B = A.

Dokaz. 1z posledice 2.22 dobijamo da A ~ B ako i samo ako = A < B. Kako
jeAe B~ (A= B)A(B = A),sledi da je A < B tautologija akko su A = B
i B = A tautologije, a ovo je prema teoremi 2.20 ekvivalentno sa A = B i
B = A. O

Teorema 2.24 Za bilo koje formule A, B i C vazi:
(a) A~ A;
(b) ako A ~ B onda B ~ A;
(c) ako A~B i B~ C onda A~ C.

Dokaz. Dokaza¢emo samo tvrdenje (c), ostala se ostavljaju ¢itaocu za laku
vezbu. Neka je a proizvoljna valuacija. Tada, prema A ~ B i B ~ C, imamo
Vo (A) = v4(B) 1 vo(B) = v,(C). Sledi da je vy (A) = v,(C). Posto to vazi za
svaku valuaciju «, sledi A ~ C. (]

Teorema 2.25 Za proizvoljne formule Ay, A, By, By iz uslova Ay ~ Ag i By ~
By sledi:

(a) ~A; ~ —Ay;
(b) (A1 A By) ~ (Az A By);
(¢) (A1V By) ~ (A2 V Bs);
(d) (A1 = By) ~ (Ay = Bs);
(e) (A1 < By) ~ (Ay & Bs).

Dokaz. Dokazimo opet, ilustracije radi, samo tvrdenje (b). Neka je a proizvoljna
valuacija. 1z Ay ~ Ay 1 By ~ Bs sledi vy,(A1) = va(A2) 1 v4(B1) = va(Ba).
Stoga je

Ua(Al A Bl) = ’Ua(Al) AN 'Ua(Bl) = UQ(AQ) A UQ(BQ) = 'Ua(AQ AN Bg)

Kako to vazi za svaku valuaciju, dobijamo (A; A By) ~ (A2 A Ba). O
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Prethodna dva tvrdenja osnova su za jo$§ jedan metod provere da li je data
formula tautologija. Naime, ona nam omoguéuju da zamenom neke podformule
u formuli F' njoj ekvivalentnom formulom dobijemo formulu ekvivalentnu sa F.
Npr. ako je FF' = Ay AB i A; ~ As, mozemo zameniti Ay sa Ay i dobiti formulu
Ag A B ekvivalentnu sa F'. Nadovezivanjem ovakvih koraka, koje zovemo ekviva-
lencijske transformacije, mozemo dobiti da su dve trazene formule ekvivalentne.

Ovo u praksi mozemo primenjivati na vise nacina. Prvi je da, ukoliko zelimo
da dokazemo da je formula oblika F' < G tautologija, ekvivalencijskim transfor-
macijama svedemo F na G.

Primer 2.26 Dokazimo = —(p = q) < p A ~q. Pritom koristimo ekvivalenci-
jske transformacije koje slede iz tablice vaznih tautologija (str. 20).

~(p=q) ~ —(pVa)
~ pA—q.

Prilikom ekvivalencijskih transformacija ¢esto koristimo i teoremu o zameni.
Recimo, u prethodnom primeru, kada smo koristili De Morganovo pravilo =(z V
q) ~ —x A —q na mestu slova z bila je formula —p pa smo dobili =(—p V q) ~
P A -q.

Drugi nacin primene je da, sprovodenjem odredenih transformacija, od for-
mule F' koju ispitujemo dobijemo njoj ekvivalentnu za koju je lako proveriti da
li je tautologija. Ovom metodu biée posveéen sledeéi odeljak.

Veliki broj zadataka u ovoj knjizi poéinjace sa: ,konstruisati sve (do na
ekvivalenciju) iskazne formule takve da...”. Smisao izraza ,,do na ekvivalenciju”
bice jasan tek posto budu uvedene relacije ekvivalencije; za sada pomenimo samo
da u takvom zadatku treba za svaku iskaznu tablicu koju moze imati takva
formula konstruisati po jednu formulu. Koriséenjem kanonskih formi (odeljak
2.7) to ¢e biti jednostavno.

2.6 Konjunktivni i disjunktivni oblik

Proveravanje da li je data formula tautologija ekvivalencijskim transformacijama
moze biti prili¢cno komplikovano, jer treba pravilno proceniti koju transformaciju
primeniti u kojem koraku. Medutim, svodenje na konjunktivni oblik to znatno
olaksava jer nam precizno opisuje redosled njihovog primenjivanja.

Kongjunktivni oblik je formula oblika Cy ACo A...AC,, gde su Cy,Cs, ..., Cy
formule oblika p; Vpa V... Vpr Vg1 V—ge V...V =g, tzv. klauze. Iskazna slova
i njihove negacije koje su delovi klauza zovemo literali.

Za svaku iskaznu formulu postoji njoj ekvivalentna formula u konjunktivnom
obliku. Da bismo to pokazali, prikazimo algoritam za nalazenje te formule. On
se sastoji u primenjivanju nekoliko ekvivalencijskih transformacija:

1. eliminacija veznika < pomoé¢u pravila A < B ~ (A= B) A (B = A);
2. eliminacija veznika = pomoc¢u pravila A = B ~ -AV B;

3. ,,uvlacenje” negacija unutar zagrada uz pomo¢ De Morganovih pravila:
—(AANB)~-AV-Bi-(AVB)~-ANA-B;

4. eliminisanje viSestrukih negacija pravilom ——A ~ A;

5. primena distributivnosti V prema A: AV (BAC) ~ (AVB)A(AVC).
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Pritom se sva navedena pravila primenjuju ,,sleva nadesno”, tako da distribu-
tivnost sluzi za ,,ubacivanje” disjukcija unutar zagrada a ,,izvlacenje” kon-
junkcija napolje. Njena primena je potpuno analogna primeni distributivnosti
mnoZenja prema sabiranju u aritmetickim izrazima: a(b + ¢) zamenjujemo sa
ab+ ac. Stoga je mozemo koristiti i slobodnije, kao u jednakosti (a+b)(c+d) =
ac + ad + be + bd; videti poslednji korak primera koji sledi.

Komutativnost i asocijativnost za obe operacije ¢emo primenjivati bez po-
sebnog naglasavanja i zamenjivati, recimo, p A ¢ sa ¢ A p. I ovo je analogno
aritmetickim transformacijama gde i komutativnost i asocijativnost vaze i za
sabiranje i za mnozenje: a +b =0+ a, a(b-¢) = (a - b)c itd.

Na kraju, formula u konjunktivnom obliku je tautologija ako i samo ako
svaka klauza sadrzi literale p i —p za neko iskazno slovo p. Zaista, u svakoj
valuaciji svaka klauza je tada tacna (jer sadrzi deo p V —p koji je tacan), a
samim tim je tacna i njihova konjunkcija. S druge strane, ako neka klauza ne
sadrzi takve ¢lanove, mozemo izabrati valuaciju u kojoj ce slova koja se u toj
klauzi javljaju negirana imati vrednost T, a ostala vrednost L. U toj valuaciji
ta klauza ¢e biti netac¢na, a time i cela formula.

Primer 2.27 Proveriéemo da li je formula ((pV q¢) A (rV —=q)) V =(p = )
tautologija. Da bismo olaksali pracenje pojedinacnih koraka za svaki od njih
naznacicemo koja je ekvivalencijska transformacija koriséena.

(pVQ A (rV=g)V-(p=r)
2 ((pVa) AV -g)V-(-pVr)
2 (V) AV )V (~pA-r)
~ (V) AV )V (pA-r)
2 (pVaVp) AV gV -r) AV gVp) AV gV o).

Kako se bar u jednoj od klauza (recimo drugoj) ne javlja isto slovo i sa i bez
negacije, formula nije tautologija. Stavise, moZemo naci valuaciju v kojoj ce
ta klauza (a samim tim i cela formula) biti netacna: a(p) = L, a(q) = L i
alr)=T.

Pored ispitivanja tautologi¢nosti, ¢esto je za datu formulu bitno i da li je ona
ta¢na bar u jednoj valuaciji, drugim re¢ima: da li formula nije kontradikcija?
Za takve formule kazemo da su zadovoljive, a za valuacije u kojima su one tacne
kazemo da su modeli tih formula.

Zadovoljivost date formule mozemo proveravati svodenjem na disjunktivni
oblik: C1VvVCyV...VC,, gdesu Cy,Cs,...,C, formule oblika p; Apas A...Apg A
g1 A—ga A .. A—qp. Podformule Cq,Cs, ..., C, i ovde zovemo klauze, a iskazna
slova i njihove negacije unutar klauza - literali. I za svodenje na disjunktivni
oblik postoji algoritam, veoma slican svodenju na konjunktivni oblik. Jedina
ralika je u poslednjem koraku, koji izgleda ovako:

5’. primena distributivnosti A prema V: AN (BV C) ~ (AAB)V (AAC).

Sada je formula zadovoljiva ako bar jedna klauza ne sadrzi ¢lanove oblika p i —p.
Tada mozemo definisati valuaciju u kojoj ¢e slova koja su u tom ¢lanu negirana
imati vrednost L, a ostala T, pa Ce za tu valuaciju data formula biti ta¢na.

Primer 2.28 Proverimo sada da li je formula F' = ((pVg)A(rV—¢))V-(p = 1)
iz prethodnog primera barem zadovoljiva. Slicno kao u tom primeru dobijamo
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(pVa)A(rV=g)V=(p=r)

~ (V@ A(rV=q)V(pA-r)
5/
~ (pAr)V(pPA-g)VI(gAT)V (gA—q)) V(P AT).
Kako imamo bar jednu klauzu (recimo prvu) u kojoj se ne javlja isto slovo i sa
i bez negacije, lako nalazimo valuaciju u kojoj je ta klauza (pa i cela formula)
tacna: a(p) = T i a(r) = T (bez obzira na vrednost slova q). Dakle, F je
zadovoljiva.

U vezi sa konjunktivnim oblikom formule pomenimo i poznati problem SAT.
On se sastoji u slede¢em: za datu formulu F' u konjunktivnom obliku proveriti da
li je zadovoljiva. Razlog zbog kojeg je ovaj problem znacajan u teoriji algoritama
je §to, iako je naizgled jednostavan, za njega nije poznat algoritam koji bi ga
resio u polinomnom vremenu. Preciznije, ako sa n oznac¢imo broj iskaznih slova
koja se pojavljuju u F, ni za jedan poznati algoritam koji resava problem SAT
funkcija slozenosti algoritma nije polinomna funkcija od argumenta n.

Stavise, problem SAT pripada klasi tzv. NP-kompletnih problema. To znaéi
da bi nalazenje algoritma polinomne slozenosti koji resava ovaj problem dalo
i pozitivan odgovor na ¢uveni P=NP problem. (O klasi NP, problemu SAT i
raznim drugim, kao i o problemu P=NP moze se vise nadi u knjizi [1].)

2.7 Kanonske forme

Svakoj iskaznoj formuli F'(py,...,p,) odgovara istinitosna tablica ¢iju smo kon-
strukciju opisali u odeljku 2.3. Tom tablicom ustvari je definisana tzv. istini-
tosna funkcija f : {T,L}"* — {T,L} data sa f(ai,...,a,) = vo(F), gde je
a; = a(p;). Postavlja se pitanje: da li postoji i obrnut postupak rekonstruisanja
formule iz njene istinitosne tablice, tj. nalazenja formule kojoj ¢e odgovarati za-
data istinitosna funkcija f? Odgovor je potvrdan.

Za poéetak, za svako iskazno slovo p obelezimo p' =pip*t = —p.

Disjunktivna kanonska forma (skra¢eno: DKF), ili disjunktivna normalna
forma istinitosne funkcije f je

\V (P AP3® A ADPR™).
flat,az,..,an)=T
Drugim re¢ima, za svaku valuaciju (tj. vrednosti aq, as, ..., a, slova p1,ps. ..,
pn) za koje je f(ag,asa,...,a,) = T imacemo po jedan ¢lan - klauzu u disjunkei-
ji. U tom ¢lanu nalaze se sva slova p1, pa, ..., Dy, ona koja u toj valuaciji imaju

vrednost | sa negacijom, a ostala bez negacije; njih i ovde zovemo literali.
Konjunktivna kanonska forma (skra¢eno: KKF), ili konjunktivna normalna
forma istinitosne funkcije f je

/\ (P17t APy AL A D).

flan,ag,..,oan)=1

Dakle, sada za svaku valuaciju u kojoj je f netacna imamo po jednu klauzu u
konjunkciji. Ovaj put te klauze gradimo tako sto kao literale ona slova koja u
toj valuaciji imaju vrednost | stavljamo bez negacije, a ostala sa negacijom.
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Primer 2.29 Nadimo formule v DKF i KKF ¢ija je istinitosna tablica

F
-
4
L
T
1
L
1
T

FEEEAAA A
FEAAE A e
e I I

Da bismo konstruisali DKF posmatramo prou, cetvrtu i osmu vrstu tablice. One
redom daju klauze p ANq A7, p A\=g A -1 i =pA—-qA-r, pa je traZena DKF
(PAGAT)V (DPA=gA—T)V (mp A—g A —r).

Da bismo konstruisali KKF posmatramo ostalih pet vrsta (u kojima F treba
da bude netacna) i dobijamo formulu (—pV =gV r)A(—pV gV —r)A(pV gV
“r)A(PV-ogVTr)A(pVaqV-r).

Zasto ovako dobijene formule zaista imaju zadatu istinitosnu funkciju? O-
bjasnimo to prvo za DKF. Za svaku valuaciju u kojoj formula treba da bude
tacna ona ¢e sadrzati klauzu konstruisanu tako da bude ta¢na bas u toj valuaciji
(recimo u gornjem primeru za valuaciju u kojoj je a(p) = T, a(q) = Lia(r) = L
ta klauza je pA—gA—r), pa kako je jedna klauza u disjunkciji tac¢na, i cela formula
je tacna. S druge strane, za valuacije u kojima formula ne treba da bude tacna
odgovarajuca klauza se ne nalazi u disjunkciji, pa ¢e u svakoj od prisutnih klauza
bar jedan literal imati vrednost L.

Slicno je i kod KKF: za svaku valuaciju u kojoj formula treba da bude
netacna imamo po jednu klauzu u kojoj ¢ée svi literali u toj valuaciji biti netaéni,
pa ¢e i cela klauza, a samim tim i cela formula biti neta¢na. U ostalim valu-
acijama svaka klauza ima bar jedan tacan literal. Ovim smo dokazali sledeée
tvrdenje.

Teorema 2.30 (a) Za svaku istinitosnu funkciju koja nije netaéna za sve vred-
nosti iskaznih slova postoji formula v DKF é&ija je to istinitosna funkcija.

(b) Za svaku istinitosnu funkciju koja nije tacna za sve vrednosti iskaznih
slova postoji formula v KKF ¢ija je to istinitosna funkcija.

Primer 2.31 Odredimo DKF i KKF za formulu F = —(p = q) = q A —r.
Konstruisimo prvo istinitosnu tablicu ove formule.

p=q| =9 q A

FEEEAAA s
FEAAEE A
HH A

e L N N

H A

Ak A A A4

FEEEAAEE
i e

Sada je odgovarajué¢a DKF:

(PAGAT)V (PAGA=T)NV (ZpAGAT)NV (FpAGA=T)V (7P A=g AT)V (7p A=g A=),
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a njena KKF:
(opVgV-r)A(=pVgVr).

Obe dobijene formule imaju istu istinitosnu tablicu kao F', dakle ekvivalentne su
s njom.

2.8 Baze iskazne algebre

Svakom istinitosnom tablicom zadata je po jedna operacija iskazne algebre,
odnosno funkcija f : {T, L}* — {T, L}. Svaku takvu operaciju mozemo posma-
trati kao jos jedan dodatni iskazni veznik i koristiti je za formiranje jednog Sireg
skupa formula. U ovom odeljku ¢emo, dakle, pod formulama podrazumevati
i one koje su formirane analogno pravilima iz definicije 2.3, ali koristeéi i ove
dodatne operacije.

Primer 2.32 Jedan primer unarne iskazne operacije je =. Neki primeri bina-
rnih su \,V,= i <. Definisimo jos neke:

=S
e N e [
— 4 4k
o e [
e Nl [
==
ol A [
e N e [
E I

Operaciju T zovemo Seferova, operaciju | Lukasijeviceva operacija, a \ zovemo
,,ekskluzivno ili”. | izraZava receniéne strukture oblika ,,ni... ni...”, a V. struk-
ture oblika ,,ili... ili...”. Iz tablica moZemo zakljuciti da je p T g ~ —(p A q) @

plag~-(Vyg).

Definicija 2.33 KaZemo da se operacija x(p1,pa2,...,pr) moZe izraziti preko
operacija f1, fa,..., fn ako postoji formula G(p1,ps,...,pr) koja od operacija
sadrzi samo f1, fa, ..., fn @ koja je ekvivalentna sa *(p1,pa,...,pk).

Primer 2.34 (1) Kako je p = q ~ —pVq, operacija = moZe se izraziti preko
-7 V.

(2) Postojep< g~ (p=q)A(q=p), & se moZe izraziti preko = i A.

Treba obratiti paznju da —p V ¢ ~ p = ¢ ne znaci da se = i V mogu izraziti
preko =-. Naime, izrazavati mozemo samo jednu po jednu operaciju.

Definicija 2.35 KaZemo da je skup {f1, fa,..., fn} operacija iskazne algebre
baza iskazne algebre ako se svaka operacija iskazne algebre moZze izraziti preko

f17f27"'7fn~

Uobicajeno je da se ovoj definiciji doda jo$ jedan uslov: da taj skup bude
minimalan, odnosno da nijedan njegov podskup s manje operacija nije dovoljan
da se izraze sve operacije iskazne algebre. Mi radi pojednostavljenja izostavlja-
mo taj drugi uslov.

Prema teoremi 2.30 za svaku operaciju * iskazne algebre postoji formula u
KKF ili DKF ¢ija je istinitosna funkcija zadata sa *. Drugim retima, svaka
operacija iskazne algebre moze se izraziti preko operacija —, A i V. Medutim, iz
sledeceg tvrdenja éemo videti da skup {—, A, V} nije minimalan.

Teorema 2.36 Svaki od sledeéih skupova je baza iskazne algebre:
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(a') {_'7\/};
(b) {_‘7/\};
(¢) {=,=}.

Dokaz. (a) Operacija A moze se izraziti preko — i V pomoéu De Morganovih
zakona: p A g~ —=(pAq) ~—(—pV —q). Kako za svaku operaciju postoji njoj
ekvivalentna formula u kojoj se javljaju samo —, V i A, na ovaj nac¢in mozemo
eliminisati A iz te formule i dobiti ekvivalentnu formulu u kojoj se javljaju samo
—1iV.

(b) Dokaz se izvodi sliéno kao (a), pri ¢emu eliminiSemo V na sledeéi nacin:
pVg~-=(pVgq) ~=(=pA-q).

(c¢) Kao pod (a), polazeéi od KKF ili DKF i koristeéi transformacije p V g ~
p=qipAqg~—(-pV-q) ~ —(p= —q), dobijamo ekvivalentnu formulu u
kojoj se javljaju samo — i =. (I

Ispostavice se da je svaki od skupova iz prethodnog tvrdenja i minimalan.
Da bismo to pokazali, treba da proverimo da nijedna od operacija =, A, V i =
nije sama za sebe dovoljna da se izraze sve operacije. To ¢ée slediti iz teoreme

2.40.

Teorema 2.37 Svaka formula F(p1,pa,...,pn) koja od logickih veznika sadrzi
samo A, V, = 1 < ima osobinu ocuvavanja T: u valuaciji o u kojoj su sva
iskazna slova tacna vazi i ve(F) =T.

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po broju veznika v(F').
B.I. v(F) = 0. U ovom slu¢aju F je samo iskazno slovo, recimo F = p;. Iz
a(p;) = T odmah sledi v, (F) =T.
IL.H. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule sa manje od n veznika
medu kojima su samo A, V, = i <.
1L.K. Neka je sada v(F) = n. Formula F', poSto se u njoj ne pojavljuje veznik
=, moze biti jednog od 4 oblika: GAH, GV H, G = H ili G & H. Ispitajmo
jedan od ovih slu¢ajeva, recimo F' = G = H, a ostali se proveravaju analogno.
Kako F' ima ukupno n veznika, a jedan od njih je veznik implikacije izmedu
G i H, svaka od formula G i H ima po manje od n veznika. To po indukcijskoj
hipotezi znaci da one o¢uvavaju tacnost. Dakle, za valuaciju o u kojoj je a(p1) =
.= alpy) = T imamo vo(F) = v,(G) = vo(H) = T =T =T, pai F
oc¢uvava tacnost. (]

Teorema 2.38 Skup {A,V,=,<} nije baza. (Dakle, nijedan njegov podskup
nije baza.)

Dokaz. Pretpostavimo suprotno; to bi znacilo da se = moze izraziti preko ope-
racija tog skupa: —p ~ G(p), gde G sadrzi samo veznike A,V, =1 <. Uzmimo
valuaciju a takvu da a(p) = T. Tada je va(—p) = L, a prema teoremi 2.37
Vo (G) = T, §to je nemoguce. O

Potpuno analogno teoremi 2.37 dokazuje se sledec¢a teorema.
Teorema 2.39 Svaka formula F(p1,pa,...,pn) koja od logickih veznika sadrzi

samo A iV ima osobinu ocuvavanja 1 : u valuaciji o u kojoj su sva iskazna
slova netacna vazi i v, (F) = L.
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Primetimo da je za dokaz oCuvavanja tacnosti bilo sustinski bitno to Sto
TAT=TVT=T=T=T<& T=T. Slicno, za ocuvavanje netac¢nosti bitno
jelAl=1vli=1 pakakoje L =1 =1« 1 =T, ova teorema ne vazi
za veznike = 1 <.

Ako zelimo da dokazemo da je i neki skup S iskaznih operacija baza, dovoljno
je preko operacija iz S izraziti operacije neke poznate baze B; naime, dalje se
preko operacija iz B (a samim tim i preko operacija iz S) mogu izraziti sve
ostale operacije. U tu svrhu najcesce se koriste baze iz teoreme 2.36.

Teorema 2.40 (a) Skupovi {1} i {}} su baze.
(b) Jedine binarne istinitosne funkcije x takve da je {x} baza su Seferova i
Lukasijeviceva operacija.

Dokaz. (a) Kako je {—, A} baza, da bismo dokazali da je {1} baza, dovoljno je
preko operacije 1 izraziti — i A:

pTp~-(pAp)~-p
pAg~—(pAg) ~=(ptg) ~@Ta) T (pTaq).

(Treba primetiti da zbog teoreme 2.24(b) ekvivalentnost formula mozemo ¢itati
i zdesna nalevo, pa smo u prvom od dva reda izrazili — preko 1.)

Analogno se elementi baze {—,V} izrazavaju preko |, te je i {|} baza.

(b) Pretpostavimo da je * binarna operacija skupa {T, L} takva da je {x}
baza. Neka je njena istinitosna tablica

Kako se pomocéu operacija koje otuvavaju tacnost ne moze izraziti — (videti
dokaz teoreme 2.38), mora biti @ = L. Analogno, ni preko operacije koje
oCuvavaju neta¢nost ne moze se izraziti — (teorema 2.39), pa mora biti d = T.
Ostaju jos 4 nacina kako se moze do kraja popuniti gornja tablica, u zavisnosti
od vrednosti b i c.

Ako je b= ¢ = T, to je tablica Seferove, a ako je b = ¢ = L Lukasijeviceve
operacije. Ostaje da se dokaze da preostale dve operacije, dobijene kombinaci-
jamab=T,c=1Lib= 1,c=T, ne ¢ine baze. Ako obelezimo te dve operacije
sa %1 1 %9 redom, vidimo da je p*1q ~ —q i pxoq ~ —p. Medutim, to su sustinski
unarne operacije i nisu dovoljne da bi se preko njih izrazila ijedna od binarnih
operacija A, V,= ... (videti zadatak 41). |

2.9 Primene iskaznih formula

Osnovni elementi prekidackih kola su prekidaci. Svaki od njih moze biti u dva
polozaja, ukljucen i iskljucen:
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o D

Slika 2.3: Ukljucen prekidac Slika 2.4: Iskljucen prekidac

Dakle, prekidac je ukljucen ako kroz njega prolazi struja a iskljuc¢en u suprot-
nom. Ovi polozaji odgovaraju redom logickim vrednostima T i | za neko
iskazno slovo.

Vise prekidaca u kolo mozemo vezivati redno ili paralelno:

®
@

Slika 2.5: Redno vezivanje Slika 2.6: Paralelno vezivanje

Redno vezivanje odgovara konjunkciji: da bi struja proticala kroz taj deo
kola potrebno je da oba prekida¢a budu uklju¢ena. Sli¢no, paralelno vezivanje
odgovara disjunkciji: da bi struja proticala dovoljno je da bar jedan od prekidaca
bude uklju¢en. Negaciju ¢emo predstavljati na sledeé¢i nacin:

Slika 2.7: | Negacija” prekidaca

Kroz ovako postavljen prekida¢ struja ¢e proticati ako i samo ako je prekidac p
isklju¢en (ima vrednost ).

Kako je skup {—, A, V} jedna baza iskazne algebre, jasno je da svaku iskaznu
funkciju mozemo predstaviti prekidackim kolom: zapiSemo formulu koja odgo-
vara toj funkeiji (u kojoj negacije stoje samo uz iskazna slova, $to je mogudée
postiéi primenom De Morganovih zakona), a nju je potom lako prevesti na
prekidacko kolo.

Primer 2.41 (1) Nacrtajmo prekidacko kolo koje odgovara formuli (p A q) V
(pAT). Prilikom skiciranja prekidackog kola formulu razbijamo na podfor-
mule, od sloZenijih ka jednostavnijim, slicno kao pri crtanju drveta podfor-
mula. Dakle, kolo éemo dobiti paralelnom vezom kola za podformule p A q
ipAr, a svako od njih spajanjem rednom vezom odgovarajucih prekidaca.

MY ()
®—
P—

Slika 2.8: Prekidacko kolo za formulu (p A q) V (p A7)
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(2) Skicirajmo prekidacko kolo za formulu —(p V (=g A 1)). Kako negaciju
mozZemo primengivati samo na pojedinacne prekidace, moramo prvo tran-
sformisati formulu: =(pV (g AT)) ~=pA=(=gAr)~-pA(qgV-r).

@
Je

Slika 2.9: Prekidacko kolo za formulu —p A (¢ V —r)

Naravno, mogli smo formulu transformisati i do nekog drugog oblika pa
potom skicirati odgovarajuce kolo; ono ce, jasno, biti ekvivalentno gornjem
(struja ée proticati kroz ta dva kola za iste poloZaje prekidaca).

(3) Ako Zelimo da nacrtamo prekidacko kolo formule pVq definisane u primeru
2.82, moramo prvo transformisati tu formulu i dobiti formulu u kojoj se
pojavljuju samo veznici =, N\ i V:

(p<q)

~ =(lp=aAN(g=Dp))
((=pV ) A (=g Vp))

~ (pA=q)V(gA-p),

pvg ~ —

~ T

trazeno prekidacko kolo moZe izgledati ovako:

—®- @

Slika 2.10: Prekidacko kolo za formulu (p A —=q) V (¢ A —p)

Logicka kola mogu imati nekoliko ulaza, na kojima se mogu pojavljivati
vrednosti 0 i 1. Svaki ulaz odgovara po jednom iskaznom slovu u formuli, a
vrednosti 0 i 1 odgovaraju vrednostima L i T redom. Da bismo na izlazu dobili
trazeni rezultat, kombinujemo tri osnovna sklopa: I-sklop, ILI-sklop i NE-sklop,
prikazana na slede¢im slikama:

— _Do_

Slika 2.11: I-sklop Slika 2.12: ILI-sklop Slika 2.13: NE-sklop
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Oni odgovaraju redom iskaznim operacijama konjunkcije, disjunkcije i ne-
gacije. Dakle, I-sklop i ILI-sklop imaju po dve, a NE-sklop jednu ulaznu vred-
nost. I-sklop daje na izlazu 1 ako i samo ako su vrednosti na oba ulaza 1;
ILI-sklop daje na izlazu 1 ako i samo ako je bar jedna od ulaznih vrednosti 1 a
NE-sklop daje na izlazu vrednost suprotnu onoj na ulazu.

Kao i kod prekidackih, i pomoc¢u logickih kola mozemo izraziti svaku iskaznu
funkciju. Naravno, kako za svaku iskaznu formulu mozemo naé¢i mnogo njoj ek-
vivalentnih formula, postoji jednako mnogo nac¢ina da se nacrta odgovarajuce
logicko kolo. Za prevodenje formule u logicko kolo nije neophodno da negacije
stoje samo ispred iskaznih slova, jer NE-sklop mozemo primeniti na signal do-
bijen prethodnom primenom bilo kakvog dela kola.

Posto su i {—,A} i {—,V} baze, ustvari nam nisu neophodni i I-sklop i ILI-
sklop, ali kola su znatno preglednija ako mozemo da koristimo oba.

Primer 2.42 Nacrtajmo logicka kola koja odgovaraju formulama iz prethodnog
primera. Razlika je u tome Sto prilikom konstruisanja logickih kola krecemo
od jednostavnijih podformula, pa ih ,,spajamo” sklopovima da bismo stigli do
slozenijih.

Slika 2.14: Logicko kolo za formulu (p A q) V (p A7)

P

o

r

Slika 2.15: Logicko kolo za formulu —(p V (=g A 1))

4

o

q

Slika 2.16: Logicko kolo za formulu pVg ~ (p A =q) V (g A —p)

Jedno logicko kolo koje je posebno znacajno je tzv. polusabiraé¢; on sluzi za
sabiranje dva binarna jednocifrena broja. On ima dva ulaza (ozna¢imo ih sa p i
q) i dva izlaza; naime zbir dve binarne cifre moze biti i dvocifren zbog moguéeg
prenosa. Drugim re¢ima, ako sa F oznacimo funkciju koja daje kao rezultat
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prvu cifru zdesna u zbiru, a sa G funkciju koja rac¢una drugu cifru (prenos),
tablice tih funkcija su:

Vidimo da G odgovara operaciji V ¢ije smo kolo veé¢ skicirali u prethodnom
primeru a F' operaciji A. Dakle, polusabira¢ mozemo konstruisati na slede¢i
nacin:

1o

F
) G

Slika 2.17: Sema polusabiraca

Za kraj ove glave pomenimo da je pravilno razumevanje iskaznih formula
neophodno i u programiranju. Veéina programskih jezika ima u sebi ugradene
osnovne logicke veznike =, A i V koji su, kao $to nam je poznato, dovoljni za
izrazavanje svake istinitosne funkcije. Npr. u programskom jeziku Java kon-
junkcija se zapisuje kao p&&aq, disjunkcija kao p||q, a negacija kao !p. Ilustrujmo
vaznost razumevanja osnova iskaznog racuna na nekoliko primera.

Primer 2.43 Prevedimo u Javu sledece izraze:

(1) ,,Broj n nije deljiv ni sa 2, ni sa 3, ni sa 5.7 Deljivost broja n brojem k
u Javi proverava se na sledeéi nacin: n % k == 0. Dakle, Java izraz koji
bi odgovarao datoj recenici bio bi

'm%2==0) && !'(n % 3==0) & !'(n % 5 == 0).

Kao sto znamo iz De Morganovih zakona, negacija se moze i ,,izouci” na
pocetak formule kako bismo dobili jednostavniju formulu:

m%2==01ln%3==01|ln%b5-==0).
(2) ,,Brojn nije izmedu 1 1 2, niti izmedu 5 i 6.7 Odgovarajuéi izraz u Javi je
'(1 <n&& n<2) & '(6 <n && n < 6).
(3) ,,n-ta godina je prestupna.” Da li je godina prestupna odreduje se po
sledeéim pravilima: (i) ako 400 | n, godina je prestupna, (i) inace, ako
100 | n, godina nije prestupna, (iii) inacde, ako 4 | n, godina je prestupna

i (iv) u suprotnom, godina nije prestupna. Odgovarajudi izraz u Javi je

nY% 400 ==0 || (n% 4==0%&& n % 100 != 0).
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Napomenimo jos da se rezonovanje koje smo koristili u primeru 2.12 koristi
i u programskim jezicima; naime ako se, tokom izvrSavanja nekog programa,
prilikom ra¢unanja vrednosti formule oblika AV B dobije da je A ta¢na, vrednost
formule B se ni ne ra¢una. Sli¢no, ako se prilikom racunanja vrednosti formule
oblika A A B dobije da je A neta¢na, vrednost formule B se opet ne rac¢una, jer
je A A B sigurno netacna.

2.10 Zadaci

Iskazne formule i tautologije

1.

Zapisati sledece rec¢enice pomocu iskaznih formula i nacrtati odgovarajuca
drveta podformulas:

(a
(b

) Poneo sam kaput i ¢izme, ali ne i kiSobran.
)

(¢) Bez obzira na to da li pada kisa, ja idem na predavanja.
)

Ako bude padala kiSa, neéu i¢i ni na predavanja ni na vezbe.

(d) Ostani samo ako ées paziti na casu.

. Izracéunati vrednosti formula:

(a) (p=q) = (rA—s=q);
(b) =(pAq) = —rV-—s

u valuacijama: (1) a(p) =T, a(q) = T, a(r) = L, a(s) = T; (2) B(p) =

Tablicnom metodom dokazati: = (p = ¢q) < (—g = —p).

Metodom svodenja na protivre¢nost proveriti da li su tautologije:

() pA(p=4q) =g
(b) (pe —~qVr)=(-p=4q);
) ((p=q)=(r=-s)=>r)=t)=(t=>p) = (s=Dp).

Diskusijom po iskaznom slovu proveriti da li su sledeée formule tautologije:

(@) =N (g=7)={pP=r);
() (PAg)Vr=q) & ((-p=q) A-T).

Dokazati da su sledeée formule tautologije:

(a) (pvag=(per)=sAr))=(pVg= (pe 7)) = (PVg=sAT)).
(b) (pvages((per)esar) e ((per)epVe e sar).

Dokazati da je sledeca formula tautologija:

(pAr & sVt)=(g= (pV (sAL))) =
((pAr e sVt)=q) = ((pAr S sViE)= (pV(sAt)))).

Dokazati da je formula A kontradikcija ako i samo ako je A tautologija.
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Posledice i ekvivalentnost formula

9. Date su recenice: ,,Ako je hladno, poceo je februar”, ,,Ako nije poceo
februar, onda je hladno” i ,,Poceo je februar”.
(a) Zapisati ih u obliku iskaznih formula.
(b) Dokazati da je formula koja odgovara trecoj recenici posledica ostale

dve.

10. Odrediti sta se moze zakljuciti iz sledeé¢ih pretpostavki, obrazloziti i dokazati
pravilo po kojem se izvodi zakljucak:
(a) ,,Nije ta¢no da sunce ne sija”.
(b) ,,Ako sunce sija, teren je otvoren” i ,,Sunce sija”.

(¢) ,,Ako sunce sija, teren je otvoren” i,,Ako je teren otvoren, naéi ¢emo
se tamo u 10 sati”.

(d) ,,Sunce sija ili su tereni zatvoreni” i ,,Tereni nisu zatvoreni”.

11. Ako je za formule A, B, C formula A = (B = C) tautologija, dokazati da
jei (A= B)= (A= C) tautologija.

12. (a) Dva restorana objavila su reklame. Na prvoj pise: ,,Dobra hrana
nije jeftina”, a na drugoj ,,Jeftina hrana nije dobra”. Da li ove dve
reCenice govore istu stvar?

(b) Dva restorana promenila su reklame. Na prvoj sada pise: ,,Dobra
hrana je skupa”, a na drugoj ,,Skupa hrana je dobra”. Da li i ove
dve recenice govore istu stvar?

13. Ekvivalencijskim transformacijama dokazati da je tautologija: (p V ¢ =
Ve (p=r)A(g=r).

14. Svodenjem na konjunktivni oblik ispitati da li su sledeée formule tau-
tologije, a za one koje nisu svodenjem na disjunktivni oblik ispitati da li
su zadovoljive:

(a) (p=qA—q)= -p;
(b) ((pVa) Ar)V (=r Ap);
(c) pA(qV-p)A((g= —p)V—q).

Kanonske forme

15. Nadi formulu u DKF i KKF ¢ija je istinitosna tablica

FEEREAAA s
FEAAERE A
o e I N
e e Al ol

16. Konstruisati iskaznu formulu F'(p, ¢, ) tako da vazi v, (F) = T ako i samo
ako je a(p) = a(r) ili a(p) = a(q) = L.
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17. Konstruisati iskaznu formulu F(p, ¢,r) koja je tacna ako i samo ako (a)

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

taéno dva (b) bar dva njena iskazna slova imaju vrednost T.
Konstruisati sve do na ekvivalenciju iskazne formule F' takve da vazi:

(a) F(FAg= p) e ((pe ~q) = F);
(b) E((r=—-qgAp)=F)= (FA{=q Ar).

Da li postoji iskazna formula F'(p,q) takva da je = (pV¢=F) & (F =
pAT)?

Odrediti sve (do na ekvivalenciju) formule F(p, q,r) takve da formula
(F=pANgANFATreT)
bude tautologija.
Postoji li formula F' takva da je
PV A(gVr)ANF < (pAq)V(gAT)V (rAp)

tautologija?
Nacéi bar dve neekvivalentne iskazne formule F' takve da formula

(FA(g=r)= =) NEFA(r=q9=@Vr=2q)
bude tautologija.

Nacéi bar tri neekvivalentne iskazne formule F' takve da sledeca formula
bude tautologija:

(F=pVgONF=pVr)A(p=FVp).

Odrediti jednu formulu F' iskaznog racuna u kojoj se pojavljuju samo
veznici V i = takvu da formula

(Fephq) = (rAF)
bude tautologija.
Naéi bar dve neekvivalentne iskazne formule F(p, ¢, r) takve da vazi:

p=rE(@=r)=(pPVF=r).

Da li postoji formula F' takva da su tautologije formule:
(PAgAF)V=(-p=F)
(peq)VE)NF = —p)?
Nadéi sve do na ekvivalenciju iskazne formule F(p, q,r) takve da
p=F ~ qgq=-pVr

F=p ~ (r=q) =p.

Da li postoje iskazne formule F' i G takve da je formula pV g = (r AF)V
(=r A G) tautologija?
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29. Odrediti sve (do na ekvivalenciju) formule F'(p, q) takve da
(F=pAlg=F)V({(F=qgnp=F)
ne bude tautologija.
Baze
30. Sa T obelezimo operaciju iskazne algebre koja za proizvoljne vrednosti
slova daje rezultat T (jednostavnosti radi, neka ona bude unarna). Dakle,
T(p)=T zape {T,L}. Analogno, neka je B operacija takva da B(p) =
1 zasve p € {T,L}. Izraziti:
(a) — preko =, B;
(b) - preko V, T}
(¢) V preko =.
31. Uz oznake kao u prethodnom zadatku, dokazite da su baze:
(a) {=. B};
(b) {v, v, T}.
32. Neka je operacija # definisana sa p % ¢ ~ —(p = ¢). Dokazati da je
{T, #} baza iskaznog rac¢una.
33. Neka je # kao u prethodnom zadatku. Dokazati da je {=,#} baza
iskazne algebre, a zatim prikazati operacije A i T u bazi {=,#4}.
34. Dali je skup {—, *} baza iskaznog rac¢una, gde je operacija x zadata tabli-
com:
* | T L
T]L L
1T L
35. Sa m; i Mo oznac¢imo prvu i drugu projekciju, tj. operacije iskazne algebre
definisane sa pmq = p i pmaq = ¢q. Dali je skup {A, V, 71, w2} baza iskazne
algebre?
36. Operacija * iskazne algebre definisana je tablicom
Dokazati da {*,<} nije, a {*,} jeste baza iskazne algebre.
37. Dokazati da se = ne moze izraziti preko A i V.
38. Dokazati teoremu 2.39.
39. Neka su operacije # i B date kao u zadacima 30 i 32. Dokazati da {#, B}
nije baza iskazne algebre.
40. Ako je B operacija iz zadatka 30, dokazati da {A, B} nije baza iskazne

algebre.
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41. Dokazati da {*, &} nije baza, gde

| p*q | p&q

e

*
T 1
4 1
T T
4 T

42. Nacrtati prekidacka i logicka kola koja odgovaraju slede¢im formulama:

(a) (xVy)A(—-zVy);
(b) (xAy)V(yAz)V -z
43. (a) Svodenjem na konjuktivni oblik dokazati da je formula (—p = r) A
(=p = —r) < p tautologija.
(b) Nacrtati jedno prekidacko kolo koje odgovara formuli (—=p = r) A
(=p = ).

44. Nacrtati logicka kola koja mogu da stoje na mestu X u dijagramu, tako
da taj dijagram odgovara kolu koje na izlazu daje 1 (T) za sve moguée
ulaze.
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Glava 3

Predikatski racun

3.1 Predikatske formule

Iskazni rac¢un je, zbog svoje jednostavnosti, prilicno ogranic¢enih moguénosti
kada je u pitanju izrazajnost. Na primer, njime se ne mogu izraziti sledeée
reCenice:

(R1) ,,ako je a > b onda nije b > a”;
(R2) ,,postoji najmanji prirodan broj” ili
(R3) ,,za sve pozitivne realne brojeve = je x + 1 > z”.

Recimo, prva recenica bi se kao iskazna formula mogla zapisati ovako: p = —gq.
Medutim, tim zapisom se ne moze iskazati njen smisao: ona govori o odnosu neka
dva broja a i b, koji su ,,izgubljeni” prilikom prevodenja u formulu. Preostale
dve recenice ne bi se ni u toj meri mogle zapisati iskaznim formulama.

Da bismo povecali izrazajnost formula posmatracemo proSirenje iskaznog
racuna, predikatski ra¢un. To prosirenje se odnosi na dva aspekta. Prvi je
razmatranje strukture iskaza; naime, u iskaznom rac¢unu iskaz je bio najmanja
jedinica s kojom smo baratali. Sada ¢emo uvodenjem relacijskih (<), funkcij-
skih (4) i simbola konstanti (0) moéi razloziti iskaz; preciznije, datu formulu
posmatra¢emo na nekom skupu (koji éemo zvati domen) i na kojem éemo po-
smatrati operacije, relacije i konstante. Drugo prosirenje ogleda se u uvodenju
kvantifikatora, koji ¢e nam omoguéiti da izrazimo reéci ,,svaki” i ,,postoji”. Na
taj nacin gornje recenice moéi ¢emo izraziti slede¢im formulama:

(R1) P(a,b) = —P(b,a);
(Ovde relacijsko slovo P predstavlja relaciju >. Dakle, umesto samih

iskaznih slova, delove formule a > b i b > a mozemo izraziti na nacin
kojim se o¢uvava njihova struktura.)

(R2) (F2)(Vy)Q(x, y);

(Ovde slovo @ predstavlja relaciju <, (3z) ¢itamo ,,postoji 2" a (Vy) ,,za
svako y”. Dakle, formula izrazava da postoji x takav da za sve y vazi
x<y.)

(R3) (Vz)(P(z,c) = P(f(z),7)).
(Slovo P ponovo predstavlja relaciju >, funkcijsko slovo f funkciju koja
preslikava u x + 1, a znak konstante ¢ predstavlja konstantu 0.)
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Kao i kod iskaznih, za pocetak koncentrisa¢emo se na pravila za izgradnju
predikatskih formula (u ovoj glavi re¢ ,,formule” oznacavace predikatske for-
mule). Simboli koji u¢estvuju u njihovoj izgradnji su:

1. promenljive: z,y, z, ..., kao i: x1,Ta,...;

2. iskazni veznici: =, A, V, =, <;

3. kvantifikatori: univerzalni V i egzistencijalni 3;
4. zagrade: (1) i zarez ,;

5. relacijski simboli: P,Q,S,... kaoi Py, Py, .. ;
6. funkcijski simboli: f,g,h,... kaoi fi, fa,...1
7. simboli konstanti: c,d,e,... kaoicy,cs,...

Posebno ¢emo obratiti paznju na poslednje tri grupe simbola, koje ¢ine jezik
formule u kojoj se pojavljuju. Svaki relacijski i funkecijski simbol ima svoju
fiksiranu arnost - broj argumenata na koje se primenjuje (videti odeljke 1.2 i
1.3). Dakle, isti relacijski simbol ne sme se, recimo, u jednoj formuli pojavljivati
i kao unarni i kao binarni.

Naravno, svi ovi simboli ne mogu se na proizvoljan nacin slagati da bi se
dobile formule. Da bismo precizirali postupak izgradnje formula, moramo prvo
videti kako se grade termovi (izrazi). Kao i u definiciji 2.3 ova pravila bi¢e data
rekurzivno: od jednostavnijih ka sloZenijim termovima i formulama.

Definicija 3.1 1. Promenljive i simboli konstanti su termoui.

2. Ako je f n-arni funkcijski simbol a t1,ta,...,t, termovi, onda je term i
flti,ta, ... ty).

3. Termowvi se mogu dobiti samo konacnim brojem primena pravila 1 4 2.

Definicija 3.2 1. Ako je P n-arni relacijski simbol a tq,ta, ..., t, termovi,
onda je P(t1,ta,...,t,) predikatska formula.

2. Ako su A i B predikatske formule a x promenljiva, onda su predikatske
formule i: =A, (AANB), (AV B), (A= B), (A< B), (Vz)A i (3x)A.

3. Predikatske formule mogu se dobiti samo konacnim brojem primena pravila

112

Dakle, najjednostavnije su formule oblika P(t1,ts,...,t,), tzv. atomske for-
mule. One u predikatskim formulama zamenjuju iskaze, ali imaju znatno sloze-
niju strukturu.

Primer 3.3 (1) P(f(z,z),g9(c,x)) je formula. Zaista, ¢ (kao simbol kon-
stante) i x (kao promenljiva) su termovi. SloZeniji termovi f(x,x) @
g(c,x) dobijaju se iz njih primenom pravila 2 definicije 3.1. Stoga je
P(f(x,z),g(c,x)) atomska formula.

(2) (3z)P(f(z),z) je takode formula. x i f(x) su termovi, pa je P(f(x),x)
(atomska) formula. Sada primenom pravila 2 definicije 3.2 sledi da je i
(3z)P(f(z),z) formula.
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(3) I (Vz)(Q(z) = (3y)P(x, f(y))) je formula. Naime, z,y i f(y) su termouvi,
pa su Q(z) i P(x, f(y)) atomske formule. Sledi da je i (3y)P(z, f(y))
formula, kao i (Q(x) = (Jy)P(x, f(y))). Konacno, dodavanjem kvan-
tifikatora dobijamo formulu (Vx)(Q(z) = (Jy)P(x, f(y))).

U predikatskim formulama primenjiva¢emo ista pravila za izostavljanje za-
grada kao u iskaznim.

Podformule predikatskih formula definiSemo analogno kao kod iskaznih. I
one se mogu predstavljati drvetom podformula. Ono se gradi slicno kao za
iskazne formule, osim §to ¢emo, da bismo bolje prikazali izgradnju formule, u
njega sada ukljuciti pored podformula i termove koji u¢estvuju u njenoj izgrad-
nji. Recimo, za formule iz prethodnog primera ta drveta izgledaju ovako:

(32)P(f(z),z)
P(f(x,x),9(c,x))

P(f(x), )
f(z,2) gle,x) OTAERN
x x c x x
Slika 3.1: Drvo podformula za Slika 3.2: Drvo podformula za
P(f(z,2),9(c,x)) (Fz)P(f(x),x)

Slika 3.3: Drvo podformula za (Vz)(Q(x) = (3y)P(z, f(y)))

Neka je u nekom koraku izgradnje formule F' dobijena njena podformula
(Qz)G(x) (@ je neki od kvantifikatora V ili 3, a x je promenljiva). Tada kazemo
da je formula G(z) oblast dejstva kvantifikatora (Qz). U istoj formuli jedna
promenljiva moze se javljati vise puta. Njene pojave koje su u oblasti dejstva
nekog kvantifikatora zovemo vezane; ostale pojave zovemo slobodne. Formula je
zatvorena ako se u njoj ne javljaju slobodne pojave nijedne promenljive.

U prethodnom primeru (1) sve tri pojave promenljive z su slobodne. U
primeru (3) oblast dejstva kvantifikatora (Jy) je P(z, f(y)), a oblast dejstva
kvantifikatora (Vz) ceo ostatak formule (Q(z) = (Jy)P(z, f(y))). Stoga su u
formuli (3) sve pojave obe promenljive vezane, pa je ta formula zatvorena.

Ako zZelimo da naglasimo da se 1, 2, . .., z, (ili neke od njih) pojavljuju u
formuli A kao slobodne promenljive, ¢esto ¢emo umesto samo A pisati A(z1, za,
.oy p). Sliéno je i s termovima: ako se u termu t pojavljuju promenljive
X1,Ta,...,T, pisademo t(z1, o, ..., Ty).
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3.2 Interpretacija

Da bi neka predikatska formula imala znacenje, neophodno je da je interpre-
tiramo. Interpretacija predikatskih formula odgovara valuaciji iskaznih, ali je
znatno slozenija. Kao $to ¢emo videti, svaku formulu mozemo interpretirati na
viSe nacina.

Da bi formula zaista dobila znacenje koje smo joj namenili neophodno je da,
pre svega, odredimo skup na kojem éemo je interpretirati, tzv. domen (recimo,
u sluéaju formule za (R2) s pocetka ove glave to je skup prirodnih brojeva N),
a zatim da odredimo da relacijsko slovo @ predstavlja relaciju <. U ovakvoj
interpretaciji ta formula je oc¢igledno ta¢na. Medutim, ako bismo promenili bilo
domen, bilo nacin interpretiranja slova (), ona bi promenila znacenje i mogla
bi postati netac¢na. Recimo, ako umesto N za domen uzmemo Z, ona vise nije
tacna. Ili, ako umesto < interpretiramo @ kao >, ponovo dobijamo netac¢no
tvrdenje.

Sada ¢emo precizno definisati Sta smatramo interpretacijom formule.

Definicija 3.4 Interpretaciju i formule F ¢ine:
e domen D - to moZe biti bilo koji neprazan skup;

e po jedna n-arna relacija P* na skupu D za svaki n-arni relacijski simbol
P;

e po jedna n-arna operacija f* na skupu D za svaki n-arni funkcijski simbol

fi
e po jedan element ¢ € D za svaki simbol konstante c.

Obiéno pisemo i = (D, Pi,... f' ..., ¢, ...), uz dogovor da najpre navodimo
domen, zatim relacije, funkcije i na kraju konstante. Medusobni redosled relacija
(ili funkcija) bi¢e obi¢no jasan iz konteksta (navodiéemo ih po abecednom re-
dosledu slova, npr. f,g,h...).

U slucaju formula F(zq,22,...,z,) koje sadrze slobodne promenljive inter-
pretacija nije uvek dovoljna da bi se izracunala tacnost formule: potrebno je i
dodeliti vrednosti slobodnim promenljivima x1, o, ..., Zy.

Definicija 3.5 Za termt(xy, 22, ..., T,) sat'[ay, as,...,a,] oznacavaéemo nje-
govu vrednost u interpretaciji i kada promenljive imaju vrednosti x1 = aq, X2 =
ag,...,Tn = an. Prateéi definiciju 3.1, vrednost t'la1,as,...,a,] definise se
ovako:

1. ako je t = x) promenljiva, njena vrednost zadata je sa t'lay, as,. .., a,] =
ag;

2. ako je t = c simbol konstante, onda je t'[ay, as, ..., a,] = c*;

3. ako jet = f(t1,ta, ..., tm), gde suty, ta, ..., ty termovi a f m-arno funk-
ciysko slovo, onda je

t'ay, ag, ..., an] = fi(tifar, ag,. .. an], ...t a1, a0,...,an)).
Drugim rec¢ima, kod slozenijih termova oblika f(t1,to, ..., ;) najpre izrac¢u-
namo vrednosti jednostavnijih termova 1, o, ..., t;,, a zatim na njih primenimo

funkciju f*.
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Definicija 3.6 Ako je zadata interpretacija i sa domenom D, za formulu F(x1,

Xy ..., Ty) Sa slobodnim promenljivim 1, xa, . .., Ty i za elemente a1, as, ..., an €
D sa i E Flai,ag,...,a,] oznadicemo da je formula F taéna za vrednosti
promenljivih x1 = a1,T2 = a2,...,Ty, = an. 1o definiSemo rekurzivno po

sloZenosti formule, prateéi definiciju 3.2:

1. ako je F = P(t1,ta,...,tm) atomska formula, gde suty,ts, ... ty, termovi
a P m-arno relacijsko slovo, onda je i = Flay,as,...,ay,] ako i samo ako
P (ti]a1, a2, ..., a,),th[ar,as, ... an], ..., t5[a1, as, ..., ay]) (drugim reci-
ma, najpre izracunamo vrednosti termova ti,ta, ... ty, a zatim proverimo
da li su one u relaciji P*);

2. ako je F = =G, onda i |= Flai,as,...,a,) ako i samo ako nije i |=
G[al,az,...,an];

3. ako je F = G AN H, onda i | Flai,as,...,a,] ako i samo ako i =
Glai,az2,...,a,) i i = Hlay,aq,...,a,];

4. ako je F = GV H, onda i = Flay,as,...,a,] ako i samo ako i |
Glai,az2,...,a,] ilii = Hlay,a,...,a,];

5. ako je F = G = H, onda i = Flay,as,...,a,] ako i samo ako iz i =

Glay, a9, ...,a,] sledii = Hlay,ag,...,a,);
6. ako je F = G & H, onda i = Flay,as,...,a,] ako i samo ako vaZi:
i = Gla, az,...,a,] ako i samo ako i = Hlay,as, ..., ay];

7. akoje F(x1,...,xn—1) = (V&n)G(21,...,Tn_1,Ty), ondai = Flay,as, .. .,
an—1] ako i samo ako za sve a, € D wvazi i = Glay,aq, ..., a,);

8. akoje F(x1,...,xp—1) = (Fz,)G(z1,...,Zn_1,Zn), ondati = Flaj,as,...,
an—1] ako i samo ako postoji a,, € D takvo da vazii = Glay,as,. .., ay).

Dakle, veznici —, A, V, = i < imaju isto znacenje kao u iskaznim formulama.
Kakvo je znacenje formule oblika (Vz)G(x)? Kada dokazujemo da ona vazi
moramo proveriti da je G(z) tatno za svaku vrednost = iz domena. S druge
strane, kada dokazujemo da takva formula nije ta¢na, dovoljno je da nademo
primer elementa x za koji ne vazi G(z).

Definicija 3.7 Interpretacija i je model formule F ako je i |= Flay,ag,...,ay]
za sve vrednosti ay,as, . ..,a, iz domena D interpretacije i. To pisemo i =
F(xi,x0,...,2y).

Ako je i model za svaku od formula Fy, Fs, ..., Fy kaZemo i da je i model za
skup formula {Fy, Fa, ..., Fg}.

Primer 3.8 (1a) Posmatrajmo atomsku formulu F = P(f(z,x),g(c,x)) naj-
pre u interpretaciji i1 = (Z,=,4+,-,2). Domen je skup celih brojeva Z.
Simbol konstante c interpretira se kao ¢ = 2, a funkcijski simboli f i g
redom kao sabiranje i mnozenje. Dakle, za proizvoljnu celobrojnu vrednost
x = a termovi t1(x) = f(x,x) i ta(x) = g(c,x) imaju redom vrednosti
tila] = a4+ a i tzfa] = 2-a. Sada tacnost date formule proveravamo
ubacujudi relaciju = umesto relacijskog slova P: i1 |= Fla] akko je a+a =
2 - a, $to je tacno za svako a € N. Dakle, i1 = F.
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(1b) Na istu formulu F' moZemo primeniti ¢ drugaciju interpetaciju io = (Z,=,
+,4+,2); dakle jedina izmena je to $to sada i g interpetiramo kao sabiranje.
Sada je, analogno, iy |= F[a] akko je a+a =2+ a. Ovo ocigledno vazi za
a =2 ali ne vazi za ostale vrednosti a € Z. Sledi da i5 nije model za F.

(2a) Formulu G = (3x)P(f(x),x) posmatragmo najpre u interpretaciji iy =
(R, <, f1), gde je fir(x) = x + 1. Dakle, domen je skup realnih brojeva
R, relacijski simbol P interpretiramo kao relaciju < a funkcijski simbol f
kao operaciju fi. Za atomsku formulu G; = P(f(x),x) i neko a € R
imamo i1 = Gi[a] ako i samo ako je a +1 < a. Stoga i1 E G ako i samo
ako postoji a € R takvo da je a+1 < a, §to je naravno netacno pa i, = G.

(2b) Posmatrajmo sada formulu G iz (2a) u drugoj interpretaciji ia = (Z,=,
fi2), gde je fi2(x) = 2. Za Gy = P(f(x),) ia € Z je iy = Gila] ako i
samo ako je a®> = a. Sledi da iy = G ako i samo ako postoji a € Z takvo
da je a®> = a, §to je tacno: a =1 je takvo a. Dakle iz = G.

(3) Za formulu H = (Vx)(Q(x) = (Jy)P(x, f(y))) jedna moguéa interpretacija
jei = (N,=,Q% f), gde fi(x) = 2+ 1 a Q' (z) ako i samo ako je
x > 1. Obelezimo Hy = P(x, f(y)), Hy = (3y)P(x, f(y)) i H3 = Q(x) =
(Fy)P(z, f(y)). Vidimo da, za a,b € N, i = Hiyla,b] ako i samo ako je
a=0b+1, pail= Hsla] akko postoji b € N takvo da je a = b+ 1. Dalje,
i | Hsla] znadi: ako je a > 1 onda postoji b € N takvo da je a = b+ 1.
Konacno, i = H znadi: za svako a € N, ako je a > 1 onda postoji b € N
takvo da je a = b+ 1 pa zakljucujemo da i = H.

Kao $to mozemo videti iz prethodnog primera (1b), postoji interpretacija
za koju ne mozemo reéi ni da je data formula tatna u njoj niti da je netacna.
Razlog za to je postojanje slobodnih promenljivih u formuli P(f(z, ), g(c, z));
dakle tacnost formule moze zavisiti od vrednosti tih promenljivih. Medutim,
kada slobodnih promenljivih nema, formula je u svakoj interpretaciji ili ta¢na
ili neta¢na (precizan dokaz ove Cinjenice neé¢emo izvoditi.)

Teorema 3.9 Neka je A zatvorena formula. Za svaku interpretaciju © vaZi
iEAiliiE-A.

Napomenimo da u specijalnom slucaju, kada ne sadrzi relacije, interpretacija
i postaje tzv. algebarska struktura. One se izuCavaju npr. u knjizi [11].

3.3 Valjane formule

Definicija 3.10 Formula F je valjana ako je taéna u svakoj svojoj interpretaciji.
To oznacavamo = F.

Naravno, nije sluc¢ajno sto se koristi ista oznaka kao za tautologije u iskaznom
racunu, jer valjane formule u predikatskom rac¢unu igraju ulogu koju su u
iskaznom igrale tautologije: to su opsti zakoni logickog misljenja. Iz sledece
teoreme, slicne teoremi zamene, sledi da su tautologije u nekom smislu speci-
jalni slucajevi valjanih formula; A(Bi, Bs, ..., B,) ponovo oznacava formulu
dobijenu iz A(p1,pe,...,pn) zamenom svih pojava slova p; formulom By, svih
pojava ps formulom By itd.

Teorema 3.11 Ako je A(p1,p2,...,Pn) tautologija, i B1, B, ..., By, predikatske
formule, onda je A(By, Ba,...,By) valjana (tzv. izvod tautologije).
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Ideja dokaza. Koristimo istu ideju kao u teoremi 2.14. Neka su xq,xs,..., Tk
slobodne promenljive koje se javljaju u formuli A(By, B, ..., B;,) (oznac¢imo tu
formulu sa F(zq,22,...,2x)). Dalje, neka je data proizvoljna interpretacija i
i vrednosti aq, a9, ...,a; za promenljive x1,xo, ..., redom. Definisimo va-
luaciju o na sledeéi nacin: neka je, za svako j = 1,2,...,k, a(p;) vrednost
formule Bjlaq,as,...,a;] u interpretaciji i. Sada se vrednost Flaq,as, ..., ax]
u toj interpretaciji izracunava kao v, (A(p1, p2,...,Pn)), & Ona je tacna jer je A
tautologija. O

Primer 3.12 Kako je =(pV q) & —p A —q tautologija, ako zamenimo iskazna
slova p 1 q redom formulama (Vz)(3y)P(x,y) i (Jz)-Q(x), dobijamo valjanu
formulu =((Va)(3y) P(z,y) V (32)=Q(x)) & =(Va)(By) P(z,y) A =(3z)=Q(x).

Medutim, daleko od toga da su izvodi tautologija jedine valjane formule.
Stavise, one nam ne daju neke sustinski nove zakone koje nismo imali veé¢ u
iskaznom rac¢unu. Medutim, one nam omogucéuju da zakone koji su vazili ve¢ u
iskaznoj logici koristimo i u predikatskoj, sto ¢éemo veoma Cesto i Ciniti.

Evo i spiska nekoliko najvaznijih valjanih formula koje nisu izvodi tau-
tologija:

1. (Vo)A & (Fz)-A
2. =(Ir)A & (Vo)A
3. (Vz)(AAB) & (Vx)AN (Vo)B
4. (3z)(AVB) < (Ix)AV (3z)B
5. (Vz)AV (Vo)B = (Vz)(AV B)
6. (Fz)(AAB)= (3x)AA (3x)B
7. (Va)(Vy)A < (Vy)(Vz)A
8. (F0)(3y)A & (Fy)(3)A
9. (Jz)(Vy)A = (Vy)(Iz)A
Pored gore pomenutih, sledeée formule su valjane ako se promenljiva x ne po-

javljuje u B:

10, (va) (va)(AV B)
11. (Vz)AAB < (Vz)(AA B)
12. (3z) (3z)(AV B)
13. (3x)AANB < (Fz)(AAB)

Gornji spisak ustvari ne daje konkretne formule, ve¢ Seme valjanih for-
mula. To znaci da, ako u bilo kojoj od njih umesto A i B stavimo proizvoljne
predikatske formule, dobi¢emo valjanu formulu.

Formule 1 i 2 bi¢e nam veoma bitne prilikom negiranja formula, videti odeljak
3.5. Formule 3 i 4 tvrde da se kvantifikator V ,,slaze” s veznikom A, a 3 sa V, §to
¢emo Cesto koristiti u dokazima. Formule 10-13 koristiéemo prilikom prevodenja
formula u preneksni oblik u jednom od narednih odeljaka.

Teorema 3.13 Za svaku formulu A(z,y1,Yy2,...,Yn) t svaku interpretaciju i
vaZi: i = Alx,y1,Y2, ..., Yn) ako i samo ako i = (Vz)A(z,y1,Y2, - Yn)-

Dokaz. il A(x,y1,y2,-..,Yn) znaci da za sve a, by, ba, ..., b, iz domena D in-
terpretacije ¢ vazi i = Ala, b1, ba,...,by]. S druge strane, i = (Va)A(y1,y9, - - -
Yn) znacéi da za sve by, ba,....b, € D vazi i | (Va)A[by,ba, ..., by, $to je
tacno ako i samo ako za svako a € D i sve by,bs,...,b, € D imamo i |
Ala,b1,ba,...,by]. Ove dve tvrdnje su ocigledno ekvivalentne. O

Prethodna teorema tvrdi da se dodavanjem univerzalnog kvantifikatora na
pocetak formule (ili njegovim uklanjanjem) ne menja ta¢nost formule u bilo kojoj
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interpretaciji. Stoga se ¢esto pri formulisanju tvrdenja na pocetku izostavlja
deo ,,za sve... vazi”. Npr. zadatak 8 prethodne glave mogao je glasiti i ovako:
,,Dokazati da za svaku formulu A vazi: A je kontradikcija ako i samo ako je = A
tautologija”.

S druge strane, prethodna teorema nam omogucava da od svake formule
napravimo zatvorenu formulu dodavanjem po jednog univerzalnog kvantifika-
tora za svaku slobodnu promenljivu i da ta¢nost dobijene formule u svakoj
interpretaciji bude ista kao i tacnost polazne formule. To je bitno zbog toga
$to mnoga tvrdenja vaze samo za zatvorene formule; jedno od njih je sledeca
teorema.

Teorema 3.14 Zatvorena formula A je valjana ako i samo ako ~A nema model.

Dokaz. Formula A je valjana ako i samo ako je tatna u svakoj interpretaciji
odnosno, prema teoremi 3.9, ako i samo ako ne postoji interpretacija u kojoj je
—A tacna, tj. model za —A. O

Vedina primera s kojima ¢emo raditi su zatvorene formule pa ¢emo na njih
moéi da primenimo prethodno tvrdenje. S druge strane, prema teoremi 3.13
umesto bilo koje formule koja nije zatvorena mogli bismo posmatrati njeno
,,zatvorenje” dobijeno dodavanjem kvantifikatora (Vz) za svaku slobodnu pro-
menljivu x, pa ovo i nije veliko ogranicenje.

Kako dakle pokazujemo da data formula F' nije valjana? Iz teoreme 3.14
sledi da je dovoljno konstruisati bar jedan model za = F'; to éemo ¢esto zvati i
kontramodel formule F. Recimo, mozemo primetiti da neke od formula sa naseg
spiska valjanih formula nisu u obliku ekvivalencije ve¢ samo implikacije, te se
prirodno postavlja pitanje da li su i ,,obratne” implikacije takode valjane for-
mule. Ovde dokazujemo za jednu od njih da to nije slucaj, a ostale se ostavljaju
Citaocu za vezbu.

Primer 3.15 Dokazimo da formula F = (Vz)(A(z) V B(x)) = (Vx)A(x) V
(Vz)B(x) nije valjana, nalazeéi model za —F. Za domen kontramodela i ove
formule uzmimo skup N, a relacijska slova A i B interpretirajmo kao sledece
unarne relacije:

Al(z) ako i samo ako je x paran broj;

B'(z) ako i samo ako je x meparan broj.

Formula (Vx)(A(x) V B(x)) je taéna u toj interpretaciji ako i samo ako za
svaki x € N wvazi da je x paran ili da je neparan; dakle i = (Vx)(A(x) V B(z)).
S druge strane, formula (Vx)A(x)V (Vx)B(z) je tacna ako i samo ako je svaki
x € N paran ili je svaki x € N neparan; ocigledno i = (Vx)A(x) VvV (Vz)B(x).
Dakle, i = —F.

Prilikom konstrukcije modela za date formule imamo dve moguce strategije.
Prva je da trazimo model na nekom malom domenu (obi¢no sa 2 do 4 elementa)
a relacije i funkcije predstavljamo tablicama. Zadate formule zadovoljavamo
jednu po jednu, popunjavajuéi deo po deo tih tablica.

Druga strategija je da, kao u prethodnom primeru, koristimo poznate relacije
na skupovima N, Z, R, ... Pogodno je, pre biranja polazne interpretacije, naj-
pre pregledati zadate formule kako bismo krenuli od one koja, za pocetak, zado-
voljava §to vise formula, a potom je po potrebi prilagoditi ostalim. Kod obe
strategije od sustinskog znacaja je pravilno ¢itanje formula.

Nesto je teze pitanje: kako dokazati da neka formula F jeste valjana? PoSto
za svaku formulu imamo beskona¢no mnogo razli¢itih interpretacija, nije mogudée
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u svakoj od njih proveriti ta¢nost formule F. Stoga ¢emo u tu svrhu koristi-
ti metod svodenja na protivrecnost: pretpostaviti suprotno, da postoji kon-
tramodel 4, a zatim rac¢unati ta¢nost raznih formula u interpretaciji i, pokusa-
vajuéi da dobijemo da neka formula istovremeno i vazi i ne vazi u ¢. Ilustrujmo
ovo na primeru formule 9 sa naseg spiska valjanih formula.

Primer 3.16 Obelezimo F = (3x)(Yy)A(z,y) = (Vy)(Ix)A(x,y) ¢ dokazimo
da je = F. Pretpostavimo da postoji kontramodel i = (D, A%) za F. U njemu
bi tada bila taéna negacija formule F, odnosno imali bismo

i (@0)()A@Y) (3.1)
i () @) A, y).
Iz (8.1) sledi da postoji m € D takav da
za sve y € D vazi A'(m,y). (3.3)

Dalje, iz (3.2) sledi da nije za sve elemente y € D tacno (3x)A%(x,y). Dakle
postoji n € D takav da ne postoji x € D za koji A*(x,n), odnosno da

za svaki x € D ne vazi A'(z,n). (3.4)

Sada iz (3.3) za y = n dobijamo da vazi A*(m,n), a iz (3.4) za x = m dobijamo
da ne vazi A'(m,n), kontradikcija.

Najcesca strategija kod ovakvih dokaza je, dakle, da krenemo od formula
koje pocinju kvantifikatorom 3. One nam daju konkretan element domena (za
koji potom uvodimo posebnu oznaku m,n...) na koji zatim mozemo primenji-
vati formule koje pocinju kvantifikatorom V. Baratanje formulama u ovakvim
dokazima znacajno ¢e nam olakSati uvodenje ekvivalentnosti formula, posebno
pravila za pomeranje negacija unutar formula.

3.4 Semanticke posledice

Pojmovi semantickih posledica i ekvivalentnosti predikatskih formula definisu se
analogno kao za iskazne formule. Dakle, grubo govoreéi, A je posledica formula
Fy, F5, ..., Fy ako uvek kada su one ta¢ne mora biti ta¢na i formula A.

Definicija 3.17 Formula A je semanticka posledica formula Fy, Fs, ... Fy ako

za, svaku interpretaciju i i sve vrednosti ay, as, . . ., a, € D slobodnih promenljivih
koje se javljaju u Fy, Fy, ..., Fy, A, ako i = Filay,aq,...,a,],1 |E Falay,as,. . .,
anly...,i = Filay,as,...,a,], onda i = Alay,as,...,a,]. To pifemo ovako:

Fi,Fy,....F = A.

Naravno, prethodna definicija se pojednostavljuje kada su formule o kojima
se govori zatvorene; ona tada glasi: za svaku interpretaciju i, ako i = Fy, i |
Fy,...,i|= Fy,ondaii = A. Napomenimo da je u upotrebi i nesto drugacija
definicija semantickih posledica u predikatskom ra¢unu, koja se s nasom poklapa
u slucaju zatvorenih formula.

Primer 3.18 Dokazimo (3z)P(z), (Vx)(P(z) = Q(z)) E (Fx)Q(zx). Neka je
i = (D, P, Q") interpretacija takva da i = (3z)P(x) ii = (Vx)(P(x) = Q(x)).
To znaci da postoji a € D takav da P'(a). Dalje, za svako x € D iz P'(z) sledi
Q' (), pa i za x = a: kako je Pi(a) sledi da vazi i Q*(a). Dakle, nasli smo
element a € D takav da Q*(a), pa i = (J2)Q(x).
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Naredna teorema je analogna teoremi 2.19.
Teorema 3.19 Fy, Fy, ..., Fy, A= B ako i samo ako F\, F,...,F, | A= B.

Dokaz. (=) Neka su z1,x9,...,2, slobodne promenljive koje se pojavljuju
u datim formulama. Pretpostavimo da je Fy, Fs,...,F,, A = B, i neka je
data interpretacija ¢ sa domenom D i elementi ay,as,...,a, € D tako da i
Filai,az2,...,a,) zai=1,2,...,k. Dokazimo da i = (A = B)la1,az,...,a,].
U suprotnom, vazi i = Alay,as,...,a,] ali neii = Blay,as,...,a,]. Kako je i
model za Fy, Fy, ..., F, i A, prema pretpostavci mora bitiii = Blag,as,. .., ay],
kontradikcija.

(<) Pretpostavimo sada da Fy, Fs,..., F,, E A = B i neka je data inter-
pretacija ¢ sa domenom D i elementi aq, ag, . ..,a, € D takodai = F;la,as,. ..,
aplzai=1,2,...,nii | Alai,as,...,a,]. Akone bibiloi | Blay,as,...,a,],
sledilo bi ¢ = (A = B)[a1, ae, ..., ay], kontradikcija. O

Posledica 3.20 Za sve formule A i B vazi: A |= B ako i samo ako = A= B.

Teorema 3.21 Neka su Fy, Fs, ..., F,, A formule i A je zatvorena. Tada Fy, F5,
..., By B A dko i samo ako skup formula {Fy, Fs, ..., F,,—A} nema model.

Dokaz. (=) Neka je Fy, Fy,...,F, = A. Pretpostavimo suprotno, da postoji
model i za skup formula {Fy, Fy, ..., F,,—A}. Kakoi | Fi,i = Fs, ..., i = Fy,
sledi da i = A. Aliid = —A, §to je nemogude.

(<) Pretpostavimo sada da skup {Fy, F», ..., F,, A} nema model. Neka je
i model za skup {F, Fs,..., F,}. Kako je A zatvorena, iz teoreme 3.9 i pret-
postavke da ¢ ne moze biti model za —A sledi i = A. O

Pokazimo primerom da se uslov zatvorenosti formule A ne moze izostaviti.

Primer 3.22 Posmatrajmo formule F' = (Jz)P(x) i A = P(y). Tada ne postoji
model i za skup formula {F,—A}, jer bii = (3z)P(x) znadilo da postoji element
a domena takav da P'(a), a i = —P(y) bi znacilo da za sve vrednosti a ne sme
biti Pi(a).

S druge strane, ne vazi F |= A, jer moZemo konstruisati interpretaciju i =
(N, P, gde Pi(n) znaci ,,n je paran broj”, u kojoj i = F ali ne vazi recimo
i | A[l].

U dokazima ¢emo ¢esto, polazeéi od neke formule F; formirati niz formula
F\,Fy,...,F, takvih da Fy | Fs, Fy = F3,...,F,_1 | F, (svaka slede¢a

formula je posledica prethodne) i na taj nac¢in zakljuciti da Fy | F,,. Prilikom
takvih dokazivanja od koristi ¢e nam biti sledece dve teoreme.

Teorema 3.23 Ako A = B, tada je:
(a) CNAECAB;
(b)) CVARECVB;
(c) (v2)A = (V2)B;

(d) (3z)A E (3x)B.
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Dokaz. Neka su x,y1, ¥y, ..., Y slobodne promenljive koje se javljaju u formu-
lama A, BiC.
(a) Neka je data interpretacija ¢ sa domenom D i elementi a, by, ba, ..., b, €

D tako da i E (C A A)la,by,ba,...,by]. To znadi da i = Cla,by,ba,...,by]
it | Ala,by,ba,...,by], a iz ovog drugog i pretpostavke A = B sledi i i
Bla, by, b, ..., by]. Dakle, i = (C A B)Ja, by, b, ..., bl

(b) Neka su opet datiiia,by,bs,..., b, takodai = (CV A)la,by,ba, ..., byl
To znaci da i = Cla, by, ba, ..., by] ili i = Ala, by, b, ..., b,]. U prvom slucaju
direktno sledi i = (C' V B)[a, by, ba, ..., by], a u drugom, koristeéi A = B dobi-
jamo i = Bla, by, ba, ..., by], pai = (CV B)la,by,ba, ..., by,

(c) Neka su dati ¢ i by,ba,...,b, takvi da i | (Vz)A[b1,ba,...,b,] (nije
potrebno zadati vrednost za x jer ona nije slobodna promenljiva u formuli
(Vz)A). Tada za svako a € D vazi i = Ala,b1,be,...,by], pa zbog A E B
sledi i = Bla,by,ba,...,by,]; dakle i = (Va)B[by, ba, ..., by)].

(d) Dokaz je analogan dokazu pod (c). O

Treba obratiti paznju na ¢injenicu da analogna verzija prethodne teoreme za
veznik — ne vazi (kao ni za veznike = i <), dakle iz A = B ne sledi -4 = —B.
To pokazuje slede¢i primer.

Primer 3.24 Neka je A = (Vx)P(x) ¢« B = (3z)P(x). Lako se dokazuje da
A = B, ali nije taéno da —A |= —B. Zaista, uzmimo interpretaciju i = (N, P?),
gde P'(x) vaZi ako i samo ako je x paran broj. Tada i = —(Vx)P(z), jer nije
svaki prirodan broj paran, ali ne ii |= —(3x)P(x), jer nije tacéno da ne postoji
paran prirodan broj.

Definicija 3.25 KaZemo da je term t slobodan za promenljivu x u formuli F
ako se wvrstavanjem t na mesto promenljive x v F ne dobijaju nove vezane
pojave nekih promenljivih.

Primer 3.26 (1) Term t = /2 + 1 slobodan je za x u formuli 2z = x + x.
Naime, t ni ne sadrzi promenljive, pa njegovim wvrstavanjem na mesto
promenljive x ne moZemo dobiti nove vezane promenljive.

(2) Term y nije slobodan za promenljivu x u formuli F = (Vy)P(x,y), jer
ubacivanjem y na mesto x u toj formuli dobijamo formulu (Vy)P(y,y) sa
jednom novom vezanom pojavom promenljive y. Iz istih razloga ni term
f(z,y) nije slobodan za x u F.

Ako je term ¢ slobodan za 2 u A(z) (dodajemo x u zagradu da bismo naglasili
njegovo pojavljivanje u formuli A), sa A(t) ¢emo oznacavati formulu dobijenu
njegovim uvrstavanjem u A(z) na mesto svih pojava promenljive z.

Teorema 3.27 Ako jet term slobodan za promenljivu x u formuli A, onda vaZi:
(a) (Vo)A(z) = A(t);
(b) A(t) = (3z)A(z).

Dokaz. Radi jednostavnijeg zapisa dokaza¢emo teoremu za slucaj kada je x
jedina slobodna promenljiva u formuli A, a ¢ ne sadrzi promenljive.

(a) Pretpostavimo suprotno, da postoji interpretacija i sa domenom D takva
da i = (Vx)A(z), ali nije i = A(t). Oznaéimo a = t' (vrednost terma t u
interpretaciji 7). Tada i & Ala], pa samim tim i i & (Va)A(x).
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(b) Pretpostavimo sada da za interpretaciju i vazi da je ¢ = A(t). Tada za
a =1t vaziiif Ala], odnosno i = (3x)A(x). O

Smisao prethodne teoreme je u sledec¢em: ako neka osobina vazi za sve ele-
mente x domena, onda umesto x mozemo zameniti bilo koji konkretan element

tog skupa; takode, ako nademo konkretan element domena za koji vazi neka
osobina, odatle mozemo izvesti formulu koja tvrdi da takav element postoji.

Primer 3.28 (a) Term t = /2 + 1 slobodan je za x u formuli 2z = x + =,
pa prema teoremi 3.27(a) (Vx)(2z = z + x) ima za posledicu 2(v/2 + 1) =
(V2+1)+ (VZ+1).

(b) Term t = 5/2 je slobodan za x w formuli 2 -x = 5, pa prema teoremi
3.27(b) 2-(5/2) =5 ima za posledicu (Fz)(2 -z = 5).
3.5 Ekvivalentnost formula
Definicija 3.29 KaZemo da su formule A i B ekvivalentne (piSemo: A ~ B)
ako za svaku interpretaciju i (sa domenom D) i sve vrednosti ai,as, ... ,a, € D
slobodnih promenljivih koje se javljaju u A i B vaZi

i E Alay,asg,...,ay,) ako i samo ako i = Blay,asg, ..., ap].

Iz ove i definicije 3.17 direktno sledi sledece tvrdenje.
Teorema 3.30 A ~ B ako i samo ako A= B i B E A.
Teorema 3.31 A ~ B ako i samo ako = A< B.

Dokaz. Koristeé¢i prethodnu teoremu i teoremu 3.20 imamo:

A~B akko AEBiBEA
akko EA=Bi EB=A4
akko E A< B

§to je i trebalo dokazati. O

Teorema 3.32 Iz uslova Ay ~ Ag i By ~ Bgy sledi:
(a) —A; ~ —Ay;
(b) (A1 A By) ~ (A2 A Bs);
(c) (A1 V By) ~ (A2 V By);
(d) (A1 = By) ~ (A2 = Bs);
(e) (A1 & By) ~ (A2 & By);
(f) (Vo)Ar ~ (Vi) As;

(9) (3x)A; ~ (Fz)As.
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Dokaz. Tacke (b), (c), (f) i (g) lako se izvode koriséenjem teoreme 3.23. Do-
kazimo, recimo, tacku (g). Iz A; ~ Ay, na osnovu teoreme 3.30, sledi A; E Ay
i As E Ay, pa prema 3.23 1 (32)A; | (3x)Az i (z)A2 E (Fx)A;. Ali to, opet
prema teoremi 3.30, znaci (3x)A; ~ (Jx)A,.

Dokazimo jos i tacku (d), a ostale se pokazuju analogno. Neka je i = (A; =
Biy)lai,az,...,a,] za neku interpretaciju ¢ sa domenom D i neke vrednosti
ai,as,...,a, € D i pretpostavimo da ne vazi i = (A2 = Bs)la1,az,...,a,].
Tada ': Ag[al,ag,...,an} ali 4 Fé Bg[al,ag,...,an}. 1z Al ~ A2 1 B1 ~ BQ
dobijamo da i = Ai[a1,as,...,a,] ali ¢ £ Bilai,ae,...,a,], $to je nemogudée
zbog i = (A1 = Bi)lai, ag, ..., ay], kontradikcija. O

Sada, kao i kod iskaznih formula, mozemo sprovoditi ekvivalencijske tran-
sformacije.

Jedna od vaznih primena ekvivalentnosti predikatskih formula je uproscéa-
vanje negacija tih formula. Potreba za tim se Cesto javlja, recimo kod dokaza
svodenjem na kontradikciju: kada pretpostavljamo suprotno, moramo biti spo-
sobni da formuliSemo §ta ta¢no znaci to ,,suprotno”.

Za uproScavanje negacija koristimo sledece ekvivalencijske transformacije:

(Vo)A ~ (Jz)-A
~@F)A ~ (Vo)-A
—|(A/\B) ~ —-AV-B
~(AVB) ~ —-AA-B
(A= B) ~ AA-B
-—A ~ A

Primer 3.33 U primeru 2.17 dokazivali smo p = q,q = r = p = r, $to znadi:
za svaku valuaciju «, ako va(p = q) = va(q = 1) =T, onda vo(p = 1) =T.
Primetimo da je ovo turdenje oblika (Va))(AAB = C). Prema gornjim pravilima
negacija ovog tvrdenja ekvivalentna je sa

“(Va)(AANB = C) ~ (3a)~(AANB = C) ~ (3a)(AANBA-C).

Zato smo u tom dokazu, pretpostavijajuci suprotno, zakljucili da postoji valuacija
a takva da va(p = q) =va(g=1r) =T, aliva(p=71) = L.

Napomenimo jo§ da, posto iz naSeg spiska valjanih formula sledi da vazi
(Vz)(Vy)A ~ (Vy)(Vz)A i (3x)(3y)A ~ (Jy)(3z)A, to znadi da je redosled vise
uzastopnih kvantifikatora iste vrste nebitan. Stoga se ¢esto zapis skracuje i pise
samo (Vz,y)A ili (3z,y)A.

3.6 Racun sa jednakoscéu

Za mnoge funkcije, relacije i konstante koje se cesto koriste postoje standardne
oznake. Tipican primer je relacija jednakosti koju oznac¢avamo sa =, pa kori-
Séenje oznake P(z,y) umesto z = y moze uciniti formulu znatno teze ¢itljivom.
Stoga uvodimo specijalni relacijski simbol = i dogovaramo se da ¢ée u svakoj
interpretaciji njemu odgovarati relacija jednakosti na domenu.

Izdvoji¢emo neke znacajne osobine relacije jednakosti. Za sve terme tq, to, . . .,
tn, th,th, ..., t), zasvako n-arno relacijsko slovo P i svako n-arno funkeijsko slovo
f mora da vazi:



56 GLAVA 3. PREDIKATSKI RACUN

JA) ty =t Aty =th A Aty =t = (P(ty,ta, ... 1) = P(t),th, ... 1)),
I5) b=t Aty =th Ao Aty =t = fti,ta, ... tn) = f(t),th, ... L))
Osobine (J1)—(J3) kazu da jednakost mora biti relacija ekvivalencije (videti

odeljak 4.9). Evo primera koji ilustruje §ta izrazavaju preostale dve osobine.

Primer 3.34 U interpretaciji (N, >, +,+,1,2) oc¢igledno vazi 1+1 =2 i1-1 = 1.
Zbog toga relacija 1+ 1 > 1-1 mora vaZiti ako i samo ako vazi 2 > 1 (ovde su
namt; =141, ¢ =2, to =1-1 ity =1 termovi a > relacijsko slovo P iz
uslova (J4)). Slicno, mora vaziti i (1+1)-(1-1) =2-1 (gde - stoji na mestu f
iz uslova (J5)).

Uobicajeno je da se umesto —x = y koristi kraéi zapis = # y.

Kada na raspolaganju imamo i simbol jednakosti mozemo predikatskim for-
mulama izraziti razne kardinalne osobine modela (tj. osobine koje se ticu broja
elemenata).

Primer 3.35 (1) Formula ¢iji svi modeli imaju bar 2 elementa:
(Fz)(Fy)z # .
(2) Formula ¢iji modeli imaju bar 8 elementa:

(32)Ey) (3@ Ay Az £ 2 Ay #2).

(8) Formulu ¢iji modeli imaju najvise 2 elementa mozemo dobiti negiranjem
prethodne formule i srediti je ekevivalencijskim transformacijamas:

@)y (F2)(z £y Aa# 2Ny # 2)
Va) (V) (Y2)m(x £ y AT # 2 Ay # 2)
Va)(Vy)(Vz)(x =yVae=2zVy=2).

J

~

~

(
(

(4) Formulu éiji modeli imagju tacno 2 elementa mozZemo dobiti kao konjunkciju
formula (1) i (3) ili nesto krace direktno:

(30)Ey)(a £y A (V2)(z = 2 V2 = ).

Kao i u slucaju relacije jednakosti ponekad ¢emo, ako posmatramo neku
formulu samo u jednoj interpretaciji, gde relacijska i funkcijska slova predstav-
ljaju neke fiksirane relacije i funkcije, koristiti standardne oznake za njih. To se
odnosi, pre svega, na relacije <,>, <, > i operacije + i -. Npr. ako ne postoji
opasnost od zabune, formule sa pocetka ove glave mozemo zapisivati ovako:

(R1) a>b= —(b>a);
(R2) (Fz)(Vy)z < y;
R3) (Vz)(z>0=z+1>ux).



3.7. OGRANICENI KVANTIFIKATORI o7

3.7 Ograniceni kvantifikatori

Neka je P neka binarna relacija. Tada cesto piSemo:

(VzPy)A umesto (Vx)(zPy = A)
(JzPy)A umesto (3x)(zPy A A).

Ove skracenice najcesce se koriste za relacije poretka (videti odeljak 4.10)
ili pri radu sa skupovima, za relacijski simbol €. Na primer, (2 < y)z? =y je
skradeno od (3z)(z < yAz?=y) a (Vo € N)x+1 > x je skradeni zapis formule
(Vz)(x e N=z+1>zx).

Znacajna osobina ovih skracenica je to Sto se na njih mogu primeniti neke
od bitnih ekvivalencijskih transformacija, $to ¢emo pokazati u narednoj teoremi
(uporediti sa spiskom valjanih formula u odeljku 3.3).

Teorema 3.36 (a) ~(VaPy)A ~ (3zPy)-A;
(b) ~(FzPy)A ~ (VxPy)-A;
(¢) VzPy)(AANB) ~ (VxPy)A N (VxPy)B;
(d) (3zPy)(AV B) ~ (3xPy)AV (3zPy)B.
Dokaz. (a) Ekvivalencijskim transformacijama dobijamo:

—(VzPy)A ~ =(Vz)(xPy = A) ~ (3z)(xPy A = A) ~ (xPy)-A.

)
(b) Analogno kao pod (a),
—(3zPy)A ~ =(3x)(zPy N A) ~ (Vz)(xPy = —A) ~ (VzPy)-A.
)

(c) (VzPy)(AN B

~ (Vz)(zPy = AN B)

Vz)(—xPyV (AA B))
Vz)((—mzPy V A) A (—zPy V B))
Vz)((xPy = A) A (xPy = B))
Vz)(zPy = A) A (Vz)(zPy = B)
VzPy)A A (YaPy)B

~

(
(
(
(
(
(

(d) Ovaj deo mozemo dokazati analogno delu (c) ili kombinovanjem rezultata
(a), (b) i (c):

(3zPy)(AV B) ~ ——=(3zPy)(AV B)
~ =(VzPy)-(AV B)
~ =(VzPy)(—mAA-B)
~ =((VzPy)-A A VzPy)—-B)
~ =(VzPy)mAV -(VzPy)-B
~ (FzPy)-—AV (JzPy)-—B
~ (3xPy)AV (3zPy)B.

Jos jedan standardan skraceni zapis je kvantifikator ,,postoji tatno jedan”:
(F12)A(x) umesto (3x)(A(z) A (Vy # z)—A(y)).

Na primer, formula (Vz € N)(31y)y = « + 1 oznacava da svaki prirodan broj
ima ta¢no jednog sledbenika.
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3.8 Dokazivanje ispravnosti algoritma

Jedna od vaznih primena predikatskog rac¢una u racunarstvu je dokazivanje i-
spravnosti datog algoritma. Naime, ono §to zelimo da dokazemo da neki algori-
tam radi ¢esto je najzgodnije zapisati u obliku predikatske formule.

Posmatrajmo npr. standardni algoritam za nalazenje najveleg elementa u
nizu. Neka je dat niz realnih brojeva duzine n; obelezimo ih sa x[1],x[2],
...,x[n].

Ideja pronalazenja najveceg elementa je slede¢a: uvedemo pomoénu pro-
menljivu max, koja ¢e u svakom koraku sadrzati najveéu vrednost u do sada
proverenom delu niza. Stavimo joj pocetnu vrednost na prvi element niza, a
zatim za svaki od preostalih elemenata x[i], ako je on veé¢i od max, dodelimo
max = x[i]. Dakle, algoritam bi izgledao ovako:

max = x[1];
for(i = 2; i <= n; i++)

{
if (x[i] > max)
{
max = x[i];
}
}

Postavlja se pitanje: kako dokazati da ovaj algoritam radi, odnosno da pro-
menljiva max na kraju izvrSavanja zaista ima vrednost najveteg ¢lana niza?
Kako je u osnovi algoritma jedna petlja, pokazatemo matematickom indukci-
jom da nakon svakog koraka petlje max ima vrednost najveceg ¢lana u do tada
obradenom delu niza (koji obuhvata prvih 4 ¢lanova). Ovakve recenice pogodno
je, radi lakSe manipulacije, zapisati u obliku predikatskih formula. Dakle, ako
sa max; oznaCimo vrednost promenljive max nakon i-tog izvrSavanja for-ciklusa,
za na$ algoritam treba dokazati dve stvari:

(a) (Vi <n)(Vj <i)max; >x[j]i

(b) (Vi <n)(3j <i)max; = x[j].

Dokaz sprovodimo indukcijom po 4 (s tim $to se ona zavrsava kada je i = n,
umesto da ,,pokrije” sve prirodne brojeve).

B.I Zai=1 jemax;=x[1], pai (a) i (b) ocigledno vaze.

I.H. Pretpostavimo su formule (a) i (b) taéne za neku vrednost i.

I.K. Dokazimo da su one ta¢ne i za ¢ + 1. Posmatrajmo dva slucaja.

1° Ako je x[i+1] >max;, onda je max;y; = x[i+1] pa odmah imamo da vazi
(b). Kako po indukcijskoj hipotezi vazi max; > x[j] za sve j < i, sledi da je
max;+1 > x[j] za sve j <i+ 1, dakle vazii (a).

2° U suprotnom, max; > x[i+1] pa vrednost max ostaje ista: max;;; = max;.
Po indukcijskoj hipotezi je max; > x[j] za j < i, pa zbog max; > x[i+1] to
vazi i za j < i+ 1. Takode, po indukcijskoj hipotezi postoji j < i takvo da
max; = x[j], paimax;11 =x[j].

3.9 Preneksni oblik

Primetimo da je za znacenje formule potpuno nebitno koje promenljive se u njoj
pojavljuju. Naime, svejedno je da li kazemo ,,za svaki prirodan broj x je x > 17
ili ,,za svaki prirodan broj y je y > 1”7. Ovo ¢emo precizirati u sledeéoj teoremi,
koju ne¢emo dokazivati.
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Teorema 3.37 (a) (Vz)A(z) ~ (Vy)A(y);
(b) (3z)A(z) ~ (Jy)A(y).

Definicija 3.38 KazZemo da je formula F u preneksnom obliku ako je

F = (Q121)(Q272) . .. (Qnzn)G,

gde su Q1,Qo,...,Q, kvantifikatori, x1,xs,...,x, promenljive, a G formula
bez kvantifikatora.

Dakle, formula je u preneksnom obliku ako su svi njeni kvantifikatori ,,izvu-
Ceni” na pocetak. Primetimo da to znaci i da cela formula G pripada oblasti
dejstva svakog od tih kvantifikatora.

Teorema 3.39 Za svaku formulu F postoji njoj ekvivalentna formula F¥ u
preneksnom obliku.

Dokaz. Opisa¢emo algoritam za nalazenje formule F¥. Zahvaljujuéi teoremi
3.13 mozemo pretpostaviti da je F' zatvorena formula (u suprotnom, mozemo
prvo za svaku njenu slobodnu promenljivu z dodati (Vz) na pocetak i tako dobiti
formulu ekvivalentnu sa F).

Polaze¢i od F' i primenjujuéi ekvivalencijske transformacije doé¢i éemo do
FP. Ti koraci su redom sledeéi:

1. eliminisanje veznika < koristeéi A < B ~ (A= B) A (B = A);
2. eliminisanje veznika = koriste¢i A = B ~ -AV B;

3. dok god postoje dva kvantifikatora koji deluju na istu promenljivu, pre-
imenujemo sve pojave te promenljive u oblasti dejstva jednog od njih u
neku novu promenljivu (koja se do sada nije javljala u formuli); ovo nam
omogucuje teorema 3.37;

4. ,,uvlacenje” negacija koristeéi ~(Vz)A ~ (Fz)-A(z), ~(3z)A ~ (Vz)-A(z),
~(AAB) ~=AV =B i-(AVB) ~-AN-B;

5. ,izvlac¢enje” kvantifikatora koris¢enjem formula

(Vz)AVB ~ (Vz)(AV B)
(Vz)ANB ~ (Vz)(AAB)
(3x)AVB ~ (Jz)(AV B)
(3z)AANB ~ (3z)(AAB).

Prema naSem spisku valjanih formula (odeljak 3.3) ove transformacije
smemo vrsiti ako se promenljiva x ne pojavljuje u formuli B, ali to se
nece desiti posto je cela formula na kojoj radimo zatvorena i u koraku 3
smo izvrsili preimenovanje za sluc¢aj da je jos neki kvantifikator delovao na
x.

Nakon ,,pripremnih” koraka 1-4 dobijamo formulu u kojoj se javljaju samo
veznici =, A i V i sve negacije stoje uz atomske formule. Korak 5 omogucéava
nam da iz takve formule dobijemo preneksni oblik. (I

Primer 3.40 Prevedimo sledece tri formule u preneksni oblik.
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(1) (Vo) P(z) A (Fy)Q(y)
~  (Vo)(P(z) A (FY)Q(y))
~ (Vo) (Fy)(P(x) A Q(y))-

(2) (V) (P(z)

(3) (Fy)P(y,y) & (Vo) P(z, )
~ ((Fy)P(y,y) = (Vx) (z,2)) A (Vo) P(z,2) = (3y)P(y,y))
~ (=@y)P(y,y) VvV (Vo) P(z,z)) A (~(V2) Pz, 2) V (3y) Py, y))
~ ((Yy)=P(y,y) v ( z)P(z,2)) A ((3z)=P(z,z) vV (3y)P(y,y))
~ (Vy)(Vz)(=P(y,y) V P(z,2)) A (32)Fy)(—P(z,2) V P(y,y))
~  (Vy)(Vx)(32) By) (=P (y,y) V P(z,z)) A (=P(z,z) V P(y,y))).

Iz prethodnog primera mozemo videti da, ¢ak i ako formula na pocetku nije
sadrzala viSe kvantifikatora koji deluju na istu promenljivu, nakon eliminisanja
veznika < takvi kvantifikatori se mogu pojaviti. Stoga nam je zaista neophodan
korak preimenovanja promenljivih.

Citalac bi, gledajuéi gornji primer, mogao doé¢i do pogresnog zakljucka da
redosled kvantifikatora nije bitan, npr. u delu (1) mogli smo prvo ,,izvuéi” i
kvantifikator (Jy). Ovde je to slucaj samo zato §to su kvantifikatori delovali na
promenljive koje se nisu ,,mesale” u formuli, tj. formula je izrazavala osobine
x i y nezavisno jednu od druge, a ne njihov medusobni odnos. Kroz zadatke s
modelima vide¢emo vaznost redosleda kvantifikatora.

3.10 Skolemizacija
Neka je F' formula u preneksnom obliku. Skolemizacija te formule dobija se
eliminacijom jednog po jednog svih kvantifikatora 3 sleva nadesno i pritom:

e ako ispred (Jx) nema drugih kvantifikatora, sve pojave = u formuli zame-
njujemo nekim novim znakom konstante (dakle, nekim koji se prethodno
nije pojavljivao u formuli);

e ako ispred (3x) stoji (Vy1)(Vyz) ... (Vyk), sve pojave x u formuli zamenju-
jemo sa f(y1,y2,---,Yx), gde je f neki novi funkeijski simbol.

Formulu dobijenu na taj naé¢in oznaci¢emo sa F.

Primer 3.41 (1) Ako je F = (3x)P(z, f(x)), onda F¥ = P(c, f(c)).

(2) Ako je G = (Vo) By)P(x, [(y), onda je G5 = (V) P(x, f(g(x))).
(3) Ako je H = (Fx1) (Vo) (Fx3)(Vey)(Fxs)B(x1, 2, T3, 24, T5), posto u for-
muli imamo tri kvantifikatora 3, skolemizaciju sprovodimo w tri koraka:
(Vao)(3xs)(Vay)(Fxs)B(c, 22, €3, x4, X5)
(Va2) (V) (3zs5) B(c, x2, f(22), T4, ¥5)
(Vao)(Voa) Ble, za, f(72), 74, g(72,24)) = HS,
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Vazno je napomenuti da formula F*° dobijena skolemizacijom nije ekviva-
lentna polaznoj formuli F'; one ¢ak nemaju ni isti jezik. U sledetoj teoremi
dokazacemo da za njih vazi nesto slabiji uslov od ekvivalentnosti. Pre nego sto
predemo na nju vide¢emo na primeru o ¢emu ona govori.

Primer 3.42 Neka je dat skup formula {Fy, Fy}, gde Fy = (3z)(Vy)P(x,y) i
Fy, = (Vy)(3z)P(y,xz). Nije tesko videti da je (N, <) jedan model ovog skupa
formula: prva od njih tvrdi da postoji a € N koji je mangi ili jednak od svih
prirodnih brojeva (to je a = 1), a druga da za svaki prirodan broj y postoji
prirodan broj vedi ili jednak od njega (to je npr. y +1).

Formule dobijene od datih skolemizacijom su FY = (Yy)P(c,y) i Fy =
(Yy)P(y, f(y)). Model za skup {FY, Fy} mozemo lako naéi dopunjavanjem in-
terpretacije (N, <) tako $to éemo znak konstante c interpretirati kao ¢ =1, a
funkcijsko slovo f kao funkciju f'(y) = y + 1. Sada je (N,<,1, f*) model za
{F$,F$}, jer prva od tih formula turdi da je broj 1 manji ili jednak od svih
prirodnih brojeva, a druga da je za svaki broj y € N broj y+ 1 vedéi ili jednak od
njega.

Dakle, skolemizacijom formula suStina je ostala nepromenjena, samo smo
obogatili jezik formule precizirajuci koji je to element manji ili jednak od svih 1,
za svako vy, koje je to x vece ili jednako od y.

Teorema 3.43 (a) Neka je F formula u preneksnom obliku. Tada F ima
model ako i samo ako F° ima model.

eka su F1, Fy, ..., F, formule u preneksnom obliku. Tada skup formula

b) Nek Fy, F F, f l k bliku. Tada skup f l
{F,Fy,...,F,} ima model ako i samo ako skup {FP Fy,...,F5} ima
model.

Ideja dokaza. Dacemo samo ideju dokaza pod (a) u sluc¢aju kada skolemizacija
ima samo jedan korak, tj. eliminiSe se samo jedan kvantifikator. Neka je i model
za F' sa domenom D.

(=) Ako je F = (3x)G, prilikom skolemizacije pojave = su zamenjene nekim
simbolom konstante ¢. To §to ¢ = F znadi da postoji a € D takvo da i = G[a].
Progiriéemo interpretaciju ¢ tako §to éemo dodati ¢ = a.

Dalje, ako je F' = (Vy1)(Vy2) ... (Vyr)(3z)G, z je prilikom skolemizacije za-
menjeno sa f(y1, Y2, .., Yx). Tostoi = F znadi da za bilo koje by, ba, ..., b € D
postoji a € D takvo da i |= G[by,...,b,a]. Prosiriéemo interpretaciju i tako
§to éemo dodati funkciju f¢ definisanu ovako: f(by,bs,...,bx) = a, i tako za sve
k-torke by, bo,...,bx € D.

Interpretacija koju smo na ovaj nacin dobili bi¢e model za formulu F*°.

(<) Obratno, ako je i model za F'¥, model za F' dobiéemo ako iz i izostavimo
interpretacije svih slova dodatih prilikom skolemizacije. O

Skolemizacija bi trebalo da nam pomogne u razumevanju znacaja redosleda
kvantifikatora: formula oblika (3z)(Vy)G tvrdi da postoji jedno z u domenu
koje za sve y zadovoljava uslov G dok formula oblika (Vy)(3x)G tvrdi da se, ako
nam je dato y, postoji x koje zadovoljava uslov G. U ovom drugom slu¢aju pri
skolemizaciji zamenjujemo x sa f(y) jer x zavisi od vrednosti y.

3.11 Rezolucija

Pretpostavimo da treba da napiSemo program na racunaru koji ¢e za zadate
formule Fy, Fs, ..., F,, A proveriti da li vazi Fy, Fy,..., F, = A (ili, u speci-
jalnom sluéaju, da li | A). Ako je formula A zatvorena, prema teoremi 3.21
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treba ustvari proveriti da li postoji model za skup formula {F}, Fs, ..., F,,~A}.
Tome je namenjen tzv. postupak rezolucije. Ono u ¢emu se rezolucija razlikuje
od metoda proveravanja valjanosti objasnjenih u odeljku 3.3 je to sto je u pi-
tanju postupak koji se moze automatizovati; drugim re¢ima moguce je napisati
racunarski program koji bi na datom skupu formula sproveo postupak rezolucije.

Neka je, dakle, zadat skup formula {Fy, Fs, ..., F},} za koji proveravamo ima
li model. Pre samog sprovodenja rezolucije treba izvrsiti nekoliko pripremnih
koraka. Oni se sastoje u sledecem:

1. svaku od formula Fy, F5, ..., F, prevesti u preneksni oblik;
2. izvrsiti skolemizaciju svake od njih;

3. preimenovati promenljive tako da ne deluju dva kvantifikatora na istu (Cak
ni u razli¢itim formulama);

4. ukloniti univerzalne kvantifikatore i

5. prevesti svaku od formula u konjunktivni oblik, po potpuno istim pravili-
ma kao za iskazne formule (odeljak 2.6).

Na ovaj nacin za svaku od datih formula F' mozemo naéi formulu F’ bez
kvantifikatora u konjunktivnom obliku tako da se ista promenljiva ne javlja u
vise formula.

Prema teoremi 3.39 prevodenjem u preneksni oblik dobijamo formule ekvi-
valentne polaznim. Iz teoreme 3.43 vidimo da skup formula dobijen Skolemi-
zacijom ima model ako i samo ako polazni skup ima model. Preimenovanje
promenljivih je takode ekvivalencijska transformacija (teorema 3.37). Uklanja-
njem kvantifikatora V sve interpretacije koje su bili modeli za polaznu formulu
ostaju i modeli za dobijenu formulu bez kvantifikatora (teorema 3.13). Konacno,
pri svodenju na konjunktivni oblik opet se koriste samo ekvivalencijske trans-
formacije. Sve ovo ukratko znaci da polazni skup formula {F, Fy,..., F,} ima
model ako i samo ako skup formula {F], F}, ..., F’} dobijen posle opisanih 5
koraka ima model.

Tlustrujmo sve do sada opisano na jednom primeru.

Primer 3.44 Pretpostavimo da Zelimo da proverimo da li je (Vx)(P(z) =
(Fy)Q(z,y)), Bx)P(z) E Bx)(Fy)Q(z,y). Kako su sve navedene formule za-
tvorene, treba ustvari proveriti da li skup {Fy, Fa, F3} ima model, gde F; =
(Vz)(P(z) = (Fy)Q(x,y)), Fo» = (Fz)P(x) i F5 = =(32)(3y)Q(x,y). Pratimo
gore opisane korake:
1. Fy ~ (V2)(=P(z) V (3y)Q(=,y)) ~ (V)(Fy)(=P(z) V Q(z,y)) = FT’;
F,=FF
Fi ~ (v2)(¥)~Qla,y) = FY;
dakle dobili smo preneksni oblik za svaku od formula.

2. Izursimo skolemizaciju svake od formula:
F{ = (V) (=P(z) V Q(z, f(2)));
Fy =P(c) i
F§ = PP
3. Promenljiva x se javlja i u prvoj i u trecoj formuli pa éemo njene pojave u

trecoj preimenovati u novu promenljivu z. Na taj nacin dobijamo formulu

(V2)(Vy)=Q(z,y).
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4. Uklanjanjem univerzalnih kvantifikatora dobijamo skup formula {—P(x)V

Q(.’E7 f(.%‘)), P(C)a ﬁ62(Z>y)}

5. Svaka od ovih formula je veé u konjunktivnom obliku. Svaka ima samo po
jednu klavzu, pa smo dobili klauze —=P(x) V Q(z, f(z)), P(c) i =Q(z,y).

Podsetimo se, za skup iskaznih formula kazemo da je zadovoljiv ako ima
model, odnosno valuaciju u kojoj su sve njegove formule tac¢ne.

Teorema 3.45 (Erbran) Za svaki skup S klauza predikatskog raduna postoji
skup iskaznih klauza HS takav da S ima model ako i samo ako je skup HS
zadovoljiv.

Dokaz teoreme Erbrana moze se naéi u knjizi [18] (tvrdenje 2.61). Ona nam
omogucuje da predikatske klauze zamenimo iskaznim i da postupak nastavimo
sa skupom iskaznih klauza. Kako je precizan postupak te zamene sadrzan u
dokazu teoreme, mi ¢emo se zadovoljiti samo saznanjem da je to u principu
moguce uraditi.

Ostaje da se proveri da li dobijeni skup iskaznih formula ima model. Kazemo
da je klauza D rezolventa klauza C7 i Cy ako postoji iskazno slovo p takvo da
se p nalazi u C; (kao literal): Cy = pV Cf, —p se nalazi u Cy: Cy = ~pV C} i
D = Cf v C}. Dakle, D se dobija ,,spajanjem” klauza Cy i Cs i izbacivanjem
literala p i —p. Rezolucija je postupak izvodenja u kojem polazimo od formula
datog skupa i u svakom koraku dodajemo rezolvente.

Teorema 3.46 Ako je D rezolventa klauza Cy i Co, onda Cy,Cq = D.

Dokaz. Neka je C4 = pV i, Co = -pV CyiD = C]VC, Treba, dakle,
dokazati da p VvV Ci,—pV C4 = C1 Vv Ci.
Neka je a valuacija takva da v, (pV C]) = vo(—p V C%) = T. Posmatrajmo
dva slucaja:
1° a(p) = L. Tada mora biti v, (CY)
2° a(p) = T. Tada mora biti v, (C%)
U oba slucaja mora biti v, (C] V C)

L
T.
T, §to je i trebalo dokazati. O

Ako je C; = p i Cy = —p, njihova rezolventa nema nijedan literal pa ¢emo
je zvati praznom klauzom. Izvodenje prazne klauze priblizno odgovara dolasku
do kontradikcije, pa vazi slede¢a teorema (koju ne¢emo dokazivati).

Teorema 3.47 Skup iskaznih klauza nema model ako i samo ako se rezolucijom
od njega moZze izvesti prazna klauza.

Primer 3.48 Pretpostavimo da smo primenom teoreme Erbrana dosli do skupa
iskaznih klauza {q¢,—pV —q V r,—rV =gV p,r V p,—r}. PokuSajmo metodom
rezolucije da izvedemo praznu klauzu. Za pocetak, rezolventa klauza r VvV p ¢ —r
je p, pa nju dodajemo nasem skupu. Dalje, rezolventa klauza p i —pV —q V r
je =q V r, pa dodajemo i nju. Rezolventa te klauze i klauze q je r. Konacno,
rezolventa klauza r i —r je prazna klauza. Sledi da polazni skup nije zadovoljiv.

Kao $to je napomenuto na pocetku ove glave, vazna osobina metoda rezolu-
cije je to §to je to algoritamski metod, dakle moze se pretvoriti u racunarski pro-
gram. Npr. kada nam je dat konacan skup iskaznih klauza (kao u prethodnom
primeru) imamo samo konacan broj parova klauza na koje moZemo primeniti
rezoluciju, pa mozemo efektivno ispitati da li se iz tog skupa moze izvesti prazna
klauza.
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Metod rezolucije je u osnovi programskog jezika Prolog. On se razlikuje od
vecine drugih jezika jer je deklarativni, a ne imperativni jezik - ne sastoji se od
niza naredbi koje se izvrSavaju, tj. programer samo navodi Sta treba resiti, ali
ne i kako.

Program u Prologu sastoji se iz ¢injenica i pravila. Cinjenicama se ustvari
zadaju relacije na nekom skupu elemenata. Pravila se zadaju u obliku implika-
cija pri Gemu se umesto = piSe : — i ¢ita zdesna nalevo (umesto p = ¢ piSemo
q:-p). Pritom mozemo koristiti i konjunkciju (koja se pise kao ,) i negaciju
(not). Kao §to znamo, {—, A} je jedna baza iskaznog ra¢una, pa su nam ta dva
veznika i dovoljna. Kvantifikatori se ne koriste, §to je prema teoremi 3.13 isto
kao da su sve promenljive kvantifikovane univerzalnim kvantifikatorom.

Evo jednog programa u Prologu.

otac(aca,branko) .
otac(aca,dragana) .
otac(branko,eva) .
otac(branko,goca) .
majka(dragana,ivana) .
majka(dragana, jovan) .

deda(X,Y) :- otac(X,Z),otac(Z,Y).
deda(X,Y) :- otac(X,Z),majka(Z,Y).

Prvih Sest redova programa predstavljaju ¢injenice. Njima se zadaju Cetiri
para elemenata koji su u relaciji otac i dva para koji su u relaciji majka. Pre-
ostala dva reda su pravila. Prvo od njih, recimo, kaze da, ako je X otac osobe Z
a Z otac osobe Y, onda je X deda osobe Y. X,Y,Z su promenljive i, kao §to je gore
receno, podrazumeva se da pravila vaze za sve moguce vrednosti promenljivih.

Nakon ¢injenica i pravila mozemo zadati i upit, npr.

?7-deda(aca,goca) .

Prolog sada proverava da li je ovo posledica gornjih ¢injenica i pravila, i to
upravo metodom rezolucije.

U praksi primena rezolucije je nesto drugacija nego s$to je gore opisano; za
pocetak ona se sprovodi direktno na predikatskim formulama, bez prevodenja
na iskazne, ali je to znacajno slozeniji postupak.

3.12 Zadaci

Formule i interpretacije

1. Za svaku od formula:

(a) Fy = P(f(a,a),a),

(b) By = (Fz)P(f (2, 2),a),

(c) Fz = (Va)(Fy) P(f(2,y),a),

(d) Fy= (F2)(Cy)(P(f(2,9),a) = P(z,a))

nacrtati drvo podformula.

2. Ispitati tacnost formule (Va:)P(sc7 x), u interpretaciji i = (R, P, gde je R
skup realnih brojeva i: (a) P* je =; (b) P* je <; (c) P je <.

3. Ispitati tacnost formula iz zadatka 1 u slede¢im interpretacijama:
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(a) i1 =(Z,=,+,1);
(b) iQ:(N’:a'al);
(C) i3 = (R7:7'70)'

4. Data je formula (Vz)P(f(z,y),x). Da li je interpretacija (R,=,-) model
te formule?

5. Konstruisati predikatske formule koje bi u odgovarajuéim interpretacijama
imale sledeca znacenja:

(a) ,,x je paran broj” za interpretacije: i; = (N, [,2), i = (N,=,-,2),
iz = (N,=,+).

(b) ,,Neki brojevi nisu parni” za interpretaciju (N, =, +).

(¢) ,,x = ./y" za interpretacije: i; = (R, =, \f), in = (R,=,Q%,"), gde
Q" ako i samo ako je x pozitivan.

(d) ,,Postoji najmanji broj” za i; = (N, <) iiy = (N, =, <).

(e) ,,x je prost broj” za interpretacije: i; = (N, =,],1), ia = (N, =,]).

—~
L r)
~—

,»& 1y su uzajamno prosti” za interpretacije: iy = (N,=,NZD, 1),
i2 = (N7:7|71)? i?) = (N7:7'71)-

6. Prevesti u preneksni oblik formulu

(V) (Fy) Pz, y) = ~((F0)Q(x) V (Vz)(Vy)~P(z,y)).

7. Izvrsiti skolemizaciju formula:
(a) (J2)(Vy)P(z,y);
(b) (Vz)(Fy)Q(z,y);
(c) (Fu)(vVz)(3y)(Iv)(V2)(3t)(P(u, z,y) A P(v,2,2) = Py, 2,1));
(d) (32)(32)(Yy)(3t)(Yu) (Fv)(P(z,y) A P(z, f(2,t,u)) = P(v,v)).

8. Izvrsiti skolemizaciju formule dobijene u zadatku 6.

)
)
)
)

9. Dat je BubbleSort algoritam za sortiranje elemenata datog niza brojeva
x[1],x[2],...,x[n] od najveéeg ka najmanjem:

for(i = n-1; i >=1; i--)

{
for(j = 1; j <= 1i; j++)
{
if (x[j1 < x[j+11)
{
Zameni (x[j1,x[j+11);
}
}
}

(Zameni(a,b) je, naravno, deo programa koji zamenjuje vrednosti a i b.)
Dokazati ispravnost ovog algoritma, tj. pokazati da ¢e nakon njegovog
izvrsenja elementi niza zaista biti poredani od najveéeg ka najmanjem.

10. Nadi sto jednostavniji oblik za negaciju date formule:
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(a) (Vz)(P(z) = Q(z,0));
(b) (Fz)(Vy)zy =y;
(c) (V)(Vy)(z <y= F2)(x < zAz<y)).

Modeli

11. Dokazati da slede¢a formula nije valjana:
(Va)(P(z) = Q(z)) = ~((F2)P(z) A (32)=Q(x)).

12. Naéi model za sledeéi skup formula: {(Vz)(P(z) = —-Q(x)), (3z)S(z),
(Va)(S(x) = P(x)), B)(S(x) A =Q(z))}.
13. Data je formula

—(Vz)(P(z) = (Vy)(P(y) = (Q(z) = -Q(y)) V (V2)P(2)))

(a) naéi jedan model formule

(b) dokazati da nije valjana.

14. Dokazati da nije valjana formula:

(32)(P(z) A =Q(z)) A B2)(Q(z) A =S(x)) = (Va)(S(x) = P(x)).

15. Naédi model za skup formula

{(va)(P(z) A Q(z) = S(2)), (Vo)(T(2) = S(x)),
(32)(P(z) A =Q()), (F2)(Q(x) A ~P(x)), Bz)(S(x) A =T(x))}.

16. Dokazati da slede¢a formula nije valjana:

(F2)(Yy) P(z,y) A (Bz)=P(z,2) A
(32)(3y)(x # y A P(x,2) A P(y,y)) = (V2)(Fy)~P(y, ).

17. Dokazati da slede¢a formula nije valjana:

(32)(Vy) P(z,y) A (32)(Vy) P(y, z) = (Vo) P(z,2).

18. Da li je valjana formula
(Vo) Pz, x) A (Vo) (Fy)~P(z,y) A
(Va)By)~P(y, ) = (Vo) (Vy)(P(z,y) V P(y, x))?
19. Dokazati da nije valjana formula:

(V) (YY) (P(z,y) = Q(y,x)) = (V2)Q(z,z) V
(V) (Vy) (= P(z,y) V =Q(=,y)).

20. Dokazati da sledeca formula nije valjana:

(32)(Fy) Pz, y) A
(V2)(Vy)(P(z,y) & (32)(P(z,2) A P(z,9))) = (J2) P(z, 7).
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. Naéi model za sledeéi skup formula:

{(Va)P(x, ), (Vo) (Vy)(P(z,y) & (32)(P(z,2) A P(2,9))),
(3z)(Vy) P(y, z)}.

. Dokazati da sledeca formula nije valjana:

(32)(Vy) =P (y, 2) A(Vz)(Vy) (P(2,y) = (32)(P(z, 2)AP(2,y))) = () P(z, ).
. Dokazati da sledeca predikatska formula nije valjana:

(V) (Vy)(32)(A(z,y) A Bz, 2) A Bly, 2)) =
(V) (Fy) (V2)(A(z,y) A Bly, 2) A B(, 2)).

. Dokazati da nije valjana formula:

V) (Vy)(P(z,y) < Py, ) =
(v

(
(V)P (x,x) vV (Vx)(Vy)(V2)(P(x,y) A P(y, z) = P(x,2)).

. Naéi model za sledeéi skup formula:

{(Vo)=P(z, 2), (Vo) (Vy)(32) (P (2, 2) A P(y, 2)),
(32)(3y)(z # y A =P(z,y) A —~P(y,z)),
(V) (Vy)=(P(z,y) A P(y,z))}

. Naéi model za sledeéi skup formula:

{(Vz)=P(z,z), (Vz)(3y)P(x,y), (Vz)(Fy) P(y, ),
(32)(3y) (= # y A =P(x,y) AN =Py, )),
(V2)(Vy)(V2)(P(z,y) A P(y, 2) = P(z,2))}.

. Dokazati da nije valjana formula:

(Va)P(x,z) A (V2)(Vy)(P(z,y) A Py, z) = 2 =1y)

(
= (Vz)(Vy)(Vz)(P(z,y) V P(y, 2) V P(z,z)).

. Dat je skup predikatskih formula {(Va)P(x, z), (Vz)(Vy)(x # y = P(z,y)V
P(y,x)), V2)(Jy)(x # y A P(x,y)}. Za svaku od formula tog skupa nadi
interpretaciju u kojoj ona nije ta¢na, a tacne su ostale dve.

. Data je formula (Vz)(P(z) = P(f(x))).

(a) Dokazati da ona nije valjana.

(b) Da li se moze naé¢i model te formule sa domenom A = {a,b,c} takav
; a b c
i 2
dabudef.(c b b>'
(a) Dokazati da formula (V) (Vy)(P(z,y) = P(f(z), f(y))) nije valjana.

(b) Naéi model za datu formulu sa domenom A = {a,b,c} takav da f

bude interpretirano funkcijom f° : ( Z 2 (CL >
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
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Dokazati da nije valjana formula

() P(x) = (F)(P(f(2)) A =P(x)) v (V) P(f(x)).

Naéi model za sledeci skup formula:

{(F2)=P(z, ), (Vo) (Vy)(32)(P(z,y) = P(x,2) A P(z,y)),
(Vo) P(f(x), z)}.

Proveriti da li je valjana formula:
(Vo) (Vy) P(f(x,y),y) V (V) (Vy) Pz, f (2, y))-

Nadi model za dati skup formula {(Vz)(Vy)(Vz)(P(z,y)AP(y, z) = P(z, z)),
~(Yz) (YY) (P (z, y) APy, z) = x = y), (Vo) (Vy) (P(z,y) = P(f(y), f(x)))}-
Da li je valjana formula

(3z)(Yy) P(x,y) A (V) (YY) (P(z,y) = P(f(), f(v)))
= (Va)(3y) P(x,y)?

Naéi model za skup formula

{(Vz)(P(x) & =P(f(2))),
(V) (Vy)(z #y = f(x) # f(y), (Vz)(3y) f(z) = y}.

Naéi model za sledeci skup formula:

(a) {(vz)(EBy)(P(z,y) A (V2)(z # y = ~P(x, 2))), (Vy) (3x) P(x, y) };

z)(Jy
(b) {(F2)(Vy)P(z,y), (Fz)(Vy) P(y, z), (Vz)P(z, f(2)), Fz)(f(z) # z)}.

Valjane formule

38.

39.

40.

41.

Dokazati da je valjana formula

(V) (Vy) (P(x) A =P(y) = Q(x)) A (Bx)(P(2) A -Q(x)) = (V) P(z).

Dokazati da je valjana sledeca formula:

(V) By)(A(z) = B(y)) A (V2)(Fy)(B(x) = C(y))
= (V2)(3y)(A(z) = C(y)

~—

Dokazati da je sledeca formula valjana:
(V) (P(z) = =Q(x)) A (3z)S(x) A
(Vo)(S(z) = P(x)) = (Fz)(S(x) A =Q(z)).

Da li je valjana sledec¢a formula:

((Fz)(=P(2) A Q(z)) = (F2)S(2)) A (Vo) (P(z) & ~Q(z))
AVz)(P(z) V Q(z) = =S(x)) = (Vx)P(x)?
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.
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Dokazati da je valjana formula

(Vx)(3y) Pz, y) A (Vo) (Vy)(P(z,y) A =Q(y,z) = P(y,z))
= (Vo)(3y) Py, ) V (32)(Fy)Q(z, y).

Data je formula

(V2)((Va)(A(z) = B(z, 2)) = (By)A(y) = (3y)B(y, 2)))-
(a) Nadi njen preneksni oblik.
(b) Dali je ona valjana?
Dokazati da je valjana formula:

(V) (Vy)(Q(x, y) = P(z,y)) A (Va)(Fy) =Pz, y) A
(Vo) (Vy) (P(x, x) = P(z,y)) = (Vo) -Q(z, x).

Dokazati da je valjana sledeca formula

Dokazati da su valjane formule:

(a) (Vz)(Vy)(P(z,y) = Qy,z)) A (Vo)(Ty)(32)(P(x,y) A P(z,2)) =

(v2)(39)(32)(Q(x. y) A Q= )):

(b) (\;93)( ()( )()w SYVQ(, y))A (V) (Vy) (P(z,y) < Qy, x)) = (Va)(P(z,
A

(c) (Va)((Vy)P(z,y) = Q(x))A(Vz)((Fy) Py, z) = Q(x))A(Fx)-Q(x) =

(F2)3Fy) (=P (z,y) A =Py, x)).

Dokazati da je sledeca formula valjana:
(Vo) P(z, f(x)) = (3z)P(z,z) V (Vz)(Fy)(P(z,y) A —=P(z, z)).
Dokazati da je sledeca formula valjana:

(V2)By) P(z, f(y)) A (Vo) (Vy) (F2) (P(x,y) = Q(x,2)) A
(V) (V) (Q(z,y) = Q(=, f(y))) = (Vz)(Fy)Q(=, f(y))
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Glava 4

Skupovi i relacije

4.1 Skupovi

Tokom proucavanja skupova obilato ¢emo koristiti znanje stec¢eno u prethodnim
glavama. Neke od dokaza izvodi¢emo koristeéi pravila oblika F' = G i F ~ G
iz iskaznog i predikatskog racuna. S druge strane, ponekad ¢emo, radi lakseg
dokazivanja ili boljeg razumevanja dokaze izvoditi manje formalno.

Skupove ¢emo posmatrati kao kolekcije nekih elemenata. Osnovni jezik
teorije skupova sadrzi samo jedan binarni relacijski simbol €; sa z € A ozna-
cavamo da element x pripada skupu A. Vazno je pritom ne razdvajati striktno
elemente od skupova, jer i skupovi mogu biti elementi drugih skupova (pogledati
definiciju partitivnog skupa). Umesto —(x € A) uglavnom ¢éemo pisati = ¢ A.

Tokom rada sa skupovima uvodi¢emo i druge, izvedene, relacijske i funkcijske
simbole. Prvi od njih je jednakost skupova. Za dva skupa reéi ¢emo da su
jednaki ako imaju iste elemente. Ovo se precizira slede¢om definicijom.

Definicija 4.1 Za skupove A i B definisemo: A = B ako vazi (Vx)(z € A &
x € B). Umesto ~(A = B) pisaéemo A # B.

Primer 4.2 Isti skup obicno moZemo zapisati na razlicite nacine:
(1) {1,1} = {1} (dakle, isti element ne moZe vise puta pripadati istom skupu,).

(2) {1,2} = {2,1} (dakle, unutar skupa ne postoji nikakav podrazumevani
poredak).

(8) Podseéamo se iz odeljka 1.1 da skupove moZemo zadavati i kao skupove
elemenata koji zadovoljavaju neku predikatsku formulu, npr. {n € Z :
n? —n—2=0} ={-1,2}. Sada kad smo se upoznali s formulama ovaj

nacin zadavanja é¢emo cesto koristiti.

(4) {n € N :n? —n—2=0} = {2}. Obratimo painju da, ako izmenimo skup
iz kojeg biramo elemente (npr. uzmemo N umesto Z ) skup elemenata koji
zadovoljavaju datu formulu vise ne mora biti isti.

(5) Podsetimo se i treéeg nacdina zadavanja elemenata, preko oblika elemenata,
npr.{n € Z: (3m € Z)n =m?} = {m? : m € Z}. U zapisu s desne strane
navedeno je da skup sadrzi sve kvadrate celih brojeva (sve brojeve ,,oblika”

2
m?).
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Uvodenje relacije jednakosti skupova je primer racuna sa jednakoséu opisanog
u odeljku 3.6. Dokazimo da ovako uvedena relacija jednakosti skupova zadovo-
ljava uslove (J1)-(J5). Ustvari, kako jezik teorije skupova nema nijedno funkcij-
sko slovo i ima samo jedno relacijsko slovo €, uslov (J5) nemamo, a uslov (J4)
treba dokazati samo za relaciju €.

Teorema 4.3 Za sve skupove A, B,C wvazi:
(a) A= A;
(b) ako A= B onda B = A;
(¢) ako A=B iB=C, ondai A=C;
(d) akoa=b, A=Bia€ A, ondabe B.

Dokaz. (a) Formula (Vz)(z € A< z € A) je ocigledno tacna za svaki skup A.

(b) Formule (Vz)(z € A<z € B) i (Vz)(z € B & = € A) su ekvivalentne,
paiz A= B sledi B = A.

(c) Pretpostavimo da za svaki element z vaziz € A rx € Bizr€e B& x €
C. Odatle sledidajex € A<z € C zasvex pa A=C.

(d) A= B znadi (Vz)(x € A< z € B). Zax =a = b dobijamo a € A &
b€ B, pakako jea € A, slediibe B. (]

Definicija 4.4 KaZemo da je skup A podskup skupa B ako (Vz)(x € A= x €
B). To obelezavamo A C B. Takode, kaZemo da je A pravi podskup skupa B
ako je AC B i A # B; to piSemo A C B.

Primer 4.5 Obelezimo sa 2N skup parnih prirodnih brojeva. Tada
2NCNcCZCQCRCcCC.

Da bismo utvrdili da su sve inkluzije striktne, potrebno je da nademo element
jednog skupa koji ne pripada drugom. Npr. N C Z jer —1 € Z ali —1 ¢ N.

Teorema 4.6 A= B ako i samo ako A C B i B C A.

(Ve)(xe A=z e B)AN(Vx)(x € B=>xz € A)

~ (Vz)(xre A=xe€B)AN(zxe B=>z¢c A))
(Vz)(x € A<z € B)

~ A=B

¢ime je dokaz zavrsen. (I

Prethodna teorema je veoma znacajna jer je koristimo u veéini slucajeva kada
dokazujemo da su dva skupa A i B jednaka, tako $to to dokazivanje razdvojimo
na dva dela (dve inkluzije): A C Bi B C A. Te delove dokaza obelezava¢emo
sa (C) i (2), kao pri razdvajanju na smerove. Naravno, iz dokaza se vidi da je
ovo samo posledica opstijeg pravila p < ¢ ~ (p = ¢q) A (¢ = p) i ,,slaganja”’
univerzalnog kvantifikatora s veznikom A (valjana formula 3 s naseg spiska iz
odeljka 3.3).
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Primer 4.7 (1) Definisimo A={ne€ N :(3ke€ No)n=2k+1} ={2k+1:
ke No} iB={ne N:(3ke€ Non=4k+1} = {4k +1: k € No}.
Vidimo da vazi B C A, jer svaki broj 4k + 1 € B moZemo zapisati kao
2-2k+1, pa on pripada i skupu A. S druge strane, nije A C B jer recimo
3€ A, ali 3¢ B. Prema prethodnoj teoremi sledi A # B.

(2) Neka je sada A= {2k+2:ke Z} iB={2k:k e Z}. Da bismo dokazali
da je A = B pokazimo posebno A C B i B C A. Svaki element 2k+2 € A
moZemo zapisati i kao 2(k + 1) pa, kako i k+ 1 € Z, on pripada i skupu
B. Obratno, svaki element 2k € B moze se zapisati i kao 2(k — 1) +2, pa
on pripada 1 skupu A. Dakle A = B.

Teorema 4.8 Za sve skupove A, B, C vaZzi:
(a) AC A;
(b) ako AC B iBC A ondai A= B;
(¢) ako ACBiBCC,ondaiACC.

Dokaz. (a) Formula (Vz)(z € A = z € A) je oc¢igledno ta¢na za svaki skup A.
(b) Ovo sledi iz teoreme 4.6.
(c) Pretpostavimo da za svaki element z vaziz € A=z € Bize B=x €
C. Odatleslediz € A=z € C. O

Prazan skup mozemo definisati ovako: ) = {z € N : x # z}. Kako je v # x
netacno za svako x, sledi da nije z € ) ni za jedno z. Primetimo da je ) C A za
svaki skup A.

4.2 Operacije nad skupovima

Definicija 4.9 Definisacemo cetiri binarne operacije nad skupovima. To su,
redom: unija, presek, razlika v simetricna razlika skupova.
AUB={z:xz€ AVvax € B};
ANB={z:z€ ANz € B};
A\B={z:xc ANz ¢ B};
AAB={z: (vt € ANz ¢ B)V(z€BArxz ¢ A}

Uobicajeno je da se ove operacije nad skupovima prikazuju tzv. Venovim
dijagramima:

A B A B

Slika 4.1: Dijagram skupa AUB Slika 4.2: Dijagram skupa ANB



74 GLAVA 4. SKUPOVI I RELACIJE

Slika 4.3: Dijagram skupa A\ B Slika 4.4: Dijagram skupa AAB

Primer 4.10 (1) Definisimo A = {a,b,c} i B = {¢,d}. Tada je AUB =
{a,b,c,d}, ANB={c}, A\ B={a,b}, B\ A={d} i AAB = {a,b,d}.

(2) Neka je A= (0,5)iB=12,7] (dakle, A je otvoreni, a B zatvorensi interval
realnih brojeva). Tada AU B = (0,7, AnNB = [2,5), A\ B = (0,2),
B\ A =157 1AAB = (0,2) U [5,7]. Opstije, mozemo zakljuciti da je
AAB = (A\ B)U(B\ A4).

Iz definicija direktno sledi da za sve skupove A i B vazi: A C AU B,
BCAUB, ANBC AiANB C B. Ove osobine ¢emo takode ¢esto koristiti.

Definicija 4.11 KaZemo da su skupovi A i B disjunktni ako je AN B =0, tj.
ako nemaju zajednickih elemenata.

Teorema 4.12 Za sve skupove A, B i C vaZi:
(a) AUA=AiANA=A;
(b)) AUB=BUAiANB=DBNA;
(¢c) AUBUC)=(AUB)UC iAN(BNC)=(ANB)NC;
(d) AU(ANB)=AiAN(AUB)=A;
(e) AUBNC)=(AUB)N(AUC)iAN(BUC)=(ANB)U(ANC);
(f) AUD=AiAND=0.

Dokaz. Sve jednakosti navedene u teoremi dokazuju se na isti nacin (osim dela
(f)), direktno iz poznatih pravila o ekvivalentnosti iskaznih formula, pa ¢emo
dokazati samo neke od njih.

(b) Za svako x imamo:

reAUB ~ z€AVzeB
~ xze€BVzxzeA
~ x € BUA.

Pritom smo koristili poznato pravilo pV ¢ ~ qV p.

(e) Za svako x vazi:

re€AN(BUC) ~ ze€eANzeBUC
~ z€AN(xeBVzel)
~ (xeANzeB)V(xeAnzel)
~ z€ANBVze ANnC
~ z€(ANB)U(ANC).
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Ovde smo koristili pravilo pA(gV 1)~ (pAq)V (pVr).
(f) Za svako z:

r€AUD ~ 2€Avzel
~ x €A,

jer je z € 0 uvek netacno. O

Osobine opisane u prethodnoj teoremi nazivamo istim imenima kao i odgo-
varaju¢a pravila iskaznog rac¢una koja koristimo u njihovim dokazima. Tako,
pravilo (a) je idempotentnost, (b) je komutativnost, (¢) asocijativnost, (d) ap-
sorpcija a (e) distributivnost.

Sledecu teoremu koristicemo ¢esto u dokazima.

Teorema 4.13 Za sve skupove A, B i C vaZi:
(a) AUB C C ako i samo ako AC C i BC C;
(b)) ACBNC ako i samo ako ACB i ACC.

Dokaz. (a)

AUBCC ~ (Vz)(x€e AUB=z€()
Vr)(x€e AV e B=z¢€()

)
)
Va)(-(zr € AVez e B)Vz e ()
)
)
)

<

z)(—rx € AN—-xzeB)Vaxel)

Vae)((rx € AVe e C)AN(—z € BVze())
Ve)(ze A=z C)AN(z e B=xz€())
~ (Vz)(reA=>2€C)ANNV2)(zreB=>2€()
~ ACCABCC

(
(
(
(
(
(

(U dokazu smo koristili ¢injenicu da se kvantifikator V ,slaze” s veznikom A,
videti napomenu nakon spiska valjanih formula u odeljku 3.3.)

(b) Dokaz izvodimo u dva dela.

(=) Neka je A C BN C. Posto je BNC C B, sledi da je A C B. Analogno
jeiACC.

(<) Neka jesada A C Bi A C C. Za svaki element x € A prvi uslov povlagi
da je x € B adrugidaje x € C; dakle x € BNC. Ali to znacidaje A C BNC.
O

Primer 4.14 Operacija \ nije ni komutativna ni asocijativna: ako je npr. A =
{1}, B={1,2} i C = {1,2,3}, onda je A\ B =0 a B\ A ={2}. Takode je
(A\B)\C =0\C =0 dok je A\ (B\C)=A\0={1}.

Da bi se bolje razumele jednakosti iz teoreme 4.12 moze biti od koristi ski-
cirati Venove dijagrame tih skupova. Ilustrujmo npr. distributivnost U prema
N. Na prvom dijagramu skup A je Srafiran na jedan na¢in a B N C na drugi
te je rezultujuéi skup njihova unija; na drugom je (A U B) §rafiran na jedan a
(AU C) na drugi na¢in i rezultujuéi skup je njihov presek:
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B c
A
Slika 4.5: Dijagram skupa A U Slika 4.6: Dijagram skupa (AU
(BNQO) B)Nn(AuUCQ)

Ponekad se za uniju ili presek skupova koristi skrac¢eni zapis: UZ:l Ap =
ATUA U UA, 1N Ar = A1 N Ay N .. N A,. Ovakav naéin zapisivanja
je posebno znacajan jer se moze koristiti i za unije i preseke beskona¢no mnogo
skupova, npr. J;—; Ax. On je analogan zapisu suma i proizvoda: > ,_, ar =
artazt...ta, il jax=ai-az- ... a,.

Definicija 4.15 Neka je A C X. Komplement skupa A u odnosu na skup X
definisemo ovako: A =X\ A.

Slika 4.7: Dijagram skupa A

Napomenimo da se nekada za komplement koriste i druge oznake, npr. A’
ili A¢. Sa svakim od navedenih zapisa treba biti oprezan ako iz konteksta nije
jasno u odnosu na koji nadskup se racuna komplement, jer to moze dovesti do
zabune. Recimo, neka je A = N. Komplement ovog skupa u odnosu na X = Ny
je N={0},auodnosuna X =Zje N ={z € Z:2 <0}

Teorema 4.16 (a) (A) = A. (b) Ako je AC B, onda B C A.
Dokaz. Neka se komplementi racunaju u odnosu na skup X (tj. A = X \ A).
(a) zEA ~ T € X A-(x €A
~ zeXN-(zeXAN-zeA
~ zeXN(zeXVzeA
~ (zeXNzeX)V(xeXAzeA
~ zeXANxeA
~ xz€A

(Poslednja ekvivalencija vazi jer je A C X.) Kao $to vidimo, u svakom koraku
dokaza deo z € X se samo prepisuje, pa da bismo pojednostavili ovakve dokaze
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(sa komplementima) ubuduée éemo x € A zamenjivati samosa z ¢ A, az € X
¢emo podrazumevati. Tako bi prethodni dokaz glasio

zEA ~ —(z € A)
~ x €A

(b) Pretpostavimo da je A C B, odnosno ¢ € A = x € B za sve x. Odatle
sledi (kontrapozicijom) —a € B = -2 € A pa imamo

re€B ~ -x€B
E —x€A
~ mGZ.

Postoji drugi na¢in da se definie operacija \: A\ B = AN B (pritom se
komplement ra¢una u odnosu na bilo koji skup koji sadrzi AU B). Dakle, iako
za operaciju \ ne vaZze osobine navedene u teoremi 4.12, izrazavajuéi je na ovaj
nacin preko operacija preseka i komplementa mozemo u dokazima koristiti neke
od njih.

4.3 Predstavljanje skupova u racunarstvu

Neki programski jezici imaju poseban skupovni tip podataka, ali ne svi. Kako
se skupovi najjednostavnije predstavljaju u memoriji racunara? Da bismo pred-
stavili neki skup A, moramo ga posmatrati kao podskup nekog veéeg skupa X, i
u memoriji rezervisati niz bitova koji ¢e imati po jedan element za svaki z € X.
Sada, za x € A odgovarajuéi bit ée imati vrednost 1, a za x € A vrednost 0.
Citalac neka uporedi ovo sa definicijom karakteristi¢ne funkcije skupa A (primer
5.4).

Skupovima predstavljenim na ovaj nac¢in mozemo manipulisati pomoc¢u bi-
tovskih operacija. U Javi, recimo, imamo bitovsko ,,i” u oznaci &, bitovsko ,,ili”
u oznaci | kao i bitovsko ,,eksluzivno ili” (XOR). Oni funkcionisu kao i ,,obi¢na”
konjunkcija, disjunkcija, odnosno V, ali deluju na odgovarajuée pojedinaéne
bitove.

Primer 4.17 Binarni zapisi 00101110 ¢ 01111001 mogu predstavljati skupove,
npr. podskupove skupa {1,2,...,8}, konkretno {3,5,6,7} i {2,3,4,5,8}. Rezul-

tati izvrSavanga bitovskih operacija nad njima bili bi sledeci:

00101110 & 01111001 = 00101000
00101110 | 01111001 = 01111111
00101110 X0R 01111001 = 01010111.

Mozemo primetiti da, ako ti mizovi bitova predstavljaju skupove, onda ove tri
operacije odgovaraju upravo skupovnim operacijama N, U i /\:

{3,5.6,7} N{2,3,4,5,8} = {3,5}
{3,5,6,7} U{2,3,4,5,8} {2,3,4,5,6,7,8}
{3,5,6,7}A{2,3,4,5,8} = {2,4,6,7,8}.
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4.4 Direktni proizvod i partitivni skup

Definicija 4.18 Uredeni par elemenata a i b definisemo ovako:

(a’ b) = {{a}a {CL, b}}

Sustina prethodne definicije je da uvede objekat koji bi u sebi ,,sadrzao” dva
jednostavnija objekta, a i b, ali tako da je njihov redosled odreden (da se zna
koji od ta dva elementa je prvi a koji drugi). Ovo ne mozemo posti¢i neuredenim
parom, odnosno skupom {a, b}, jer je {a,b} = {b,a}. Dakle, osnovna osobina
uredenog para je da je (a,b) # (b,a). Sledeéa teorema dokazuje nesto jacu
osobinu.

Teorema 4.19 (a,b) = (¢,d) ako i samo akoa=c ib=d.

Dokaz. (<) Ako je a = ¢ib = d onda iz definicije uredenog para direktno sledi
(a,b) = (c, d).

(=) Neka je (a,b) = (¢,d), tj. {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Ova jednakost
skupova znaci da imamo dve moguénosti:

1° {a} = {c} i {a,b} = {c,d}. Iz prve jednakosti sledi a = ¢, a koristedi to
iz druge dobijamo b = d.

2° {a} ={¢,d} i {a,b} = {c}. Iz prve jednakosti sledi a = ¢ = d, a iz druge
c=a =0, pa dobijamo a =b=c=d. O

Koristec¢i definiciju uredenog para mozemo definisati i uredene n-torke ele-
menata za proizvoljno n € N. One se definiSu rekurzivno: ako su veé definisane
uredene n-torke, uredenu (n + 1)-torku definiSemo sa

(a/la az,as, ... 7an+1) = ((a17 ag, ..., a/’n)a an+1)~

Npr. zan = 3 je (a,b,¢) = ((a,b), ¢). I zan-torke vazi tvrdenje analogno teoremi
4.19.

Teorema 4.20 (ay,as,...,a,) = (b1,b2,...,b,) ako i samo ako ay = by, as =
bQ,...,CLn:bn.

Dokaz. Teoremu dokazujemo matematickom indukcijom.
B.I. Za n = 2 ovo je teorema 4.19.
I.H. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za neko n > 2.

LK. (a1,a2,...,an,an41) = (b1,b2, ..., by, bpt1), odnosno ((ag,az,...,a,),
an+1) = ((b1,ba,...,bn),bpy1), prema teoremi 4.19 vazi ako i samo ako je
(a1,a9,...,a,) = (b1,ba,...,by) 1 apy1 = byy1. Al po indukcijsko] hipotezi
(a1,a2,...,a,) = (b1,ba,...,by,) je ekvivalentno sa a1 = by,as = ba,...,a, =
bp,. (Il

Uredene n-torke koristili smo, izmedu ostalog, u glavi 3 (mada ne pod tim
imenom): svaka interpretacija neke formule je jedna uredena n-torka ¢iji prvi
¢lan je domen, a ostali su relacije, funkcije i konstante za svaki simbol jezika te
formule. Mi ubuduée neéemo nigde koristiti samu definiciju uredenog para (ili
n-torke) veé samo prethodne dve teoreme.

Definicija 4.21 Direktan proizvod skupova A i B je skup

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.
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Opstije, moZemo definisati i direktan proizvod vise skupova:
Ay X Ay x ... x A, ={(a1,a2,...,a,) 1 a; € A; zai=1,2,... ,n}.

Ako su svi skupovi A; jednaki, pisemo A" = A X AX...x A.
—_—

n

1z definicije uredene n-torke vidimo da je A x B x C ustvari skup (Ax B) x C.
Mogli smo definisati ovaj skup i kao A x (B x (), videti zadatak 46(b).

Primer 4.22 (1) Koordinatni sistem u ravni je ustvari skup uredenih parova
(x,y) realnih brojeva, tj. skup R%. U ravni se izaberu dve normalne prave
(x-0sa i y-osa) i uspostavi se korespondencija njihovih tacaka sa skupom
realnih brojeva; dakle, svakoj tacki dodeli se po jedan realan broj. Zatim se
svaka tacka ravni projektuje na te ose i pridruZuju joj se brojevi x iy koji
odgovaraju dobijenim projekcijama. Brojeve x iy zovemo prva, odnosno
druga koordinata para (x,y); ove nazive éemo koristiti i u slucaju uredenih
parova u drugim direktnim proizvodima.

Tako, tacka oznacena na slici projektuje se na tacku % na x-o0st © tacku 3
na y-osi, te su njene koordinate (%7 3).

Yy

(2.3

=N W R o

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Slika 4.8: Koordinatni sistem

(2) I drugi direktni proizvodi mogu se prikazivati u vidu koordinatnog sistema.
Npr. skup {a,b,c}x{1,2,3} = {(a,1), (a,2), (a,3), (b 1), (b, 2), (b,3), (c, 1),
(¢,2), (¢, 3)} mozemo prikazati na sledeéi nacin:

Y
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Definicija 4.23 Partitivni skup skupa A je skup svih podskupova skupa A: P(A) =
{B:BC A}.

Primer 4.24 (1) Neka je A =1{1,2,3}. Tada

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}.

(2) Neka je A=10. Tada P(A) = {0}, jer je jedini podskup praznog skupa on
sam.

(3) Ako je A = {{1,2}}, ovaj skup ima samo jedan element, a to je {1,2}.
Stoga je P(A) = {0, {{1,2}}}.

Na prvi pogled moze se ¢initi neobi¢nim da skupovi budu elementi drugih
skupova. Medutim, pri aksiomatskom zasnivanju teorije skupova svi objekti sa
kojima se manipuliSe su skupovi, dakle svaki element nekog skupa je drugi skup.
To, izmedu ostalog, znaci da se svi prirodni brojevi uvode kao neki skupovi; u
odeljku 5.8 vide¢emo kako se to postize.

4.5 Relacije

Sada ¢emo dati formalnu definiciju pojma relacije.

Definicija 4.25 n-arna relacija na skupovima Ay, As, ..., A, je podskup skupa
A x Ay x ... x A,.

Relacije arnosti 1 (za n = 1) zovemo unarne. Unarna relacija na skupu A je
ustvari podskup skupa A. Dakle, njome izrazavamo neko svojstvo koje poseduju
neki od elemenata skupa A (oni koji su ,,u relaciji”).

Mi ¢emo najceSée baratati binarnim relacijama, koje dobijamo za n = 2.
Binarna relacija na skupovima A i B izrazava neki odnos izmedu elemenata iz
A i elemenata iz B. U specijalnom slucaju, kada su skupovi A i B jednaki, tj.
kada je p C A? za neki skup A, kazemo samo da je p binarna relacija na skupu
A.

Relacije arnosti vec¢e od 2 ¢emo rede susretati. Pomenimo jos da se relacije
arnosti 3 nazivaju ternarne.

Oznake koje ¢emo koristiti za relacije su najcesée velika slova P, @, S, ...
Za binarne relacije ¢esto koristimo i gréka slova p, o, 7,6, ... i infiksni zapis. To
znaci da ¢emo umesto (z,y) € p ili p(z,y) cesto pisati zpy, kao §to je uobicajeno
za neke poznate relacije: x <y, x | y itd.

Primer 4.26 (1) 0 i A™ su ,,ekstremni” primeri n-arnih relacija: prva je
takva da nijedna n-torka elemenata nije u relaciji, a druga je takva da je
svaka n-torka u relaciji.

(2) Na svakom skupu A imamo i relaciju jednakosti, koju éemo takode zvati
i ,,dijagonala” i oznacavati ANy = {(a,a) : a € A}. Pored standardne
oznake = wvodimo i ovu dodatnu oznaku da bismo izbegli neugodne izraze
tipa p == (ako Zelimo da zapisemo da je relacija p jednaka sa =).

U ovom i nekim narednim primerima indekse cemo koristiti da naglasimo
skup na kojem posmatramo relaciju: treba primetiti da relacija N4 jed-
nakosti na skupu A = {1,2,3} i relacija An na skupu prirodnih brojeva
ne sadrze iste uredene parove: (4,4) € Ay ali (4,4) ¢ Na.
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Odakle potice naziv ,,dijagonala”? To ée se videti ako relaciju N4 pred-
stavimo tablicom:

Aall 2 3
1|7 L 1
2 L T L
3L LT

Sada, posto je svaki element u relaciji samo sa samim sobom, u tablici se
na dijagonali nalazi T, a na ostalim mestima L.

(8) Na skupu tacaka u ravni definisimo jednu ternarnu relaciju: I(x,y, z) ako
su x,y i z kolinearne 1 tacka y se nalazi izmedu x 1 z. Za nju vazi recimo
formula (V) (Vy)(V2)(I(x,y, 2) = I(z,y,x)), koja kaZe da, ako jey izmedu
tacaka = i z, onda je i izmedu z i x.

(4) Neka je A skup muskaraca a B skup Zena. Relaciju P na skupu AU B
definisimo ovako: P(x,y) ako je x dete osobe y.

(5) Neka je i dalje A skup muskaraca a B skup Zena. Relaciju Q@ C A x B x
(AU B) definisimo sa: Q(x,y,z) ako je x otac, a y magka osobe z. Vazi
(Vx)(Vy) (V2)(Q(z,y, 2) = P(z,x) A P(z,y)), jer ta formula kaZe da, ako
je x otac a y majka osobe z, onda z mora biti dete i osobe x i osobe y.

(6) Ewo jednog primera ternarne relacije na skupu N: definisimo da vaZi
S(z,y,2) ako je x +y < z.

Primeri na koji ¢emo posebno obratiti paznju su grafovi. Razlog je ¢injenica
da mnogi znacajni algoritmi resavaju upravo probleme na grafovima. Evo defini-
cija nekoliko osnovnih pojmova.

Definicija 4.27 Orijentisani graf (ili digraf) je uredeni par (V, E), gde je E
binarna relacija na skupu V; drugim recima E C {(u,v) : u,v € V'}. Elemente
skupa V' zovemo ¢évorovi, a elemente skupa E grane.

Grafovima obi¢no predstavljamo veze izmedu nekih objekata. Npr. ¢vorovi
mogu biti gradovi a grane avio linije izmedu njih. Grane u digrafovima su
usmerene, tj. razlikujemo granu (u,v) od ¢évora u do ¢vora v od grane (v,u)
od v do u. Grafovi su pogodni zbog svog slikovitog predstavljanja: ¢vorove
mozemo predstaviti tackama, a grane strelicama koje ih spajaju. Ako npr. A, B
i P imaju znacenje kao u primeru (4) gore, (AU B, P) je jedan digraf. Ovakve
strukture su pogodne recimo za predstavljanje rezultata nekog turnira, pri cemu
bi V' bio skup takmicara, a postojanje grane (u,v) znacilo bi da je takmicar u
pobedio u partiji protiv takmicara v.

Primer 4.28 Neka je V = {a,b,c,d, e} ponovo neki skup osoba, takav da su a
i b roditelji osobe ¢, a c i d roditelji osobe e. Ouvoj situaciji odgovara skup grana
E ={(a,c),(b,c),(c,e),(d,e)}. Digraf (V,E) moZe se predstaviti kao na slici:

a

d

Nesto kasnije uveséemo i (neorijentisane) grafove koji predstavljaju posebnu
vrstu relacija.
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4.6 Operacije nad binarnim relacijama

Kako su relacije na nekom skupu A posebna vrsta skupova, nad njima mozemo
primenjivati skupovne operacije: U,N i \. Sve osobine tih operacija dokazane u
teoremama 4.12 i 4.13 vaze i pri radu sa relacijama. Kada posmatramo relaciju
p na skupu A, njen komplement uvek raé¢unamo u odnosu na punu relaciju A?,
pa nemamo dvosmislenost oznake p kao pri radu sa skupovima uopste.
Definisimo i dve operacije koje se primenjuju samo na binarnim relacijama.

1

Definicija 4.29 Inverzna relacija relacije p oznacava se p~ - i definiSe ovako:

p~t={(y,2): (z.y) € p}.
Kompozicija relacija p i o oznacava se sa p o o i definise kao

poo={(a,y): E)((2,2) € pA(2,y) € 0)}.

Primer 4.30 (1) Nekaje A=1{1,2,3}, p={(2,1)} i0 ={(1,1),(1,3),(2,3)}.

Tada je:
pUo={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)};
pNo=0;

Vidimo da pri konstrukciji poo trazimo u kojim parovima (x, z) iz p se isti
element z pojavljuje na drugoj koordinati kao u nekim parovima (z,y) iz o
na prvoj; tada par (x,y) pripada kompoziciji. Tako, (2,1) € p i (1,3) € o
povlaci da (2,3) € poo.

(2) Za relaciju <z imamo: <§1 =>71<y7 =>4

(3) Ako je P relacija iz tacke (4) primera 4.26, tada je:
P~ (x,y) ako i samo ako je x roditelj osobe y;

PoP(x,y) ako i samo ako je x dete neke osobe koja je dete osobe y, dakle
ako je © unuk ili unuka osobe y.

1z tacke (1) gornjeg primera vidimo da operacija o nije komutativna, odnosno
da ne mora vaziti poo = oo p.

U narednim teoremama dajemo pregled vaznih osobina operacija nad relaci-
jama koje ¢emo cesto koristiti u nastavku.

Teorema 4.31 Ako je p binarna relacija na skupu A, onda vaZi:
(a) (p~1) "' =p;
UNOREYE

(¢c) poAha=LAs0p=p.
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Dokaz. Kaoipriradu sa skupovima uopste, da bismo pokazali da su dve relacije
jednake potrebno je dokazati da imaju iste elemente. Medutim, kako su elementi
binarnih relacija uredeni parovi, treba pokazati da svaki uredeni par pripada
prvoj relaciji ako i samo ako pripada drugoj.

(a) @y e ™)t ~ (ya)ep
~ (z,y)€p
(b) (@y) e ~ (ya)ep
~ (y,z) € A2 A(y,x) ¢ p
~ (w,y) € A2A(z,y) ¢ p!
~ (z,y)€p T

U prethodnom dokazu, ekvivalentnost formula (y,z) & p i (z,y) ¢ p~' sledi
iz Cinjenice da iz F' ~ G sledi - F ~ =G.
(c) Dokazimo da je po /A4 = p, a jednakost A 4 0p = p dokazuje se analogno.

(x,y) €pola ~ (F2)(z,2) € pA(z,y) € Na)

(32)(
~ (F)((z,2) €pAz=y)
~ (3z)(z,y) €p
~ (2,y) €p.

Da iz formule u drugom redu sledi naredna posledica je pravila (J4) za
relaciju € dokazanog u teoremi 4.3(d). Obratno, iz formule u tre¢em redu sledi
prethodna na osnovu teoreme 3.27(b). Cetvrta ekvivalencija sledi iz pravila
(32)F ~ F, koje ocigledno vazi ako se z ne pojavljuje u formuli F. O

Teorema 4.32 Ako su p i o binarne relacije, onda vazi:
(a) (pUo)t=ptUo™;
() (pno) "t =ptno;

(¢c) (poo) ™t =0c"top™h.

Dokaz. (a) (z,y) € (pUo)™t ~ (y,2)€pUsc
~ (y,z)€p\/(y,$)€0
~ (zy) eptV(zy eo!
~ (z,y)eptuc

(b) se pokazuje analogno.

© @y e(poa)t ~

¢ime je dokaz zavrsen. O

Teorema 4.33 Ako su p,o i T binarne relacije, onda vazi po(cot) = (poo)oT.
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Dokaz.
(z,y)€po(oor) ~ () ((,2) EpN(z,y)€00T)

~ (F2)((z,2) € pA(EFE)((2,8) € o A(L,y) € 7))
~ () @) (z,2) € pA((z,t) e A(t,y) €T))
~ (3)3F2)(((x,2) € pA(2,8) €0) A (t,y) €T)
~ (3)((F2)((w,2) € pA(2,8) €0) A(ty) €7)
~ (3t)((z,t) € poo) A(t,y) €T)
~ (z,y) €(poo)or

$to je i trebalo dokazati. a

Teorema 4.34 Iz p C o sledi:
(a) p~' Col;
(b) por CooT;
(c) TopCroo.

Dokaz. (a) p C o znadi da svaki uredeni par koji je u p mora pripadati i relaciji
o. Koristeéi to dobijamo:

(zy)ep ' ~ (y,x)ep
F (y,2) €0
~ (z,y) €0t
(b) (z,y) €por (32)(w,2) € pA (2,y) €7)

~ ) 'T;7
E (32)((z,2) € A(z,y) €ET)
~ (z,y) €Ecor.

(¢) Analogno dokazu (b) O

4.7 Projekcije i baze podataka

Definisa¢emo jos neke operacije nad relacijama. One se, sasvim analogno, mogu
definisati i za relacije koje nisu binarne, ali mi ¢emo se, jednostavnosti radi,
zadrzati na binarnim.

Definicija 4.35 Neka je p C X x Y binarna relacija. Njena prva projekcija je

mi(p) ={z € X : (Qy € Y)(z,y) € p},

a druga projekcija:
ma(p) ={y €Y : (Jx € X)(z,y) € p}.

Primer 4.36 Neka je (V,E) orijentisani graf, gde V. = {a,b,c,d,e} i E =
{(a,b), (a,d), (b,c), (c,d),(e,b)}. Prva projekcija relacije E je 71 (E) = {a, b, c, e}
- skup cvorova iz kojih izlazi bar jedna grana, a druga projekcija: mo(E) =
{b,¢,d} - skup cvorova do kojih vodi bar jedna grana.
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d C

Relacije su blisko vezane sa bazama podataka. Naime, jedan od tipi¢nih
nacina organizacije baze podataka je tzv. relacioni model, po kojem su podaci
organizovani u tabele. Medutim, tabela sa n kolona nije nista drugo do n-arna
relacija.

Primer 4.37 Pretpostavimo da Zelimo u bazi da sacuvamo podatke o predme-
tima, profesorima, asistentima i studentima. Jedan nacin da se to ucini je
pomodu dve tabele: u jednoj (nazvanoj PROFESORI) bi bili podaci o tome koji
profesor predaje koji predmet a u drugoj (nazvanoj STUDENTI), posto za isti
predmet moZe biti zaduZeno vise asistenata, bili bi podaci o tome koji student
slusa koji predmet i kod kojeg asistenta. To bi moglo izgledati ovako:

S K A
Petar Analiza Brankovic
K P Petar | Teor. osn. inf. | Vukovic
Analiza Todorovic Petar | Programiranje | Petrovic
Teor. osn. inf. Sobot Milos Analiza Brankovic
Algebra Mirkovic Milos | Teor. osn. inf. Simovic
Programiranje | Radovic Milos | Programiranje | Petrovic
Lazar | Programiranje | Markovic
Lazar Algebra Nikolic

To znaci da imamo 4 skupa s kojima radimo: skup predmeta K = {Analiza, TOI,
Algebra, Prog}, skup profesora P = {Todorovic, Sobot, Mirkovic, Radovic},
skup asistenata A = {Brankovic, Vukovic, Petrovic, Simovic, M arkovic, Ni—
kolic} i skup studenata S = {Petar, Milos, Lazar} (u realnoj bazi, naravno,
kolicina podataka bila bi znatno veda). Ali gornje dve tabele su ustvari dve
relacije: PROFESORI je binarna relacija p C K x P, a STUDENTI ternarna
relacija 0 C Sx K x A. Elementi prve od njih su uredeni parovi (npr. (Analiza,
Todorovic), (TOI, Sobot),...) a elementi druge uredene trojke (npr. (Petar,
Analiza, Brankovic), (Petar, TOI, Vukovic), . . .).

Za rad s bazama podataka konstruisani su specijalizovani jezici, kao $to je
SQL (Structured Query Language). Oni omogucavaju pretrazivanje po bazi i
izdvajanje zeljenih podataka. To se vrsi postavljanjem upita (query (eng.) =
upit).

Recimo da zelimo da dobijemo spisak svih kurseva u bazi podataka. To
bismo pomocéu SQL-a dobili upitom

SELECT K FROM PROFESORI

Prethodni upis u potpunosti odgovara operaciji prve projekcije: iz relacije p
izdvajamo skup svih prvih koordinata.

Ako sada zelimo da saznamo koje sve kurseve i kod kojeg asistenta slusa
student Petar, to bismo pomoéu SQL-a dobili upitom

SELECT K,A FROM STUDENTI
WHERE S=Petar
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Primetimo da ovakvi upiti imaju dosta sli¢nosti sa predikatskim formulama
kojima bismo izdvajali odgovarajuéi skup uredenih parova predmeta i asistenata:
{(k,a) : (Petar,k,a) € p}.

Mogucée je i kombinovati podatke iz vise tabela. Ako, na primer, Zelimo
spisak svih profesora i asistenata kod kojih Petar slusa kurseve, to mozemo
dobiti ovakvim upitom:

SELECT P,A FROM PROFESORI,STUDENTI
WHERE S=Petar

Ovakvo ,,spajanje” tabela je veoma sli¢no kompoziciji relacija, pa bismo
trazeni skup mogli ovako definisati: {(p,a) : (3k)((Petar, k,a) € pA(k,p) € 0)}.

4.8 Specijalne binarne relacije
Definicija 4.38 Binarna relacija p na skupu A je:
o refleksivna ako (Vx)(x,x) € p;
o irefleksivna ako (Vz)—(z,x) € p;

o simetricna ako (Vz)(Vy)((z,y) € p = (y,x) € p);

antisimetricna ako (Vx)(Vy)((z,y) € pA (y,2) € p = x =y);
e tranzitivna ako (Vx)(Vy)(Vz)((z,y) € pA (y,2) € p = (x,2) € p).

Primer 4.39 (1) Jedan primer refleksivne relacije na skupu A = {a,b,c} je
relacija p data tablicom

MozZemo primetiti da, ako je relacija zadata tablicom, refleksivnost je lako
proveriti: ona znaci da se na celoj glavnoj dijagonali tablice (onoj koja ide
od gornjeg levog do donjeg desnog ugla) nalaze simboli T. Jo§ neki primeri
refleksivnih relacija: =, <, > (na bilo kom skupu na kojem ove relacije
imaju smisla).

(2) Primer irefleksivne relacije na istom skupu A je relacija o data tablicom

Irefieksivnost je jednako lako proveriti: ona znaci da se na celoj glavnoj
dijagonali nalaze simboli L. Jo$ neki primeri irefleksivnih relacija: <, >.

(8) Jedna simetricna relacija na A je relacija T data tablicom
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I simetriénost se na lak nacin proverava preko tablice: ona vazi ako i samo
ako se na svaka dva polja tablice koja su simetriéna uw odnosu na glavnu
dijagonalu nalaze isti simboli; recimo vidimo da (a,b) € T, pa mora biti i
(b,a) € 7. To jeirazlog zbog kojeg se ova osobina naziva simetricnost. Jos
neki primeri simetricnih relacija: =, L (normalnost pravih u geometriji).

(4) Evo i jedne antisimetricne relacije:

b
1
-
L

Kako je (Vz)(Vy)((z,y) € pA (y, @) € p = x =y) ~ (Va)(Vy)(z # y =
—((z,y) € pA(y,) € p)), antisimetricnost je ispunjena ako i samo ako
se ni na koja dva polja tablice van glavne dijagonale koja su simetricna u
odnosu na tu dijagonalu ne nalaze simboli T ; recimo vidimo da (b,a) € 0,
pa ne sme biti ¢ (a,b) € 0. Jos neki primeri antisimetricnih relacija: =
< >, < >

)

(5) Tranzitivnost se, nazZalost, ne moze na lak nacin proveriti iz tablice. Neki
primeri tranzitivnih relacija su: =, <, >, < i >.

Primetimo da uslov za antisimetri¢nost nije negacija uslova za simetri¢nost.
Dakle, ako relacija nije simetri¢na to ne znaci da je antisimetri¢na. Recimo,
relacija o iz dela (2) prethodnog primera nije ni simetriéna (jer boa ali ne i acb)
ni antisimetri¢na (jer aoc i coa ali a # ¢). Sli¢no, ni irefleksivnost nije negacija
refleksivnosti: relacija 6 iz gornjeg primera nije ni refleksivna ni irefleksivna.

Definicija 4.40 Graf je uredeni par (V, E), gde je E C {{u,v} : u,v € VA
u # v} (ova struktura se éesto naziva i prost graf). Elemente skupa V' zovemo
¢vorovi, a elemente skupa E grane.

Razlika izmedu grafova i digrafova (definicija 4.27) je u tome S§to grane
grafova nisu orijentisane: one su neuredeni parovi. Stoga su grafovi pogodni za
predstavljanje simetri¢nih relacija. Pri zapisu grana se obi¢no umesto (z,y) € E
i(y,z) € E (kao kod orijentisanih grafova) pisemo samo {z,y} € FE ili jo§ krace
zy € E; zbog simetri¢nosti redosled navodenja ¢vorova jedne grani nije bitan.

Grafovima obi¢no predstavljamo veze izmedu nekih objekata. Npr. ¢vorovi
mogu biti osobe, a grane poznanstva izmedu njih; tu vazi simetri¢nost: ako
jedna osoba poznaje drugu onda i druga poznaje prvu. Drugi primer: ¢vorovi
mogu biti gradovi a grane direktni putevi izmedu njih.

Relacije koje se predstavljaju grafovima su obicno refleksivne ili irefleksivne;
i u slucaju refleksivnosti ¢esto se grane koje spajaju ¢vorove s njima samima
radi jednostavnijeg crteza ne prikazuju.

Primer 4.41 Neka je V = {a,b,c,d,e} neki skup osoba, pri ¢emu a poznaje b
i d, ¢ poznaje e, a ostale osobe se medusobno ne poznaju. Kako je poznanstvo
simetricna relacija, odgovarajuéi skup grana je {ab,ad,ce}, i graf (V, E) moZe
se predstaviti kao na slici.
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Iskoristimo ovaj primer da jos jednom ukaZemo na znacaj redosleda kvan-
tifikatora u predikatskim formulama. Formula

recimo, za ovaj graf tvrdi da iz svakog cvora izlazi bar po jedna grana, Sto je
ocigledno tacno. S druge strane, formula

Fy = (3y) (Vo) P(x,y)

turdi za postoji ¢vor spojen granama sa svim ¢vorovima, Sto nije tacno.

Za svaku od osobina iz definicije 4.38 da¢emo jos po jedan ekvivalentan
uslov. Nakon toga ¢emo u daljim dokazivanjima koristiti paralelno definicije ili
ove ekvivalentne uslove, u zavisnosti od toga sta nam je pogodnije.

Teorema 4.42 Neka je p binarna relacija na skupu A.
(a) p je refleksivna ako i samo ako je AN g C p.

(b) p je irefleksivna ako i samo ako je pN Ay = 0.

(c) p je simetricna ako i samo ako je p~! C p ako i samo ako je p~1 = p.

(d) p je antisimetriéna ako i samo ako je pNp~t C A4,
(e) p je tranzitivna ako i samo ako je pop C p.

Dokaz. (a) Uslov Ay C p znaéi da svaki uredeni par koji je u relaciji A4
pripada i relaciji p. Ali A4 sadrzi upravo parove oblika (z,x) za © € A pa taj
uslov kaze da svi takvi parovi moraju biti u p, tj. da je p refleksivna.

(b) Uslov pN A4 = 0 znadi da nijedan uredeni par ne sme pripadati i relaciji
A 4 irelaciji p. Drugim re¢ima, parovi oblika (z,z) za x € A ne smeju pripadati
relaciji p, a to je irefleksivnost.

(c) pCp ~ (Vz)(Vy)((z,y) € p~' = (z,y) € p)
~  (Vz)(Vy)((y,z) € p = (z,y) € p),

a to je bas uslov simetri¢nosti. Uz to, ako vazi p~! C p, prema teoremi 4.34(a)

jei(p~1)~! C p~! odnosno, po teoremi 4.31(a), p C p~!, §to nam daje p~—! = p.
(d)

pp t CAha ~ (Vo) (Vy)((z,y) € pnp~t = (2,y) € Da)
~ (Vo)(Vy)((z,y) € pA(z,y) € p~' = (z,y) € Aa)
~ (Vz)(Vy)((z,y) € pA (y,2) € p=z =1y),

§to je bas uslov antisimetri¢nosti.
(e) (=) Pretpostavimo prvo da je p tranzitivna. Ako (z,y) € po p, to znaci
da postoji z takvo da (z,2) € pi (z,y) € p, pa zbog tranzitivnosti i (z,y) € p.
(<) Obratno, pretpostavimo da je po p C p. Da bismo dokazali da je p
tranzitivna, pretpostavimo da za neke z,y,z vazi (z,y) € pi (y,2) € p. To
znali da (x, z) € po p, pa po pretpostavci i (z, z) € p. O
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4.9

Relacije ekvivalencije

Osobine binarnih relacija o kojima je bilo re¢i u prethodnom odeljku dobijaju
poseban znacaj ako se kombinuju. Prva znacajna kombinacija je sledeca.

Definicija 4.43 Binarna relacija p je relacija ekvivalencije ako je refleksivna,
simetricna t tranzitivna.

Primer 4.44 (1) Relacija jednakosti A4 na svakom skupu A je relacija ek-

(2)

(3)

(4)

(5)

vivalencije:

R: za svako x € A vaZi x = x.

S: ako je x =y, onda je iy = x.
T:akojex=yiy=z, ondaizx==z.

Ustvari, postoji veliki broj relacija izvedenih iz jednakosti koje u izvesnom
smislu ,,preuzimaju” od nje ove tri osobine, pa su i same relacije ekviva-
lencije. Npr. relacije ,,imati istu boju ociju” ili ,,biti jednake visine” na
skupu svih ljudi, ili ,,imati jednaku poslednju cifru” na skupu N. Citaocu
ostavljamo da sam proveri da su one relacije ekvivalencije.

Za bilo koji skup A puna relacija A%, koja se sastoji iz svih uredenih parova
elemenata skupa A, je relacija ekvivalencije:

R: za svako x € A vaZi (z,x) € A%

S: ako je (z,y) € A%, onda i (y,x) € A%

T: ako je (z,y) € A% i (y,2) € A%, onda i (z,2) € A2.

(I leve i desne strane implikacija kod simetricnosti i tranzitivnosti su tacne

za sve elemente.)

Relacija p na skupu S = {1,2,3,4,5,6} data je sa p={(1,1),(1,2),(1,3),
(2,1),(2,2),(2.3). (3,1), (3.2), (3,3), (4.4), (5,5). (5.6), (6.5). (6,6)}. Nju

mozemo prikazati i tablicom:

ST W N D
FEE A=
FEE A
i
e e i
S il e
il e =

Ona je relacija ekvivalencije. Zaista, refleksivnost vazi jer (1,1),(2,2), ...,
(6,6) € p. Simetricnost takode: kako je (1,2) € p, treba proveriti da i
(2,1) € p, i sliéno za sve ostale parove. Konacno, proveravamo i tranzi-
tivnost: kako je (1,3) € p i (3,2) € p, treba proveriti (1,2) € p, i slicno za
ostale parove.

Neka je A bilo koji skup. Na skupu P(A) svih njegovih podskupova relacija
jednakosti skupova je relacija ekvivalencije prema teoremi 4.3.

Neka je F skup svih iskaznih formula. Relacija ekvivalentnosti formula
~ na skupu F' je relacija ekvivalencije prema teoremi 2.24. Slicno tome,
moZze se pokazati da je i relacija ekvivalentnosti ~ na skupu predikatskih
formula relacija ekvivalencije.
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Teorema 4.45 Neka je p binarna relacija na skupu A. Sledeéi uslovi su ekvi-
valentni:

(a) p je relacija ekvivalencije;
(b)) DaCp,p ' CpipopCp;
(¢c) DaCp,pt=pipop=np.

Dokaz. (a)&(b) Prema teoremi 4.42 refleksivnost je ekvivalentna sa Ay C p,
simetri¢nost sa p~! C p a tranzitivnost sa po p C p.
(c)=(b) Ovo sledi direktno, jer je jednakost skupova ,,jaca” od podskupa.
(b)=>(c) Iz teoreme 4.42 imamo da iz p~! C p sledi p~! = p, pa treba samo
jos dokazati po p = p. Kako nam je ve¢ dato po p C p, treba jos pokazati
p C pop. Iz teoreme 4.31 imamo p = po /A 4 a iz teoreme 4.34, posto je A4 C p,
sledi po Ay C pop. Konacno, p C pop. O

Prethodna teorema daje dve kombinacije uslova ekvivalentne sa (a); pritom
(b) sadrzi naizgled slabije a (c) jace uslove. To znaéi da, kada dokazujemo da
je p relacija ekvivalencije, dovoljno je dokazati uslove iz (b), a kada veé znamo
da je p relacija ekvivalencije i treba to da iskoristimo, mozemo primenjivati i
uslove iz (c).

Definicija 4.46 Neka je p relacija ekvivalencije na skupu S. Klasa ekvivalen-
cije elementa x € S je
[z], = {s € S : zps}.

(Ona se nekad obelezava i sa x/p. Ako je jasno o kojoj relaciji p je re¢, mozemo
pisati samo [x].) Skup svih klasa ekvivalencije

Stp=1{ely 2 € S)
naziva se kolicnicki skup (ili faktor skup).

Dakle, u istoj klasi ekvivalencije se nalaze elementi koji su medusobno u

relaciji.
Primer 4.47 (1) Navedimo klase ekvivalencije relacije p iz tacke (3) prethod-
nog primera: [1] = [2] = [3] = {1,2,3}, [4] = {4} i [5] = {5,6}. Podela na

klase nagjbolje se vidi s grafa:

VA

5

Kolicnicki skup je S/p = {[1],[4],[5]}. Kako je [1] = [2], taj skup ne
pisemo vise puta, vec izaberemo ,,predstavnika” tj. jedan element tog skupa,
u ovom slucaju 1.

(2) Za relaciju N na skupu A = {1,2,3,4} klase ekvivalencije su: [1] = {1},
[2] = {2}, [3] = {3} i [4] = {4}, a kolicnicki skup A/ 4 = {[1],[2], 3], 4]}

(3) Za relaciju A? na skupu A = {1,2,3,4} svi elementi su u istoj klasi
ekvivalencige: [1] = [2] = [3] = [4] = {1,2,3,4}, a kolicnicki skup je
A/A? = {[1]}.
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(4) Za relaciju ~ ekvivalentnosti iskaznih formula svaku klasu ¢ine medusobno
ekvivalentne formule. Npr. jednu klasu éine sve tautologije, drugu sve
kontradikcije, treéu formule p, pAp, pV(pAq) ... Tih klasa ima beskonacéno
mnogo, jer broj iskaznih slova uw formulama moZe biti proizvoljno veliki.
Dakle, u zadacima tipa ,konstruisati sve (do na ekvivalenciju) iskazne
formule takve da...” mi smo, ustvari, iz svake klase ekvivalencije birali po
jednu formulu—predstavnika.

Teorema 4.48 Neka je p relacija ekvivalencije na skupu S.

() Ako jo zpy, onda [s], = [yl
(b) inace, [x], N [y], = 0.

Dokaz. (a) Neka je zpy. Dokazimo [z], C [y],, a obratna inkluzija [y], C [z],
se dokazuje analogno.

Neka s € [z],. To znaci da zps. Iz zpy sledi ypz zbog simetri¢nosti, a odatle
iiz xps dalje sledi yps iz tranzitivnosti. Dakle, s € [y],.

(b) Pretpostavimo suprotno, da nije zpy ali je [z], N [y], # 0. To znaci
da postoji s € [z], N [y],, dakle zps i yps. Iz simetricnosti dobijamo spy, a
iz tranzitivnosti xpy, Sto je u suprotnosti s pretpostavkom. Dakle, mora biti
2] N ol = 0. O

Glavni razlog zbog kojeg su relacije ekvivalencije bitne je upravo nac¢in na
koji one dele skup S na klase ekvivalencije: te klase se ili poklapaju ili su disjunk-
tne, 1 zajedno ¢ine ceo skup S. Takve podele skupova na podskupove zvaéemo
particije. Mi éemo, jednostavnosti radi, definisati samo konacne particije (tj.
podele na konaéno mnogo podskupova), ali treba naglasiti da naredna teorema
vazi (prakti¢no s istim dokazom) i u slu¢aju beskonac¢nih particija.

Definicija 4.49 Familija F = {A1, As,..., A} € P(S)\ {0} je konaéna par-
ticija skupa S ako:

(1) A1UA2U...UA»,L:S,'

(2) ako A; # A;j onda je A;NA; = 0.

Teorema 4.50 (O reprezentaciji) (a) Ako je p relacija ekvivalencije sa ko-
nacéno mnogo klasa na skupu S, onda je S/p konaéna particija skupa S.
(b) Ako je {A1, Aa, ..., An} konacna particija skupa S i definisemo relaciju

zpy < (F)(x € A, Ny € Ay), (4.1)

onda je p relacija ekvivalencije i njene klase ekvivalencije su skupovi A1, As, . . .,
A,.

Dokaz. (a) Za pocetak, sve klase ekvivalencije su neprazni skupovi, jer svakoj
klasi [x], pripada bar jedan element, x. Dokazimo da su ispunjeni uslovi (1) i
(2) definicije 4.49.

(1) Kako je [z], € S za svaku klasu S, imamo da je i unija svih klasa
podskup skupa S (po teoremi 4.13(a)). Obratno, ako x € S, onda x € [z],, pa
svaki element iz S pripada i uniji klasa ekvivalencije relacije p.

(2) Prema teoremi 4.48 razlicite klase ekvivalencije moraju biti disjunktne.

(b) Dokazujemo prvo da je p relacija ekvivalencije.
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R: Za svako x € S zbog uslova (1) imamo da postoji ¢ takvo da z € A;, pa

je xzpx.
g zpy ~ (Fi)(xeAiNyeA)
~ ypz.

T: xpy znadi da postoji ¢ takvo da x,y € A;, a ypz da postoji j takvo da
y,z € Aj. Medutim, kako y € A; i y € A; dobijamo da A; N A; # 0, sto po
uslovu (2) znaci da je A; = A;. Dakle, postoji ¢ takvo da z, z € A;, pa zpz.

Ostaje da dokazemo da, ako x € A;, onda je [z], = A;.

(€) Ako s € [z],, to znaci da xps, tj. s pripada istom skupu particije kao i
T s € A;.

(2) Ako s € A;, onda po definiciji relacije p imamo xps, odnosno s € [z],.0]

Dakle, svakoj relaciji ekvivalencije na skupu S odgovara neka particija skupa
S 1 obratno: iz svake particije mozemo ,,rekonstruisati” odgovarajuéu relaciju
ekvivalencije. U prethodnom primeru ve¢ smo videli kako od relacije ekvivalen-
cije dobijamo odgovarajucu particiju, npr. za relaciju p iz tacke (1) dobili smo
particiju {{1, 2,3}, {4}, {5,6}}. Naredni primer ilustruje deo (b) prethodne teo-
reme.

Primer 4.51 Neka je data particija {{1},{3},{2,4,5}} skupa {1,2,3,4,5}. Pra-
teéi definiciju (4.1) popunjavamo tablicu za odgovarajuéu relaciju ekvivalencije:

H A
e S
A |
A= e

U W N =D
i

Primer 4.52 Neka je (V, E) graf takav da V = {a,b,c,d,e, f,g9} i E = {ab,ad,
be,bd,ef,eg}:
a d o
e
bl c

Setnja u grafu je niz cvorova u kojem su susedni Gvorovi spojeni granama,
npr. bad je jedna Setnja u datom grafu. Definisimo na skupu V' relaciju: xoy
ako i samo ako je x =y ili postoji Setnja od x do y. Iz definicije je jasno da je
ona refleksivna. Ako postoji Setnja od x do y, onda postoji i Setnja od y do x
(koja prolazi istim granama), pa je o simetricna. Ako postoje Setnje od x od y i
od y do z, njihovim spajanjem dobijamo Setnju od x do z pa je o i tranzitivna.

Dakle, o je relacija ekvivalencije. Njene klase ekvivalencije su tzv. kompo-
nente povezanosti grafa; u nasem primeru to su Cy = {a,b,c,d} i Co = {e, f, g}
Dakle, {C1,C2} je particija koja odgovara relaciji o.

Pretpostavimo sada da je V neki skup osoba, a E skup prijateljstava medu
njgima (dakle, xy € E znaci da su osobe x iy prijatelji). Ako saopstimo neku
informaciju jednoj od tih osoba x i pretpostavimo da ce svaka osoba koja sazna
informaciju nju preneti svojim prijateljima, koje osobe ce saznati tu informa-
ciju? Upravo one koje su u istoj komponenti povezanosti pomenute particije kao
x.
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4.10 Relacije poretka

Definicija 4.53 Binarna relacija p je relacija poretka ako je refleksivna, anti-
simetriéna i tranzitivna. Ako je p relacija poretka na skupu A, par (A, p) naziva
se parcijalno uredenje.

Dakle, prema terminologiji prethodne glave, parcijalno uredenje je model
za formule koje definisu refleksivnost, antisimetri¢nost i tranzitivnost (definicija
4.8).

Kao sto im i ime kaze, relacije poretka uspostavljaju neki poredak na skupu
na kojem su definisane.

Primer 4.54 (1) Najpoznatiji primeri relacija poretka su < i > (na bilo kom
od skupova N, Z, Q, R). Proverimo to npr. za relaciju <g:

R: za svako x € R je x < x;
AS: ako je x <y iy <z, onda mora biti x = y;
T: akojex <y iy <z, ondajeizx<z.
(2) Ako je A proizvoljan skup, relacija C na skupu P(A) je relacija poretka,
Sto je dokazano u teoremi 4.8.
(3) Relacija deljivosti | na skupu N je relacija poretka. Proverimo to:
R: Za svakix € N jex |z, jerz =1-x.
AS: Akox |y iy |z, to znacidajex <y iy <z, pajex=y.

T: Ako x|y ity | 2z, onda je, po definiciji deljivosti, y = kx i z = ly za
neke cele brojeve k i l, pa je z = klz, tj. x| z.

Primetimo da relacija deljivosti na skupu Z nije relacija poretka. Zaista,
ona nije antisimetricna: 2 | —2 i —2 |2, ali 2 # —2.

Dakle, (N, <y), (R,>g), (P(A),C) i (N,|) su primeri parcijalnih uredenja.

Definicija 4.55 Binarna relacija p je relacija strogog poretka ako je ireflek-
swna, antisimetriéna 1 tranzitivna.

Teorema 4.56 Ako je p irefieksivna i tranzitivna, ona je i antisimetriéna.

Dokaz. Neka vazi xpy i ypz. Iz tranzitivnosti sledi zpzx, §to je nemoguce zbog
irefleksivnosti. Dakle, ni za koja dva elementa ne moze vaziti xpy i ypx, pa je
antisimetri¢nost trivijalno ispunjena. O

Prethodna teorema dozvoljava nam da prilikom provere da li je neka relacija
relacija strogog poretka ispitamo samo irefleksivnost i tranzitivnost.

Primer 4.57 (1) Najpoznatiji primeri relacija strogog poretka su < i > (na
bilo kom od skupova N, Z, Q, R). I to je jednostavno proveriti (recimo
26 <p):

IR: i za jedno x € R nije v < x;
T: akojex <yiy<z, ondajeix<z.
(2) Ako je A proizvoljan skup, relacija C na skupu P(A) je relacija strogog

poretka. Njena irefleksivnost je ocigledna, a tranzitivnost (ustvari njen
nesto jaci oblik) ée biti dokazana u zadatku 12.



94 GLAVA 4. SKUPOVII RELACIJE

(3) Relacija data sa
P(z,y) & z je potomak osobe y

na skupu svih osoba je relacija poretka. Proverimo to:
IR: Nijedna osoba nije sama sebi potomak.

T: Ako je x potomak osobe y a y potomak osobe z onda je, jasno, i x
potomak osobe z.

(4) ASCII kod je tabela koja skupu znakova tastature (proSirenom za jos neke
korisne znakove) pridruZuje redne brojeve od 0 do 127 (ili, u slucaju pro-
girenog koda, od 0 do 255). Na taj nacin se na skupu tih znakova uvodi
jedna relacija strogog poretka: © <y ako i samo ako je redni broj znaka
x u ASCII kodu manji od rednog broja znaka y. Npr. redni broj slova
’A° je 65 a slova B’ - 66, pa je *A’<’B’. Uopste, velika slova imaju
uzastopne redne brojeve i to po abecednom redu; ista je situacija i s malim
slovima i ciframa. Owva relacija je ukljucena u veéinu programskih jezika 1
omogucuje laku proveru da li je neki znak x slovo pomocu izraza

CA<=x && x<="Z) || (Ca’<=x && x<=’z’).

Sledeée dve teoreme sli¢ne su teoremi 4.45, pa su i dokazi sliéni. Navodimo
samo delove dokaza koji se razlikuju, a detalje ostavljamo ¢itaocu.

Teorema 4.58 Neka je p binarna relacija na skupu A. Sledeéi uslovi su ekvi-
valentni:

(a) p je relacija poretka.
(b) DaCp, pNp ' ChaipopCop.
(c) haCp, pnpt=~Asipop=p.

Dokaz. Jedino sto treba dokazati je implikacija (b)=-(c), preciznije da vazi
pNp~t = A4 Kakoje pnp~! C Ay veé dato u (b), treba pokazati drugu
inkluziju. Ali imamo da je A4 C p pa samim tim i A;‘l C p~! (teorema
4.34(a)). Kako je A ' = A, to znaéi da je Ag € pNp~' (prema teoremi
4.13(b)). O

Teorema 4.59 Neka je p binarna relacija na skupu A. Sledeéi uslovi su ekvi-
valentni:

(a) p je relacija strogog poretka.
(b) Lanp=0ipopCop.
(c) Aanp=0,pnpt=0ipopCp.

Dokaz. Ponovo treba dokazati samo deo (b)=>(c), preciznije da je pNp~—t = 0.
Medutim, iz teoreme 4.56 znamo da iz irefleksivnosti i tranzitivnosti sledi anti-
simetri¢nost, odnosno pNp~! € A 4. Alitoznacida pNp™t =pNp tNAL =0
jer je veé AaNp=10. O

Jedna zgodna osobina relacija poretka (i relacija strogog poretka) na bilo kom
skupu A4 je to §to se one mogu predstavljati graficki, tzv. Haseovim dijagramima.
Na takvom dijagramu elementi skupa A predstavljaju se tackama od kojih su
neke povezane linijjama. Dva razli¢ita elementa x,y € A su u relaciji ako i samo
ako se od x do y moze doé¢i krec¢uéi se po linijama isklju¢ivo od dole nagore.
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Primer 4.60 (1) Neka je p = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),(2,4),
(2,5),(3,3),(3,4),(3,5),(4,4),(4,5), (5,5)} relacija na skupu {1,2,3,4,5}.
Pogodnije je ovu relaciju predstaviti tablicom:

T W N D
e
e ST
FE e e
e i | IS
H o |

Iz tablice lako proveravamo da je p refleksivna i antisimetriéna, a takode
je i tranzitivna. Ona se dijagramom predstavlja na sledeéi nacin:

(2) Neka je P relacija iz dela (3) prethodnog primera, ali samo na skupu
{Bojana, Branimir, Borislav, Gorana, Milijana, Momdilo}, i neka su uz
to Branimir i Milijana deca Borislava i Gorane, a Gorana dete Bojane
i Momdila. Tada je (ako skratimo imena na Boj,Br,Bor,G,Mi,Mo) P =
{(Br, Bor), (Br,Q),(Br, Boj), (Br,Mo), (M3, Bor), (Mi,G), (Mi, Boj),
(Mi, Mo), (G, Boj), (G, Mo)}, sto na dijagramu izgleda ovako:

Bojana
J Momcilo
Borislav Gorana
Branimir Milijana

Dijagram ove relacije obi¢no se naziva genealosko stablo.

(8) Na skupu iskaznih (ili predikatskih) formula moZemo definisati relaciju:
FpG ako je F podformula formule G. To je jedna relacija poretka. Ako
umesto skupa svih formula posmatramo samo podformule neke fiksirane
formule H, Haseov dijagram te relacije je vrlo slican drvetu podformula;
jedina razlika je u tome $to, ako se ista podformula pojavljuje vise puta u
H, u drvetu podformula je crtamo vise puta a na dijagramu samo jednom.
Recimo, za poslednju formulu iz primera 2.4 dijagram bi izgledao ovako:
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((=pV(gVvr))=r)

Definicija 4.61 Neka je (A, p) parcijalno uredenje. Element a € A naziva se:
o najveéi ako (Vx € A)zpa;
e najmangi ako (Y € A)apzx;
o maksimalan ako (Vx € A)(xz # a = —apz);
e minimalan ako (Vx € A)(z # a = —xpa).

Tako su u svakodnevnom govoru to sinonimi, u matematici razlikujemo poj-
move najveteg i maksimalnog elementa. Najveéi element je ujedno i maksi-
malan, ali obratno ne mora da vazi. U delu (1) primera 4.60 element 1 je
najmanji a 5 najveéi. U delu (2) istog primera Branimir i Milijana su mini-
malni, ali ne i najmanji elementi: ispod njih nema drugih elemenata ali nijedan
od njih nije potomak svih ostalih. Bojana, Borislav i Momc¢ilo su maksimalni
ali nijedan od njih nije najvedi.

Naziv parcijalno uredenje koristi se da bi se naglasilo da mogu da postoje i
elementi z 1 y koji nisu uporedivi, tj. takvi da ne vazi ni xpy ni ypx (parcijalno
znaci delimi¢no). Od posebnog su zna¢aja uredenja u kojima nemamo takvih,
neuporedivih, elemenata.

Definicija 4.62 Parcijalno uredenje (A, p) naziva se linearno (totalno) uredenge
(ili krade: lanac) ako

(Vz,y € A)(xpy V ypz). (4.2)

Definicije analogne prethodnim dvema mogu se uvesti i za stroga uredenja;
jedina razlika je u tome $to zbog irefleksivnosti mozemo traziti samo da npr.
najmanji element bude u relaciji sa svim ostalim (ne i sa samim sobom).

Primer 4.63 (1) (N,<) i (R,>) su primeri linearnih uredenja. Zaista, za
svaka dva realna broja x iy vazi x > y iliy > x. U uredenju (N, <)
element 1 je najmangi a maksimalnih elemenata nema. Nazivi iz definicije
4.61 prilagodeni su bas ovom uredenju. To moZe biti zbunjujuce: npr. u
uredengu (N,>) 1 je najveéi element. U (R,<) nema ni minimalnih ni
maksimalnih elemenata.

(2) Ako je A = {a,b,c}, (P(A),C) nije linearno uredenje. Elementi {a} i
{b} skupa P(A) su neuporedivi: niti je {a} C {b} niti {b} C {a}. Owo
uredenge ima i najmangi element () i najveéi (A).
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(3) (N,|) takode nije linearno uredenge, jer ne vazi ni 2 | 3 ni 3 | 2. I u njemu
je 1 nagmangi element, a maksimalnih nema.

(4) Abecedni poredak na skupu svih slova abecede je jedno linearno uredenge.
Iz njega se moze izvesti i tzv. leksikografsko uredenje <je, ma skupu svih
rec¢i. To je uredenje koje se koristi u recnicima i enciklopedijama: dve
reci se porede tako $to im se porede nagpre prva slova, ako su ona jednaka
porede se druga itd. Tako je npr. MATEMATIKA <o MATRICA,
jer su prva tri slova jednaka, a E je ispred R u abecednom poretku.

Linearna uredenja su posebno bitna u programiranju. Naime, jedan od bit-
nih problema je sortiranje datog skupa prema nekom linearnom uredenju i za
to postoji mnostvo razlicitih algoritama. Npr. ako sortiramo cele brojeve, kori-
stimo poredak <. Za sortiranje reci najcesce se koristi leksikografski poredak;
koliko je on bitan postaje jasno ako se razmisli koliko bi trajalo trazenje neke
re¢i u recniku ako u njemu rec¢i ne bi bile sortirane.

Za sortiranje mozemo koristiti i relaciju koja nije antisimetri¢na (veé¢ samo
refleksivna i tranzitivna); naime, u sluc¢aju kada i zpy i ypx svejedno je da li ée
prilikom sortiranja x biti postavljen ispred ili iza y.

Pomenimo i problem sortiranja parova (ili n-torki) elemenata po jednoj ko-
ordinati. Npr. ako nam je dat niz parova oblika (osoba,visina) (recimo, kao
struktura u Javi) i zelimo da ih sortiramo po visini, tu je ustvari na snazi
relacija opisana u narednoj teoremi.

Teorema 4.64 Neka je p relacija poretka na skupu A. Ako na skupu A X B
definisemo relaciju:
(a1,b1)o(az, b2) < aipas,

tada je ona refleksivna i tranzitivna. Ako p zadovoljava uslov (4.2), onda i o
zadovoljava taj uslov.

Dokaz. R: Za svaki par (a,b) vazi (a,b)o(a,b) jer apa.

T: Ako (a1,by1)o(az,bs) i (az,ba)o(as, bs), to znaci da aypas i agpag, pa kako
je p tranzitivna, imamo i a1 pas, dakle (a1, b1)o(as, bs3).

L: Ako su (a1,b1), (az,b2) € A x B i p je linearno uredenje, onda vazi aj pas
ili agpai. U prvom slucaju je (a1, b1)o(ag,bs), a u drugom (az, b2)o(a1,by). O

Drugi problem s kojim se programeri cesto susrec¢u je pretrazivanje elemenata
linearno uredenog skupa. Naravno, postoje i slucajevi kada elementi skupa koji
pretrazujemo nisu linearno uredeni, $to onda znacajno komplikuje pretragu.

Primetimo da se relacije < i < (npr. na skupu N) razlikuju samo po tome
da li su elementi u relaciji sa samima sobom: < je refleksivna a < irefleksivna
relacija. Isti je slucaj i s relacijama C i C. Naredna teorema pokazuje da je
to opste pravilo: relacije poretka i relacije strogog poretka uvek se javljaju u
takvim parovima.

Teorema 4.65 (a) Ako je p relacija strogog poretka na skupu A, onda je pUA 4
relacija poretka na skupu A.

(b) Ako je p relacija poretka na skupu A, onda je p \ A4 relacija strogog
poretka na skupu A.

Dokaz. (a) Obelezimo 0 = pU A 4.
R: Ocigledno A4 C 0.
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AS: Neka (z,y) € 01 (y,z) € 0. Ako bar jedan od ovih parova pripada
relaciji Ay, to odmah znaéi da je x = y. U suprotnom, (x,y) € pi (y,z) € p
pa, kako je p antisimetri¢na, opet = = y.

T: Neka (x,y) € 0 i (y,2) € 0. Posmatrajmo ¢etiri slucaja:

1° (z,y) € pi (y,2) € p. Tada, zbog tranzitivnosti p, i (z,2) € p, dakle i
(x,2) € 0.

2° (z,y) € pi(y,2) € Ay. Tada je y = z, pa iz (z,y) € p opet imamo
(x,z) € ppai(z,z2)€o.

3° (z,y) € Aai(y,z) € p. Analogno slucaju 2°.

4° (z,y) € Aai(y,2) € Aa. Toznatidajex =yiy =z pa(x,2) € Aa,
odakle (z,z) € 0.

(b) Obelezimo 7 = p\ Aa.

IR: Ocigledno A N7 = 0.

T: Neka (z,y) € 71 (y,2) € 7. To znadi da (z,v), (v, 2) € p ali (z,y), (y,2) ¢
A 4. Kako je p tranzitivna imamo (z, z) € p. Treba jos pokazati da (z, 2) ¢ A 4.
Ali u suprotnom x = z, pa zbog antisimetri¢nosti relacije p iz (z,y), (y,x) € p
imali bismo x = y, $to je nemoguce jer (x,y) ¢ Aa. a

U kakvom su odnosu relacije < i >? One su jedna drugoj inverzne (<! je
relacija >). T ovo je opste pravilo: inverzna relacija svake relacije poretka je i
sama relacija poretka; isto vazi i za relacije strogog poretka.

1

Teorema 4.66 (a) Ako je p relacija poretka na skupu A, onda je i p~* relacija

poretka na skupu A.

1

(b) Ako je p relacija strogog poretka na skupu A, onda je i p~* relacija strogog

poretka na skupu A.

Dokaz. (a) Ako je p refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna, isto vazi i za p~!

prema zadacima 33, 36 i 37.
(b) Ako je p irefleksivna i tranzitivna, isto vazi i za p~! prema zadacima 34
i37. O

Pritom, Haseov dijagram relacije p~! dobija se okretanjem ,,naopacke” dija-
grama relacije p; npr. dijagram relacije inverzne relaciji iz dela (1) primera 4.60
izgledao bi ovako:

4.11 Zatvorenja relacija
Ako neka binarna relacija nema neku od osobina refleksivnosti, simetri¢nosti ili
tranzitivnosti, ponekad nam je korisno da znamo koje elemente moramo da joj

dodamo da bi zadovoljavala tu osobinu. O tome govori sledeé¢a definicija.

Definicija 4.67 Neka je p binarna relacija na skupu A.
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Refileksivno zatvorenge relacije p je najmanja refleksivna relacija pr takva
da p C pr.

Simetricno zatvorenje relacije p je najmanja simetricna relacija ps takva da
p < ps.

Tranzitivno zatvorenje relacije p je najmanja tranzitivna relacija pr takva
da p C pr.

Napomenimo da u gornjoj definiciji re¢ ,najmanja” zna¢i: najmanja u
odnosu na poredak C (ustvari, kad poredimo neke skupove, obi¢no se i po-
drazumeva da ih poredimo relacijom C). Dakle, npr. za relaciju pg se trazi: (a)
da p C pg; (b) da bude simetri¢na i (¢) da bude najmanja takva, tj. da za svaku
simetri¢nu relaciju o takvu da p C o vazi pg C o.

Nije tesko zakljuciti da je, da bismo od p napravili refleksivnu relaciju,
neophodno da joj dodamo sve parove oblika (x,z) za € A. Stoga je refleksivno
zatvorenje relacije p: pr = pU A 4.

Primer 4.68 (1) Refleksivno zatvorenje relacije <y je relacija <y; prime-
timo da smo u teoremi 4.65(a) od relacije strogog poretka konstruisali
relaciju poretka upravo tako §to smo napravili njeno refleksivno zatvorenge.

(2) Refleksivno zatvorenje relacije C je relacija C.

(8) Ako je sama relacija p veé refleksivna, njeno refleksivno zatvorenje je ona
sama: ne treba joj nista dodati da bi postala refleksivna. Npr. za relaciju
A4 refleksivno zatvorenje je sama relacija Na. Isti zakljucak vazi i za
sitmetricno 1 tranzitivno zatvorenje.

Konstruisanje simetricnog zatvorenja je takode jednostavno: da bismo od p
napravili simetri¢nu relaciju, neophodno da joj dodamo sve parove oblika (y, x)
za (z,y) € p. Drugim re¢ima, simetri¢no zatvorenje relacije p je ps = pU p~ 1.

Primer 4.69 (1) Simetricno zatvorenje relacije <y je relacija #n. Naime,
ako je x <y ili y < x, to ustvari znaci da x # y.

(2) Na skupu Z definisimo relaciju p: xzpy < x© —y = 1. Njeno simetricno
zatvorenge tada je dato formulom xzpgy < |z —y| = 1.

Konstrukcija tranzitivnog zatvorenja znatno je slozenija. Pokazimo to na
primeru: neka je data relacija p = {(1, 2), (2, 3), (3,4)} na skupu {1, 2, 3,4}. Ona
nije tranzitivna i da bismo je nacinili takvom moramo joj, zbog parova (1,2)
i (2,3) dodati i par (1,3), a zbog parova (2,3) i (3,4) i par (2,4). Medutim,
dobijena relacija i dalje nije tranzitivna, jer sada zbog parova (1,3) i (3,4)
moramo ubaciti i par (1,4).

Kao sto vidimo, konstruisanje tranzitivnog zatvorenja mora se odvijati u
nekoliko koraka. Definisimo p1 = p i pnt1 = pnU(prop) zan € N. Tranzitivno
zatvorenje relacije p je tada

T = U Pn- (4.3)

neN

U mnogim slu¢ajevima (npr. uvek kada je p relacija na nekom kona¢nom skupu)
opisani postupak se zavrsava u konac¢no mnogo koraka; npr. ako je ps = pg4, ni
u narednim koracima nec¢e se dodavati vise uredenih parova pa je ps trazeno
tranzitivno zatvorenje.
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Primer 4.70 (1) Neka graf (V, E) sadrzi informacije o avio linijama izmedu

(2)

gradova neke drZave; dakle, cvorovi (elementi skupa V') su gradovi, a uv €
FE ako postoji direktna linija izmedu gradova u i v. Radi jednostavnosti
smatraéemo da je E refleksivna relacija (tj. da je svaki grad povezan sa
samim sobom). Pitanje da li se moZe sti¢i od u do v je pitanje da li uv €
Er. Prikazimo ovo na konkretnom grafu: neka je V.= {a,b,c,d,e, f, g}
i E = {ab,ad,be,be, fg} (podsetimo se, kod grafova piSemo ab umesto
parova (a,b) i (b,a)).

U prvom koraku na E dodajemo parove iz E o E koji veé nisu u E a to su
ac,bd, ce i ae. Dobijena relacija E; = E U (E o E) sadrzi informacije o
tome izmedu kojih gradova se moZe sti¢i sa najvisSe jednim presedanjem:

U sledecem koraku dodajemo i parove iz F3 = Es o E: cd i de. Dobijena
relacija prikazuje od kojeg do kojeg grada moZemo stiéi uz najvise dva
presedanga.

U treéem koraku trebalo bi dodati i parove iz F50 E koji se veé nisu javljali

u E3, ali takvih nema. To znaci da smo stigli do tranzitivnog zatvorenja
ET = E3 N

¢ b f

Ako na skupu svih ljudi Q(z,y) znaci: x je dete osobe y, onda Qr(x,y)
znaci: x je potomak osobe y. Dakle, tranzitivno zatvorenje relacije @ je
relacija P iz tacke (3) primera 4.57.

4.12 Zadaci

Skupovi

1.

Nabrojati elemente slede¢ih skupova:
(a) A={2n*+3:n€{1,2,3}};
(b) B={2?:2€ ZN-3<x<2};
(¢c) C={(n+1)—n:neN};

(d) D=2Zn(1,5].
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10.

11.

12.
13.

ZADACI

Zapisati sledece skupove formulama:
(a) A={-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2};
(b) B=1{1,3,5,7,9,11};

(c) C={vV2—-1,vV2,vV2+1,V2+2}).

Koliko elemenata ima skup:

(a) {{0,1},{1,2}};

(b) {0};

(c) {0,1,{2,3}}7

Dalije ACB, BCAiA=B, ako:

(a) A={2n*+3:ne N}, B={4n’+3:ne N};

(b) A={6n—1:n€ N}, B={n¢€ N :njeprost};

(c) A={neN:2<n<9}, B={ne N:3<n?<100}.
Dati su skupovi A ={4k: ke N} i B={k* : k€ N A2 |k}

(a) Dalije B C A?
(b) Dalije A= B?

Odrediti AUB, ANB, A\ B, B\ A, AAB, A x B1i P(A) ako:

(a) A={1,2,3}, B={2,3,4};
(b) A={{1},2}, B={1}.
Odrediti AUB, ANBi A\ B ako:

(a) A={2n:ne N}, B={3n:n € N};
(by A={2n:ne N}, B={4n:n € N}.

Dokazati da za svaki podskup A skupa X vazi: (a) AUA
ANA=0.

Dokazati:
(a) AUB = AN B;
(b) ANB=AUB.
Dokazati:

(a) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ);
(b) A\(BUC)=(A\B)N(4\C).

Dokazati:

(a) A= (ANB)U(A\B);
(by AUB=(ANB)U(AAB).

Dokazati: ako je AC Bi B C C,ondaje ACC.
Dokazati:

(a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC);

101
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(b) Ax (BNC)=(Ax B)n(Ax Q).

14. Dokazati da je, za proizvoljne skupove A, B i C, jedan od sledeé¢ih skupova
podskup drugog:
(a) (AnB)\C)u((BNC)\A4)i(AuC)nB;
(b) (A\(BUC)U(B\(AUQC))i(AuB)\C.
15. Neka su A i B disjunktni skupovi. Da li mora vazitii: (a) P(A)NP(B) = 0;
(b) A2N B2 =07
16. (a) Dokazati da za neprazne i razli¢ite skupove A i B vazi P(A)UP(B) C
P(AUB).
(b) Pokazati primerom da ne mora da vazi jednakost.

Relacije

17. Ispisati elemente sledeéih relacija:

(a) p={(z,y) e N1y <6Az+1<y}

() o={(z,y) e R?: 2z € ZN[L, 3| Az =y?};
(©) 7= {(y) € (P{1,2})? : 2 C y};

(d) p={(z,y,2) € {1,2,3,4,5,6}> : 2y = z};
(e) 0 ={(v,y,2) E N3 :x <y<z<5h}

18. Za date relacije p i 0 na skupu A odrediti pUo, pNo, p, p~t, poaicop:
(a) A={abc} p={(0,0),(a,0)} i o = {(a, ), (a,b), (c; )}
(b) A= R, p=<pgioc=>p.
19. Orijentisani graf (V, E) dat je skupom ¢évorova V = {a, b, ¢,d, e} i skupom
grana E = {(a,b), (a,d), (b, c), (¢,d),(e,b)}. Naéi E=, EoEi(EoE)oE.
20. Odrediti m1(p) 1 m2(p) ako:
(a) X ={A4,B,C}, Y ={1,2,3,4}, p={(4,1),(4,2),(C,2) };
) X=Y =R, p={(z,y) € R?: 2> +y* =1}.

21. Dokazati da za relacije p,o0 C X x Y vazi:

(a) p € mi(p) x ma(p);
(b) m(pUo) =m(p) Um(o);
(¢) m(pNno) Cmi(p) Nmi(o); pokazati da jednakost ne vazi uvek.

22. Ako su p,o i 7 binarne relacije, dokazati da vazi:
(a) po(cUT)=pocUpor;
(b
(c
(d

(cUT)op=0copUTop;
po(cNT)CpooNpor;

)
)
)
) (cNT)opCoopNTop.

Pokazati primerima da pod (¢) i (d) ne mora vaziti jednakost.
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24.

25.

26.

27.
28.
29.

30.
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Ako su p, o, T binarne relacije na skupu A i za sve z,y, 2z € A vazi
(x,y) €EpA(z,2) Ep=y =z,
dokazati da je po (e N7T) = (poo)N(poT).

Ako su p,o i 7 relacije na nekom skupu takve da je p C o N7, dokazati
daje (poT)U(cop)Coor.

Neka je 6 binarna relacija na skupu X. Za Y C X defini§imo 0[Y] = {z €
X : (Jy € Y)aby}. Neka su A i B podskupovi skupa X.

(a) Dokazati da je 0]AN B] C 0[A] N O[B].
(b) Primerom pokazati da u zadatku (a) ne mora da vazi jednakost.

Za binarnu relaciju p na skupu A kazemo da je neogranicena ako vazi:
(Vx € A)(y € A)(x,y) € p. Ako su p i o neogranicene relacije na skupu
A, dokazati da suipUo i poo neogranicene.

Dokazati: p~!o (poo) C 7 i dati primer kada ne vazi jednakost.
Dokazati: (poo) N7 C (pop~!)oridati primer kada ne vazi jednakost.
Ako poo Cpipoo~! Cp, dokazati: pN(ro0)=(pNT7)oo.

Ako su p,o i 7 binarne relacije na skupu celih brojeva Z i operacija *
definisana ovako:

p*={(z,y) € Z%: (x+1,y+1) € p},

dokazati da je (pU (o0 o7))* = p* U (c* o 7).

Specijalne binarne relacije

31.

32.

Ispitati da li su sledeée relacije refleksivne, irefleksivne, simetri¢ne, anti-
simetri¢ne, tranzitivne:
(a) na skupu karata za igranje: zpy < karta z ima isti broj kao y;

(b) na skupu polja Sahovske table: zoy < skaka¢ moze stiéi jednim
skokom od z do y;

na skupu svih ljudi: 7y < x ima oc¢i iste boje kao y;

o

)
) na skupu svih ljudi: zwy < 2 ima zajednickog potomka sa y;
) na skupu svih ljudi: 26,y < x je brat osobe y;

) na skupu svih muskaraca: z6yy < x je brat osobe y.

Dati primer relacije koja je:

refleksivna i simetri¢na, ali ne i tranzitivna;
refleksivna i tranzitivna, ali ne i simetricna;
simetri¢na i tranzitivna, ali ne i refleksivna;
refleksivna, ali ne simetri¢na ni tranzitivna;
simetri¢na, ali ne refleksivna ni tranzitivna,;

tranzitivna, ali ne refleksivna ni simetri¢na.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.
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Dokazati: ako su p i o refleksivne relacije na skupu A, onda su i pU o,
pNo, p~'1ipoo refleksivne.
Neka su p i o irefleksivne relacije na skupu A.

1

(a) Dokazati dasuipUao, pNoip t irefleksivne;

(b) pokazati primerom da p o o ne mora biti irefleksivna.

Neka su p i o simetri¢ne relacije na skupu A.

(a) Dokazati dasuipUc, pNoip~! simetriéne;

(b) dokazati da je p o o je simetri¢na ako i samo ako vazi poo = oo p.

Neka su p i o relacije na skupu A.

1

(a) Ako je p je antisimetri¢na, dokazati dasuipnoip~ ' antisimetricne;

(b) Ako su p i o antisimetri¢ne, pokazati primerima da pU o i po o ne
moraju biti antisimetri¢ne.

Neka su p i o tranzitivne relacije na skupu A.

(a) Dokazati da suipnoip~! tranzitivne;
(b) pokazati primerom da p Uo i po o to ne moraju biti.

Dokazati: ako su p i o relacije na skupu A, p C o i o refleksivna i tranzi-
tivna, onda je poocop Coopoo.

Ako je p refleksivna, a o tranzitivna relacija na skupu X i vaz p C o,
dokazati da je copoo =o.

Ako su p i o simetri¢ne relacije skupa A i po o C o o p, dokazati da je
poo =aop.

Ako je p tranzitivna relacija takva da vazi p~!

po p~ ! tranzitivna.

op C p, dokazati da je i

Dokazati: ako su p i o tranzitivne relacije na skupu A takve da je cop C
A 4, dokazati da je i p o o tranzitivna.

Neka je n € N fiksiran, a 0,, C N x N relacija definisana sa:
(zr,y) €op e xz+n<y.
Dokazati:

(a) oy, je tranzitivna;
(b) m < mn ako i samo ako g, C oy;

(¢) Omoon C Omain-

Relacije ekvivalencije

44.

Naéi relaciju ekvivalencije koja odgovara datoj particiji i nacrtati njen
graf:

(a) {{a,b,c,d}};
(b) {{a7 C}, {b7 d}};
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(¢) {{a, b}, {c} {d}}.

45. Dokazati da su sledece relacije relacije ekvivalencije i opisati klase ekviva-
lencije:

(a) paralelnost pravih;
(b) podudarnost duzi;

(c) relacija =, na skupu N definisana sa:
a =p, b ako i samo ako m | (a — b)

(ova relacija naziva se kongruencija po modulu m i jedna je od naj-
vaznijih u teoriji brojeva);
(d) relacija p na skupu R definisana sa: apb ako i samo ako a — b € Q;

(e) relacija ~ na skupu Z definisana sa: x ~ y ako i samo ako z+y € P,
gde je P skup svih parnih brojeva.

46. Da li relacija 1 na skupu svih pravih u ravni relacija ekvivalencije?

47. Dat je skup X = {Arsenije,Borivoje,Cana,Dubravka,Eustahije,Flora} rad-
nika u nekom preduzeéu.

(a) Dokazati da je relacija data sa:
xpy ako i samo ako x i y rade u istoj prostoriji

relacija ekvivalencije.

(b) Poznato je da: 1) Asenije radi u istoj prostoriji sa Canom; 2) Cana,
Dubravka i Flora sve rade u razli¢itim prostorijama i 3) Florin sto
se u jednoj od prostorija nalazi izmedu Borivojevog i Eustahijevog.
Odrediti relaciju p i njene klase ekvivalencije.

48. Da li je relacija o na R? definisana sa:
(a,b)o(c,d) a—b=c—d
relacija ekvivalencije?
49. Dokazati da je relacija p na skupu R? relacija ekvivalencije, gde je
(z,y)p(z,t) @ x+y=z+tAx?+y? =22+
50. Dokazati: ako su p,o i 7 binarne relacije na skupu A i p relacija ekviva-
lencije, onda vazi pN(co(pN7)) C(pNo)or.

51. Ako su pi o relacije ekvivalencije na skupu A, dokazati da je i pNo relacija
ekvivalencije.

52. Neka je p refleksivna i tranzitivna relacija na skupu A. Dokazati da je
p N p~! relacija ekvivalencije na skupu A.

53. Neka je p neogranicena binarna relacija na skupu A (videti zadatak 26).

Dokazati da je p relacija ekvivalencije ako i samo ako je po p~! = p.

54. Dokazati da je relacija p na skupu A relacija ekvivalencije ako i samo ako
je(pop ™ HUla=p.
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95.

96.
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Neka su p i o relacije ekvivalencije skupa A. Dokazati da je pooop relacija
ekvivalencije ako i samo ako je copoog C pooop.
Neka su p i o relacije ekvivalencije. Dokazati:

(a) pUo je relacija ekvivalencije ako i samo ako pU o = po o;

(b) poo je relacija ekvivalencije ako i samo ako poo = o o p.

Relacije poretka

o7.

58.

99.

60.

61.

62.

63.

64.

Neka je D,, skup delitelja broja n.

(a) Nacrtati Haseove dijagrame parcijalnih uredenja (D,,,|) zan = 6,8,9,
20, 24.

(b) Za kakvo n je (D,,|) linearno uredenje?

(a) Nacrtati Haseove dijagrame parcijalnih uredenja (P(A4),C) za A =
{1},{1,2},{1,2,3}.
(b) Za kakvo A je (P(A), Q) linearno uredenje?

Na skupu N prirodnih brojeva definisana je relacija:
mpn < cifra jedinica broja m je manja od cifre jedinica broja n.

(a) Dokazati da je p relacija strogog poretka.
(b) Skicirati njen Haseov dijagram na skupu {1, 6,10, 20,21, 101,199}.

Na skupu N prirodnih brojeva definisana je relacija:
mpn < zbir cifara broja m je manji od zbira cifara broja n.

(a) Dokazati da je p relacija strogog poretka.
(b) Skicirati njen Haseov dijagram na skupu {1, 10, 11, 20, 21, 101, 199}.

Na skupu {1,2} x P({a,b}) definisana je relacija:
(m,X)p(n,Y) akoisamo akom <niX DY.

(a) Dokazati da je p relacija poretka.

(b) Skicirati njen Haseov dijagram.

Za neprazan podskup A skupa N sa min(A) oznac¢imo njegov najmanji
element. Na skupu P(N) \ {0} definisana je relacija p na sledeéi naéin:
ApB ako i samo ako min(A) < min(B).

(a) Dali je p relacija poretka?
(b) Dalije (P(N),p) linearno uredenje?

Nagéi sve binarne relacije skupa prirodnih brojeva N koje su istovremeno
i relacije ekvivalencije i relacije poretka na V.

Neka je p binarna relacija na skupu A, ¢ binarna relacija na skupu B, a
7 relacija na A x B definisana sa

(x,y)7(u,v) akko xpu A you.

Dokazati:
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(a) ako su p i o relacije ekvivalencije, i 7 je relacija ekvivalencije;
(b) ako su p i o relacije poretka, i 7 je relacija poretka.

(c) ako su p i o relacije strogog poretka, i 7 je relacija strogog poretka.

65. Ako su p i o relacije poretka na skupu A, dokazati da je i pNo~! relacija
poretka.

66. Neka su p i o relacije strogog poretka na skupu A. Dokazati da je pU o
relacija strogog poretka skupa A ako i samo ako vazi

(poo)U(oop)CpUo. (4.4)
67. Dokazati da je parcijalno ureden skup (A, p) linearno ureden ako i samo
ako pUp~1 = A2

68. Neka su p i o linearna uredenja skupa A. Dokazati da je p o o linearno
uredenje ako i samo ako je p =o.

69. Neka su <y i >y standardne relacije striktnog uredenja na skupu prirod-
nih brojeva N. Ispitati u kakvom su odnosu >y o <y i <y o >x (da li
je jedna od njih podskup druge).

70. Neka je S skup svih iskaznih formula i ~ relacija ekvivalentnosti formula.
Na skupu S/ ~ definisana je relacija < ovako:

[A] < [B] ako i samo ako | (A= B).
Dokazati da je (S/ ~, <) parcijalno uredenje.
Zatvorenja relacija
71. Nadi refleksivno, simetri¢no i tranzitivno zatvorenje sledeéih relacija:
(a) p=1{(1,2),(2,1),(2,3),(3,4)} na skupu {1, 2, 3,4}.
(b) An;
()
(d)
72. Na skupu A = {a, b, c,d} data je relacija p = {(a,b), (b,b), (b,d), (¢,d)}.

<nN;
<N-

(a) Nadi refleksivno zatvorenje p’ relacije p.

(b) Dalije p’ relacija poretka? Ako jeste, skicirati njen Haseov dijagram.

73. 12 ljudi, oznac¢enih brojevima od 1 do 12, rasporedeno je na sedista u tri
reda na sledeé¢i nacin:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
Definisemo relaciju p na skupu {1,2,...,12}: zpy ako i samo ako z sedi

u istom redu kao y i desno od njega (ne obavezno neposredno).
(a) Dali je p tranzitivna? Naéi njeno tranzitivno zatvorenje pr.
(b) Dali je pr simetricna? Naéi njeno simetri¢no zatvorenje pg.

(c) Dali je pg refleksivna? Naéi njeno refleksivno zatvorenje pg.
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(d) Dali je pg relacija ekvivalencije? Opisati tu relaciju re¢ima.

74. Nadi tranzitivna zatvorenja sledeéih relacija na skupu polja sahovske table,
pokazati da su to relacije ekvivalencije i naéi njihove klase ekvivalencije:

(a) xpy < skaka¢ moze stiéi jednim skokom od z do y;

(b) xpy < lovac moze stiéi jednim potezom od x do y.



Glava 5

Funkcije 1 kardinalnost
skupova

5.1 Funkcije

Definicija 5.1 Funkcija (preslikavangje) skupa A u skup B, u oznaci f : A — B,
je podskup skupa A X B takav da

(Va € A)(31b € B)(a,b) € f. (5.1)

Kao §to se vidi iz definicije, funkcije su ustvari binarne relacije koje zado-
voljavaju jos jedan dodatni uslov (5.1). Skup A naziva se domen, a skup B
kodomen funkcije f. Naravno, umesto (a,b) € f uglavnom se koristi zapis
fla) =b.

Primetimo da, posto smo funkciju definisali kao skup uredenih parova, njen
kodomen nije time precizno odreden. Npr. funkcija zadata sa f(z) = 2% za
x € R je ustvari skup {(z,22) : z € R}, ali se pritom za kodomen moze uzeti

ceo skup R ali i njegov podskup {x € R: z > 0}.

Definicija 5.2 Funkcije f : A" — A (¢iji je domen neki stepen kodomena A)
nazivamo n-arne operacije skupa A.

Operacije su osnovni predmet izucavanja algebre koja, izmedu ostalog, pro-
ucava njihove osobine poput komutativnosti, asocijativnosti i sl. koje su takode
pominjane i u ovoj knjizi.

Ako funkciju f : A — B, kao skup uredenih parova, predstavimo u koordi-
natnom sistemu koji prikazuje proizvod A x B, dobijamo grafik funkcije.

Definicija 5.3 Funkcija f : A — B je:
o 1-1 (injekcija) ako (Vx,y € A)(f(z) = f(y) =z =y);
o na” (sirjekcija) ako (Wb € B)(Ja € A)f(a) = b;
e bijekcija ako je 1-1 1 ,,na”.

Uslov 1-1 je mozda lakse razumeti ako ga zapisemo kontrapozicijom: iz x # y
sledi f(z) # f(y), dakle: razli¢iti elementi domena moraju se slikati u razlicite
elemente kodomena. Ipak, oblik koji smo dali u definiciji je najpogodniji za
praktiénu proveru.
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Veoma je bitno uociti da uslovi 1-1 i ,,;na” zajedno ustvari traze da uslov
(5.1) (koji mora biti ispunjen za svaku funkciju) vazi i kada se ,,zamene” uloge
domena i kodomena, tj. da za svako b € B postoji ta¢no jedno a € A za koje

f(a) =b.
Primer 5.4 (1) Za bilo koji skup A identicko preslikavanje skupa A je in :

(2)

(3)

A — A definisano ovako: ia(x) = x za svex € A. Npr. za A ={1,2,3,4}
ta funkcija izgleda ovako:

Posmatran kao skup uredenth parova, ovaj skup je ustvari isto sto i relacija
koju smo zvali dijagonala: ia = {(z,z) : @ € A}. To je ujedno i najjed-
nostavniji primer bijekcije na bilo kojem skupu; proverimo da je to zaista
bijekcija:

1-1: iz f(x) = f(y) po definiciji preslikavanja f imamo x = y;

”

,,na”: za svako a € A postoji element koji se u njega slika: sam taj
element, tj. f(a) = a.

Za bilo koja dva skupa A i B moZemo izabrati jedan element b € B i
definisati konstantno preslikavanje f : A — B ovako: f(x) = b za sve
x € A. Npr. ako je A =1{1,2,3,4} i B = {a,b,c} to preslikavanje izgleda
ovako:

W

—
’

Ovo preslikavanje moze biti 1-1 samo u slucaju da A ima samo 1 element.
Ono moZe biti ,,na” samo u slucaju da B ima samo 1 element (b).

Za svaki podskup A nekog skupa X mozZemo definisati odgovarajucu karak-
teristicnu funkciju x4 : X — {0,1} na sledeéi nacin:

(@) = 0, akoxrec A
XA =901, ako x ¢ A.

Ako je, recimo, X = {1,2,3,4,5} i A ={1,2,4}, dijagram te funkcije je:
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\

Karakteristicne funkcije skupova igraju veoma vaznu ulogu u teoriji algo-
ritama (videti [1], str. 44). xa moZe biti 1-1 samo ako i A i A imaju
najvise po 1 element. S druge strane, ona je ,,na” ako i A i A imaju bar
po jedan element.

(4) Realni nizovi koji se izuéavaju u matematickoj analizi su ustvari funkcije
x: N — R, samo §to se umesto x(n) cesée koristi oznaka x,, za n-ti élan
niza.

(5) Operacije iskazne algebre A, V, =, < su binarne, a — unarna operacija
na skupu {T, L}.

(6) Nagveéi zajednicki delilac (NZD) i najmangi zajednicki sadrzalac (NZS)
su dve binarne operacije na skupu N (ili na skupu Z \ {0}).

(7) Ako je A ={1,2,3}, skupovi f ={(1,2),(1,3),(2,3),(3,1)} i g = {(1,2)}
wopste nisu funkcije sa domenom A. Naime, f ,,preslikava” element 1 u
dva razlicita elementa, a g ne preslikava element 2 nigde, sto nije dozvo-
ljeno po uslovu (5.1).

Ako je domen funkcije neki direktan proizvod, onda ona ima viSe argume-
nata; to vazi recimo za binarne operacije. Tada, umesto f((x,y)) (jer su elementi
domena uredeni parovi), da bismo pojednostavili zapis pisemo samo f(z,y).

Funkcije na realnim brojevima najelegantnije se predstavljaju grafikom, a
posebna prednost takvog prikazivanja je to $to sa grafika mozemo i ,,proc¢itati”
dali je funkcija 1-11,,na”. Naime, f ¢e biti 1-1 ako i samo ako svaka horizontalna
prava u koordinatnom sistemu (prava oblika y = a za neku konstantu a) sece
grafik funkcije f u najviSe jednoj tacki. Sliéno, f je ,,na” ako i samo ako svaka
horizontalna prava sece grafik u bar jednoj tacki.

Slicno tome, grafik svake funkcije mora svaku vertikalnu pravu preseéi u
taéno jednoj tacki (da bi bio ispunjen uslov (5.1)).

Primer 5.5 (1) Neka je f : R — R zadata sa f(z) = 22. Sa grafika vidimo
da [ nije ni 1-1 (jer prava y = 1 sece grafik u dve tacke) ni ,,na” (jer ga
prava y = —2 ne seée ni u jednoj tacki:
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y=1

Zasto je ovakvo rezonovanje dobro? To $to prava y = 1 sece grafik u dve
tacke znaci da postoje dve razli¢ite vrednosti x1,x2 € R koje se slikaju u
1: f(1) = f(=1) = 1. To sto prava y = —2 ne sece grafik nijednom znaci
da ne postoji nijedan a € R takav da je f(a) = —2.

(2) Posmatrajmo sada grafik funkcije g : R — R zadate sa g(x) = x3:

Yy

r T T T T T T
-8 -7 —6 -5 —4 -3 =2

Vidimo da svaka horizontalna prava sece grafik funkcije g u tacno jednoj
tacki, Sto znaci da je g bijekcija. DokazZimo da je zaista tako:

1-1: Iz g(z) = g(y), odnosno x® = y3, sledi (primenom 3. korena) da je
x =1y. (Zasto ovo nismo mogli uraditi i za funkciju f iz proslog primera?
Zato §to bi korenovanje jednakosti x2 = y? dalo samo |z| = |y|, pa ne
mora vaZiti x = y!)

na”: Za svako b € R moZemo naéi element a = /b takav da je g(a) = b.
(Zasto ni ovo nije ,,radilo” za funkciju f ¢ Zato §to ne smemo primenjivati
kvadratni koren na negativne brojeve.)

Svaki programski jezik ima u sebi ugraden veliki broj funkcija i (specijalno)
operacija. Funkcije se u programiranju najceS¢e primenjuju u istom zapisu
kao i u matematici: iza imena funkcije u zagradi se nabrajaju argumenti. Za
operacije (pre svega binarne) obi¢no se koristi infiksna notacija, i uobicajeno je
da se operacijama nazivaju sve funkcije koje se zapisuju infiksno (¢ak i ako se
ne uklapaju u nasu definiciju 5.2).
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Primer 5.6 (1) Neka je f: R — Z funkcija koja svaki ceo broj preslikava u
nagblizi ceo broj mangi ili jednak od njega. U matematici se ona obi¢no
oznacava sa f(x) = ||, dok je u programskom jeziku Java oznacena sa

floor(x).
(2) U Javi se logicke vrednosti T i L predstavljaju kao 1 i 0. Jedna binarna
operacija u Javi je npr. ==: R — {0,1} definisana sa
o _ 1 adkozx=y
(a:——y)—{ 0, akox#vy,

1 ona sluzi za proveru da li su neke dve vrednosti jednake. Ovo je na
prui pogled pomalo neobicéno jer o jednakosti obicno ne razmisljamo kao
o operaciji, ali za programiranje je pogodno. Slicno ovome, svaku n-arnu
relaciju P na skupu A moZemo predstaviti i kao operaciju koja preslikava
A™ 4 {0,1}: uredene n-torke preslikamo u 1 ako one pripadaju relaciji P
a u 0 inace.

(3) Operacija dodavanja jedinice na neki ceo broj, ++ : Z — Z je jedna
UNATNa OpPeracija.

(4) ASCII kod opisan u primeru 4.57 je ustvari jedna bijekcija izmedu skupa
{n € Z:0<n <255} ijednog skupa znakova.

Napomenimo da definicija funkcije data u (5.1) ima izvesne nedostatke.
Naime, da li smatramo razli¢itim funkciju f : R — R datu sa f(z) = 22 i
funkciju g : R — R U {0} datu sa g(x) = 2?? Posmatrani kao skupovi oni
su jednaki, ali ove funkcije imaju neke razlicite osobine, npr. f nije ,,na” a g
jeste (jer su im kodomeni razli¢iti). Iz ovog razloga preciznija definicija funkcije
bi bila da je to uredena trojka (A, B, f), gde su A i B domen i kodomen, a
f: A — B. Medutim, mi éemo se jednostavnosti radi drzati gornje definicije i

po potrebi naglasavati na kojem domenu i kodomenu posmatramo funkciju.

5.2 Parcijalne funkcije, restrikcije funkcija

Pomenimo jo$ i pojam parcijalne funkcije, veoma znacajan u teoriji rekurzija.
Parcijalna funkcija na skupu A je funkcija definisana na nekom podskupu X
skupa A. Drugim re¢ima, ona nije definisana na svim elementima skupa A.
Formalno, ona je tada funkcija sa domenom X, ali iz prakti¢nih razloga nekad
se naziva i parcijalna funkcija na skupu A.

Primer 5.7 (1) Na skupu A svih ljudi definisimo funkciju
f(z) = broj racuna osobe x u banci.

Kako ne mora svaka osoba imati otvoren racun u banci, ovo je parcijalna
funkcija na A.

(2) Kako racunari mogu raditi samo sa ogranicenim (dakle, konacnim) sku-
povima brojeva, svaka operacija nad celim ili realnim brojevima koja se
izvodi na racunaru samo je parcijalna. Tako, tip celih brojeva int u Javi
obuhvata samo brojeve iz skupa X = {—2147483648, ...,2147483647}, pa
je ¢ak i operacija celobrojnog sabiranja samo parcijalna - definisana samo
na parovima ¢iji zbir se nalazi u navedenom opsegu.
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Veé smo se sretali sa funkcijama na razlic¢itim skupovima definisanim na isti
nac¢in. Npr. operacija sabiranja +y na skupu N i operacija sabiranja +z na
skupu Z funkcionisu jednako (za prirodne brojeve), ali strogo govoreéi to nisu
iste funkcije, jer npr. ((2,-1),1) € +z ali ((2,-1),1) ¢ +x, drugim re¢ima
operacija +y nije definisana van skupa prirodnih brojeva. U slede¢oj definiciji
precizira¢emo odnos ovakvih funkcija.

Definicija 5.8 Ako je f : A — B funkcija i X C A, restrikcija funkcije f na

skup X je funkcija f [x: X — B definisana sa f |x (x) = f(x) za sve x € X.
. . . 1 2 4

Primer 5.9 (1) Ako je data funkcija f : 9 1 5

3
4
restrikcija na skup {1,2,3} funkcija f {123 ;

5 ) o

3 | onda je njena
3
4

i)

(2) Operacija +n je restrikcija operacije +z na skup N2, a +z je opet re-
strikcija operacije +gr na skup Z2. Kao $to smo veé naveli u delu (2)
prethodnog primera, svaka operacija koja se izvodi na racunaru samo je
restrikcija odgovarajuce matematicke operacije. Dakle, operaciju celobroj-
nog sabiranja v Javi mozZemo posmatrati kao restrikciju operacije +z na
skup X definisan u tom primeru.

(3) Neka je f : R — R data sa f(x) = 22 i g = f [r+, gde je RY skup
pozitivnih realnih brojeva. Dakle, i f i g su funkcije koje kvadriraju, ali f
ima za domen ceo skup R dok je g definisana samo na R™. Veé smo videli
w primeru 5.4 da f nije 1-1. Medutim, f [r+ jeste, jer za pozitivne realne
brojeve iz x2 = y? sledi x = y. Dakle, ove funkcije je bitno razlikovati jer
su i neke njihove znacajne osobine razlicite.

5.3 Kompozicija funkcija

Definicija 5.10 Ako su f : A — B i g: B — C funkcije, njihova kompozicija
je funkcija go f: A — C definisana sa go f(x) = g(f(x)) za sve x € A.

Iz gornjeg primera vidimo da ne mozemo praviti kompoziciju bilo koje dve
funkcije: neophodno je da kodomen prve bude jednak domenu druge (ili, opstije,
bar da bude njegov podskup).

Slika 5.1: Kompozicija funkcija

Kako smo funkcije definisali kao specijalne relacije, napomenimo da se (iako to
nije oc¢igledno) definicija kompozicije funkcija potpuno slaze sa kompozicijom
relacija. Naime, ako f(a) = b1 g(b) = ¢, njihova kompozicija je definisana tako
da g o f(a) = ¢ (slika). Zapisujuéi ove funkcije kao skupove uredenih parova
(tj. binarne relacije), prethodna recenica dobija sledeéi oblik: ako (a,b) € f



5.3. KOMPOZICIJA FUNKCIJA 115

i (byc) € g, onda (a,c) € go f, §to je upravo nacin na koji smo definisali
kompoziciju relacija. Jedina razlika je u redosledu f i g u toj kompoziciji.
Razlog zbog kojeg se kod kompozicije funkcija uglavnom koristi ovaj neobi¢ni
redosled (da se funkcija koja se prva primenjuje piSe s desne strane) je to sto
se tada u zapisu g o f(x) = ¢g(f(z)) ne menja redosled, sto je dosta prakti¢no,
posebno kod komplikovanijih izraza.

Primer 5.11 (1) Neka su date f : R — R ig: R — R ovako: f(z) = 22 i
g(z) =2z + 1. Tada je

go f(x) =g(f(x)) = g(a®) = 22* + 1

fogla)=flg(x)) = f(2z +1) = 2z + 1)%

Primetimo da dobijene kompozicije nisu jednake, npr. go f(1) =3 a f o
g(1) =9. Dakle, u opstem slucaju ne vazi komutativnost, tj. ne mora biti
gof=1fog.

(2) Neka je A = {1,2,3,4} i unarne operacije f i g na A su date sa f :

L2 3 4y (123 4N e (1203
2 1 4 3 )"\ 9 3 4 4 ) 1000JEICT N 3 9 4 4
. 1 2 3 4
ifegil 1 4 3 3 )

Za narednih nekoliko teorema potrebno je razjasniti: Sta, za neke dve funkcije
f1g, znaci da su jednake (f = ¢)? Za pocetak, potrebno je da one imaju jednake
domene. Pored toga, posto su funkcije ustvari skupovi uredenih parova, u skladu
sa definicijom 4.1 potrebno je da one sadrze iste uredene parove, tj. da za svaki
element x njihovog domena vazi f(z) = g(z).

Posto smo videli da se kompozicija funkcija definise u skladu sa definicijom
relacija, nije iznenaduju¢e da osobine ove operacije i dalje vaze. Tako smo
videli u prethodnom primeru da kompozicija funkcija nije komutativna. Sledeca
teorema analogna je teoremi 4.33.

Teorema 5.12 Ako f: A— B, g: B—C ih:C — D, onda je (hog)o f =
ho(gof).

Dokaz. Da bismo dokazali da su funkcije (hog)o fiho(go f) jednake, treba
da dokazemo da one svaki element x svog domena A preslikavaju u isti element
kodomena.

(hog)o f(z)=hog(f(x)) = h(g(f(x)))
ho(go f)(x) =h(go f(x)) = h(g(f(x)))

Kao sto vidimo, oba preslikavanja funkcionisu tako $to se primeni najpre f, za-
tim ¢ i na kraju h. O

Takode, kako je identicko preslikavanje ¢ 4 ustvari isti skup kao A 4, prirodno
je da vazi i sledece tvrdenje, analogno teoremi 4.31(c).

Teorema 5.13 Ako f: A — B, onda je foig =igo f=f.
Dokaz. Dokazimo da je foiaqa = f. Za svako x € A je
foia(x) = f(ia(z)) = f().
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Potpuno analogno se dokazuje i ig o f = f. |

Podsetimo se jos jednom da je neophodno da kodomen prve funkcije bude
podskup domena druge da bi se uopste mogla definisati kompozicija tih funkcija;
to je razlog zbog kojeg se u prvoj kompoziciji u prethodnoj teoremi pojavljuje
i4 a u drugoj ip.

Teorema 5.14 Neka f: A—- B ig: B— C.
(a) Ako su f ig 1-1, onda je i go f 1-1.
(b) Ako su f i g ,,na”, onda je i go f ,,na”.
(c) Ako je go f 1-1, onda je i f 1-1.

(d) Ako je go f ,,na”, onda je i g ,,na”.

Dokaz. (a) Pretpostavimo da je go f(z) = go f(y) za neke z,y € A. To znadi
da je g(f(x)) = g(f(y)), pa kako je g 1-1, sledi f(x) = f(y). Posto jei f 1-1,
dobijamo = = y.

(b) Neka je dat proizvoljan element ¢ € C. Kako je g ,,na”, postoji b € B
takav da g(b) = c¢. Posto je i f ,na”, postojiia € A takav da f(a) = b. Ali
tada g o f(a) = g(f(a)) = g(b) = c.

(¢c) Pretpostavimo da je g o f 1-1. Da bismo dokazali da je i f 1-1, uzmimo
x,y € A takve da je f(x) = f(y). Ali tada je i g(f(z)) = g(f(y)), pa posto je
go f 1-1, sledi x = y.

(d) Neka je ¢ € C proizvoljan element. Kako je g o f ,na”, postoji a € A
takav da g o f(a) = ¢. Ali to znadi da je g(f(a)) = ¢, odnosno f(a) je element
skupa B koji se funkcijom g slika u c. O

Primer 5.15 PokazZimo primerom da nije moguce dokazati vise od onog Sto je
pokazano u delovima (c) i (d) prethodne teoreme: da je moguée da g o f bude
1-1 ali da g nije 1-1, kao i da je moguce da g o f bude ,,na”, a da f nije

»na”. Definisimo A = {a}, B = {b1,b}, C = {c} i funkcije [ : ( I;I ) i
1

c ¢
1-1, a f nije ,,na”.

g: ( b b > Tada je funkcija go f : ( CCL ) ocigledno bijekcija, ali g nije

5.4 Inverzna funkcija

Definicija 5.16 Inverzno preslikavanje za funkciju f : A — B je funkcija g :
B — A takva da je go f =ia i fog=1ip.

Prethodna definicija znaci ustvari da g radi ,,suprotno” od f: ako je f(a) =,
onda je g(b) = a. Naime, tada je

gefla) = g(f(a)) =

g a (5.2)
foglb) = flg(b) = f(a) =0
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Slika 5.2: Inverzna funkcija

Vazno je naglasiti da ne postoji za svaku funkciju f njena inverzna funkcija;
to ¢emo precizirati u teoremi 5.18.

Primer 5.17 (1) Neka je f : R — R data sa f(x) = x+1. Za njenu inverznu
funkciju g mora da vaZi g(x + 1) = x za sve x € R. Da bismo odredili tu
funkciju obelezimo t = x + 1; tada je x =t — 1 pa je g(t) =t —1 za sve
teR.

. 1 2 3
(2)Nekayef.<2 14

funkciju g mora vaZiti g(2)

9
mente dobz'jam093<; % g ;1 i)

;1 g > Kako je f(1) = 2, za njenu inverznu
= 1. Analognim razmatranjem za ostale ele-

(3) Neka je sada f(x) = x2. Ako bi g bila njena inverzna funkcija, zbog
f(2) = f(=2) = 4 element 4 morao bi se funkcijom g slikati i v 2 i u
—2, §to nije dozvoljeno po definiciji funkcije. Takode, kako se funkcijom
f nijedan x € R ne preslikava u —1, funkcijom g element —1 ne moze se
slikati ni u jedan x € R, §to takode nije dozvoljeno po definiciji (5.1).

Kao $to mozemo zakljuciti veé¢ iz poslednje tacke gornjeg primera, da bi
f imala inverznu funkciju neophodno je da bude 1-1 i ,,na”. Sledeéa teorema
pokazuje da je to i dovoljno.

Teorema 5.18 (a) Za funkciju f : A — B postoji inverzna ako i samo ako
je f bijekcija;
(b) ako inverzna funkcija za f postoji, ona je jedinstvena.

Dokaz. (a) (=) Pretpostavimo prvo da f ima inverznu funkciju g. Po definiciji
to zna¢i da je go f =i i fog =ip. Kako je ig 1-1 funkcija, prema teoremi
5.14(c) mora i f biti 1-1. Posto je ip ,,na”, prema teoremi 5.14(d) mora i f biti
,,na’.

(«=) Pretpostavimo sada da je f bijekcija. To znaci da za svaki b € B postoji
jedinstven element a € A takav da je f(a) = b; definisimo g(b) = a za sve takve
bia. Kao sto smo videli u (5.2) i (5.3) to upravo znaci da je go f = i4 i
f g = iB-

(b) Pretpostavimo da postoji jos jedna funkcija g1 : B — A takva da je
giof=ia4ifog =ip. Tada imamo, koriste¢i teoreme 5.12 i 5.13:

gr=goip=gio(fog)=(qoflog=iacg=y,
$to je 1 trebalo dokazati. a

Ubuduée éemo, znajuéi da je inverzna funkcija za f (ako postoji) jedinstvena,
tu funkciju oznacavati sa f~1.
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Teorema 5.19 Ako je f bijekcija, onda je i f~1 bijekcija i vazi (f~1)~1 = f.

Dokaz. Dokazimo da je i f inverzna funkcija za f~!, pa ée to po prethodnoj
teoremi znaditi da je i f~! bijekcija. Ali to sledi direktno iz uslova da je f~!
inverzna za f: f~lof=441fof '=ig. O

Teorema 5.20 Akosu f: A— Big: B — C bijekcije, onda je i go f bijekcija
iwvazi (go f)~t = ftog "

Dokaz. Ako dokazemo da je f~! o g~ ! inverzna funkcija za g o f, iz teoreme
5.18 Ce slediti da je g o f bijekcija. Ali to sledi iz

(ffog)ol(gof) = flo(glog)of
= floigof
= fof

(goflo(flog™) = go(fof Hog™!
goigog™?
gog !

- ic

¢ime je dokaz zavrsen. (I

Vaznu primenu pojmovi bijekcije i inverzne funkcije nalaze u kriptovanju.
Naime, prilikom slanja poruka Cesto je neophodno Sifrovati poruku da je ne
bi mogao procitati niko osim onog kome je ona namenjena. Jedan prirodan
na¢in da se to ucini je da se na svaki simbol u poruci primeni neka funkcija
f. Npr. mozemo primeniti funkciju koja svako slovo preslikava u sledece slovo
abecede, osim poslednjeg, koje se preslikava u prvo: f : Z [; Z z )
Npr. primenom ove funkcije re¢ ,,logika” postaje ,,mphjlb”.

Da bi degifrovao poruku primalac mora znati inverznu funkciju f=!. Pri-
menjujuéi je, on rekonstruise originalnu poruku slovo po slovo. Kao $to vidimo,
funkcija za Sifrovanje mora biti bijekcija (da bi imala inverznu funkciju).

Naravno, funkcija f za kriptovanje mora biti znatno slozenija da bi ucinila
desifrovanje §to tezim za onog ko ne zna f~!. U tu svrhu é&esto se koriste
rezultati teorije grupa; neke informacije o tome mogu se naéi u [20]. Kodomen
funkcije f ¢ak ne mora biti skup simbola: moguce je jedan simbol zameniti sa
viSe simbola prilikom Sifrovanja, $to dodatno otezava desifrovanje onome ko ne
zna f~1.

5.5 Direktna i inverzna slika

Definicija 5.21 Neka je f : X — Y funkcija, A C X i B CY. Direktna slika
skupa A je skup

fIAl={y €Y : (3ac A)f(a) =y} = {f(a) sa € A}.
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Slika 5.3: Direktna slika skupa A

Inverzna slika skupa B je skup

HB]={r e X: f(z) € B

Slika 5.4: Inverzna slika skupa B

Direktna slika f[X] celog domena obi¢no se naziva rang funkcije f. Prime-
timo da je f: X — Y ,na” ako i samo ako je f[X] =Y, tj. rang funkcije f je
ceo kodomen Y.

Primer 5.22 (1) Neka je f : R — R data sa f(x) = 2z. Njen rang, skup
f[R] je ceo skup R jer je f ,,na” funkcija. Direktna slika skupa N je
fIN]={2n:n € N} - skup parnih prirodnih brojeva.

(2) Neka je sada g : R — R data sa g(x) = z%. Njen rang je g|R] = {z €
R:x >0} = RTU{0}. Inverzna slika skupa R je g~'[R] = R, ali je i
g RTU{0}] = R.

Vazno je razlikovati oznaku za inverznu sliku skupa f~![B] od inverzne
funkcije f~!, mada su te oznake sliécne. Pomenimo jos jednom da inverzna
funkcija ne postoji uvek (samo ako je f bijekcija), a inverznu sliku skupa mozemo
racunati za svaku funkciju f.

Neke osobine direktne i inverzne slike skupa bi¢e dokazane u zadatku 31.
Dokazi za inverznu sliku ¢e biti znatno jednostavniji jer u njenoj definiciji ne
ucestvuje nijedan kvantifikator. Takode, upravo ¢e prisustvo kvantifikatora 3
biti razlog zbog kojeg u nekim osobinama nemamo jednakost ve¢ samo inkluziju
(preciznije, razlog je ,,neslaganje” kvantifikatora 3 sa veznikom A).

5.6 Rekurzija

Za funkciju f sa domenom N kazemo da je definisana rekurzivno ako su joj,
pocevsi od nekog n, vrednosti f(n) zadate preko prethodnih vrednosti f(k)
za k < n. Obitno su, uz ovakvu rekurentnu formulu, zadati i pocetni uslovi:
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vrednosti f(n) za prvih nekoliko prirodnih brojeva n koje omoguéavaju da se,
krenuvsi od njih, izracuna f(n) za bilo koje n.

Za funkcije definisane rekurzivno prirodan nac¢in dokazivanja njihovih oso-
bina je matematicka indukcija. Zaista, ako uporedimo ,,strategiju” definisanja
neke funkcije rekurzivno (najpre f(1) a zatim se svaka sledeé¢a vrednost izrazava
preko prethodnih) primeéujemo veliku sliénost sa ,,strategijom” indukcije (naj-
pre dokazati tvrdenje T'(1), a zatim, uz pretpostavku da su dokazana T'(k) za
k < n, dokazati i T'(n)).

Primer 5.23 (1) Funkcija f : N — N zadata je pocetnim uslovom f(1) =2
i rekurentnom formulom f(n+1) = f(n)+2 (zan >1). Iz ove definicije
moZemo izracunati f(n) za svako n; npr.

F2) = f1)+2=4

JB) = f2)+2=6
F4) = f(3)+2=38

i tako dalje. Nije tesko zakljuciti da je ustvari f(n) = 2n za sve n € N,
Sto mozZemo i dokazati indukcijom:

B.I. Zan =1 je direktno zadato f(1)=2=2-1.

LH. Pretpostavimo da je f(n) =2n za nekon € N.

LK. Dokazimo da je i f(n+1) = 2(n+1). Zaista, iz rekurentne formule je,
uz koriséenge indukcijske hipoteze, f(n+1) = f(n)+2 =2n+2 =2(n+1).

(2) Neka je funkcija g : N — N zadata sa g(1) =1 i g(n+ 1) = 3g(n) za
n > 1. Sliéno kao u prvom primeru imamo

9(2) 3g(1) =3
g(3) = 3g9(2)=9
g4) = 3g(3)=27

pa mozemo dokazati indukcijom da je g(n) = 3771,

(8) Fibonacijev niz je funkcija F : N — N zadata pocetnim uslovima F(1) = 1
i F(2) = 1 i rekurentnom relacijom F(n+1) = F(n)+ F(n—1) zan > 2.
Tako imamo

FB3) = F@2)+F(1)=2
F(4) = FB3)+F(2) =3
F(5) = FA)+F@3)=5

1 tako dalje. Ovo je primer funkcije za koju je nesto teZe naci opsti izraz
za F(n). Metod za resavanje ovakvih rekurentnih formula opisan je u [8].

Primetimo da, recimo, formule F(n+1) = F(n)+ F(n—1)i F(n) = F(n—
1) + F(n — 2) daju istu rekurentnu vezu, te uz jednake pocetne uslove definisu
istu funkciju.

Rekurzivne funkcije predmet su proucavanja teorije rekurzija, oblasti koja
pripada i matematickoj logici i teorijskom racunarstvu. Njoj je posveéen veliki
deo knjige [1].

Pojam rekurzije je znatno opstiji od ovog koji smo ovde opisali. Ustvari, veé
u ovoj knjizi videli smo neke drugacije rekurzivne definicije. Npr. videli smo u
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definiciji tranzitivnog zatvorenja (4.3) da se rekurzija moze koristiti i za defini-
sanje relacija. Takode, rekurzija se ne mora sprovoditi samo na skupu prirodnih
brojeva: podsetimo se definicija koje opisuju gradenje iskaznih (definicija 2.3) i
predikatskih formula (definicija 3.2). Potom, kada smo dokazivali neke osobine
tako definisanih pojmova, takode smo se koristili matematickom indukcijom,
ali njenom opstijom verzijom - totalnom indukcijom (videti npr. teoreme 2.5 i
2.37).

Naravno, rekurzija je od velikog znacaja i u programiranju, gde je mnoge
probleme prirodno resavati rekurzivno. Navedimo kao primer rekurzivnu funkciju
u Javi za racunanje n-tog Fibonacijevog broja.

int Fibonaci(int n)

{
if(n==1 || n==2)
return 1;
else
return Fibonaci(n-1)+Fibonaci(n-2);
¥

Ovakav nacin racunanja Fibonacijevih brojeva je, s jedne strane, prirodan
jer direktno sledi njihovu rekurzivnu definiciju, ali je s druge strane veoma
neefikasan.

5.7 Kardinalnost skupova

Definicija 5.24 Za skupove A i B kazemo da su ekvipotentni (i pisemo A ~ B)
ako postoji bijekcija f: A — B.

Strogo gledano, kolekcija C' svih skupova nije skup: ako bi postojao skup koji
sadrzi sve skupove, on bi sadrzao i sebe kao element, sto je nemoguce. Stoga ni
~ nije relacija, jer je ona definisana na C'. Medutim, ovakvi problemi su daleko
izvan okvira ove knjige, pa ¢emo ubuduée o ~ govoriti kao o relaciji.

Teorema 5.25 ~ je relacija ekvivalencije nad skupovima.

Dokaz. R:Svakiskup A je ekvipotentan samom sebi, jer jeia : A — A bijekcija.
S: Ako je A ~ B, to znagi da postoji bijekcija f : A — B. Ali tada je, prema
teoremi 5.19,1 f~!: B — A bijekcija, pa vazii B ~ A.
T: Akoje A~ BiB~C,tj.akosu f: A— Big: B — C bijekcije, po
teoremi 5.20i go f : A — C je bijekcija, pa A ~ C. (]

Dakle, relacija ~ deli sve skupove na klase ekvivalencije. U istoj klasi nalaze
se skupovi koji su medusobno ekvipotentni.

Definicija 5.26 Klasa ekvivalencije skupa A za relaciju ekvipotentnosti ~ naziva
se kardinalnost (kardinalni broj) skupa A.

Kardinalnost skupa A oznac¢avamo sa |A| (umesto [A]. kao za druge relacije
ekvivalencije). Umesto A ~ B ¢esce se pise |A| = |B| i ¢ita: skupovi A i B su
iste kardinalnosti.

Intuitivno, dva skupa su iste kardinalnosti ako imaju isti broj elemenata.
Za konacne skupove pitanje da li su dva skupa iste kardinalnosti obi¢no se
najlakse resava prebrojavanjem i uporedivanjem. Npr. skupovi A = {1,2,3}
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i B = {3,4,5} imaju po 3 elementa pa je |A| = |B]|; nije tesko konstruisati
1 2 3
3 4 5
(a i za neke konac¢ne, definisane na slozeniji nacin) to da su iste kardinalnosti
proverava sa uspostavljanjem bijekcije izmedu njih.

ni bijekciju izmedu njih: f : . Medutim, za beskonaé¢ne skupove

Definicija 5.27 Za skupove A i B definisemo |A| < |B| (¢itamo: skup A ima
kardinalnost manju ili jednaku od kardinalnosti skupa B) ako postoji 1-1 funkcija
f:A— B. Takode, |A| < |B| ako |A| < |B| ali ne i |A| = |B|.

Primetimo da je relacija < definisana nad kardinalnim brojevima. Kada
neku relaciju ili funkciju definiSemo na nekom koli¢nickom skupu, neophodno
je pokazati da je definicija dobra. Sta to znaci? Ako je |A| < |B| i skup A,
pripada istoj klasi kao skup A (tj. |A| = |A1]), a skup By istoj klasi kao skup B
(tj. |B| = |B1|), da li mora biti i |A;| < |B1], odnosno da li je definicija relacije
< nezavisna od izbora predstavnika za klase?

To sto je |A| < |B| znaci da postoji bijekcija f : A — B. Dalje, to Sto
|A] = |A1] i |B| = |Bi| znaci da postoje bijekcije g : Ay - Aih: B — By.
Medutim, kako je prema teoremi 5.14(a) kompozicija 1-1 funkcija takode 1-1, i
ho fog: Ay — By je 1-1 funkcija, pa sledi |A1| < |By].

Slede¢a teorema daje drugi, ekvivalentan nac¢in na koji smo mogli definisati
relaciju <.

Teorema 5.28 |A| < |B| ako i samo ako postoji ,,na” funkcija g : B — A.

Dokaz. (=) Neka je |A| < |B|, odnosno postoji 1-1 funkcija f : A — B.
Fiksirajmo jedan element ag € A i definisimo funkciju g : B — A ovako: za
svako b € B, ako postoji a € A takvo da je f(a) = b, onda je g(b) = a za neko
takvo a; u suprotnom neka je g(b) = ao.

g jeste funkcija jer je f 1-1, pa ni za jedno b € B ne postoje dva razli¢ita
elementa koja se slikaju u b. Ova funkcija je ,,na” jer za svako a € A vazi

9(f(a)) = a.

(<) Neka je g : B — A ,na”. Definisimo funkciju f : A — B ovako: za
svako a € A, posto je g ,,na”, postoji bar jedan element b € B takav da g(b) = a;
neka je f(a) bilo koji od tih elemenata.

Treba dokazati da je f 1-1. Pretpostavimo suprotno, da je f(a1) = f(az) = b
za neki b € B. Ali tada bi b funkcijom g trebalo da se preslikava i u a1 i u as,
$to je nemoguce. O

U dokazu prethodne teoreme u jednom koraku smo, izmedu nekoliko mogu-
¢énosti za f(a), birali jednu. Time smo koristili tzv. aksiomu izbora, jednu od
najinteresantnijih i najvise prouc¢avanih aksioma teorije skupova. Mnogo vise o
njoj moguce je naéi u knjizi [6].

Sledeca teorema, ¢iji dokaz se moze naéi u [18] ili [6], tvrdi da, ako postoje
i 1-1 funkcija i ,,na” funkcija iz A u B, onda postoji i bijekcija izmedu ta dva
skupa.

Teorema 5.29 (Sreder-Bernstajn) Ako je |A| < |B| i |B| < |A|, onda je
Al = |B].

Teorema 5.30 < je relacija poretka nad kardinalnim brojevima.



5.8. BESKONACNOST 123

Dokaz. R: Za svaki skup A imamo 1-1 funkciju is : A — A pa je |A| < |A|.
AS: Sledi iz teoreme Sreder-Bernstajna.
T: Ako je |A| < |B| i |B| < |C|, odnosno postoje 1-1 funkcije f : A — B
ig: B — C, onda je, prema teoremi 5.14(a), i go f : A — C 1-1 funkcija,
odnosno |A] < |C|. O

Napomenimo jo§ da se moZe pokazati da za svaka dva skupa A i B vazi
|A| < |BJili |B| < |A], tj. da je relacija < nad kardinalnim brojevima linearno
uredenje. Evo i ideje dokaza: izaberimo jedan element a; skupa A i jedan
element b; skupa B. Zatim izaberemo jos po jedan element ay € A i by € B,
tako da oni budu razlic¢iti od prvih izabranih. Ovo nastavljamo sve dok u jednom
od skupova ne ponestane elemenata; ako je to recimo skup A, onda je funkcija
koja preslikava svaki a; u b; (izabran u istom koraku) 1-1 funkcija iz A u B, tj.
Al < [B].

5.8 Beskonac¢nost

U raznim oblastima matematike prirodni brojevi zadaju se na razne nacine.
Kako su u teoriji skupova jedini objekti s kojima se radi skupovi, i prirodni
brojevi se u teoriji skupova defini§u kao neki skupovi, i to na sledeé¢i nacin:

0 =10
{0} = {0}
{0,1} ={0,{0}}

itd. svaki prirodan broj uvodi se kao skup svih prirodnih brojeva manjih od
njega: n+ 1 ={0,1,...,n}. Tako je svaki prirodan broj n ustvari jedan skup
sa ta¢no n elemenata, pa prirodne brojeve mozemo uzeti za predstavnike svojih
klasa ekvivalencije za relaciju ~. Stoga umesto |A| = |n| obi¢no piSemo samo
|A| = n, Sto znaci: skup A ima tacno n elemenata.

2

Definicija 5.31 Skup A je konacan ako je |A| = n za neki prirodan broj n; u
suprotnom je beskonacan.

Dokazivanje da je skup konacan u veéini slucajeva je jednostavno, konstruk-
cijom bijekcije iz prethodne definicije. Npr. skup {a,b,c,d} je konacan jer je

|A| = 4, drugim re¢ima mozemo konstruisati bijekciju f : < 0 123 > Ali

a b ¢ d
na taj nac¢in ne mozemo dokazati da je skup beskonacan, jer ne mozemo ispro-
bati sve funkcije sa svim domenima oblika {0,1,...,n — 1}. Sledeéa teorema je

uobicajen nacin za dokazivanje da je dati skup beskonacan; njen dokaz takode
se moze naéi u knjizi [18].

Teorema 5.32 Skup A je beskonacan ako i samo ako postoji bijekcija izmedu
A i nekog njegovog pravog podskupa.

Primer 5.33 (1) Pokazimo da je skup N beskonacan, tako $to éemo kon-
struisati bijekciju izmedu njega i njegovog pravog podskupa N \ {1}. To
ée biti funkcija data sa f(x) = x + 1 i lako se proverava da je f : N —
N\ {1} zaista bijekcija. Ilustrujmo ovu ideju kroz pricu o tzv. Hilber-
tovom hotelu: pretpostavimo da imamo hotel sa beskonacéno mnogo soba
obelezenih prirodnim brojevima 1,2, ... Sve sobe su popunjene ali pojavio
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se jos jedan gost. Kako smestiti i njega? Zamolicemo gosta iz sobe 1 da
prede u sobu 2, gosta iz sobe 2 da prede u sobu 3 itd. ¢ime cée se soba 1
osloboditi za novog gosta, ali svi stari gosti su i dalje smesteni.

(2) Ako obelezimo Ng = N U {0}, slicno se pokazuje da je f : N — Ny data
sa f(x) =z — 1 bijekcija, pa je i Ny beskonacan. Nije tesko dokazati da,
opstije, dodavanje ili oduzimanje konacéno mnogo elemenata ne moze da
narusi beskonacnost nekog skupa.

(3) Konstruisimo sada bijekciju izmedu Z i N, pa kako je N C Z, sledide da
je i Z beskonacan. To ce biti funkcija f : Z — N definisana sa

f(x)z{ 2z, ako je x >0

—2x+ 1, inace.

Dakle, ,,taktika” koju koristimo je da pozitivne cele brojeve slikamo u parne
prirodne, a ostale u neparne. Na slican nacin moZemo pokazati i da je,
ako sa 2N oznac¢imo skup parnih prirodnih brojeva, funkcija f : N —
2N data sa f(x) = 2z bijekcija. Owvakva situacija, u kojoj jedan skup
ima beskonacéno mnogo elemenata koji ne pripadaju drugom a ipak su iste
kardinalnosti karakteristicna je za beskonacéne skupove. Kako bi, dakle,
postupio upravnik Hilbertovog hotela iz dela (1) ovog primera kada bi mu
se pojavilo beskonacno mnogo novih gostiju odjednom? Zamolio bi gosta
iz sobe 1 da prede u sobu 2, gosta iz sobe 2 da prede u sobu 4, gosta iz sobe
3 da prede u sobu 6 itd. Na taj nacin oslobodeno je beskonacno mnogo
soba (sve sa neparnim brojevima) i svi gosti mogu biti smesteni.

Cinjenica koja na prvi pogled zvuéi neobiéno je da uopste ima vise razlicitih
beskonaé¢nosti, odnosno da postoje dva beskonacna skupa koja nisu iste kardi-
nalnosti. To ¢e slediti iz sledece teoreme.

Teorema 5.34 (Kantor) Za svaki skup A vazi |A] < |P(A)].

Dokaz. Pre svega, lako je videti da |A| < |P(A)], jer je funkcija f: A — P(A)
zadata sa f(a) = {a} 1-1.

Da bismo dokazali da nije |A| > |P(A)| treba, prema teoremi 5.28, pokazati
da ne postoji ,,na” funkcija g : A — P(A) (dakle, ne samo da funkcija f koju
smo mi definisali nije ,,na”, nego da takva uopste ne postoji). Pretpostavimo
suprotno, da postoji takva ,na” funkcija g. Definisimo S ={a € A:a ¢ g(a)};
ova definicija ima smisla jer je, za svaki a € A, g(a) neki podskup skupa A.
Kako je g ,na” i S € P(A), postoji element a € A takav da je g(a) = S. Ali
tada

aeS ~ aé¢gla)
~ aé¢s,

$to je ocigledno nemoguce. O

Definicija 5.35 Za skup A kaZemo da je prebrojiv ako je |A| = |N|. Za
beskonacan skup koji nije prebrojiv kaZemo da je neprebrojiv.

Kardinalni broj |N| najmanji je medu beskonaénim kardinalnim brojevima.
Drugim rec¢ima (videti definiciju 5.27), za svaki beskonacan skup X moze se
konstruisati 1-1 funkcija f : N — X, odnosno niz (f, : n € N) razlicitih
elemenata skupa X.
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Sada, polazeéi od skupa X; = N, prema Kantorovoj teoremi mozemo kon-
struisati skup Xo = P(X;) koji je striktno vede kardinalnosti. Primenjujuéi
jo§ jednom Kantorovu teoremu dobijamo da skup X3 = P(X5) ima jos veéu
kardinalnost. Nastavljajuéi ovaj postupak zakljucujemo da postoji beskonacno
mnogo ,,razli¢itih beskona¢nosti”.

Primer 5.36 Dokazimo da je |[N| < |Q| < |Z?] < |N|, $to ée znaciti, zbog
tranzitivnosti i antisimetricnosti relacije <, da je |[N| = |Q| = |Z?|, odnosno da
su skupovi Z2 i Q prebrojivi.

|N| < |Q| je ocigledno, jer je preslikavanje i : N — Q definisano sa i(x) = x
za sve x € N 1-1.

Q| < |Z2|: definisimo funkciju f : Q — Z? ovako: ako je g € @ skraleni
razlomak (tj. NZD(p,q) = 1), onda je f(%) = (p,q). Owo preslikavange je 1-1
jer bi f(%) = f(%) znadcilo da je (p1,q1) = (p2,q2), odakle sledi p1 = py @

QL =gz, pailt =12
|Z2%| = |Z|: poredajmo sve parove (x,y) € Z* u niz na sledeéi nacin: (0,0),

(-1,0), (0,-1), (0,1), (1,0), (=2,0), (—1,-1), (=1,1),... Drugim recima, u
nizu se prvo javljaju parovi (x,y) takvi da je zbir |x| + |y| = 0, zatim oni za koje
je |z + |y| = 1 itd.; parovi sa istim zbirom koordinata porede se najpre po prvoj
koordinati a zatim po drugoj. Sada neka je g(x,y) redni broj para (x,y) u ovom
nizu. g je injekcija izmedu skupova Z% i N.

Konaéno, pomenuéemo bez dokaza teoremu iz koje (zajedno sa Kantorovom
teoremom) sledi da je skup realnih brojeva R neprebrojiv.

Teorema 5.37 |R| = |P(N)|.

5.9 Zadaci
1-1 i ,,na” funkcije

1. Nekaje A={1,2,3,4}, B=1{1,2,3}1C ={1,2,3,4,5}. Koje od sledeé¢ih

)

funkcija su 1-1, a koje ,,na”:

1 2 3 4
(a)f.A—>Bdatasaf.<1 3 9 3>,

1 2 3 4
(b)g.A—)C’da’casag.(1 3 4 5),

1 2 3 4
(c)h.A—>Adatasah.<1 3 4 2).

2. Koje od sledecih funkcija su 1-1, a koje ,,na”:

(a) f: R — R definisana sa f(x) =2z — 1,
(b) f1:Z — Z definisana sa f(z) =2z — 1;
(¢) g : R — R definisana sa g(x) = 22 — 62 — 10;

. 3z <0
(d) h: R — R definisana sa h(x) —{ 2 x>0

(e) k:Z? — Z definisana sa k(z,y) = z + y;
(f) ki : N? — N definisana sa ky(z,y) = = + y;
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(g) NZD:N? — N;
(h) NZS: N? = N;
(i) m: P(N)\ {0} — N definisana sa m(A) = min(A).

Za koje od funkcija iz prethodna dva zadatka postoje inverzne funkcije?
Odrediti te inverzne funkcije.

Funkcije f: R— R, g: R— RTih: Rt — R* (RT je skup pozitivnih

realnih brojeva) date su sa f(z) = 2®, g(x) = e ™® i h(z) = L. Dalli je

hogo f: R— RT bijekcija?

Ako je f: R — R bijekcija, dokazati da je i funkcija g : R — R definisana
sa g(x) = 2f(x) + 3 bijekcija.

Funkcije f : N — N ig: N — N definisane su ovako: f(n) je zbir cifara
broja n, a g(n) =n + 1.

(a) Izracunati go f(999) i f o g(999).

(b) Proveriti da li je go f 1-1.
Dati su skup pisaca A = {andric, pavliovic, pekic, selenic}, skup knjiga
B = {avlija, besnilo, cuprija, ocevi, ubistvo, zid} i skup brojeva C' = {200,

250, 270, 300, 450, 500}, kao i funkcije f : B — A koja svaku knjigu pres-
likava u ime njenog pisca:

Iy avlija besnilo cuprija ocevi ubistvo  zid
"\ andric pekic andric  selenic selenic pavlovic

i g: B — C koja svaku knjigu preslikava u broj stranica:

_( avlija besnilo cuprija ocevi wubistvo zid
“\ 200 500 450 250 270 300

(a) Koja od funkcija f i g ima inverznu funkciju? Obrazloziti i naéi tu
inverznu funkciju.

(b) Koja od funkcija fog, fog™!, gof, f~1og je dobro definisana (ima
smisla)? Odrediti tu funkciju.

Neka su m i n prirodni brojevi i A neki skup od m slova. Re¢ duzine
n nad A je n-torka z1zo...x,, gde x1,29,...,2, € A. (Npr. ako je
A ={a,b,c}, reci duzine 2 nad A su aa,ab,ac,ba,bb,be,ca,cb i cc.) Neka je
B skup svih re¢i duzine n nad A a funkcija f : B — A definisana ovako:
f(zize...xy) =2x1. (Npr. zan =4 je f(abba) = a.)

(a) Za koje vrednosti m i n je funkcija f ,,na”?

(b) Za koje vrednosti m i n je funkcija f 1-17
Odgovore obrazloziti.

Dati su skupovi: (1) A = {1,2,3,4} i B = {1,2,3,4,5,6,7}; (2) A =
{1,2,3,4,5,6} i B={1,2,3,4,5}.

(a) Da li postoji 1-1 funkcija f: A — B?

(b) Dali je svaka funkcija f: A — B 1-17

(c) Da li postoji ,,na” funkcija f: A — B?
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(d) Dali je svaka funkcija f: A — B ,;na”?

Dokazati bez primene teoreme 5.18 da za funkciju f : A — B, ako f~!
postoji onda i ona mora biti bijekcija.

Dokazati bez primene teoreme 5.18 da, akosu f: A - Big: B — C
bijekcije, i g o f mora biti bijekcija.

Akosu f: A— Big: B xC — D bijekcije, dokazati da je i funkcija
h:AxC — D data sa h(a,c) = g(f(a),c) bijekcija.

Akosu f: A— Cig: B — D bijekcije, dokazatidajeih: CxB — AxD
data sa h(z,y) = (f~(z),9(y)) bijekcija.

Akosu f: A — Aig: B — B bijekcijei AN B = 0, dokazati da je i

h:AUB — AU B definisana sa h(z) = f(z), akox e A
g(z), akoxz e B

bijekcija.
Nekasu f: X - Y ig:Y — Z funkcije. Dokazati da je go f 1-1 ako i
samo ako je f 1-11i

(Yy1,y2 € FIX])(9(y1) = 9(y2) = y1 = y2). (5.4)

Akosu f: A— B,g: B— Cih:C — D funkcije i ho g o f bijekcija,
koje od funkcija f, g, h moraju biti 1-1, a koje ,,na”? Dati primere kada
ostale ne zadovoljavaju ta svojstva.

Ako f: X =Y ig:Y — Z igigo f su bijekcije, pokazati da je i f
bijekcija.

Akosu f: A— Bih:C — D bijekcije i g : B — C funkcija takva da je
h o go f bijekcija, dokazati da je i g bijekcija.

Kazemo da je f : A - A ,,2-1” funkcija ako za svaki element a € A skup
f'{a}] ={z € A: f(z) = a} ima 1 ili 2 elementa, tj. u svaki element iz
A slika se bar jedan, a najvise dva elementa iz A. Dokazati: ako je fo f
,2-17 funkcija, onda je i f ,,2-1” funkcija.

Za funkciju f : X — Y kazemo da je netrivijalna ako je |f[X]| > 1, tj.
ako se ne slikaju svi elementi iz X u isti element iz Y. Ako je f ,na” a g
netrivijalna, dokazati da i g o f mora biti netrivijalna.

Neka je A # () neki skup i funkcija f : A — A? zadata ovako: f(a) = (a,a)
za sve a € A. Kakve uslove treba da zadovoljava skup A da bi f bila (a)
1-1; (b) ,,na”? Obrazloziti.

Neka A neprazan skup i preslikavanje f : P(A)? — P(A)? definisano
ovako: f(X,Y)=(XUY,X\Y). Dalije f (a) 1-1; (b) ,,na”?

Neka je A = {a,b,c} i B={b,c,d}. Akoje f: P(A)x P(B) —{0,1,2,3}
funkcija definisana sa f(X,Y) = | X NY|, ispitati da li je ona 1-1, ,na”,
bijekcija.

Funkcije i relacije

24.

(a) Ako je f: A — B funkcija, dokazati da je relacija ~ definisana sa
x ~y < f(x) = f(y) relacija ekvivalencije. (~ se naziva jezgro
preslikavanja f.)
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(b) Ako je ~ relacija ekvivalencije na skupu A, prirodno preslikavanje
g: A— A/ ~ definise se sa g(x) = [z]~.. Dokazati da je ono ,na’.

25. (a) Ako je (4, p) parcijalno uredenje, a f : B — A 1-1 funkcija, pokazati

da i (B, o) mora biti parcijalno uredenje, gde je

zoy < f(z)pf(y)

za x,y € B.
(b) Ako je (A, p) linearno uredenje, da i i (B, o) mora biti linearno?
(¢) Ako je (B, o) linearno uredenje, da li i (A, p) mora biti linearno?

26. Neka je p relacija na skupu A, f: A — B ,na” funkcija a relacija ¢ na B
je definisana formulom

bioby & (Elal, as € A)(f(al) =b1 A f(ag) =by A alpag) (55)
za by, by € B.

(a) Ako je (A, p) linearno uredenje, da li i (B,o) mora biti linearno
uredenje?

(b) Ako je p relacija ekvivalencije na skupu A i vazi

f(x) = fly) = zpy, (5.6)

dokazati da je o relacija ekvivalencije na B.

27. Neka je (A, <4) linearno ureden, (B, <p) parcijalno ureden skup, a f :
A — B bijekcija koja ¢uva poredak: © <, y = f(z) <p f(y) za x,y € A.
Dokazati da i f~! éuva poredak, tj. = <p y = f~1(z) <a f1(y) za
z,y € B.

28. Na skupu Fy svih funkcija koje slikaju skup N u sebe definisana je relacija
p: fpg = (Yn € N)f(n) < g(n). Dokazati da je p relacija poretka i da
(Fn, p) nije linearno uredenje.

Direktna i inverzna slika

29. Neka je X = {1,2,3,4}, Y = {1,2,3,4,5}, A = {1,2,3}, B = {3,4} i
f:X =Y datasa f: ( ; le ) Odrediti f[A], f[B], f'[A] i
Bl

30. Neka je g : R — R data sa g(x) = z2. Odrediti g[R], g[(1,2)], g~ [0, 1]]
i g71(1,2)]. (U ovom zadatku (a,b) = {z € R : a < x < b} oznacava
otvoreni interval a ne uredeni par elemenata a i b; sli¢no, [a, b] je zatvoreni
interval.)

1 2
2 3

31. Neka f: X -V, g:Y - Z, ABCX,C,DCY, E C Z. Dokazati:

(a) fO1=01f'0]=0;

(b) ako A C B onda f[A] C f[B];

(c) ako C C D onda f~1[C] C f~L[D];
(d) fl[AuB] = flA]U f[B];

(e) fHCUD]= fHCIU fH[D];

- =
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(f) fI[ANB] C f[A] N f[B];
(g) f7HCnD] = fHCIn fHDJ;
(h) go f[A] = g[f[Al];

) (go /)" E]=ftg M E].
32. Neka f: X »Y,q:Y = Z, AL BCX,C,DCY, EC Z. Dokazati:
(a) fIAI\ fIB] C fIA\ BJ;
(b) f7HC\ D] = fHCI\ f7HD;
(c) ako je f 1-1, onda pod (a) vazi jednakost;
(d) pokazati primerom da jednakost ne vazi uvek pod (a).

33. Akoje f: X — Y 1-1 funkcija, a A i B su podskupovi skupa X takvi da
je AN B =0, dokazati da je i f[A] N f[B] = 0.

34. Neka je f : X — Y a A i B su podskupovi skupa Y. Dokazati da je
J7HAAB) = -1 (A)AfH(B).
35. Neka f: X Y iACX.
(a) Dokazati: A C f=1[f[A]].
(b) Ako je f 1-1, dokazati da pod (a) vazi jednakost.
(c) Pokazati primerom da jednakost ne vazi uvek.
36. Neka f: X - YiACY.
(a) Dokazati: f[f~1[A]] C A.
(b) Ako je f ,na”, dokazati da pod (a) vazi jednakost.
(c) Pokazati primerom da jednakost ne vazi uvek.

37. Akoje f: X — Y 1-1 funkcija, dokazati da jei g : P(X) — P(Y) data sa
g(A) = f[4] 1-1 funkcija.

38. Neka je 1 : R — R prva projekcija (zadata sa 7 (x,y) = ).
(a) Dali je ona 1-17
(b) Dalije ,;na”?
(¢) Ako je A= {(z,y):0 <z <1<y <2}, nadi skup 7[A].
39. Funkcija f: R — R definisana je ovako:

| —z+1, akojex <0
(l)f(a:){ L ako je z > 0.

=
x, akojexr <0

(2) f(x)=1 0, akoje 0 <z <1
22 —1, akojex > 1.

(a) Ispitati dali je f 1-11idali je ,na”.
(b) Da li postoji f~1? Ako postoji nadi je.
(c) Odrediti f[(—=1,1)]i f~'[(—1,1)].
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Rekurzija i kardinalnost

Funkcija f : N — Z zadata je rekurzivno: f(1) =21i f(n+1) =2f(n)—1
zan € N. Dokazati da je f(n) =2""!1+1zasven € N.

Naéi opsti izraz za funkciju zadatu rekurzivno:
(a) f(0)=31if(n+1)=f(n)+2zan>0;
(b) g(1)=2ig(n+1)=3g(n)+2zan>1.

(a) Niz je zadat rekurentnom vezom a,y; = 3a, — 2a,_1 1 pocetnim
uslovima ag = 2, a; = 3. Dokazati da je a,, = 2" + 1.

(b) Niz je zadat rekurentnom vezom a,+1 = 4(a, — an—1) 1 potetnim
uslovima ag = 0, a; = 2. Dokazati da je a,, = n - 2".

Definisati rekurzijom sledeée funkcije:

(a) f(n)
(b) g(n) =n.

Napisati rekurzivne funkcije u Javi za rac¢unanje f(n) i g(n).

nl;

(a) Dokazati: ako je |X| =|Y| =n, f: X = Y je 1-1 funkcija ako i

samo ako je ,,na”.

(b) Pokazati primerima da to ne vazi ako su X 1 Y beskonac¢ni skupovi
iste kardinalnosti.

Skup A je konacan, a f : A — A je bijekcija takva da je f~! = f i nema
fiksnih tacaka, tj. ni za jedno a € A ne vazi f(a) = a. Dokazati da skup
A ima paran broj elemenata.

Dokazati:

(a) |4 x B| = |B x Al
(b) |A x (B x C)| = |(Ax B) x Cl.

Neka je |A| = |C| i |B| = |D|. Dokazati da je |[A x B| = |C x D|.

Dokazati:

(a) |R[ = (=3, %)

(b) 1(0,1)] = |(a,b)| za bilo koje brojeve a,b € R takve da je a < b;
(c) 1(0,1)] = [[0,1]].
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Resenja zadataka

6.1 Uvod
1. (a) Dokazimo trazenu jednakost indukcijom po n.
B.I. Za n =1 ona se svodi na 12 = %, Sto je tacno.

n(n+1)(2n+1)
6

L.H. Pretpostavimo da je 12 +22 + ...+ n? = za neko n.

LK. Treba pokazati da tvrdenje vazi i za broj n + 1, odnosno da je 12 +
224+ ... 4n?+(n+1)?= w. Ali prema L.H. je

(12422 4. 40+ (n+1)? = 71(7”%1)6(27%1)+(n+1)2
n(n+1)(2n+1) + 6(n + 1)?
6
(n+1)(2n? +n+6(n+1))
6

(n+1)(2n% + Tn + 6)
6
(n+1)(n+2)(2n + 3)
c .

(Prilikom rastavljanja izraza 2n? + 7Tn + 6 na oblik (n + 2)(2n + 3) od
pomodi je, naravno, to $to znamo Sta treba da dobijemo pa ustvari treba
samo proveriti da li je (n + 2)(2n + 3) = 2n2 + 7n + 6. Metode rastavlja-
nja polinoma neée biti razmatrane u ovoj knjizi; zainteresovanog Citaoca
upuéujemo na knjigu [8].)
(b) Dokazimo i ovu jednakost indukcijom po n.
B.I. Za n = 1 treba proveriti da li je 13 = (%)2, §to je tacno.
2

LH. Pretpostavimo da je 13 +23 + ... +n3 = (@) za neko n.

2
LK. Treba pokazati da je 13 + 23 + ... +n® + (n +1)3 = (("'H)QM) .
Koristec¢i I.LH. dobijamo

n(n+1

B+ 4+ 40+ (n+1)? = < 5 )) +(n+1)>*
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= e )
- otF D% 4 22

_ ((n+1)2(n+2))2’

2. Dokazimo zadatak indukcijom po n.

Bl Zan=1je2! > 1.
I.H. Pretpostavimo da je 2™ > n za neko n € N.

LK. Dokazimo da je i 2! > n + 1. Mnozeéi nejednakost iz I.H. sa 2
dobijamo 2"t > 2n, a oéigledno je 2n >n+1zan > 1.

Dokazimo nejednakost indukcijom po n. Kako ona vazi samo za n > 5,
baza indukcije bi¢e nam n = 5.

B.I. Zan =5 je 2° = 32 > 52 = 25.

L.H. Pretpostavimo da je 2" > n? za neko n > 5.

LK. Dokazimo da je i 2"*! > (n+1)2. MnoZe¢i opet nejednakost iz L.H. sa
2 dobijamo 2"*! > 2n?, pa treba jos§ proveriti da li je 2n? > (n+1)2. Ova
nejednakost se svodi na n? —2n —1 > 0. Ispitivanjem znaka ove kvadratne
funkcije lako mozemo videti da ta nejednakost vazi za n > 5. Dokazimo
ipak, vezbe radi, i nju indukcijom po n (8to ée znaciti da je dokazano i
glavno tvrdenje zadatka).

Bl Zan=5je5>-2-5—1=14>0.

L.H. Neka je n2 —2n — 1 > 0 za neko n > 5.

LK. Treba jo§ dokazati da je i (n + 1)> —2(n + 1) — 1 > 0, odnosno
n? —2 > 0. Ali to o¢igledno vazi za n > 5.

.(a)Bl.Zan=1je8]3%—1.

LH. Neka 8|(3*" — 1) za neko n.

LK. Dokazimo 8|(3%"*2? — 1). Zapis§imo 3*"*2 -1 =32.3" -1 = 8.
32" 4+ (32" — 1). Kako su oba sabirka deljiva sa 8, prema teoremi 1.7 je i
32742 _ 1 deljivo sa 8.

(b) Kako trazeni uslov vazi i za n = 0 a to se znatno lakse proverava nego
slucaj n = 1, uze¢emo n = 0 za bazu indukcije.

B.I. Zan =0 vaz 17|(3-5 + 2).

LH. Neka vazi 17|(3 - 52"+ 4 237+1) 7a neko n.

LK. Dokazimo da je i 17|(3- 523 4 237%4) Zapigimo 3 - 52" +3 4 237+ =
52.3.52nt1 4 93.93n+1 — 17.3. 521 4 §(3.52nFL 4-23n+1) | Prvi sabirak
je ocigledno deljiv sa 17, a drugi po L.H. te je i njihov zbir deljiv sa 17.

Pokazimo indukcijom po n da se za svako n € N tabla 2" x 2" iz koje je
izbaceno jedno polje moze pokriti opisanim figurama. Za n = 7 dobi¢emo
da to onda vazi i za tablu 128 x 128 (bez jednog polja).

B.I. Za n = 1 tabla 2 x 2 bez jednog polja i sama jeste figura opisana u
zadatku.

I.H. Pretpostavimo da se, za neko n € N, tabla 2" x 2" bez jednog polja
moze pokriti figurama opisanim u zadatku.
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I.K. Podelimo tablu 27*! x 271 na ¢etiri kvadrata dimenzija 2" x 27. Iz
jednog od njih izbaceno je jedno polje pa se on prema I.H. moze pokriti
opisanim figurama. Postavimo sada jednu figuru u centar table tako da
pokriva po jedno polje iz svakog od preostala tri dela (kao na slici). Tako
dobijamo jos tri kvadrata 2™ x 2" sa po jednim izbacenim poljem, pa se po
I.H. i oni mogu prekriti. Na taj na¢in prekrili smo celu tablu 271 x 2n+1
bez jednog polja.

6.2 Iskazni racun

1. (a) Obelezimo sa p iskaz ,,poneo sam kaput”, sa ¢: ,,poneo sam ¢izme” a
sa r: ,,poneo sam kiSobran”. Zadata recenica tada se moze zapisati
kao formula p A ¢ A =r. (Veznik ,,ali” suStinski oznacava isto §to i
veznik ,,i”.)
(b) Obelezimo sa p: ,,padace kisa”, sa ¢: ,,iéi éu na predavanja’ a sa r:
,,1¢1 ¢u na vezbe”. Odgovarajuéa formula je p = —g A —r.
(¢) Akosupiqkaouprethodnom primeru, dobijamo formulu pV-p = g.

(d) Obelezimo sa p: ,ostaces” a sa q ,,paziées na ¢asu”. Tada se zadata
reCenica moze zapisati formulom p = q.

Konstruisimo i drvo podformula za svaku od dobijenih formula. (Prvu od
njih posmatracemo kao (p A ¢) A —r; naravno, da smo zagrade rasporedili
drugacije dobili bismo nesto drugacije drvo.)

p= g N\-r

ANq)N\—r
(pAg) -

PAg - —q —r
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pV-p=gq

P=4q

p q

2. (a) Obelezimo F = (p = ¢q) = (r A =s = ¢). Prema pravilima za
racunanje vrednosti formula je

Vo(F) = va(p=q) = va(r A—s=gq)

(Va(p) = va(q)) = (valr A =) = va(q))
(a(p) = alq)) = (alr) A —a(s) = alq))
= (T=T)=>(LA-T=T)
T=(L=T)

= T=T=T.

Sli¢no je
va(F) = (B(p) = B(q)) = (B(r) A=B(s) = B(q))
= (L=T)=(TA-L=T)
= T=(T=T)
= T=T=T.

(b) Obelezimo G = —~(p A q) & —rV —s.

va(G) = ~(alp) Aa(q) & —alr) V —als)
(TAT)Ee -~LVv-T

= T TVl

= 1l T=1.

vs(G) = ~(B(p) AB(q)) & —B(r) vV —=B(s)
S(LAT)e ~TVv-l

-1l 1lVT

T&T=T.

3. Ozna¢imo datu formulu sa F' i formirajmo tablicu:

plal-»p|-~q|p=q|~q=-p|F
TITl L] L] T T T
Tl T] L 1 T
I e o e o I R T T
IR I e o e o R T T

Kako formula F' ima vrednost T u svim valuacijama, sledi da je ona tau-
tologija.
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4. (a) Pretpostavimo da data formula (oznacimo je sa F') nije tautologija. To
znaci da postoji valuacija « takva da je v, (F) = L. Odatle dobijamo da
jeva(pA(p=q)) =T iva(q) = L. Iz prve jednakosti dalje zaklju¢ujemo
Va(p) = Tiva(p = ¢q) = T. Medutim, iz v, (p) = T i v4(¢) = L dobijamo
vo(p = q) = L, kontradikcija.

(b) Oznacimo G = (p & —qVr) = (—p = ¢). Ako G ne bi bila tautologija,
postojala bi valuacija « takva da v, (G) = L. Odatle sledi vy (p & —q V
r) =T iva(-p = q) = L. Iz drugog uslova dobijamo a(p) = a(q) = L.
To nam, zajedno s prvim uslovom, daje v, (—g V r) = L, $to je nemoguce
zbog a(q) = L, kontradikcija.

(¢) Obelezimo H = (((p = ¢) = (-r = —s)) = r) = t) = ((t =
p) = (s = p)) 1 pretpostavimo suprotno, da postoji valuacija « takva da
vo(H) = L. Odatle sledi

Va(((p=q) = (r==8)=r)=t) = T
va((t=p)=(s=p) = L

A,\
> =
[N

Iz uslova (6.2) dobijamo v, (t = p) = T i vs(s = p) = L, pa je iz drugog
od ova dva uslova «a(s) = T, a(p) = L a zatim iz prvog a(t) = L. To
zajedno sa (6.1) daje vo(((p = ¢) = (-r = —s)) = r) = 1, dakle
va(lp = q) = (-r = —s)) = T ia(r) = L. Kako je vy(-r = —s) =
-1 = =T = 1, mora biti v,(p = ¢) = L, $to je nemoguce jer a(p) = L.
Dakle, H je tautologija.

5. (a) Oznac¢imo datu formulu sa F' i radimo diskusijom po r.

1° a(r) = T. Tada je

Va(F) = va(p=9A(@=T1)) = valp=T7)

Va(p = @) Nva(q = 7) = va(p = 1)

(a(p) = a(g)) A (alg) = a(r)) = (alp) = a(r))
(a(p) = a(g)) A (alg) = T) = (a(p) = T)
(a(p) = a(@)ANT=T=T.

2° a(r) = L. Tada, sli¢no kao gore, imamo

va(F) = (alp) = a(g) A(alg) = L) = (alp) = 1)

(a(p) = a(q)) A —alq) = —a(p).

Kako u ovom slucaju v, (F) zavisi i od vrednosti slova p i ¢, mozemo
nastaviti diskusijom po p i posmatrati podslucajeve.

2.1° a(p) = T. Tada v, (F) = (T = aq)) A—alq) = L = alq) A—alq) =
1 =1 = 1 =T,; ovde smo koristili ¢injenicu da je v,(gA—q) = L za obe
moguce vrednosti q.

2.2° a(p) = L. Tada v,(F) = (L = a(q)) A —a(q) = T = T bez obzira
na vrednost a(q).

Kako je F ta¢na u svim valuacijama, ona je tautologija.

(b) Oznacimo G = ((pAq)Vr = q) < ((-p = ¢q) A —r). Sprovodimo
diskusiju po slovu q.
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va(G) = ((alp) Nalg)) Va(r) = a(g) & ((malp) = a(q)) A —a(r))
= ((alpAT)Va(r)=T) e ((nalp) = T) A-a(r)
= T& (TA-ar))
= T A=-alr) =-ar).

Kako vrednost formule zavisi i od vrednosti slova r, treba posmatrati pod-
slucéajeve u zavisnosti od «(r). Ali ve¢ za a(r) = T dobijamo v, (F) =
-T = 1, pa F nije tautologija. Nema potrebe da ispitujemo ostale
slucajeve.

(a) Ako obelezimo A =pV g, B=p<riC =sAr, data formula je
(A= (B=0C))= (A= B)=(A=0)).

Prema teoremi o zameni (teorema 2.14) dovoljno je dokazati da je formula
F=(a=0b=¢)=((a=b)=(a=0)

tautologija, pa ¢e i data formula (dobijena od nje zamenom slova a,b,c
redom formulama A, B,C) biti tautologija. Dokazimo | F metodom
svodenja na protivreénost. Dakle, pretpostavimo suprotno, da postoji
valuacija « za koju je v, (F) = L. Tada je

vala=(b=1¢)=T (6.3)

vo((a=b) = (a=c)) = L. (6.4)

Iz (6.4) sledi vo(a = b) = T 1 v4(a = ¢) = L. Iz ovog drugog imamo
afa) = T iale) = L, a iz prvog zatim v,(b) = T. Medutim, tada
je vala = (b = ¢)) = 1, sto je kontradikcija sa (6.3). Dakle, F' je

tautologija.

(b) Ako obelezimo A =pV g, B=p<riC =sAr, data formula je
F=(Ae (Be(O)e (BeA)el).
Prema teoremi o zameni dovoljno je dokazati da je formula
G=laebeo)e(bea)eo)

tautologija, pa ¢e 1 F biti tautologija. Dokazimo = G metodom diskusije
po iskaznom slovu b.

1° a(b) = T. Tada je

va(G) = (afa) & (T & a(c)) & (T  ala) & alc)
(a(a) & ale) & (ala) & alc) =T.

2° a(b) = L. Tada

va(G) = (afa) & (L& alg)) < (L& afa) & a)
(a(a) & —alc) & (mala) & alc)).

Sprovedimo u ovom slu¢aju dalju diskusiju po a.
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2.1‘2 ()Jz(a)T: T. Tada je v (G) = (T © —a(c) & (L < alc) = -a(c) &

2.2° a(a) = L. Tada je v4(G) = (L & —~alc)) & (T & ale)) = afc) &
ale)=T.

Kako je v, (G) = T za sve valuacije a, G je tautologija.

Na osnovu teoreme o zameni dovoljno je dokazati da je formula
F=(a=(¢=0b)=((a=q) = (a=0))

tautologija, jer se data formula iz nje dobija zamenom redom iskaznih
slova a 1 b formulama p Ar < sVitipV (sAt). Ovo je veé dokazano u
delu (a) prethodnog zadatka.

Koristeéi definicije tautologija i kontradikcija imamo:

A je kontradikcija akko za svaku valuaciju «, v, (A) = L
akko za svaku valuaciju a, v,(—A) =T

akko —A je tautologija.

(a) Obelezimo iskaze; p: ,hladno je” i ¢: ,,poceo je februar”. Tada su
trazene formule: p = ¢, ¢ = pigq.

(b) Da bismo dokazali da p = ¢, g = p = ¢ pretpostavimo suprotno, da
za neku valuaciju a vazi:

Ua(p = Q) = T (65)
Vo(mg=p) = T (6.6)
vale) = L. (6.7

Iz (6.5) i (6.7) sledi da je a(p) = L, a iz (6.6) 1 (6.7) da je a(p) = T,
kontradikcija.

(a) Ako obelezimo sa p iskaz ,,sunce sija”’, datu recenicu mozemo zapisati
kao ——p. Iz nje se moze izvesti zakljucak ,,sunce sija”’, a pravilo koje
pritom koristimo je =—p |= p. Dokazimo ga: ako za neku valuaciju « vazi
Vo (—mp) = T, onda je vo(—p) = L, pa je vy (p) = T. (Ovo pravilo sledi i
iz ekvivalentnosti =—p ~ p koju dobijamo iz tablice tautologija iz odeljka
2.3 i teoreme 2.22.)

(b) Uz p kao pod (a) obelezimo sa q iskaz ,,teren je otvoren”. Iz datih
reCenica mozemo izvesti zakljucak ,teren je otvoren” po pravilu p,p =
q E ¢, koje smo veé¢ dokazali u primeru 2.17.

(¢) Uz oznake iz (b), uvedimo i oznaku r za iskaz ,,naéi ¢emo se tamo u
10 sati”. Zakljucak je: ,,ako sunce sija, na¢i ¢emo se tamo u 10 sati” po
pravilu p = ¢,q = r = p = r, takode dokazanom u primeru 2.17.

(d) Oznag¢imo sa p iskaz ,,sunce sija” a sa q: ,,tereni su zatvoreni”. Iz datih
recenica mozemo izvesti zakljucak ,;sunce sija” po pravilu p V ¢,—~q | p.
Dokazimo ovo pravilo. Neka je a valuacija takva da je v, (pVq) = va(—q) =
T. Tada je a(q) = L pa mora biti a(p) = T.

I nac¢in. Pretpostavimo suprotno, da postoji valuacija « za koju je v, ((A =
B)=(A=0C))=1. Tadaje vo,(A= B) =T iv,(A=C) = L. Iz dru-
gog uslova dobijamo v (A) = T i v,(C) = L. Dalje, iz vo(A = B) =T
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iv,(A) =T sledi v4(B) = T. Konacno, dobijamo v4(A = (B = C)) =
Vo (4) = (Va(B) = v,(C)) =T = (T = 1) = L, kontradikcija.

IT nacin. U zadatku 6 dokazano je da je = (A = (B = C)) = (4 =
B) = (A= (C)). Prema posledici 2.20 sledi da je A= (B=C) (A=
B) = (A= C). To znadi da, kad god je formula A = (B = C) tacna, i
(A= B) = (A= C) je tatna. Dakle, ako je A = (B = C) tautologija, i
(A= B) = (A = C) mora biti tautologija.

(a) Ako sa p oznac¢imo iskaz ,hrana je dobra” a sa ¢: ,hrana je jeftina”,
prva reklama moze se predstaviti formulom p = —¢q, a druga formulom ¢ =
—p. Proverimo tablicnom metodom da li su ove dve formule ekvivalentne:

plal-»p|-a|lp=-q|lag=p
TIT[L L] L T
Tl |T] T T
N e e o R S T
LT T] T T

Kako te formule imaju iste vrednosti u svim valuacijama, one su ekviva-
lentne. Dakle, dve reklame izrazavaju istu stvar.

(b) Uz oznake p: ,hrana je dobra” i ¢: ,hrana je skupa’, prva reklama
moze se sada predstaviti formulom p = ¢, a druga formulom g = p.
Konstruisimo njihove istinitosne tablice:

plalp=qla=p
TIT | T T
Tl L T
T T 1
1| T T

Kao sto vidimo, postoje valuacije u kojima ove dve formule nemaju iste
vrednosti, pa one nisu ekvivalentne.

Imamo da je:

pVag=r ~ =(pVvgVr~(pA-gVr
~ (pVr)A(~gVr)~(p=71)A(g=T).

(a) (p=qA—-q)=-p ~ =(=pV(gA—q))V-p
(pA=(gA=q)V—p

~ (pA(=gVaq)V-p
(pV=p)A(—gVqV-p).

~

~

Kako se u svakoj od dobijene dve klauze u konjunktivnom obliku javlja
bar jedno iskazno slovo i sa i bez negacije, polazna formula je tautologija.

(b) ((pVg)Ar)V (=rAp)
~ (pVagV-r)A(pVa) A(rV-or)A(rVp).

U prvoj klauzi ne javlja se nijedno slovo i sa i bez negacije, pa mozemo
konstruisati valuaciju u kojoj formula nije ta¢na: a(p) = a(q) = L, a(r) =
T. Dakle, ona nije tautologija.

(v Ar)V(=rAp) ~ (pAT)VI(gAT)V (=T Ap).
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U prvoj od klauza u disjunktivnom obliku ne javlja se isto slovo i sa i bez
negacije, pa mozemo konstruisati valuaciju u kojoj ¢e formula biti tacna:
a(p) = a(r) = T (vrednost a(g) mozemo birati proizvoljno). Dakle, ona
je zadovoljiva.

(c) pA(qV-p)A(lg= —p)Vq)
~ pA(@V—p)A(=gV-pV—q).
~ pA(qV-p)A(=gV-p).

Iz prve klauze (koja se sastoji samo iz jednog literala) vidimo da je za
valuaciju a(p) = L formula netacna, pa nije tautologija.

pA(gV-p)A((g= —p)Vq)
~ pA(gV-p)A(=gqV-p)
~ (PANgA=q)V(PAGA=P)V(PA=pA=q)V (pA—-pA-D).

U svakoj klauzi nalazi se bar po jedno slovo i sa i bez negacije, pa formula
nije zadovoljiva; dakle ona je kontradikcija.

Disjunktivna kanonska forma koja odgovara datoj tablici je (p Ag A7)V
(pA=gA—T)V (=pAgAT)V (-pAgA—T)V (=pA—gA—r), a konjunktivna:
(7pV =gV r)A(=pV gV or)A(pVgV o).

Iz zadatih uslova dobijamo istinitosnu tablicu:

FEEEAAA s
FEAAEE A
AR A
e e Il S

Odgovarajuc¢a DKF je
(PAGAT)V (P A=gAT)V (mp Ag A=)V (op Amg AT)V (mp A =g A=),

a KKF:
(=pV —=gVr)A(=pVqgVr)A(pV -gV-r).

(a) Iz zadatih uslova dobijamo istinitosnu tablicu:

FEEEAAA S
FEAAEE A
e I AN
e e A

Jedna formula kojoj odgovara ova tablica (dobijena pomoéu DKF) je (p A
gA=T)V (PA=gAT)V(ZpAgAT).
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(b) Iz zadatih uslova dobijamo istinitosnu tablicu:

FEEEAAA s
FEAAERE A e
AR AE A
FEE AR

Jedna formula kojoj odgovara ova tablica je (p AgAT)V (pAgA—T)V (DA
SqAT)V (mpAgAT).

(a) Obelezimo G = (F Agq = —p) < ((p & —q) = F). Diskusijom po p
izrazavamo v, (G) preko vo (F):

1° alp) = T. va(G) = (va(F) Aalg) = -T) & (T & -alg) =
Vo (F)) = 2(va(F) A a(q)) & (ma(q) = ve(F)). Nastavljamo diskusijom

1.1° a(q) = T. 14(G) = 2(Va(F)AT) & (0T = v,(F)) = wu(F) &
T = —wo(F).

1.2°. a(q) = L. v4(G) = ~(va(F)AL) & (nL = v, (F) =L < (T =
Va(F)) =T © v,(F) = va(F).

2° alp) = L. wa(G) = (vu(F) Aalg) = —1) & (L & —alg) =
Vo(F)) =T < (a(q) = va(F)) = a(q) = vo(F). Daljom diskusijom po ¢
dobijamo opet dva podslucaja:

21° a(q) = T. 14(G) =T = v, (F) = va(F).
22° a(q) = L. 14(G) = L=, (F)=T.

Sada, u slucajevima u kojima je v, (G) = vo(F) (to su 1.2° 1 2.1°), da
bi G bila tautologija, neophodno je da F' ima vrednost T. Sli¢no, kada
je va(G) = —v4(F) (slucaj 1.1°) moramo staviti v, (F) = L. Konac¢no,
u slucaju 2.2° je v,(G) = T nezavisno od vrednosti formule F' pa tada
vrednost za F' mozemo izabrati proizvoljno. Dakle, za F' dobijamo slede¢u
tablicu:

Dakle, postoje dve (do na ekvivalenciju) formule F' takve da je G tau-
tologija: jednu dobijamo ako u poslednjoj vrsti tablice izaberemo T a
drugu ako izaberemo 1. KKF za prvu je —p V -¢ a DKF za drugu:
(PA=q)V (=P Aq).

(b) Obelezimo datu formulu sa H. Sprovodeéi diskusiju po iskaznom slovu
r dobijamo dva slucaja:

1° a(r) = T: za ovakve valuacije je v, (H) = (ma(q) A a(p) = vo(F)) =
(va(F) A (a(p) = a(q))). Sada opet primenjujemo diskusiju po iskaznom
slovu, ovog puta ¢:
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1.1° a(q) = T: sada je vo(H) = T = vo(F'), pa za ovakve valuacije mora
biti vo(F) = T;

1.2° a(g) = L: u ovom slucaju je vo(H) = (a(p) = vo(F)) = (va(F) A
—a(p)), pa nastavljamo diskusijom po p:

1.2.1° a(p) = T: vo(H) = vo(F) = L = —w4(F) pa mora vaziti v, (F) =
L
1.2.2° ap) = L: vo(H) = T = vo(F) = v4(F) i mora biti v, (F) = T;
2° a(r) = L: sada dobijamo v, (H) = vo(F) = L = —w(F), pa za ovakve
valuacije v, (F) = L.

Kao pod (a). pomoc¢u dobijenih podataka mozemo konstruisati istinitosnu
tablicu:

FEEEAAA s
FEAAEE A
AR A
e R SRS S

a zatim i trazenu formulu u DNF:
F=(@AgAT)V(pAgAT)V (mpA-gAT).

Obelezimo G = (pVg=F) & (F=pVr).
I nac¢in. Radimo diskusijom po p.
1° a(p) =T.
1a(G) = (TValq) = va(F)) < (va(F)=TAar))
= (T =vu(F)) & (va(F) = ar)
= Vo(F) & (v (F) = ar)).

Posmatramo podslucajeve prema vrednosti 7:

1.1° a(r) = T. 0a(G) = va(F) & T = v, (F).

1.2° a(r) = L. v,(G) = vo(F) & —wo(F) = L.

Vidimo da u ovoj valuaciji ni za kakvu vrednost F' ne mozemo dobiti
Vo (G) =T.

IT nacin. Ako bi postojala formula F(p,q,r) takva da zadata formula G

bude tautologija, onda bi za svaku valuaciju « moralo biti v,(G) = T.
Koristeéi pravila v, (F) = L = —wo(F) 1 T = v4(F) = vo(F) pokusajmo

da pronademo valuaciju a za koju vazi va(pV q) = T 1 va(p A1) =
1. Vidimo da je to zadovoljeno npr. za valuaciju « : _Ili "(II' Jr_ pa

kona¢no imamo:

a(G) = (va(pVq) = va(F)) & (va(F) = valpAT))
(T = Ua(F)) ~ (Ua(F) = J—)
Ua(F) ~ ﬁva(F) =1.

Dakle formula F' sa trazenim osobinama ne postoji.
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Obelezimo datu formulu sa G. Radi¢emo diskusijom po iskaznom slovu q.

1° a(q) = T: tada je v4(G) = (Va(F) = a()) A (va(F) A a(r) & a(r)).
Vidimo da za «a(p) = L mora biti v, (F) = L. Slicno, za a(r) = T
mora biti v, (F) = T. Sledi da u valuaciji o : < ﬁ ? ? ) ne postoji
vrednost F' za koju je G tacna.

Obelezimo zadatu formulu sa G. Radimo diskusijom po g.

1° a(q) = T. Tada je vo(G) = vo(F) < a(p) V a(r) V (a(p) A a(r)) =
Vo (F) < a(p) V a(r) (koristili smo apsorpciju). Dakle, u ovom sluc¢aju
vo(F) = a(p) V a(r), tj. F je tatna akko bar jedno od slova p i r ima
vrednost T.

2° a(q) = L. Tada je vo(G) = a(p) A a(r) ANva(F) < a(r) A a(p).

2.1° Ako je a(p) = T, onda v, (G) = a(r) Ave(F) < a(r),pazaa(r) =T
mora biti v, (F) =T, a za a(r) = L v,(F) je proizvoljno.

2.2° Ako je a(p) = L, uvek je v4(G) = T, pa je v, (F) opet proizvoljno.

Popunjavamo istinitosnu tablicu za F":

T/L
T/L

FEEEAAA s
A A<
e N

F%S%%%ﬁ

Kako nam je dovoljno samo jedno resenje, izaberimo kombinaciju koja ¢ée
nam dati najjednostavnije:

FEEEAAA s
FEAAEE A
o I I NS
I

Dakle, jedna od formula koje zadovoljavaju dati uslov je FF'=pV —q V7.

Obelezimo datu formulu sa G. Radi¢emo diskusijom po iskaznom slovu g:

1° a(q) = T: tada ve(G) = Vo (F) Ava(r) = (vo(p) = va(r)). Nastavlja-
mo diskusijom po r:

1.1° ar) = T: tada v, (G) =
1.2° ar) = L: opet v4(G) =

2° a(q) = L: tada v,
“Wa(r) = “a(p) A wa(r

~—

T, pa vo(F) moze biti bilo T bilo L;
T bez obzira na v, (F);

) = (ValF) = (valp) = va(r))) A (val(F) A
). Nastavimo jos jednom diskusijom po 7:

VC}\/
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2.1° a(r) = T: jos jednom je v, (G) = T bez obzira na v, (F'), pa je vq (F)
proizvoljno;

2.2° a(r) = L: sada v4(GQ) = (Vo (F) = —wa(p)) A (va(F) = —w,(p)) =
Vo (F) = e (p). Za a(p) = T dobijamo v, (G) = —vo (F), tj. vo(F) = L,
a za a(p) = L je v,(G) = T bez obzira na v, (F).

Sve u svemu, dobijamo tablicu

plql|r F

T|T|T|T/L
TIT|L|T/L
TIL|T|T/L
T L|L 1

L\ T|T|T/L
LT L]T/L
Ll L] T|T/L
L L] L|T/L

Vidimo da postoji 27 = 128 formula do na ekvivalenciju koje zadovoljava-
ju dati uslov. Evo dve najjednostavnije (dobijene redom pomoéu DKF i
KKF): Fi(p,q,7) = pAgAT i Fa(p,q,7) = =pVqVr. (Za Fy uzeli smo da je
samo F(T,T,T) =T, a u ostalim valuacijama vrednost v, (F) = L, a za
F5 daje samo F(T,L, 1) = 1, ausvim ostalim slu¢ajevima v, (F) = T.)

Obelezimo datu formulu sa G. Radimo diskusijom po iskaznom slovu p.

1° Ako je a(p) = T, onda je v,(G) = (va(F) = T V a(q)) A (vo(F) =
TValr)A(T = v (F)VT)=TATAT =T, dakle G je tatna nezavisno
od F.

2° Ako je a(p) = L, onda je v4(G) = (v4(F) = LV a(q)) A (vo(F) =
LVar) AL =va(F)V L) = (va(F) = a(q) A (va(F) = a(r) AT =
(Vo (F) = a(q)) A (v (F) = a(r)). Ako bar jedno od iskaznih slova ¢ i r
ima vrednost L (npr. a(q) = 1) vazl v, (G) = (v (F) = L) A (vo(F) =
a(r)) = o (F)A(ve(F) = a(r)), pa mora biti v, (F) = L. U suprotnom,
ako je a(q) = a(r) = T, imamo v4(G) = (v4(F) = T)A (vo(F) = T) =
T AT =T, ponovo nezavisno od F. Dakle, dobijamo tablicu

plg|r| G F
TIT|T| T |T/L
TIT|L| T |T/L
TIL|T| T |T/L
TIL|L| T |T/L
L|yT|T| T |T/L
L) T|L|-F]| L
L L|T|-F| L
L)L L|-F]| L

Posto za 5 valuacija imamo po dve moguénosti za vrednost F', ukupno
imamo 2° = 32 formula F (do na ekvivalenciju) za koje je G tautologija.
Neke od njih su (u DKF): Fy = pAgAr, Fs =pAgA—-11F3=pA-gAr.
Obelezimo G = (F < p A q) = (r A F). Radimo diskusijom po 7:

1° a(r) = T. Tada je v4(G) = (va(F) < a(p) A a(q)) = vo(F). Za
valuacije u kojima je a(p) A a(q) = T, odnosno a(p) = a(g) = T imamo
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Vo(G) = vo(F) = vo(F) = T, pa F moze imati proizvoljnu vrednost.
Ako bar jedno od slova p i ¢ ima vrednost L, tada je v, (G) = —w(F) =
Vo (F) = vo(F), pa mora biti v, (F) = T.

2° a(r) = L. Tada je v4(G) = (vo(F) © a(p) Aa(q) = L = =(vo(F) &
a(p) A a(q)), pa mora biti v, (F) = =(a(p) A a(q)).

Tako dobijamo tablicu za F":

FEEEAAA s

FE AR A
_|

A A A A

N S

Jedna formula koja sadrzi samo veznike — i V (dobijena pomoéu KNF) je
F=-pV-qVr.

Napomena. U opstem slucaju, ako se trazi formula u kojoj figurisu samo
veznici V i =, mozemo konstruisati bilo KKF bilo DKF, pa eliminisati
veznik A (videti odeljak o bazama).

Obelezimo G=p=riH=(qg=r)= (pVF =r).

I reSenje. Formulu F treba konstruisati tako da za sve valuacije o u kojima
je vo(G) = T budei v, (H) = T. Sprovodimo diskusiju po iskaznom slovu
r:

1° a(r) = T. U ovom slucaju je v4(G) = a(p) = T = T i v,(H) =
(a(q) = T) = (a(p) Vou(F) = T) =T = T =T, pa je trazeni uslov
ispunjen za sve formule F'.

2° a(r) = L. Sada je v, (G) = a(p) = L = —ap) i vo(H) = (alq) =
1) = (alp) Vuo(F) = L) = malq) = ~(a(p) Voo (F)). vo(G) =T vazi
samo ako je a(p) = L, i u tom slucaju treba obezbediti da bude v, (H) =
T. Za a(q) = T tada imamo v, (H) = L = —w4(F) = T bez obzira na
vrednost formule F, a za a(q) = L je vo(H) = T = —wo(F) = o (F)
pa mora biti v, (F) = L. Tako dobijamo tablicu:

plaqglr F

T|T|T|T/L
TIT|L|T/L
TIL|T|T/L
TIL|L]|T/L
LI T|T|T/L
Ly T|L]T/L
Ly L|T|T/L
1| L] L 1

Dakle, jednu mogucu formulu dobijamo ako u prvih 7 vrsta stavimo T kao
vrednost za F', pa pomoé¢u KKF dobijamo

Flzpvq\/ru
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a drugu ako recimo stavimo vrednost T u prvoj vrsti a L u svim ostalim,
pa nam DKF daje

Fo=pAgNhr.

IT resenje. Prema poznatoj teoremi G |= H vazi ako i samo ako je = G =
H. Obelezimo A = G = H i dalje nastavljamo, analogno prvom reSenju,
diskusijom po 7:

1° a(r) = va(4) = (a(p) = T) = ((alq) = T) = (alp) V va(F) =
T))——T:>(T:>T) T.
1

2 a(r) = L. va(4) = (alp) =
1)) =—alp) = (malg) = ~(alp
2.1° a(p) =T. v4(A) = L = (ma(q) = (T Vo (F))) =T.

22° a(p) = L. v4(A) = T = (malg) = (L Vu(F))) = -alg) =
-4 (F). Konacéno, razmatramo i vrednosti za gq.

221°a(q) =T. v4(A) = L = -0, (F)=T.

2.2.2° a(q) = L. v4(A) = T = —we(F) = ~v4(F), pa u ovom slucaju
mora biti v, (F) = L.

) = ((alg) = 1) = (alp) V va(F) =
) Vv, (F))). Razmatramo podslucajeve:

Konacno, dobijamo tabelu kao u I resenju i iz nje trazene formule.

Obelezimo G = (pAgAF)V—(-p=F)iH=((p& q VF)A(F = —p).
Radimo diskusijom po p.

1° a(p) = T. v4(G) = (a(q) Ave (F))VL = a(q) Ave (F). S druge strane je
va(H) = ((q) V0a(F)) A=0a(F) = ((q) Ao (F)) V (0a(F) Ava(F)) =
a(q) AN —wa(F). Za a(q) = L je vo(H) = L bez obzira na vrednost F.

Dakle, H nije tautologija ni za jednu formulu F'. (Nema potrebe da ispitu-
jemo slucaj a(p) = L.)

Iresenje. Prema teoremi 2.22 zadati uslovi su ekvivalentni s tim da formule
G=(p=F)(q=-pVr)iH=(F=p < ((r=gq) = p) budu
tautologije. Sprovedimo diskusiju po iskaznom slovu p.

1° a(p) = T. Tada v4(G) = vo(F) & (a(q) = a(r) iv,(H) =T & T =
T, pa mora biti v, (F) = a(q) = a(r).

2° ap) = L. Tada je v4(G) = T < (alg) = T) = T i v,(H) =
04 (F) < —(a(r) = a(q)), pa mora biti v, (F) = a(r) = a(q). Dobijamo
sledec¢u tablicu:

FEEEAAA s
FEAAEE A e
o A I
e e e

Dakle, FF = (=pV ¢V 1) A (pV qV —r) je jedina (do na ekvivalenciju)
formula koja zadovoljava dati uslov.



146

28.

29.

GLAVA 6. RESENJA ZADATAKA

IT reSenje. Pomocu zadatih uslova popunjavamo sledec¢u tablicu:

p=F|-p=-F

FEEEAAA s
FEAAERE A
i N

e R S S

e R R N
el e

Pritom ¢etvrtu kolonu popunjavamo koristeéi prvi od datih uslova (racuna-
juéi ve (¢ = —p V1)), a petu koristeéi drugi (racunajuci ve ((r = q) = p)).
Sesta kolona popunjava se pomoc¢u sledeé¢ih razmatranja:

-2 Vo (p) = T iva(p=F) =T sledi v, (F) = T;

-z va(p) = T ive(p = F) = L sledi v, (F) = L;

-1z Vo (p) = Livg(—p = —F) =T sledi v, (F) = L;

-1z vo(p) = Livg(-p= —F) = Lsledi v, (F)=T.

Pomocéu KKF sada dobijamo jedino reSenje (do na ekvivalenciju): F =
(=pV—ogVr)A(pVaqV-r).

Obelezimo datu formulu sa H. Radimo diskusijom po r:

1° a(r) = T. Tada je vo(H) = a(p) Valqg) = (T Ava(F)) V (LA
1o(G)) = a(p) V alq) = vo(F). To znadi da je H tatna ako u svim
ovakvim valuacijama u kojima bar jedno od slova p i ¢ ima vrednost T i
F ima vrednost T.

2° a(r) = L. Tada je vo(H) = a(p) V alqg) = (L Av.(F)) V(T A
1o(G)) = a(p) V a(q) = v4(G). To znadi da je H tatna ako u svim
ovakvim valuacijama u kojima bar jedno od slova p i ¢ ima vrednost T i
G ima vrednost T.

Dakle, takve formule F' i G postoje. Najjednostavniji nacin da ih kon-
struiSemo je da obe budu tautologije, npr. F=pV -pi G =qV —q.

Obelezimo datu formulu sa A. Na uobicajeni na¢in popunjavamo tablicu:

pri ¢emu prve dve kolone oznacavaju razne valuacije za p i ¢, a treca
vrednost v, (A) izrazenu preko v, (F') za te valuacije. Dakle, treba da vazi
F(T,T)=Lili F(L,1) =T da A ne bi bila tautologija. Mogu¢nosti da
se popuni tablica su sledece:

| 1| Py | Fy | Fy |

-
=
2

s
= e
=

-

-

s W P
S el P
— -3
— S
e a5
H |

L
-
T
T
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Njima odgovaraju slede¢e formule (dobijene pomoéu DKF):

Fro= (pA=q)V(=pAq)V (-pA—q)

F, = (pA-q)V(-pAq)

Fs = (pA-q)V(=pA—q)

Fy = (-pAq)V(~pA—q)

Fs = pA—q

Fs = -pAg

F; = -pA—gq

Fs = -pAp (kontradikcija)

Fo = (pAgV(A-q)V (—pAq)V(-pA—q)
Fio = (®A@V (A=) V(=pA—q)
Fiu = (pAqQV(—pAq)V(—pA—q)
Fiz = (pAg)V(=pA—g).

30. (a) Direktno se proverava (npr. crtanjem istinitosne tablice) da je —p ~
p= B(p).

(b) =p ~p V T(p).

(c) Koristedi, izmedu ostalog, distributivnost, apsorpciju i De Morganove
zakone imamo:

pV @) A(gV—q)
pPAQV(PA—g) VeV (gA—g)

pvVgqg ~

31. (a) Prema prethodnom zadatku — mozemo izraziti preko date dve opera-
cije. Kako je {=, -} baza, sledi da je i {=, B} baza.

(b) Iz prethodnog zadatka ponovo sledi da pomo¢u datih operacija mozemo
dobiti negaciju. Posto je {V,—} baza, i dati skup je baza.

32. Vazi: —p ~ T(p) # p, pa se - moze izraziti preko T i #%. Sada je lako
izraziti i =
p=q~-p#q~Tp # @#q
pa, kako je {—, =} baza, sledi da je i {T, %} baza.

33. z = (z & x) ~ x = B(x) ~ —x, pa se negacija moze izraziti preko
elemenata datog skupa. Kako je {-,=} baza iskazne algebre, to je i
{=.#1}
r#y~-(r=y)~rA-yodakletAy~z % ~y~z# (y= (y % y))
— izrazili smo A preko date baze. Takode, x Ty ~ =(z Ay) ~x = -~y ~
z=(y=(y #y))

34. Direktno se proverava da je pxq~ —pAgq, pajepAqg~-pAq~ p*q.
Kako je {—, A} baza i A se moze izraziti preko — i *, 1 {—, x} je baza.
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Analogno teoremi 2.37 mozemo pokazati da sve operacije iz datog skupa
ocuvavaju T (tj. za * € {A,V,m1,m2} vazi T * T = T) pa kao u teoremi
2.38 zaklju¢ujemo da se preko njih ne moze izraziti negacija. Dakle, dati
skup nije baza.

Primetimo da je p = ¢ ~ ¢x*p, pa kako je {=, -} baza iskazne algebre, sledi
da je to i {*,—}. S druge strane, i * i < ocuvavaju T, pa se postupkom
opisanim u teoremi 2.38 pokazuje da se preko njih ne moze izraziti —.

Neka je a valuacija takva da je a(p) = L. Dokaz sprovodimo indukcijom
po broju veznika A i V u formuli F.

B.I. v(F) =0. Tada F' = p, pa je vo(F) = L.

I.LH. Neka tvrdenje vazi za sve formule sa manje od n veznika koji su svi
Ad V.

LK. Neka je v(F) = n. Imamo dva slucaja. 1° FF = G A H. Svaka
od formula G i H ima manje od n veznika pa za njih vazi indukcijska
hipoteza, odakle dobijamo v,(G) = v, (H) = L. Sledi da je i v, (F) =
Vo (G) ANvg(H)=LAL=1.2°F =GV H - analogno slucaju 1°.

Prema teoremi 2.39 svaka formula u kojoj se javljaju samo veznici A i
V ocuvava L. Pretpostavimo da se = moze izraziti preko A i V: p =
q ~ A(p,q), gde A sadrzi samo veznike A i V. Za valuaciju « takvu da
je a(p) = a(q) = L je, zbog otuvavanja L, v,(A) = L, a s druge strane
vo(p = q) = T, kontradikcija.

Analogno teoremi 2.39 mozemo dokazati da svaka formula F(p) u kojoj se
javljaju samo veznici # i B o¢uvava L. Pokazimo da se — ne moze izraziti
preko # i B. Pretpostavimo da moze, tj. da je =p ~ F'(p) za neku formulu
F koja sadrzi samo # i B. Ali za valuaciju « takvu da je a(p) = L imamo
Vo (p) = T a zbog ocuvavanja L je v, (F) = L, kontradikcija.

Analogno teoremi 2.39 svaka formula A(p) u kojoj se javljaju samo veznici
A i B i iskazno slovo p otuvava L. Stoga, ako bi {A, B} bila baza, onda
bi se negacija mogla prikazati pomoéu A i B: —p ~ A(p) za neku formulu
A koja sadrzi samo A i B. Za valuaciju « takvu da je a(p) = L bi vazilo
Vo (A) = L iv,(—p) =T §to je nemoguce pa {A, B} nije baza.

Iz tablice mozemo zakljuciti da je pxq ~ ¢ i p&q ~ —p. Dakle, oba veznika
su u suStini unarna, pa ¢emo dokazati da se pomoc¢u njih moze izraziti
samo jedan mali skup operacija iskazne algebre. Konkretno, dokazimo
da je svaka formula F'(p,q) u kojoj se pojavljuju samo ova dva veznika
ekvivalentna sa nekom od sledeé¢ih: p, ¢, —p ili -q. Dokaz sprovodimo
indukcijom po slozenosti formule F':

B.I. v(F) = 0. Tada je F = p ili F = ¢, pa tvrdenje vazi.

I.H. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve formule sa manje od n veznika
x 1 &.

LK. Neka je v(F) = n. Imamo dva slucaja:

1° F = G* H, gde su G i H formule sa manje od n veznika. Tada
je F' ~ H, pa kako je H po indukcijskoj hipotezi ekvivalentna nekoj od
formula p, ¢, —p ili ¢, isto vazi i za F'.

2° F = G&H. U ovom slucéaju je F' ~ =G, pa ponovo primenjujuéi
indukcijsku hipotezu dobijamo da je G ekvivalentna nekoj od formula
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42.

43.

44.

P, q, —p ili =g, odakle sledi da je F' ekvivalentno nekoj od formula —p, —q, p
ili ¢ redom.

Dakle, nijedna od operacija A, V,=-,< ... ne moze se izraziti preko date
dve operacije.

(a) Transformisimo najpre formulu: (zVy)A(~zVy) ~ (zA-x)Vy ~y.
Dakle, trazena kola su:

— O -

(Za logicko kolo nije potreban nijedan sklop; ulaz se samo prosledi na
izlaz.)

(b) Kako je (z Ay)V(yAz)V-z~((zVz)Ay)V -z, trazena kola su:

(p=71)A(p= 1) &p

(kp=r)A(mp=-r)=p) A= (p=r)A(p= 1))
(~((p=r)A(=p= 1)) VD) A (=pV ((-p=71) A (-p = —1)))
~ (=(pvr)An@V-r)Vp)A(mpV(VT)A(YV-T)))

(p A=)V (=pAT)) VD) A (mpV ((pVT)A(pV-r)))
(—pV=pVp)A(=pVrVp)A(=rV-pVp)A
AN=rVrVp)A(—pVpVr)A(-pVpV-r).

Kako svaka klauza sadrzi bar jedno slovo i sa i bez negacije, data formula
je tautologija.

(b) Iz (a) vidimo da je (-p = r) A (-p = —r) ~ p, pa je prekidacko kolo

veoma jednostavno:

Treba da nademo formulu X takvu da (pAq) VX bude tautologija. Dakle,
mora biti v, (X) = T za sve valuacije a takve da a(p A ¢) = L. To znaci
da tablica za X izgleda ovako:

Jedna od formula koje to zadovoljavaju je —=p V =g ~ =(p A ¢), a odgo-
varajuce kolo je:
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6.3 Predikatski racun

1. Trazena drveta izgledaju ovako:

(3z)P(f(z,2),a)

Pt P(f(,2),2)
f(awa faa)

Slika 6.1: Drvo podformula za Slika 6.2: Drvo podformula za
P(f(a,a),a) (Fz)P(f(z,2),a)

(B2)(Cu)(P(f(x,y),a) = P(z,a))

(Vz)(3y)P(f(,y),a)

(32)P(f(x,y),a)
P(f(z,y),a)
fz,y) M

Ty
Slika 6.4: Drvo podformula

Slika 6.3: Drvo podformula za za (Fz)((Fy)(P(f(x,y),a) =
(Vo) (Fy) P(f(z,y), a) P(z,a))

2. (a) Neka je iy = (R,=) data interpretacija. Tada i; = (Vz)P(x,x) znadi
da za sve a € R vazi i; = P(xz,z)[a], odnosno, kada P interpretiramo kao
jednakost a na mesto x zamenimo a, da za sve a € R vazi a = a, $to je
tacno.

(b) Neka je ia = (R,<). iz = (Va)P(z,z) znadéi da za sve a € R vazi
a < a, §to je takode tacno.

(¢) Konacno, neka je iz = (R, <). i3 = (Vx)P(x,x) sada znaci da za sve
a € R vazi a < a, §to nije tacno.

3. (a) i1 |E Fy znaci da je 1 +1 = 1 (relacijsko slovo P interpretira se kao
jednakost, funkcijsko slovo f kao sabiranje a znak konstante a kao 1); to
naravno nije tacno.

i |= Fy znaci da je 1-1 =1, §to jeste tacno.
i3 = F1 znaci da je 0-0 = 0, Sto je takode tacno.
(b) i1 | F» znaci da postoji z € Z takvo da je x + x = 1, §to nije tacno.

io |= F5 znaci da postoji x € N takvo da je - = 1, Sto je tacno.
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i3 |= F» znaci da postoji € R takvo da je x - x = 0, §to je opet tacéno.
(¢) i1 = F3 znaci da za svako x € Z postoji y € Z takvo da je z +y =1,
Sto je tacno.

io = F3 znaci da za svako x € N postoji y € N takvo da je z -y = 1, §to
nije tacno: za x = 2 ne postoji takvo y.

i3 = F3 znaci da za svako = € R postoji y € R takvo da je z -y = 0. To
je tacno: za bilo koje x € R mozemo uzeti y = 0.

(d) i1 | Fy znadi da postoji « € Z takvo da, ako postoji y € Z takvo da
jex+y =1, onda je z = 1. Kako za sve z € Z postoji y € Z takvo da je
x 4+ y = 1, formula nije ta¢na u interpretaciji ;.

io = Fy znaci da postoji € N takvo da, ako postoji y € N takvo da je
-y =1, onda je x = 1. Zaista, takvo y € N moze postojati samo za
x =1, pa je formula ta¢na u interpretaciji is.

i3 = Fy znadi da postoji x € R takvo da, ako postoji y € R takvo da je
xz -y =0, onda je x = 0. Opet za sve z € R postoji y = 0 takvo da je
x -y = 0, pa formula nije tacna u interpretaciji is.

4. Ako je i = (R,=,-), i = (V2)P(f(z,y),z) vazi ako je, za sve x € R,
x-y = x. Ali tatnost ove formule zavisi od vrednosti slobodne promenljive
y: ako je y = 1 ona je tacna, dok je za ostale vrednosti y € R neta¢na. Za-
klju¢ujemo da ¢ nije model date formule, jer ona nije ta¢na u interpretaciji
i za sve vrednosti slobodnih promenljivih.

5. (a) ,,x je paran broj” je najlakse izraziti formulom u obliku 2 | 2. Dakle,
trazena formula u jeziku interpretacije ¢; je recimo P(a,z) (P je u datoj
interpretaciji relacija deljivosti a a konstanta 2).

Drugi nac¢in da izrazimo da je x paran je da postoji y takvo da x = 2y,
dakle formulom (Jy) P(z, f(a,y)) u jeziku iz (P je sada relacija jednakosti,
f je mnozenje a a opet konstanta 2).

Konaéno, ako umesto mnozenja i konstante 2 na raspolaganju imamo samo
sabiranje, deo formule x = 2y mozemo zameniti sa x = y+y, dakle u jeziku
iz cela formula glasi (y)(P(z, f(y,v))).

(b) Uzimajuéi u obzir resenje zadatka (a), jedna moguéa formula za datu
recenicu je (32)=(3y)(P(z, f(y,y)))-
(¢c) Za iy direktno dobijamo formulu P(z, f(y)).

Da bismo presli na jezik interpretacije i moZemo x = ,/y zameniti sa
x - x = y uz dodatni uslov da je x pozitivan; dakle formula bi glasila
P(f(z,z),y) N Q(x).

(d) Najmanji broj je onaj koji je manji ili jednak od svih. U jeziku in-
terpretacije i1 formula bi glasila (3z)(Vy)P(z,y), a u jeziku interpretacije
io: (3x)(Vy)(=P(z,y) = Q(z,y)) (tj. « je manji od svih ostalih prirodnih
brojeva).

(e) Broj je prost ako su svi njegovi delioci jednaki jedinici ili njemu samom.
Stoga je u jeziku 4y trazena formula (Vy)(Q(y,z) = P(y,a) vV P(y,z)) (P
se interpretira kao = a @ kao |).

Da bismo eliminisali jedinicu treba da je izrazimo preko ostalih elemenata
jezika. Mozemo iskoristiti ¢injenicu da je broj 1 jedini element skupa N
koji deli sve druge. Tako dobijamo formulu (Vy)(Q(y,z) = (V2)Q(y, z) V
Py, z)).
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(f) U interpretaciji i1 formula je NZD(z,y) = 1, odnosno P(f(z,y),a).
Da bismo presli na 9 treba operaciju NZD zameniti relacijom deljivosti,
dakle formula treba da izrazi da = i y nemaju drugih zajednickih delilaca
osim 1: (V2)(Q(z,2) A Q(z,y) = P(z,a)). Da bismo ovo preveli u jezik
interpretacije 73 treba da eliminiSemo deljivost pomoc¢u operacije mnozenja
(definicija 1.4); dobijamo:

(V2)((3s) P(f(2,5),2) A BOP(f(2,1),y) = P(z,a)).

Napomena. (1) Primetimo da, kada konstruisemo formulu koja nesto
govori o x,v,..., tada x,y,... treba da se u njoj javljaju kao slobodne
promenljive. Ako formula izrazava neko opste pravilo (koje se ne tice
konkretnih elemenata domena), ona nema slobodne promenljive.

(2) Prikazana reSenja, naravno, nisu jedinstvena; ¢italac moze pokusati da
nade i druge nacine zapisivanja datih recenica pomoc¢u formula.

(Vz)(3y) P(x,y) = ~((F2)Q(x) V (V) (Vy)-P(z,y))

~ 2(Vz)(By) Pla,y) vV ~(B2)Q(z) v (Vz) (Vy)~P(z,y))
~  (Fz)(Vy)=P(z,y) V (=(F2)Q(x) A =(Vx)(Vy)~P(z,y))
~  (Fz)(Vy)=P(z,y) vV (Vo) =~Q(z) A (3x)(Fy) Pz, y))
~  (E)(Vy)~P(z,y) V ((V2)-Q(2) A (Bu)(3v) P(u, v))

~ () (vy)=P(z,y) V (V2)(Fu)(F0) (-Q(2) A P(u,v))

~  (F)(vy)(V2)(Fu)(Fv) (=P(z, y) V (=Q(2) A P(u, v))).

Skolemizacijom dobijamo formule:
(a) (Vy)P(a,y);
(b) (Vz)Q(z, f(x));

() eliminisuéi najpre u dobijamo
(V2)(Fy) (F0)(V2)(3t) (P(a, z, y) A P(v,2,2) = P(y, 2,1)),
eliminisudi y:
(V) (Fv)(V2) (3t) (P(a, z, f(x)) A P(v, 2, 2) = P(f(x), 2,1)),
eliminisudi v:
(Vz)(V2)(3t)(P(a, =, f(x)) A P(g(x), z,2) = P(f(2), 2,1))
i konacno eliminisudi :
(Vo) (V2)(P(a, , f(2)) A P(g(x), ,2) = P(f(2),2, Mz, 2))).
(d) Analogno kao pod (c) dobijamo formulu

(YY) (Vu)(P(a,y) A P(a, f(b,g(y),u)) = P(h(y,u), h(y,u))).

8. Kao u prethodnom zadatku skolemizacijom dobijamo formulu

(Yy)(Vz)(=P(a,y) vV (=Q(2) A P(f(y, 2),9(y,2))))-
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9.

10.

11.

Osnovna ideja algoritma BubbleSort je da, zamenjujuéi uzastopne ele-
mente niza, nakon prvog prolaza kroz niz (za i=n-1) najmanji element
bude postavljen na poslednju poziciju, nakon drugog prolaza (za i=n-2)
sledeé¢i najmanji na pretposlednju itd. tako da se, kada i stigne do 1, svi
elementi nalaze na svojim mestima. Dakle, ako sa x[j]* ozna¢imo vred-
nost j-tog elementa niza nakon i-tog prolaza kroz niz (broje¢i unazad),
treba dokazati

(a) (Vi <n—1)(Vj>i)x[j-11% >x[j]?
(b) (Vi <n—1)(Vj <i)x[3]? >x[i+1]"

Dokaz, paralelno za (a) i (b), sprovodimo indukcijom po i, ali ,,unazad”,
odi=n—1doi=1.

B.I. Neka je prvo ¢ = n — 1 i neka se najmanji element na pocetku nalazi
na mestu x[k]. Tada ¢e, za j=k, biti x[j1<x[j+1], pa ée ta dva elementa
biti zamenjena. Potom ¢e i za sve vece vrednosti j biti x[j1<x[j+1], te
¢e najmanji element biti zamenjen redom sa svim iza njega i na kraju
dospeti na poslednje mesto: x[n]™~! ée biti najmanji element niza, a to
je upravo ono s§to govore formule (a) i (b) zai=n — 1.

L.H. Pretpostavimo su formule (a) i (b) ta¢ne za neku vrednost i.

I.K. Dokazimo da su one tacne i za ¢ — 1. Neka se najmanji od eleme-
nata x[j]1? (za j<i) nalazi na k-toj poziciji. Tada de, za sve k<j<i-1
taj element biti zamenjen sa svim elementima x[k+11%, ...x[i]? te ée
se naéi na poziciji x[i]. Stoga je taj element, x[1]°~!, manji od svih
x[j1° za j < i — 1 pa je ispunjeno (b). Posto se elementi na pozi-
cijama x[i+1],...,x[n] u ovom prolazu nisu menjali, prema I.H. imamo
x[1]177! >x[i+1]171 > ... >x[0]*! pa vazi i (a).

(a) ~(V2)(P(x) = Q(z,¢)) ~ (Fz)=(P(r) = Q(z,¢))
~  (Fr)(P(z) A =Q(x,c)).

(b) @) (Vy)ay =y ~ (Vo)=(Vy)zy =y
~ (Vz)(Ty)zy # y.

() ~(V2)(Vy)(z <y = (32)(x < 2 Az <))
~ (Fr)-(Vy)z<y= F)(z<zANz<y))
~ Bx)Fy)-(z<y=F2)(z<zAz<y))
~ (Bx)Fy)(z<yA-(F)(z<zAz<y))
~ (F)Ey)(z<yAVz)m(z < zAz<y))
~ (3x)3y)(z <yAVz)(-x < zV-oz<y)).

U nekim od zadataka koji slede bi¢e pogodnije da na kraju disjunkciju
transformiSemo u implikaciju, pa tako na kraju mozemo dobiti i

Bz)Fy)(z <y A Vz)(x < z = -z <y)).

Obelezimo datu formulu sa F' i nadimo model za njenu negaciju, tj. za

~F ~ (Vz)(P(z) = Q(x)) A (Bz) P(x) A (32)-Q(x) .
—_——— ——

@1 P2 ¥3
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13.

14.

15.

GLAVA 6. RESENJA ZADATAKA

Mozemo uzeti npr. D = {a, b} i relacije

Pila b Q" |
‘TL

i

a b
T L
Tada je (D, P?, Q?) trazeni model. Zaista, i = ¢ zato §to za sve elemente

modela (dakle, i za * = a i za x = b) vazi: ako P’(z), onda i Q*(z). s
vazi za * = a, a 3 za © = b.

Dovoljan nam je model sa samo jednim elementom: neka je D = {a}, a
relacije P?, Q' i S* date tablicama:
Pla Q'la i S5 a
[T [ L [T

(D, Pt, Q¢ S*) je model za dati skup formula.

(a) Pogodno je datu formulu F' prvo transformisati u preneksni oblik ko-
riste¢i ekvivalencijske transformacije. Dobijamo da je

F~ (32)(3y)(32) (P(x) A P(y) A Q(x) A Q(y) A —P(2))
Model formule je ({a, b}, P*,Q"), gde su P* i Q° date tablicama

Pila b . Qla b
T L T T

(F je zadovoljena za x =y =aiz="».)

(b) Imamo da je
—F ~ (Vz)(P(z) = (Vy)(P(y) = (Q(x) = —Q(y)) V (V2) P(2))).

Lak nacin da obezbedimo da implikacija bude zadovoljena je da se po-
brinemo da njena leva strana bude netaéna, tj. da ne vazi P’(z) ni za
jedan element z domena. Stoga je jedan kontramodel ({a,b}, P%, Q%), gde

Pla b . Q|a b
. T T

Oznac¢imo datu formulu sa F. Trazimo model za = F. Posto je
~F ~ (J2)(P(2) A =Q(z)) A (F2)(Q(z) A =S(2)) A Bz)(S(z) A =P(x)),

jedan model bi mogao biti (N, P!, Q% S%), gde Pi(x) akko je z paran,
Q'(z) akko je x deljiv sa 3 i S%(z) akko je z deljiv sa 5. Podformule
formule —F tada redom tvrde da: postoji paran prirodan broj koji nije
deljiv s 3, postoji prirodan broj koji je deljiv s 3 ali ne i sa 5 i, konacno,
da postoji prirodan broj koji je deljiv s 5 ali nije paran.

I resenje. Jedan moguéi model je (N, P%, Q%, T, S%), gde je: Pi(x) akko je
x paran, Q'(z) akko je z deljiv sa 3, T%(z) akko je = deljiv sa 12 i S%(x)
akko je x deljiv sa 6.

IT resenje. Druga moguénost: domen je {a,b} i

a | T a | L a | L a | T
b | L b | T b | T b | T
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Trazimo model za negaciju date formule, odnosno model koji zadovoljava
¢1 = (3z)(Vy)P(z,y)

w2 = (Fz)-P(z, x)

p3 = (F2)(Ty)(z # y A P(x,2) A P(y,y))

¢4 = (Jz)(Vy) Py, z).

Domen ¢ée biti skup {a, b, c}, a relacija P data tablicom:

Pi‘a b ¢
a | L T T

1 T L
c | T T T

Naime, zbog ¢1 bar u jednoj vrsti tablice moraju se nalaziti samo T.
Sliéno, zbog 4 bar u jednoj koloni moraju se nalaziti samo T. Na dija-
gonali zbog ¢s mora biti bar jedno L, a zbog 3 bar dva T.

Treba dokazati da negacija date formule
—F ~ (3z)(Vy) P(z,y) A (Bz)(Vy) P(y, =) A (Jz)-P(x, z)

ima model, odnosno konstruisati interpretaciju ¢ takvu da i = Fy, i E
Fy,ii | F3, gde Fy = (32)(Vy)P(x,y), F» = (Fz)(Vy)P(y,x) i F3 =
(3x)-P(z, ).

I reSenje. Razmotrimo najpre interpretaciju (Z, <). Prva od formula trazi
da Z ima najmanji element, Sto ¢e biti tatno ako domen Z zamenimo
sa N (tada je 1 taj najmanji element). Druga formula kaze da postoji
najveéi element; ovo ne vazi ni za jedan od skupova N, Z, R, ... ali ée
biti ispunjeno ako domen ,,ograni¢imo” odgore i uzmemo, recimo, D =
{1,2,...,10}. Konacno, treéa formula kaze da nisu svi elementi u relaciji
sa samim sobom. Da bismo nju zedovoljili umesto < uzmimo relaciju <.
Konaé¢no, dobijamo jedan moguéi model: ({1,2,...,10}, <).

II resenje. Model moze biti i = ({a, b}, P?), gde je P’ zadato tablicom:

Pila b
a | T T
b | T L

Tada ¢ = F; jer je element a u relaciji i sa a i sa b, i | Fy jer su s
elementom a u relaciji oba elementa domena i konacéno i |= F3 jer b nije u
relaciji sa sobom.

Dokaza¢emo da data formula (obelezimo je sa F') nije valjana tako $to
¢emo nadéi model njene negacije. Imamo

—F ~ (Vz)P(z,z) A (Vz)(3y)-P(z,y) A
(V) (3y)~P(y, ) A (32)(3y) (= P(z, y) A ~P(y, z)).

I resenje. Definisimo model (D, P?) ovako: neka je D = {a,b} i relacija
P? data tablicom:

Pila b
a | T L
b | L T

IT resenje. Uzmimo relaciju jednakosti na proizvoljnom skupu od bar dva
elementa, dakle model moze biti npr. (N, =).
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20.

21.

22.

23.
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Oznagimo datu formulu sa F'. Trazimo model za = F. Posto je

~F ~ (V) (YY) (P(z,y) = Qy, ) A (32)~Q(x,2) A
() (Fy)(P(z,y) A Q(z,y)),
jedan model bi mogao biti (N, <, #).
Negacija date formule je ekvivalentna sa
(32)(3y) P(xz, y) A
—_———

¥1

(V) (Vy)(P(z,y) & (32)(P(x,2) A P(2,y))) A (Vo) ~P(z, x)

P2 ¥3

Jedan model za {¢1,92, 03} je (Q,<). Dokazimo to. ¢1 tvrdi da je
relacija neprazna, a @3 da je irefleksivna (tj. da nijedan element nije u
relaciji sam sa sobom, videti definiciju 4.38), §to je ocigledno. Sto se tice
9, implikacija zdesna nalevo vazi zbog tranzitivnosti relacije <, a obrnuta
zato §to izmedu svaka dva elementa x,y € @ takva da z < y postoji bar
jos jedan, recimo %ﬂ (za skup koji ima tu osobinu kaze se da je gust).
Jedan model je (RT, >), gde je RT skup pozitivnih realnih brojeva. Naime,
prva formula vazi jer je > refleksivna relacija (svaki element domena je u
relaciji sa sobom), druga zato sto je skup R gust (izmedu svaka dva realna
broja postoji bar jo$ jedan), a tre¢a jer RT ima najmanji element (koji je
manji ili jednak od svakog).

I resenje. Dovoljno je naéi model za negaciju date formule, tj. za

(3z)(Vy)=P(y,z) A
(Va)(Vy)(P(z,y) = (32)(P(x,2) A P(z,y))) A (Vo)=P(x, z).

To ée biti npr. (RT, <), gde je R* skup pozitivnih realnih brojeva.

II re$enje. Za domen uzmemo proizvoljan skup X, a P’ definisemo tako
da je P*(a,b) netacno za sve a,b € X, odnosno svaka dva elementa nisu u
relaciji.

Ako formiramo negaciju date formule dobijamo da treba naéi model za
skup formula {p1, 2}, gde

1 = (Vo) (Vy)(32)(A(xz, y) A B(x, 2) A Bly, 2))
w2 = (Fr)(Vy)(32)(~A(z,y) V ~B(y, 2) V ~B(x, 2)).

Uzmimo npr. D = {a, b}, a A® i B neka su zadate tablicama:

Ai‘a b Bi‘a b
a| T T al| T L
b| T T b| T T

(D, A%, B%) je model za dati skup formula. Zaista, za proizvoljne z,y € D
mozemo uzeti z = a i g1 ¢e biti ispunjeno. Sto se tice o, ako uzmemo
x = a i, bez obzira na vrednost y, z = b, nece biti ispunjeno B*(z, z).
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24.

25.

26.

27.

Dovoljno je da nademo model za negaciju date formule, tj. za skup formula

{(va)(Vy)(P(z,y) & P(y,z)), (Fz)-P(z, z),

(32)(3y)(32)(P(x,y) A Ply, z) A —~P(x, 2))}.

¥3

U tu svrhu uzmimo npr. D = {a,b} i relaciju

Pila b
a | L T
b | T L

Trazeni model je (D, P?). Naime, ¢; kaze da je P! simetri¢na relacija, a
o da nije refleksivna. s, koja tvrdi da P? nije tranzitivna, biée ispunjena
zax =a,y=">b1z=a (Detaljnija objasnjenja ovih znac¢ajnih osobina
relacija mogu se naéi u odeljku 4.8.)

(N, <) je model za prvu, drugu i ¢etvrtu formulu datog skupa. Da bismo
nasli model i za treéu treba da modifikujemo ovu interpretaciju tako da
sadrzi dva neuporediva elementa (tj. takva da nijedan nije manji od dru-
gog). Nekaa ¢ N i D = N U{a}. Definisimo relaciju P! na skupu D
tako da Pi(a,n) za sve n € N \ {1}, a da P'(m,n) vazi akko m < n za
m,n € N. Dakle, skupu N dodali smo novi element a koji je ,,ispod” svih
njegovih elemenata osim jedinice, sa kojom nije uporediv (videti sliku).
Nakon ovakve modifikacije moramo proveriti da su ostale formule i dalje
zadovoljene. P? je irefleksivna, za svaka dva elementa skupa D postoji
gornje ogranicenje, postoje dva elementa (1 i a) koji nisu uporedivi i za
svaka dva elementa bar jedan nije manji od drugog. Dakle, (D, P%) je
model za dati skup formula.

: ' 3
a
— 2
1 a B a 1 b

Slika 6.5: Dijagram Slika 6.6: Dijagram Slika 6.7: Dijagram
uz zadatak 25 uz zadatak 26 uz zadatak 27

N = O =N

Neka je Z skup celih brojeva i a € Z. Neka je D = Z U {a}. Sli¢no
prethodnom zadatku, definigimo relaciju P’ na skupu D tako da a bude
ispod svih n za n € N i iznad svih negativnih brojeva —nm za n € N,
a P{(m,n) akko m < n za m,n € Z (slika). (D, P?) je trazeni model.
Zaista, P’ je irefleksivna i tranzitivna, svaki element ima prethodnika i
sledbenika, a 0 i a nisu uporedivi.

Trazimo model za skup formula {1, p2, @3, 04}, gde
®1 (Va)P(z, x)
P2 (Va)(Vy)(P(z,y) A P(y, ) =z =y)
3 = (Vz)(Vy)(Vz)(P(z,y) A Py, 2) = P(z,2))
ps = (32)(Ty)(32)(=P(z,y) A =P(y,2) N =P(z,)).
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29.

30.

31.
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Jedan model ée biti (Ny, P?), gde Ny = N U{a,b}, a,b ¢ N, a relacija P*
na D definisana tako da i a i b budu ispod svih prirodnih brojeva osim 1 a
Pi(m,n) vaz akko je m < n zam,n € N. Dakle, skupu N dodali smo dva
elementa koja nisu uporediva sa 1, a manji su od svih ostalih prirodnih
brojeva (slika).

Model za prvu i drugu formulu datog skupa koji ne ispunjava trecu je npr.
({a, b}, P%), gde je P* data tablicom

Pi
a

b
=
b T

- |=

Model za prvu i treéu, ali ne i drugu mozemo dobiti analogno zadatku 25:
domen je skup D = N U{a}, a relaciju P* dobijamo tako $to a definisemo
da bude u relaciji sa svim elementima skupa D (uklju¢ujuéi i sebe) osim
jedinice.

Interpretacija u kojoj su ta¢ne samo druga i treca formula je (N, <).

(a) Uotimo sledeéu interpretaciju: i = (N, P%, %) gde P%(n) akko 2|n i
fi(z) = 2+1. Tada i = —(Vz)(P(x) = P(f(x))), odnosno i = (Jz)(P(z)A
—P(f(x))). Naime, postoji n € N za koje 2|n 121 (n+1); to je npr. n = 2.
(b) Za model i = (A, P, f*) treba jo§ da definiSemo relaciju P?. Treba da
vazi:
i (Vo) (P(z) = P(f(2)))
odnosno za svako y € A ako Pi(y) onda Pi(f(y)).
Kada poslednji uslov ispisemo za svako y € A dobijamo:
zay=a: Pila)= P(c)
zay=>b: P'b)= Pb)
zay=c: Pic)= Pb).
Uzimajuéi sve to u obzir, dobijamo jednu od mogucih interpretacija rela-
cijskog slova P:
Pila b ¢
L T 1

(a) Za kontramodel mozemo uzeti interpretaciju sa domenom N u kojoj P
interpretiramo kao relaciju deljivosti |, a f kao relaciju sledbenika: f*(z) =
x4 1. Tada, npr. za x =2 1y = 4, imamo 2 | 4 ali 315.

(b) Jedna moguénost bi bila da P interpretiramo tako da svaka dva e-
lementa iz A budu u relaciji. Implikacija iz formule je tada trivijalno
zadovoljena.

Treba da nademo model za —F ~ (3z)P(z)
(3z)-P(f(x)), tj. za formule Fy = (3x)P(x),
1L F3 = (3z)=P(f(z)).

I regenje. Jedan model je (Z, P?, f*), gde Pi(x) akko je x parno i fi(z) =
x + 2. F} je ispunjeno za bilo koje parno x, a F3 za bilo koje neparno x
(jer je tada i © 4+ 2 neparno). F» kaze da za sve ¢ € Z, ako je x + 2 parno,
onda je i x parno, Sto je tacno.

>
Il
8
<
&
sl
g
8
N[
=~
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32.

33.

34.

35.

IT resenje. Uzmimo za domen D = {a, b}, i definisimo

; a b P
f:(ab)l a|T
b|L

Fy je ispunjeno za © = a, a F3 za x = b (tada je i f(x) =b). Fy ocigledno
vaziizax =aizax =0

I reSenje. Jedan model datog skupa formula je (R, <, f*), gde je fi(x) =
x — 1. Uzimamo <, a ne < zbog prve formule, R a ne N zbog druge.

IT resenje. Drugi, konac¢an model, mogao bi biti (M, P, f%), gde M =

{0’7 b}a

Pila b ‘ b
a J_Ti]”:(zb)
b|T T

Druga formula je zadovoljena jer za bilo koje z,y € M mozemo uzeti z = b
i data implikacija ¢e vaziti. Sliéno, kako je f(x) = b za obe vrednosti
x € M, zadovoljena je i treéa formula.

Dokazacemo da data formula F' nije valjana ako nademo model za

—F ~ (32)(3y)~P(f(z,y),y) A Bz)(Fy)~P(z, f(z,y)).

Za domen uzmimo skup prirodnih brojeva, P interpretirajmo kao stan-
dardnu relaciju <, a f kao mnozenje. Jasno je da postoje dva realna broja
(npr. z =y = %) ¢iji je proizvod manji od y, i da postoje dva prirodna

I resenje. Uzmimo model (D, P, %), gde je D = {a,b}, P* data tablicom

Pila b
a | T T
b | T T

ifi: ( z Z ) (mada smo f* mogli definisati proizvoljno).
IT resenje. Jedan moguéi model je (D, |, f!), gde je D,, = {z € Z : x | n}
skup svih delitelja nekog fiksiranog prirodnog broja n, | relacija deljivosti,
a fi(x) = 2. Naime, relacija deljivosti na skupu Z je tranzitivna (dakle,
prva formula je tacna) a nije antisimetri¢cna (pa je tacna i druga), videti
primer 4.54. Trec¢a formula u ovoj interpretaciji kaze da za sve z,y € Z iz
x|ysledi%\%. Zaista, akojey:kxin:ly,ondaje%:lig:klpa

ﬂ‘ﬂ
y !z’

Obelezimo M = {1,2,...,10}. Jedan model negacije trazene formule je
(M, P, %), gde Pi(z,y) akko je x > 5 za x,y € M i fi(z) = z za sve
x € M. Naime, on zadovoljava svaku od formula:

1) (3x)(Yy)P(z,y): x =10 je element takav da = > 5 za sve y € M;

2) (Ya)(Vy)(P(z,y) = P(f(z), f(y))): posto je f'(z) = z, iz P'(z,y)
trivijalno sledi P*(f(x), f(y)) za sve z,y € M,

3) (Fz)(Vy)—-P(z,y): * =1 je element takav da ne vazi x > 5 bez obzira
na vrednost y € M.
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37.

38.

39.
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Iz druge i treée formule se vidi da interpretacija slova f mora biti neka
bijekcija (videti definiciju 5.3) a iz prve da interpretacija P? slova P treba
da bude takva da je svaki element u relaciji P? akko njegova slika nije.
Trazeni model moZe biti npr. (Z \ {0}, fi, P%), gde je fi(z) = —x i P'(z)
akko z > 0. (Izbacujemo nulu jer za nju ne bi vazila prva formula; to
mozemo jer funkcija f? nijedan ceo broj razli¢it od nule ne slika u nulu pa
je f* operacija na skupu Z \ {0}.)

(a) Neka je (D, P?) trazeni model, i Fi = (Va)(3y)(P(x,y) A (V2)(z # y =
-P(z,2))), F» = (Vy)(3z)P(x,y). Tada formula F; kaze da je P! ustvari
funkcija iz skupa D u samog sebe (videti definiciju 5.1). Formula F» kaze

da je ta funkcija ,,na” (za svaki element y € D postoji x € D koji se u
njega slika). Evo dva moguéa modela:

(Z, PY), gde Pi(x,y) akko je y = x + 1;

(R, PY), gde P(z,y) akko je y = 2x.

(b) Obelezimo formule Fy = (3z)(Vy)P(x,y), F2 = 3x)(Yy)P(y, ), F5 =
(Vz)P(z, f(x)) i Fy = (32)(f(z) # x). Ukoliko Zelimo da nam P* bude
neka relacija poretka, F; kaze da ona treba da ima najmanji element a Fb
da treba da ima i najveéi (videti definiciju 4.61).

I resenje. Uzmimo za domen D = {1,2,3,4}, a P’ neka bude <. F3 kaze
da za sve * € D mora biti x < fi(x), a Fy da f' ne sme biti identi¢ko

preslikavanje. Dakle, mozemo uzeti npr. f? : < % § i i )

II resenje: ([0,1],>, f), gde je [0, 1] zatvoreni interval brojeva izmedu 0 i
1a fi(z) = a2

Ako data formula ne bi bila valjana, postojao bi model (M, P* Q%) za
njenu negaciju. Taj model bi dakle zadovoljavao sledeée formule:

Fy = (Vz)(Vy) (P(x) A —P(y) = Q(x))

Fy = (3z)(P(x) A —Q(x)) i

F3; = (32)-P(x).

Iz F; zakljuéujemo da postoji m € M takvo da vazi P?(m) i ne vazi Q*(m).
Iz F3 zakljuc¢ujemo da postoji n € M takvo da ne vazi P(n).

Iz Fy: za sve x,y € M vazi: ako P(z) i nije P'(y), onda i Q%(x). Za
x = m,y = n dobijamo, posto P*(m) i nije P%(n), da vazi i Q(m). Dobili
smo da istovremeno Q‘(m) i nije Q*(m), kontradikcija.

Obelezimo datu formulu sa F' i dokazimo da = F nema model. Za pocetak,
—F ~ (Vz)(Jy)(A(z) = B(y)) A

(Vz)(Fy)(B(z) = C(y)) A (3z)(Vy)(A(z) A =C(y)).
Pretpostavimo suprotno, tj. da za neku interpretaciju i = (D, A%, B, C?)
vazi:
(1) i = (Vo) (Jy)(A(z) = B(y))
(2) i = (Vo) (3y)(B(z) = C(y)) i
(3) i = (3z)(Vy)(A(z) A —C(y)).
Iz (3) sledi da postoji a € D takvo da za sve y € D vazi A*(a) A ~C(y),
odakle sledi da vazi A%(a) i

za sve y € D vazi ~C'(y). (6.8)
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40.

41.

42.

Kako formula (1) tvrdi da (Jy)(A(x) = B(y)) vazi za sve z € D, na
mesto x mozemo staviti bilo koji element domena. Uzimajuéi z = a,
dobijamo da postoji b € D takvo da A'(a) = B(b), §to sa A%(a) daje
Bi(b). Konacno, iz (2), uzimajuéi z = b dobijamo da postoji ¢ € D takvo
da B'(b) = C'(c), §to sa B'(b) daje C*(c), a iz (6.8) za y = c sledi da nije
C'(c). Kontradikcija.

Pretpostavimo suprotno, da postoji model za negaciju date formule, tj.
interpretacija i = (D, P*, Q%, S?) za koju vazi:

(1) i = (Va)(P(z) = ~Q(x))

(2) i = (32)S(x)

(3) i = (Va)(S(z) = P(x))

(4) i | (Y2)(S(2) = Q)

Iz (2) sledi da postoji a € D takvo da S*(a). Iz (3) i (4) imamo redom (za
x =a): S%a) = P¥a) i Si(a) = Qi(a), §to sa S'(a) daje Pi(a) i Q%(a).
Kona¢no, (1) uz z = a daje P*(a) = —Q%(a) pa, uzimajuéi u obzir i P%(a)
vazi =Q(a), a to sa Q'(a) daje kontradikciju.

2
3

Pretpostavimo da data formula nije valjana, tj. da skup formula

{B2)(=P(z) A Q(x)) = (32)S(x), (Vo) (P(z) & —~Q(z)),

(Va)(P(z) V Q(z) = -5(x)), (Fr)=P(x)}

®3 P4

ima model (D, P*, Q% S%). Iz formule o, zakljuéujemo da tada postoji
m € D takav da nije P'(m). Dalje, iz @2 imamo da za sve x € D vaii
P(z) akko ne vazi Q(z). Za x = m to, sa ranije dokazanim —P%(m), daje
da vazi Q%(m). Odatle sledi da vazi =P(m) A Q*(m), pa D zadovolja-
va (3z)(=P(z) A Q(z)). Formula ¢, kaze da, ako i to zadovoljava, onda
zadovoljava i (3z)S(x). Neka je n € D takav da vazi S%(n). Iz formule 3
imamo: za sve x € D P(z) V Q'(x) = —=S5%(x), odnosno kontrapozicijom:
Si(z) = —Pi(z) A =Q(z). Za x = n sledi da nije ni Pi(n) ni Q%(n).

Ako sada primenimo ¢y za x = n dobijamo, posto ne vazi Q*(n), da mora
vaziti Pi(n), §to je kontradikcija. Dakle, data formula je valjana.

Pretpostavimo da data formula F' nije valjana, odnosno da
F ~ (Vo)(Jy) P(z,y) A (Vo) (Vy) (P(z,y) A —Q(y, z) = P(y,x))
®1 p2
A (3z)(Vy)-~P(y, z) A (Vo) (Vy)~Q(z, y)

3 Pa

ima model (D, P*,Q"). 1z o3 dobijamo da postoji element a € D takav da

za sve y € D ne vazi P'(y,a). (6.9)

Iz 1, za = = a, dobijamo da postoji b € D takvo da Pi(a,b).
Iz ¢4, za x = biy = a, dobijamo da ne vazi Q*(b,a).

Konaéno, iz ¢ za z = a i y = b: ako P(a,b) i nije Q*(b,a), onda vazi
Pi(b,a). Koristeéi gore dokazano dobijamo P*(b,a). Medutim, iz (6.9) za
y = b sledi da nije P%(b, a), kontradikcija.
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(a) (V2)((Vz)(A(z) = B(z,2)) = (By)Aly) = (3y)B(y, 2)))
~  (V2)((Vz)(mA(z) vV Bz, 2)) = (—(Fy) A(y) V (u) B(u, 2)))
~  (V2)(=(Va)(A(x) V B(z, 2)) V (Vy)-A(y) V (Fu) B(u, 2)))
~  (V2)(Bx)(A(z) A =B(z,2)) V ((Vy)=A(y) V (3u) B(u, 2)))
~  (V2)(Be)(A(z) A =B(z,2)) V (vy) (2 A(y) V (3u) B(u, 2)))
~  (V2)(Be)(A(z) A ~B(z,2)) V (Vy) (Bu) (= A(y) V B(u, 2)))
~ (V2)(Vy)((Fz)(A(z) A =B(x, 2)) V (Fu)(~A(y) V B(u, 2)))
~  (V2)(vy)Bz)((A(x) A =B(z, 2)) V Bu)(-A(y) V B(u, 2)))
~  (V2)(vy) Bz)(Fu)((A(2) A ~B(z, 2)) V ~A(y) V B(u, 2))

(b) Kako je svaka formula ekvivalentna svom preneksnom obliku, ona je
valjana ako i samo ako je njen preneksni oblik valjana formula. Pret-
postavimo da ona nije valjana, odnosno da njena negacija

(32)(3Fy) (Vz) (Vu) ((A(z) = B(z,2)) A A(y) A =B(u, z))
ima model (D, A%, BY). To znaéi da postoje m,n € D takvi da za sve
x,u € D vazi:
(1) Ai(z) = Bi(z,m)
(2) Ai(n)
(3) =B (u,m).
Zato to vazi i za ¥ = u = n, pa iz (1) dobijamo A*(n) = B%(n,m), §to sa

(2) daje Bi(n,m). Medutim, iz (3) dobijamo —B*(n, m), kontradikcija.

Pretpostavimo suprotno, da postoji model i = (D, P!, Q%) u kojem vazi
negacija date formule, tj.

(1) i = (V2) (Vy)(Q(z,y) = P(z,y))

(2) i = (Vo) (Fy)~P(z,y)

3) i = (Vo)(Vy)(P(z,x) = P(z,y))

(4) i = (B2)Q(z, z).

Iz (4) sledi da postoji m € D takvo da Q*(m,m). Iz (1) zaxz =y =m
sledi da, ako Q?(m,m), onda i P*(m,m). Dakle, vazi P'(m,m). Iz (2) za
x = m dobijamo da postoji n € D takvo da ne vazi P‘(m,n). Konaéno,
iz (3) za ¥ = m,y = n dobijamo da, ako P‘(m,m), onda i P*(m,n).
Zakljuéujemo da vazi P'(m,n), kontradikcija.

)

Pretpostavimo da =F ima model (D, A%, B?). Na takvom modelu su taéne
sledece formule:

Fy = (Va)(3y) Az, y)

= (Vy)(F2)B(y, 2) i

= (32)(Vy)(V2)(A(z,y) = —B(y, 2)).
Neka je a € D element takav da

zasve y,z € D, ako A%(a,y) onda ne vazi B'(y, z), (6.10)

dobijen iz F3. Iz Fy za x = a dobijamo da postoji b € D takvo da A%(a,b).
Dalje, iz F, za y = b nalazimo ¢ € D takvo da je B%(b,c). Najzad, iz
(6.10) zay = bi z = c sledi: ako A%(a,b), onda nije B*(b, c), kontradikcija.
Dakle, —=F nema model pa |= F.
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46. (a) Ako data formula ne bi bila valjana, postojao bi model (M, P*, Q%) za
njenu negaciju. Taj model bi dakle zadovoljavao sledeée formule:
= (Vo)(Vy)(P(z,y) = Q(y,z))
= (Vo)(Fy)(32)(P(z,y) A P(2,2)) i
= (32)(Vy)(V2)~(Q(z,y) A Q(z, 2)).

Iz F3 zaklju¢ujemo da postoji m € M takvo da
za sve y, z € M nije istovremeno Q*(m,y) i Q"(z,m). (6.11)

Iz Fy: za svako x € M postoje y,z € M takvi da vazi P'(z,y) i Pi(z,z).
Za x = m dobijamo da postoje n,k € M takvi da P‘(m,n) i Pi(k,m).

Iz Fy: zasve x,y € M vazi: ako P'(z,y), ondai Q' (y,x). Zax =m,y=n
dobijamo, posto Pi(m,n), da vazi i Q*(n,m) a za z = k,y = m, posto
Pi(k,m), da vazi i Q"(m, k). 1z (6.11) za y = k, 2 = n dobijamo da ne vazi
istovremeno Q(m, k) i Q*(n,m), to je kontradikcija.

(b) Negacija date formule ekvivalentna je sa

(V) (Vy)(P(z,y) V Qz,y)) A (Vo) (Vy)(P(z,y) < Qy, z))
AFz)(P(z,x) = —Q(z, x)).

Pretpostavimo da ona ima model i = (D, P!, Q). 1z i = (3z)(P(x,z) =
=Q(x,z)) vidimo da postoji m € D takvo da, ako P‘(m,m), onda nije
Qi(m,m). Iz i = (Vz)(Vy)(P(z,y) V Q(x,y)) za x = y = m dobijamo da
vazi P'(m,m) ili Q*(m,m). Posmatrajmo dva slucaja.

1° Ako Pl(m m) i = (Vo)(Vy)(P(z,y) © Qy,z)) za + = y = m nam
daje da i Q%(m,m), a iz ranije dokazanog sledi da nije Q(m,m), kon-
tradikcija.

2° Ako Q*(m,m), iz iste formule za x = y = m dobijamo da ipak vazi i
Pi(m,m) pa kao pod 1° dolazimo do kontradikcije.

(c) Pretpostavimo suprotno, da data formula (ozna¢imo je sa F') nije va-
ljana, tj. da postoji model i = (D, P, Q") za

—F o~ (Va)(Vy) P(z,y) = Q(x)) A (Vo) ((By) Py, ) = Q(x))

AEz)=Q(x) A (Vo) (Vy) (=P (z,y) = Py, )). (6.12)
Oznacimo
= (Vz)((Vy) P(z,y) = Q(x)),
z)((Fy) Py, z) = Q(x)),

= (v

= (30)-Q) i
= (Vo) (Vy)(=P(z,y) = P(y, ).

Kako i = F3, postoji m € D takvo da nije Q' (m). Iz i &= Fy ii |
F5 kontrapozicijom dobijamo i = (Vz)(-Q(z) = (Jy)-P(z,y)) ii
(Vz)(=Q(z) = (Vy)—P(y,x)). Uzimajuéi u oba sluc¢aja x = m, iz prve od
tih formula dobijamo da postoji n € D takvo da ne vazi Pi(m,n), a iz
druge da za sve y € D ne vazi P'(y,m), pa za y = n ne vazi ni P*(n,m).
Aliiz i = Fy za © = m, y = n dobijamo da iz ~P%(m,n) sledi P(n,m),
kontradikcija.
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47. Pretpostavimo suprotno, da data formula (ozna¢imo je sa F') nije valjana,
odnosno da postoji model i = (D, P%, %) za

F ~ (V2)P(z, f(x)) A (Vx)=P(z,z) A (32)(Vy)(P(z,y) = P(x,x)).

Obelezimo njene podformule sa Fy = (Vz)P(z, f(x)), F» = (V&)-P(x,x)
i F3 = (3z)(Vy)(P(z,y) = P(x,x)). Iz i = F3 imamo da postoji m € D
takvo da

zasve y € D, ako P'(m,y), onda P'(m,m). (6.13)

i |= Fy znadi da, za x = m, vazi Pi(m, f(m)), ai = F, (opet za z = m) da
nije P*(m,m). Ali iz (6.13) za y = f(m) dobijamo da, ako P*(m, f(m)),
onda Pi(m,m), §to je nemoguce.

48. Pretpostavimo suprotno, da data formula F' nije valjana. To znaéi da
postoji model ¢ = (D, P, Q", f*) za njenu negaciju, odnosno za formule

Fy (V) Fy) P(x, f(y))

Bo= (Vo) (vy)(32)(P(z,y) = Q(z, 2))
By = (Vo) (Vy)(Q(z,y) = Qz, f(y)))
£y (32)(Vy)~Q(z, f(y))-

Iz F} sledi da postoji m € D takvo da
za sve y € D ne vazi Q'(m, f'(y)). (6.14)
Iz F; dobijamo da za svako z € D postoji y € D takvo da je P'(z, fi(y)).

Za x = m postoji neko n € D takvo da P'(m, fi(n)).

Iz Fy: za sve z,y € D postoji z € D takvo da, ako Pi(z,y) onda Q*(z, 2).
Zax = m iy = fi(n) postoji k € D takvo da, ako P(m, fi(n)), onda
Q'(m, k). Kako odranije imamo Pi(m, f(n)), sledi Q*(m, k).

Iz F3: zasve x,y € D, ako Q'(x,y) ondai Q' (xz, fi(y)). Zax =miy =k,
kako je Q%(m, k), dobijamo i Q%(m, f*(k)). Medutim, iz (6.14) za y = k
imamo da ne vazi Q*(m, f*(k)), kontradikcija.

6.4 Skupovi i relacije
1. A={5,11,21}, B={0,1,4,9}, C = {1}, D = {2,3,4,5}.

2. Svaki od datih skupova moze se, naravno, zapisati na mnogo nacina. Evo
nekih moguénosti:
(a) A={x e Z:-5<x<2}
b)yB={zeN:z<11A2fz}={2n—1:n€ NAn <6}
(c)C={V2+z:2€ZN-1<x<2}

3. (a) 2 elementa (to su {0,1} i {1,2}).
(b) 1 element ().

(c) 3 elementa.
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. (a) Posto je 5 =2-1%2+3, sledi da 5 € A. Medutim, za sve elemente skupa

B imamo 4n? +3 >4+ 3 =17, pa 5 ¢ B. Dakle, nije A C B.

S druge strane, 7=4-124+3 € B a, osim broja 5, za sve elemente skupa
Aje2n?+3>2-4+3=11. Dakle, 7 ¢ A pa nije ni B C A. Sledi da
nije ni A = B.

(b) Kako 35 =6-6 — 1 € A a 35 nije prost, sledi da nije A C B.

Posto 2 € B a 2 ¢ A, dobijamo da nije ni B C A, dakle ni A = B.

(c) Lako dobijamo da je A = B = {2,3,4,5,6,7,8,9}. Samim tim je i
ACBiBCA.

. (a) Svaki element skupa B je oblika k% za neki paran broj k. Dakle,

k = 2m za neko m € N pa je k* = 4m? odakle k? € A. Sledi da B C A.
(b) Kako 8 =4-2 € A a 8 ¢ B, sledi da nije A = B.

. (a) AUB = {1,2,3,4}, ANB = {2,3}, A\ B = {1}, B\A = {4}, AAB =

{1,4}, A x B = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4)}
1 P(A) ={0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}.

(b) AUB ={1,2,{1}}, AnB =0, A\B = {{1},2}, B\A= {1}, AAB =
{1.2,{1}}, Ax B ={({1},1),(2,1)} i P(4) = {0, {{1}}, {2}, {{1}. 2}}.
Napomena. Kad god je, kao pod (b), ANB = (), biée A\B=A, B\A=B
i AAB=AUB.

.(a)) AUB={zeN:2|zV3|z},ANB={zeN:2|zA3|z}={x€

N:6|z}={6n:neN}iA\B={zeN:2|zA3tz}

(b)) AUB={2n:ne N}, ANB={dn:neN}iA\B={x e N:2|
xANdtaxt={4n—-2:ne€ N}.

Napomena. Kad god je, kao pod (b), B C A, uvek je AUB = A i
ANB=B.

. (a) Za sve x € X vazi:

r€AUA ~ z€AVvzeA
~ z€AVz¢A
~ zxzeX
(Naime, formula u pretposlednjem redu je oblika p V —p, pa je ta¢na za

svexr € X.)

(b) reEANA ~ zeAnrzeA
~ zeANx ¢ A
~ €l

(Formula u pretposlednjem redu netacna je za sve z € X.)

. (a) re€AUB ~ —xz€AUB

~ =(xeAVzeDB)
~ ¢ ANx ¢ B
~ x€AANTEB
~ z€ANB

(b) Analogno dokazu (a).
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(a) re AU(BNC) ~ z€AvaeeBNC
~ z€AV(rxeBAzel)
~ (teAvVzeB)AN(z€eAVvzel)
~ ze€e AUBANz € AUl
~ xze€e(AUB)N(AUCQC).

(b) reA\(BUC) ~ ze€AA-(xeBUCQ)

~ z€AN-(reBVzel)

~ z€AN(x¢BAx¢CO)

~ (rteANz¢B)AN(zecANx ¢ ()

~ ze€A\BAzeA\C

~ ze€(A\B)Nn(A\QO).
U prvom koraku smo umesto x ¢ BUC pisali ~(z € BUC) kako bismo tu
formulu dalje mogli transformisati De Morganovim zakonima. Naglasimo,
takode, da Cetvrti korak nije primena distrubutivnosti (jer se i unutar
i van zagrade nalaze konjunkcije) ve¢ idempotentnosti i asocijativnosti:

,duplirali” smo deo z € A a zatim, kako je jedini veznik u formuli A,
zagrade rasporedili na najpogodniji nacin.

(a) Dokaz je znatno lakse izvesti polazeéi od desne strane jednakosti jer je
ona slozenija pa nam je jasno kako da je ,,raspiSemo”.
xr€(ANB)U(A\B) ~ z€ AnNnBVvzecA\B
~ (teANzeB)V(recANx ¢ B)
~ z€AN(xeBVzx¢B)
~ €A

(b) Iz idempotentnosti unije i definicije operacije A imamo:
(ANB)U(AAB) = ((ANnB)U(ANB))U((A\B)U(B\ A))
= (ANB)U(A\B))U((ANB)U (B\ A))
= AUB.

(Koristili smo rezultat dokazan pod (a).)

Iz teoreme 4.8(c) znamo da iz A C Bi1i B C C sledi A C C. Treba jos
dokazati da uz jaci uslov B C C sledi A C C. Pretpostavimo suprotno,
daje A= C. Ali to bi, zbog B C C, znacilo da je B C A, §to je nemoguée
(AC Bi B C Aznace da je A= B, kontradikcija sa B C A).

(a) Kako su elementi direktnih proizvoda dva skupa uredeni parovi, treba
dokazati da svaki uredeni par pripada skupu s leve strane ako i samo ako
pripada skupu s desne strane.
(r,y) e Ax(BUC) ~ ze€AANyeBUC

~ z€ANyeBVyel)

~ (xeAANyeB)V(zeAAye ()

~ ((z,y) e Ax B)V ((z,y) € AxC)

~ (z,y) e (AXxB)U(AxC(C)

(b) Analogno dokazu (a).
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14. (a) Ako skiciramo Venove dijagrame navedenih skupova, vidimo da je

(ANB)\COYU((BNC)\A) C(AUuC)NB:

B (&} B C

A A

Slika 6.8: Dijagram skupa ((AN Slika 6.9: Dijagram skupa (AU
B)\C)u((BnC)\ A) C)nB

Dokazimo to.

I nacin. Za svako x vazi

ze(ANB)\C)U((BNC)\ A4
~ xz€(ANB)\CVze(BNC)\A
~ (x€eANzeBANx¢C)V(zeBAzeCAnz¢A)
~ (zeAnz¢C)V(xeCrnz¢gA)NzeB
E (zeAvzeC)ANxzeB
~ ze(AUC)NB.

(U pretposlednjem redu smo koristili pravilo p A ¢ = p.)

IT nac¢in. Dovoljno je dokazati da (ANB)\C C (AUC)NBi(BNC)\AC
(AU C) N B, pa ¢e prema teoremi 4.13 i unija skupova s leve strane biti
sadrzana u (AU C) N B. Imamo:

(ANB)\CCANBC(AuC)NnB

(BNO)\AC BNC C(AUC)NB.

(b) Ako skiciramo opet Venove dijagrame navedenih skupova, vidimo da
je (A\(BUC)U(B\(AUC)) C(AUB)\C:

B (&} B C

A A

Slika 6.10: Dijagram skupa (A\ Slika 6.11: Dijagram skupa (AU
(BUC))U(B\ (AU(O)) B)\C

Dokazimo to.
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I na¢in. Za svako x vazi

€(A\(BUC)U(B\(AUCQ))

€ (A\(BUCQC))vze (B\(AUCO))

(e AN—2e€eBUC)V(ze BNz AUQC)
(xe AN—(zxeBVvaxeO)V(reBA-(xe AVvze())

~ (x€eANx¢BAx¢C)V(zeBAzg Anx ¢ ()
(
(

2

(xe ANz ¢ B)V(xeBAxzgA)Nx ¢ C
E (r€eAvzeB)Axz¢C
~ xz€(AUB)\C.

IT nacin. Dovoljno je dokazati da (A\(BUC)) C (AUB)\C'i (B\(AUC)) C
(AUB)\ C, pa ée i unija skupova s leve strane biti sadrzana u (AUB)\ C.
Imamo:

(A\(BUC)) C A\C C (AUB)\C

(B\(AUC)) S B\CC(AUB)\C.

a) Ne. Stavise, nikad ne vazi P(A)NP(B) = 0, jer uvek §) € P(A)NP(B).

(

(b) Da. Pretpostavimo suprotno, da je AN B = (), ali postoji element
(z,y) € A2N B2, Tada (v,y) € A% znaéi r,y € A a (z,y) € B? znadi
x,y € B, pa skupovi A 1 B ne bi bili disjunktni.

(a) Neka je X € P(A)U P(B). To znati da X € P(A) ili X € P(B),
odnosno X € Aili X € B. Alikako A C AUBi B C AUB, u
oba slucaja iz tranzitivnosti relacije C dobijamo da X C A U B, odnosno
X € P(AUB).

(b) Primer kada jednakost ne vazi: A = {1}, B = {2}. Tadaje AUB =
{1,2}, pa je skup {1,2} u P(AU B), ali nije ni u P(A) ni u P(B).

p—{( ,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5),(2,6), (3,5),(3,6), (4,6)}.
{( ) )7( ’ 1)7(2u \/§)7( \/>) (3 \/3)7(31_\/5)}
= {(0,0), (0, {1}), (0,{2}), (0, {1, 2}), ({1}, {1}), ({1}, {1, 2}),

), ({2} {1, 2}), ({1, 2}, {1, 2}) )

,1,1 ,2,2),(1,3,3),(1,4,4), (1,5,5),(1,6,6),(2,1,2), (2,2,
3).(3,2,6), (4,1,4),(5,1,5), (6, 1,6)}.

!
}

~—
—~
=

p={(a,b),(b,a), (b,b), (b, c),(c,a),(c,b),(c, )}
p~t={(a,a),(c,a)}

poo ={(a,a),(a;b)}

cop=1{(a,a),(a,c)}.

(b) <r U >gr= R?

<rN>g=Ag

<p=>gr
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19.

20.

—1
SR =>R

<gr o >p=<pg o >g= RZ; obrazlozimo ovaj poslednji rezultat: za svaki
uredeni par (z,y) € R? postoji z € R koje je veée i od z i od y; stoga
(r,2) €<ri(z,y) €>rpa(z,y) €<r 0 >g. Analognoi (z,y) €<g o >g.

E~1 ={(b,a),(d,a),(c,b),(d,c),(be)}, EoE = {(a,c), (b,d),(e,c)}i(Eo
E)o E ={(a,d),(e,d)}. Ovde E~! predstavlja skup grana orijentisanog
grafa dobijenog obrtanjem smera svih grana u polaznom orijentisanom
grafu.

d ¢ d ¢

Slika 6.12:  Orijentisani graf Slika 6.13:  Orijentisani graf
(V.E) (V,E™Y)

Relacija E o E = {(c,a), (c,e),(d,b)} prikazuje izmedu kojih ¢vorova po-
stoje putevi duzine 2 (koji se sastoje od 2 grane), a (Fo E)o E = {(d,a),
(d,e)} izmedu kojih postoje putevi duzine 3:

a b a b

d ¢ d ¢

Slika 6.14:  Orijentisani graf Slika 6.15:  Orijentisani graf
(V,EoFE) (V,(EoE)oE)

(a) m1(p) = {4,C} i ma(p) = {1,2}.

(b) Skup p sadrzi tacke koordinatnog sistema koje se nalaze na kruznici
s centrom u koordinatnom pocetku poluprecnika 1 (zaista, uslov z? +
y? = 1 prema Pitagorinoj teoremi kaze da je rastojanje tacke (z,y) od
koordinatnog pocetka jednako 1). Stoga je mi(p) = [—1,1] i ma(p) =
[-1,1]:

—




170

21.

22.

GLAVA 6. RESENJA ZADATAKA

(a) Neka (z,y) € p. Tada x € m1(p) i y € ma(p) pa (z,y) € 1 (p) X m2(p).

(b) zem(pUo) ~ (y)(x,y) €pUo
~ (y)((xy)ep\/(xy)ea)
~ (Fy)(x,y) €pV (Fy)(z,y) €0

0)
~ xem(p)\/xem(a)
~ x€m(p)Um(o)

(Koristili smo ¢injenicu da se kvantifikator 3 ,,slaze” s veznikom V, videti
opet napomenu nakon spiska valjanih formula iz odeljka 3.3.)
(c) zem(pno) ~ (Jy(z,y)€Epno

~ () ((@,y) € pA(z,y) €0)

F Gy)@,y) €pA@Gy)(z,y) €0

~ zem(p) Nz € m(o)

~ zem(p)Nmi(o)

Da bismo konstruisali primer za koji jednakost ne vazi, za njega treba
da, u jedinom koraku u kojem ne vazi ekvivalencija, leva strana ne bude
posledica desne. Dakle, treba da postoje y1 za koje (x,y1) € p i y2 za
koje (z,y2) € o, ali ne i element y za koji su oba uslova ispunjena. Dakle,
(zazxz =1,y =21y = 3) uzmimo p = {(1,2)} i ¢ = {(1,3)}. Tada
je m(p) = m(a) = {1} pa je m(p) Nmi(0) = {1}, ali pNo = 0 pa i
m(pNo) =

(a) (z,y) €po(cUT)

3F2)((z,2) € pA(2,y) EcUT)

(F2)((z,2) € p A ((2,y) €0V (2,y) €7))

~ (32)(((z,2) EpA(z,y) €E0)V ((z,2) EpA(z,y) €T))
(32)((z,
(z,y) €
(z,y) €

z,

~

) ((z,2) € pA (z,y) € o) vV (F2)((2,2) € p A (2,9) €7)
x pooV (x,y) EporT

(poa)U(porT).

~ _{[)7
(Ekvivalencija formula u treéem i ¢etvrtom redu dokaza sledi iz toga $to
se kvantifikator 3 ,,slaze” sa disjunkcijom.)

() (z,y) €po(onT)
~ (F)((z,2) €pA(z,y) €onT)
~ (32)((z,2) €pn((2,y) Eo N (2y) ET))
~ (F)(((z,2) €pA(z,9) €0)A((2,2) EpA(z,y) €7)) (6.15)
F (32)((z,2) € pA(z,y) €0) A (F2)((2,2) € pA(2,y) € T)(6.16)
~ (z,y) €poaA(z,y)€EporT
~ (z,y) € (poo)N(porT).

Ovde smo u (6.15) koristili idempotentnost (p ~ p A p) da bismo ,,dupli-
rali” formulu (z, z) € p. Kako se kvantifikator V , ne slaze” sa disjunkcijom
(videti opet spisak valjanih formula i komentare ispod), imamo samo da
formula u ¢etvrtom redu ima za posledicu onu u petom, ali nisu ekviva-
lentne.

(b) i (d) se dokazuju analogno.
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Primer da pod (c) ne mora vaziti jednakost konstruiSemo posmatrajuéi
jedini korak u gornjem dokazu u kojem je izvedena formula samo posledica
prethodne, a ne ekvivalentna s njom. Preciznije, konstruisatemo relacije
tako da vazi (6.16) ali ne i (6.15). Recimo, ako uzmemo z = 11y = 4,
treba da postoji z (npr. z = 2) takav da (1,2) € pi (2,4) € 0, kao i 2
(npr. z = 3) takav da (1,3) € pi(3,4) € 7, ali ne i z takvo da (1,2) € p,
(z,4) €0 i(z,4) €.

Neka je, dakle, A = {1,2,3,4}, p = {(1,2),(1,3)}, o = {(2,4)} i1 =
{(3,4)}. Tada je:

ont = 0
po(ent) = 0

poo = {(1,4)}

por = {(1,4)}
poonNpor = {(1,4)}.

Dakle, zaista ne mora biti po (6 N7) =poocNpor.

U prethodnom zadatku dokazano je

(,y) € po(oNT)
~ (3)(=z,2) € pA(zy) €o N (2,y) €7). (6.17)

kao i, s druge strane,

(z,y) € (pea)N(poT)
~ (32)(z,2) € pA(z,y) € o) A(F)((z,t) € pA (L, y) € T)(6.18)

Uvek vazi (6.17)}=(6.18). S druge strane, iz uslova datog u zadatku imamo
(x,2z) € pA(z,t) € p= 2z =t, pasledi

(6.18) ~ (F2)(3)((z,2) € pA(z,y) Eo A(x,t) € pA(t,y) €T)
E (32)3)((x,2) € pA(z,y) EaA(x,t) EpA(ty) ETAZ=1)
E (F2)@)((x,2) EpA(zy) €0 N (z,y) €7).

Po teoremi 4.13(b) p C o N7 znaci p C o i p C 7. Na osnovu teoreme
434 je por CooTiocop C ogorT, paje prema teoremi 4.13(a) i
(porT)U(cop)Coor.

(@)  zeblANB] ~ (Gy)(ye AN BAaby)
~ (Fy)(ye ANy € BAxby)

F (By)(y € AANz0y) A (3y)(y € B A xby)
[A] A x € 0[B]
[A]NO[B]

~ z€b
~ z€0
(b) Neka je X = {a,b},A = {a},B = {b}i60 = X2 Tadaje ANB =1,
dakle 9]|A N B] =0, ali 0[A] = 0[B] = {a, b}, pa 0[A] N O[B] = {a,b}.
Napomena. Definiciju skupa 0[Y] je uopstenje prve projekcije skupa (71 (6)
je ustvari 6[X]), kao i direktne slike skupa (definicija 5.21), u slu¢aju kada
je 0 funkcija.



172

26.

27.

28.

GLAVA 6. RESENJA ZADATAKA

pUo: Neka je z € A. Posto je p neograni¢ena, postoji y € A takvo da
(x,y) € p, pa samim tim i (z,y) € pUo.

poo: Neka je v € A. PoSto je p neogranic¢ena, postoji y € A takvo da
(z,y) € p. Kako je i o neogranicena, postoji z € A takvo da (y,2) € 0. Iz
(z,y) € pi(y,2) €osledi (z,2) € poo, pajeipoo neograni¢ena.
Koristeci definicije operacija nad relacijama dobijamo:

(w,y) €p~o(poa) ~ (F)((z,2) €p™ Alz,y) € (po0))

32)((z,2) € pA—(z,y) €Epoo)
32)((2,2) € p A—(E)((2:1) € pA (ty) € )
(z,2) € p A (V)= ((2,8) € p A (Ey) € 0))
)
)

2

—
\.N
8

EpNn(V)((2,t) Ep= (ty) ¢ 0))
Epn((z2) €p=(2,y) ¢0))

B\
8

T I |

Da je formula u Sestom redu posledica one u petom sledi iz teoreme 3.27(a).
U narednom koraku koristili smo pravilo p, p = ¢ |= ¢, a u poslednjem smo
izostavili kvantifikator jer on ne deluje ni na jednu pojavu promenljive.

Konstruisimo primer koji pokazuje da moze biti p~! o (poo) C 7. To

mozemo posti¢i npr. tako sto obezbedimo da u pretposlednjem redu ne
vazi ekvivalencija. Uzmimo, recimo, da je x = 1, y = 21 (z,y) ¢ o, ali
da ne postoji z takvo da (z,x) € p. Dakle, neka su na skupu 4 = {1,2}
relacije p = 0 = 0; tadajeip ! =0 paiplo(poo)=0. S druge strane,
o= A%panpr. (1,2) €7

(@, y) € (poo)NT ~ (v,y)EpooA(z,y)eT
~ (F2)((@,2) EpA(zy) €0)A(z,y) €T
~ (F2)((z,2) €pA(zy) EoA(z,y) €T)
E (32)((z,2) € pA(z,y) € 7). (6.19)

S druge strane imamo

(2,y) € (pop~)or

@) ((z,t) € pop ™t Alty) € )

(F)((F2)((z,2) € pA (2,8) € p~ ) Alty) €7)

(3)(32)(((z,2) e pA (L, 2) € ) (t,y) €7)
(F2)(F)((z,2) e pA (L 2) € pA(Ly) € 7). (6.20)

Iz tvrdenja 3.27(b) sledi da iz (x,2) € p A (x,y) € 7 sledi (Ft)((t,2) €

pA(t,y) € 7T), pa (6.19) implicira (6.20).

Da bismo konstruisali primer kada je (po o) N7 C (pop~!) o7, posma-

trajmo jedini korak u gornjem izvodenju u kojem nije vazila ekvivalencija.

Uzmimo da jex = 1, z = 2, y = 3 ida vazi (z,2) € pi (z,y) € 7 ali

nei(z,y) € 0. Dakle, neka p = {(1,2)}, c = 0 i 7 = {(1,3)}. Tada je

poo=10pajei(poo)ns = 0. S druge strane, po p~! = {(1,1)} i

(popt)or={(13)}

Napomena. U razvijanju izraza (z,y) € (po p~!) o7 uveli smo prvo

promenljivu ¢, pa onda z. To smo uéinili stoga Sto tako dobijamo formulu
koja vise li¢i na (6.19), a naravno to ne uti¢e na znacenje formule.

2

2

2

2
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29. (z,y) €epN(roo)
~ (wy)epn(zy)eToo
~ (z,y) €pA(F)((2,2) € TA(2,y) €0)
~ (32)(z,y) € pA(x,2) € TA(2,y) € 0). (6.21)

S druge strane je

(z,9) € (pNr) oo
~ (F2)((z,2) e pNTA(2,y) €0)
~ (F2)(z,2) € pA(x,2) € TA(2,y) € ). (6.22)
Ostaje da dokazemo da su formule (6.21) i (6.22) ekvivalentne uz date
pretpostavke.
(6.21)=(6.22). (z,y) € o nam daje (y,2) € o~ . Iz toga i (x,y) € p
dobijamo (z,2) € poo~!, pa kako je poo~t C p, zakljuéujemo (z, z) € p.
(6.22)=(6.21). Iz (z,2) € pi (z,y) € o dobijamo (x,y) € po g, §to sa
poo C pimplicira (z,y) € p.
30. (z,y) € (pU(o07))"
(z+Ly+1l)epU(oorT)
~ (z+ly+l)epVv(z+ly+1)e(ocoT)
x+Ly+1)epVv(F)((x+1,2) €a A(z,y+1) €7).(6.23)

~

S druge strane je

(z,y) € p"U (0" 0T")

(z,y) € p*V(z,y) € (6" 0T")

~ (z+Ly+1)epVv(3)((z,t) €™ A(t,y) €TY)
(
(

~

~

z+1l,y+1)epVv
W)((z+Lt+1)ean(t+1,y+1)eT). (6.24)

Ako vazi (6.23), onda vazi i (6.24) za t = z — 1. Obratno, ako vazi (6.24),
vazi i (6.23) za z =t + 1. Dakle,

(z,y) € (pU (g 0m))* ~ (2,y) € p" U (0" o T%),
§to znaci da je (pU (g o7))* = p* U (c* o 7%).

31. Odgovore na pitanja iz zadatka dajemo u sledecoj tablici:

plo | 7|w]|b |6

refleksivnost T|L|T|L|L]|L
irefleksivnost LTy Ll Ll T|T
simetri¢nost T T|T|T|L|T
antisimetricnost | L | L | L | L | L | L
tranzitivnost T|L|T|L|T|T

Veéina polja popunjava se na ocigledan nac¢in, samo neka zahtevaju do-
datno objasnjenje. Npr. simetricnost poslednje dve relacije: ako je x brat
osobe y, ne mora i y biti brat osobe x (jer y moze biti Zenskog pola), ali
mora ako su u pitanju muskarci. Tranzitivnost relacije w: ako su x i y
dede istog unuka (dakle, imaju zajednikog potomka) a y i z takode, ne
moraju i z i z imati zajednickog potomka.
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(a) Definisimo relaciju na skupu R: zpy ako i samo ako |x — y| < 2. Ona
je ocigledno refleksivna i simetri¢na ali nije tranzitivna: 0pl i 1p2 ali ne i
0p2.

(b) Relacija < (na bilo kom od skupova N, Z, R,...) je refleksivna i tran-
zitivna, ali ne i simetri¢na.

(c) Prazna relacija () je simetri¢na i tranzitivna, ali ne i refleksivna. (Mogli
smo uzeti npr. i relaciju Ap na skupu A takvom da je B C A.)

(d) Definisimo relaciju na skupu R: zoy ako i samo ako z —y < 2. Ona
je ocigledno refleksivna, ali nije simetricna: 1lo4 ali ne i 401. Nije ni
tranzitivna: 201 i 100 ali ne i 2p0.

(e) Relacija # na bilo kom skupu (npr. na N) je simetri¢na ali nije reflek-
sivna ni tranzitivna: 1 # 212 # 1 alinei 1 # 1. (Jos jedan primer je
relacija iz zadatka 24 prethodne glave.)

(f) Relacija < (na bilo kom od skupova N, Z, R, ...) je tranzitivna, ali nije
ni refleksivna ni simetri¢na.

Neka su p i o refleksivne. Iz Ay Cpsledidaje Ay CpUo,aiz Ag Cp
iAg CodajeAg CpNo (teorema 4.13).

Za svako x € A iz (z,x) € p sledi (z,z) € p~!

L refleksivna.

;pajeip”
Ako Ay CpilAy Co,imamo Ay = AyolNy Cpoo,tejeipoo
refleksivna.

(a) Neka su p i o irefleksivne. Za svako xz € A, posto (z,z) ¢ pi (z,z) ¢ o,
imamo (z,z) ¢ pUci(xz,x2) ¢ pNo,pasuipUoipno irefleksivne.

1

Za svako x € A iz (z,z) ¢ p sledi (z,z) ¢ p~!, pajei p~! irefleksivna.

(b) Neka je A = {1,2}, p = {(1,2)} i 0 = {(2,1)}. Te dve relacije su
oCigledno irefleksivne, ali po o = {(1,1)} nije.

1 -1 _

(a) Neka su p i o simetriéne, tj. vazi p~! = pio~! = o. Tadaje (pUo) "t =
plUoc ! =pUo, pajeipU o simetricna.
Analogno je (pNo) t=ptNo~! =pno, pajeipno simetriéna.

I simetri¢na.

1

Takode, (p~1) "t =p=p~1 tejeip™
= 0710p71 =0op=poo.

Obratno, ako je poo simetri¢na, onda poo = (poo) ™t =oc"top™t =cop.

(b) Ako je poo = oo p, onda imamo (poc)~

(a) Ako (z,y) € p~t1i (y,x) € p~, imamo (y,z) € p i (z,y) € p. Kako je
p antisimetri¢na, sledi z = y.

Takode, ako (z,y), (y,z) € pNo to povlaéi (x,y), (y,z) € p, pa opet
x=y.

(b) Neka je prvo p = {(1,2)} i 0 = {(2,1)}. Ove relacije su antisimetri¢ne
ali pUo ={(1,2),(2,1)} ocigledno nije antisimetri¢na.

Dalje, neka je p = {(1,2),(4,3)} i ¢ = {(2,4),(3,1)}. I ove relacije su
antisimetri¢ne ali po o = {(1,4), (4,1)} nije.

Neka su p i o tranzitivne. Neka (z,y), (y,2) € pNo. Odatle dobijamo
(z,9),(y,z) € p, Sto povlaci (z,z) € p, kao i (x,y), (y,2) € o, odakle
(z,z) € 0. Dakle, (z,2) € pNo, paje pNo tranzitivna.

top™t=(pop)~t=p""

Prema teoremi 4.32(c) je p~ , pajeip ! tranzi-

tivna.
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(b) Kontraprimer za pUo: nekaje A = {1,2,3}, p={(1,2)} io0 = {(2,3)}.
Ove relacije su tranzitivne, ali pU o = {(1,2), (2,3)} nije.

Kontraprimer za p o o: neka je A = {1,2,3,4,5}, p = {(1,2),(3,4)} i
o ={(2,3),(4,5)}. Ove relacije su tranzitivne, ali poo = {(1,3),(3,5)}
nije.

Iz p C o i teoreme 4.34 imamo pocop C poooo. Iz tranzitivnosti relacije
osledicoo Copajepoocoo C poo. Dalje, iz p = A4 op i refleksivnosti
relacije o (tj. A4 C o) dobijamo pooc=A4o0pocg Coopoo.

S jedne strane, zbog p C ¢ i tranzitivnosti ¢ imamo copoog Coooo
o0 C coo C o. Obratno, zbog refleksivnosti p i uslova p C ¢ imamo
c=00AxolAx CoopopCloopoo.

Posto je dato poo C oo p, treba jo§ dokazati da je cop C poo. Ali zbog
simetri¢nosti relacija p i ¢ imamo p~! = p i o~! = o, pa primenjujuéi
teoreme 4.32(c) i 4.34(a) dobijamo

1 -1

Lopt=(poa) ' C(oop)t=plooct=poo.

ocop=o0

Iz tranzitivnosti p dobijamo po p C p. Sledi

-1 1

(pop)o(pop ) =po(p~toplop ™ Cpopop™t Cpop”

pajeipop~! tranzitivna.

Pretpostavimo da (x,y), (y,2) € poo. To znaci da postoje s it takvi da
(x,8) € p, (s,y) €0, (y,t) €pi(t,z) €0. 1z (s,y) €0i(y,t) € psledi da
(s,t) € cop C Ay, dakle s =t. Sada iz (z,s) € pi (s,z) € o dobijamo
(x,z) € poo.

(a) Neka (z,v), (y,2) €Eop. Tadaz+n<yiy<y+n<z, paz+n <z,
tj. (x,2) € op.

(b) Neka je m < n. Ako (z,y) € on, sledi z +n < y odakle z + m < y,
tj. (z,y) € 0. Obrnuto, neka o, C o,. Posto (0,n) € 0, C 04y, imamo
0+m < n.

(c) Ako (z,y) € opm 0 0y, to znaci da za neko z € N vazi (z,2) € oy, 1
(z,y) €on. Tadaz +m+n<z+n <y, tj. (z,9) € Omrn-

Napomena. Deo (a) sledi iz (¢) i (b): 0, 00y C 02y, C 0.

Odgovarajuce relacije ekvivalencije predstaviéemo tablicama i grafovima:

‘abcd ‘abcd ‘abcd

alT T T T al T L T L al T T L1 L
b| T T T T bl L T L T b| T T L L1
c| T T T T c| T L T L1 c|lL 1L T L
da|T T T T dlL T 1L T dlL L 1L T
a b a b a b
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(a) R: Svaka prava p paralelna je samoj sebi.
S: Ako je p|| ¢, onda je i ¢ || p.
T: Akojep|lgig| r,ondajeip| r.

(b) R: Svaka duz a podudarna je samoj sebi.
S: Ako jea = b, onda jei b = a.
T: Akojea=2bib=c, ondajeia™c.

(Analogno su relacije ekvivalencije i podudarnost uglova, podudarnost
trouglova itd.)

(c) R: Za svako a € N a =, a znaéi da m | a — a, §to je tacno jer je 0
deljiva svakim prirodnim brojem.

S: Neka je a =, b, tj. m | a —b. Ali b—a = —(a —b), tj. ti brojevi se
razlikuju samo po predznaku. Stoga m | b — a, dakle b =,, a.

T: Neka je a =, bib =y, c. Toznacidam |a—bim|b—c. Kako je
a—c=(a—0b)+ (b—c), prema teoremi 1.7 jeim | a — ¢, tj. a =, c.

(d) R: Za svako a € R apa znaci da a — a € @Q, $to je tacno.

S: Neka je apb, tj. a — b € Q. Tada je i broj b —a = —(a — b) racionalan,
pa bpa.

T: Neka je apbibpc; dakle a—b,b—c € Q. Tadaia—c = (a—b)+(b—c) € Q,
pa apc.

() Ri Nekajex € Z. Tadax +x =22 € P, pax ~ x.

S: Neka vazi © ~ y, odnosno x +y € P. Tadaiy+z € P pay~ x.

T: Neka x ~yiy ~ 2 Toznacidax+y € Piy+ 2z € P, pai
r+z2=(r+y)+ (y+2z)—2y € P, sto znagi r ~ 2.

Relacija normalnosti nije refleksivna (Stavise, nijedna prava nije normalna
na sebe) pa nije relacija ekvivalencije.

(a) R: Svaki zaposleni radi u istoj prostoriji sa samim sobom.
S: Ako x radi u istoj prostoriji sa y, onda i y radi u istoj prostoriji kao x.

T: Ako x i y rade u istoj prostoriji i y i z rade u istoj prostoriji, onda i =
i z rade u istoj prostoriji.

(b) Obelezimo radnike skra¢eno prema pocetnim slovima imena (A=Arse-
nije itd.). Dati uslovi govore da: 1) [4] = [C]; 2) [C], [D] i [F] su razlicite
klase ekvivalencije i 3) [F] = [B] = [E]. Dakle, imamo 3 klase ekviva-
lencije: {A,C}, {B,E,F} i {D}. Sledi da relaciju p mozemo prikazati
tablicom:

T E D QW
i e
el e L~
FEE AR HQ
FE AR D
4
A
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48.

49.

50.

ol.

52.

R: Neka (a,b) € R?. Vazi: (a,b)p(a,b) akko je a — b = a — b, §to je
ocigledno ispunjeno.

S: Neka vazi (a,b)p(c,d). Toznacidajea—b=c—d,pajeic—d=a—b,
Sto znaci (¢, d)p(a,b).

T: Neka je (a,b)p(c,d) i (¢,d)p(e, f). Odatle dobijamo a —b = ¢ —d i
c—d=c—f,pajeia—b=c— f, ti (a,b)ple, f).

R: Neka je (z,y) € R?. Imamo: (z,y)p(z,y) akko je x +y = v +y i
22 4+ y? = 22 + 42, §to je ocigledno taéno.

S: Neka je (z,y)p(z,t). To znadi daje x +y =z +tiax? +y? = 22 +¢2.
Alitadajeiz+t=x+yiz?+t2=2%+y> sto znadi (z,t)p(z,y).

T: Neka je (x,y)p(z,t) i (2,t)p(u,v). To znacéi da je x+y = z+ ¢t i
224 y? =22 4t% kaoiz+t =u+viz?+t> =u?+v% Odatle dobijamo
rH+y=u+vir?+y?=u?+v? §to znaéi (z,y)p(u,v).

Napomena. Citalac moze pokusati da dokaze da je p ustvari relacija jed-
nakosti: p = Age.

Iz teoreme 4.42 dobijamo p o p = p, pa imamo

(z,y) € pn(oo(pnT))
~ (z,y) €pN(z,y) €oo(pnT)
~ (z,y) € pA(32)((z,2) € A(z,y) EpNT)
~ (z,y) €pA(F2)((z,2) €A (zy) €pA(z,y) €T)
~ (F)((z,y) €EpN(z,2) ETN(y,2) EpA(zy) ET)
E (32)((z,2) €popA(x,z) €aA(z,y) ET)
~ (32)(z,2) € pA(z,2) €0 N (2,y) €ET)
~ (3)((z,2z) epnoA(z,y) €T)
~ (z,y)€(pno)or

R: Neka je z € A. Kako su p i o refleksivne, imamo da je (z,z) € p i
(z,z) €copai(z,z) €EpNo.
S: Neka (z,y) € pNo. To znaci da (x,y) € p, $to sa simetricnoséu relacije
p daje (y,x) € p. Slicno dobijamo i (y,z) € o, pa (y,z) € pNo.
T:Izpop=picoo=ocsledi (pNo)o(pNo)C(pop)N(pooc)N (oo
p)N(coa)C(pop)N(coad)Cpno.
(Pretposlednja inkluzija vazi zato sto je AN B C A za proizvoljne skupove
AiB.)
Mogli smo se i pozvati na zadatke 33, 35 i 37, gde je na drugi nacin dokazi-
vano da se osobine refleksivnosti, simetri¢nosti i tranzitivnosti prenose na
presek relacija.
R: p je refleksivna odakle Ay C pi Ag = A" C p~! (teorema 4.32) pa
A4 Cpnpt. Sledi daje pnp~! refleksivna.
S:(pnp ) t=pTt0 () =pTNp=p0pt
T: Iz tranzitivnosti relacije p imamo pop C pip~top™t = (pop)™t C p~
(koristili smo teoremu 4.34) pa
(pnp Ho(pnp™) < ((pnp Hop)n((pnp Hop™)
C (pop)n(p~top)n(pop™)N(p~top™)
C pn(ptop)nipop )np tCpnp .

1
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(<) Pretpostavimo prvo da vazi po p~1

= p.
R: Neka je z € A, prema uslovu zadatka postoji y € A takvo da (z,y) € p.
Odatle sledi da (y,z) € p~!. Iz uslova (z,y) € pi (y,7) € p~* dobijamo

(r,2) € pop~!, odnosno (x,z) € p.
S:p~t=(pop )t =(p")op”
T: Koriste¢i upravo dokazanu ¢injenicu da je p~
pop~t=np.

(=) Neka je sada p relacija ekvivalencije. Koriste¢i teoremu 4.45 dobijamo

pop~t=pop=p.

1 1

=pop ' =p.

L' = p, dobijamo pop =

(=) Ako je p relacija ekvivalencije, prema teoremi 4.45 je (pop H)UA 4 =
(pop)UlLg=pUly=p.

(<) R: Iz datog uslova direktno sledi A4 C p.

Sipt=((pop HULA) T =(pop )TTULL = (pop HUDa=p.
T: Iz date relacije i ve¢ dokazane simetriénosti dobijamo pop = pop~! C p.

(=) Iz refleksivnosti relacije p i teoreme 4.32 imamo 0 = Ago00 C poo
isliécno o C oo p pa, kako je p=pop,

gopoa C(poa)o(pop)o(ocop)=(pooop)o(pocop)Cpooop

(jer je p oo o p tranzitivna).

(<) R: Iz refleksivnosti pi o sledi Ag =Ap0As004 Cpooop.

S: Posto su p i o simetriéne, imamo (pocop)™t = p~ltoo lop™! = pooop.
T: Kako je pop = p, sledi (pocoop)o(pooop)=po(copos)opC
po(pocop)lop=pocgonp.

(a) (<) R:Iz Mg Cpsledi Ay CpUo.

S: (pUo)t=p tuoc~t=pUoc (jer su pi o simetricne).

T: treba dokazati (pUc) o (pUoc) C pUo, tj. prema zadatku 22,

(pop)U(poo)U(oop)U(ocoo)CpUo. (6.25)

Medutim, iz tranzitivnosti p i o sledi pop Cp C pUociocooc Co C pUao,
a iz datog uslova poo C pUo. Odatle je i

gop=0lopt=(poo) Tt =(pUo) ! =pUo.

Sada (6.25) sledi iz teoreme 4.13(a).
(=) Iz tranzitivnosti p U o, odnosno uslova (6.25) i teoreme 4.13(a) sledi
poo C pUo. S druge strane, koristeéi Ay C o0 i Ay C p, imamo

p=poly Cpoocioc=A~ANg00 C poo odakle, opet prema teoremi
4.13(a), sledi pUo C poo.

(b) (=) Iz zadatka 35 sledi da, ako je po o simetri¢na, mora vaziti poo =
oop.

(<) Prema zadatku 33 p o o je refleksivna. Prema zadatku 35 i uslovu
poo =oopona jeisimetricna. Ostaje da dokazemo tranzitivnost:

(poo)o(poa)=(pop)o(coa)Cpoo.
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6 4 9
2 2 3

1 1 1

Slika 6.16: Dija- Slika 6.17: Dija- Slika 6.18: Dija-

gram za (D, |) gram za (Dsg,|) gram za (D, |)
24
20 8 12
4 10 6
4
> 5 3
1 1
Slika 6.19: Dijagram za (Dayg, |) Slika 6.20: Dijagram za (Dag, |)

57. (a) Haseovi dijagrami zadatih parcijalnih uredenja prikazani su na slikama
gore.

(b) Iz gornjih primera mozemo zakljuciti da je (D,,]|) linearno uredenje
ako i samo ako je n stepen prostog broja; dokazimo to.

(=) Neka je n = p*, gde je p prost i k € N. Tada su delitelji broja n
brojevi 1,p,p?, ..., p", i svaka dva od njih su uporedivi: p’ | p’ za i < j.

(<) Ovaj deo dokaza sprovodimo kontrapozicijom: ako n nije stepen pro-
stog broja dokazujemo da (D,,|) nije linearno uredenje. Zaista, n tada
ima bar dva prosta faktora, recimo p i ¢. Ali p i ¢ su neuporedivi u
uredenju (D, |) (niti je p | ¢ niti g | p) pa to uredenje nije linearno.

58. (a) Trazeni dijagrami su:

{1,2,3}

{1,2}

| S

0 0
Slika 6.21:
Dijagram za  Slika 6.22: Dijagram za  Slika 6.23: Dijagram za

(P({1}),9) (P({1,2}),S) (P({1,2,3}),9)

{23}

(b) Dokazimo da je (P(A), C) linearno uredenje samo ako A ima samo 1
element. Zaista, ako A = {a}, jedini elementi skupa P(A) su 0 i {1} i
oni su uporedivi () C {1}). S druge strane, ako A ima bar 2 elementa,
npr. a,b € A, tada su {a} i {b} neuporedivi elementi, pa (P(A), C) nije
linearno.

59. (a) Dovoljno je dokazati irefleksivnost i tranzitivnost, jer iz njih sledi i
antisimetri¢nost relacije p.

IR: npn bi znacilo da je cifra jedinica broja n manja od cifre jedinica istog
tog broja, §to ne vazi ni za jedno n € N.
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T: Pretpostavimo da je mpn i npk. To znaéi da je cifra jedinica broja m
manja od cifre jedinica broja n, a cifra jedinica broja n manja od cifre
jedinica broja k. Sledi da je cifra jedinica broja m manja od cifre jedinica
broja k, odnosno mpk.

(b) Haseov dijagram ove relacije na skupu {1, 6, 10, 20, 21, 101, 199} izgleda
ovako:

199

1 101

10 20

(a) IR: npn bi znacilo da je zbir cifara broja n manji od zbira cifara istog
tog broja, §to ne vazi ni za jedno n € N.

T: Pretpostavimo da je mpn i npk. To znaci da je zbir cifara broja m
manji od zbira cifara broja n, a zbir cifara broja n manji od zbira cifara
broja k. Sledi da je zbir cifara broja m manji od zbir cifara broja k,
odnosno mpk.

(b) Haseov dijagram ove relacije na skupu {1, 10, 11,20, 21,101,199} iz-
gleda ovako:

11 4‘b 101

L7\
1 10

(a) R: Za svaki (m,X) € {1,2} x P({a,b}) jem <miX D X, pa je
(m, X)p(m, X).

AS: Neka je (m,X)p(n,Y) i (n,Y)p(m,X). To znaci da je m < n i
n < m (odakle m =n), kaoi X DY 1Y DO X (odakle X =Y. Dakle,
(m, X) = (n,Y).

T: Neka je (m, X)p(n,Y) 1 (n,Y)p(k,Z). To znaci dajem < nin <
k (odakle m < k),koiX DY iY D Z (odakle X D Z). Dakle,
(m, X)p(k, Z).

(

b) Haseov dijagram date relacije izgleda ovako:

@ {a.b}) ‘p (1, )

(1, {a,b})

R: Za svako A € P(N) je min(A4) = min(A), pa je ApA.

AS: Neka je ApB i BpA, odnosno min(A4) < min(B) i min(B) < min(A).
Odatle je min(A) = min(B), ali to ne znaci da je A = B; npr. ako A = {1}
i B=1{1,2}, tada ApB i BpA ali A # B.

Kako (P(N), p) nije parcijalno uredenje, ne moze biti ni linearno uredenje.
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

Neka je p € N? relacija ekvivalencije i relacija poretka, tada na osnovu
teorema 4.45 i 4.58 vazi: Ay Cp, p=p L, pNp l=Axipop=np.
Koristeéi p = p~'i pNp~! = Ay dobijamo p = pNp = Ay. Dakle
dijagonala Ay = {(z,z) : € N} je jedina relacija sa tim svojstvom.

(a) R: Posto zpzx i yoy za sve © € A,y € B (refleksivnost p i ) imamo
(@, y)7(,y).

S: Ako (z,y)7(u,v), to znaéi xpu i yov, pa zbog simetriénosti p i o: upz
i voy, odakle (u,v)7(z,y).

T: Ako (z,y)7(u,v) 1 (u,v)7(p, q), to znadéi zpu,yov,upp i voq. Iz tranzi-
tivnosti p i o: xpp, yoq, odakle (x,y)7(p, q).

(b) Refleksivnost i tranzitivnost dokazuju se kao pod (a).

AS: Neka (z,y)7(u,v) i (u,v)7(z,y). Tada vazi xpu, yov,upx i voy, pa iz
antisimetri¢nosti pi o sledi x =u iy =0, tj. (z,y)7(u,v).

(c) Tranzitivnost se dokazuje kao pod (a).

IR: Iz (z,x) ¢ pi (y,y) ¢ 0 zasve x € A,y € B (irefleksivnost p i o)
dobijamo da ne vazi ni (z,y)7(x, y).

R: Neka a € A. Posto je p refleksivna, (a,a) € p. Posto je o refleksivna,
(a,a) € 0, dakle i (a,a) € o~ t. Odavde sledi (a,a) € pNo~t.

AS: Neka (a,b) € pno~ti(ba) € pno~t. To znadi da (a,b),(b,a) €
p i (a,b),(bya) € o~1. Iz antisimetri¢nosti relacije p dobijamo a = b
(antisimetriénost o ¢ak nije ni neophodna).

T: Neka (a,b) € pNo~ti (b,c) € pNno~t. Ovo znaéi da (a,b),(b,c) €
p i (a,b), (b, c) € o~ !. Posto je p tranzitivna, dobijamo (a,c) € p.
a, b),( ¢) € 07! znaéi (b,a),(c,b) € o, pa iz tranzitivnosti o dobijamo
¢,a) € o, odnosno (a,c) € 0~ t. Dakle, (a,c) € pNo~?

(
(
(=)Izp C pUcioc C pUos sledi (poo)U(oop) C ((pUo)oo)U((pUo)op) =
(pUo)o(pUoc) C pUo, prema zadatku 22.

(<) IR: Za svako a € A iz (a,a) € pU o sledilo bi (a,a) € p/ili (a,a) € o,

$to je nemoguce jer su p i o irefleksivne.
T: 1z pop C p, coo C o, uslova (4.4) i zadatka 22 sledi (pUac)o(pUo) =
(09p) U((po@) U(00p) U (00) C pU(pU0) U = pUo.

(=) Ako (z,y) € A2, tada x,y € A, pa zbog linearne uredenosti zpy ili
ypx. To znaci: xpy ili zp~ly, tj. (z,y) € pUp~L. Dakle A2 C pUp~ L.
Obrnuta inkluzija je trivijalna.

(<) Iz pUp~t = A% sledi da za sve x,y € A x(pU p~ 1)y, odnosno xpy ili
ypr.

(<) Ako je p = o, iz tranzitivnosti odmah sledi poo = pop = p, pa je to
linearno uredenje.

(=) Obratno, pretpostavimo suprotno, da je p # o. Tada npr. postoji
(x,y) € p\ o i, naravno = # y (u suprotnom bi bilo (z,y) € o zbog
refleksivnosti). 1z (x,y) € p, (y,y) € o imamo (x,y) € poo. Iz (y,y) €
p, (y,x) € o (zbog (z,y) & o i linearnosti relacije o) imamo (y,x) € poo.
Ako bi p o ¢ bila relacija poretka, iz antisimetri¢nosti bi sledilo x = y,
kontradikcija.
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z(>no<n)y ~ (F2)(z>zAz2<vy)
~ (F)(z<xAz<y)
~ (3z)z < min(z, y).

Analogno se pokazuje z(<y o >n)y & (Iz)z > max(z,y). Kako je
<y o >y= N2 sigurno vazi (>y o <y) C (<y o >n). S druge strane,
primetimo da (1,2) € (>N o <u) jer ne postoji z € N takvo da z <
min(1,2) = 1, ali da (1,2) € (<y o >n) jer postoji z > max(1,2) = 2
npr. z = 3. Odavde zaklju¢ujemo da ne je (>y o <y) C (<y 0 >p).

Najpre napomenimo da je definicija relacije < dobra: da li ée vaziti [4] <
[B] ne zavisi od izbora predstavnika klasa [A] i [B]. Zaista, ako i Ay € [A]
iB; €[B],toznatida=A; < Ai|E By < B, pal= A= B vazi ako i
samo ako je = A; = Bj.

R: [A] < [4] jer | A = A za svaku formulu A.

AS: Ako [A] < [B]i[B] < [A],toznatida = A= BilE B= A, pai
A ~ B, dakle [A] = [B] (teorema 2.23).

T: Ako [A] < [B]i[B] < [C], to znatida | A= Bil B = C, dakle i
FA=C, . [A < [C].

(a) pr = pU{(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)}.
ps = ps U {(33 2)7 (47 3)}
Obelezimo prvo p;1 = pips = pUpop=pU{(1,3),(1,1),(2,2),(2,4)}.

Dalje, p3 = p2 U (p2 0 p) = p2 U{(1,4)}. Konacno, py = p3 U (p30p) = p3
pa je tranzitivno zatvorenje pr = ps.

(b) An je refleksivna, simetriéna i tranzitivna pa je (An)r = An,
(AN>S = AN i (AN)T = AN-

(¢) < je refleksivna i tranzitivna pa je (Sy)r =<y i (<y)1r =<n.
(<n)s =<ny U(<y)' = N2

(d) (<n)r =<y UAN =<p.
(<n)s =<y U(<n)"! = (#n) (relacija # na skupu N).
<y je tranzitivna pa je (<y)r =<n-

(a) Refleksivno zatvorenje relacije p je p' = pU A4 = {(a,a), (a,b), (b,b),
(b, d), (¢,d), (¢, ), (d,d)}.
(b

) Relacija p’ nije tranzitivna, jer (a,b) € p’ i (b,d) € p' ali (a,d) ¢ p/
Dakle, ona nije relacija poretka.

Iz definicije imamo da je p = {(2,1),(3,1),(3,2), (4, 1), (4,2), (4, 3), (6,5),
(7,5),(7,6),(8,5),(8,6),(8,7),(10,9),(11,9), (11, 10), (12,9), (12, 10), (12
11)}.

(a) Relacija p je tranzitivna: ako je x desno od y i y desno od z, onda
je 1z desno od z (ovo se moze proveriti i pomoéu nabrojanih uredenih
parova). Sledi da je pr = p.

(b) pr nije simetri¢na, npr. zato sto (2,1) € pr ali (1,2) ¢ pr. Njeno
simetri¢no zatvorenje je ps = p U {(1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(2,4),(3,4),
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74.
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(5,6),(5,7),(6,7),(5,8), (6,8),(7,8),(9,10), (9,11), (10, 11), (9,12), (10,
12), (11,12)}.

(c) ps nije refleksivna jer (1,1) ¢ ps. Njeno refleksivno zatvorenje je pp =

psU{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6), (7,7),(8,8),(9,9), (10, 10), (11
11), (12,12)}.

(d) Dobili smo relaciju za koju je xpry akko su x i y u istom redu. Lako
proveravamo da je ona relacija ekvivalencije (npr. ako je x u istom redu
kao y a y u istom redu kao z, onda je i x u istom redu kao z).

(a) zpry znaci da skaka¢ moze u nekoliko skokova stié¢i od polja z do polja
y. Ona je, naravno, tranzitivna.

R: Za svako polje x skaka¢ moze u dva poteza sti¢i od x do nekog drugog
polja a zatim nazad na x.

S: Ako skaka¢ moze sti¢i od = do y, obrnutim redosledom poteza moze
sti¢i i od y do .

Nije tesko pokazati da skaka¢ moze sti¢i od svakog polja sahovske table do
svakog drugog, pa imamo samo jednu klasu ekvivalencije: skup svih polja
Ssahovske table.

(b) zory znaci da lovac mozZe u nekoliko poteza stiéi od polja x do polja
y. I ona je tranzitivna.

Na isti na¢in kao pod (a) dokazuje se da je i o refleksivna i simetri¢na.

Nije tesko pokazati da lovac moze sti¢i od nekog polja Sahovske table do
nekog drugog ako i samo ako su ona iste boje. Dakle, imamo dve klase
ekvivalencije: skup belih i skup crnih polja.

Funkcije i kardinalnost skupova

1. (a) f nije 1-1 jer je f(2) = f(4). Ona jeste ,,na” jer se u svaki od elemenata

kodomena B preslikava neki element domena A.

(b) g jeste 1-1: ne postoje dva elementa domena A sa istom slikom. Ona
nije ,,na” jer se u element 2 kodomena C' ne preslikava nijedan element iz

A.
(c) hjesteil-11i ,na

(a) 1-1: Iz f(z) = f(y) sledi 2¢—1 = 2y —1, a odatle lako dobijamo x = y.
,na”: Za svaki b € R trazimo a € R takav da f(a) = 2a — 1 = b. Lako
dobijamo da je a = b“ ,paje fi,na”.

Na sli¢an nacin za svaku linearnu funkeiju f : R — R (tj. funkciju zadatu
sa f(r) =ax + b za a,b € R) dokazujemo da je bijekcija.

(b) Kao pod (a) dobijamo da je f; 1-1. Medutim, ona nije ,,na”, jer za
b = 0 ne postoji ceo broj a takav da f(a) = 0. (Sve slike celih brojeva su
neparni brojevi.)

(c) Sa grafika date funkcije mozemo zakljuciti da niti on sece svaku hori-
zontalnu pravu, niti svaku od njih sece najvise jednom:
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Slika 6.24: Grafik funkcije g(z) = 2? — 62 — 10

Dakle, dokazujemo da g nije ni 1-1 ni ,,na”.

1-1: Zapisimo g(z) = (22 — 62 +9) — 19 = (z — 3)? — 19. Iz tog oblika lako
vidimo da je g(2) = g(4) =1 — 19 = —18 pa g nije 1-1.

,na”: Kako je g(x) = (z—3)2—19 > —19, za bilo koje b < —19 ne postoji
a € R za koje je g(a) = b.

Na slican nacin za svaku kvadratnu funkciju f : R — R dokazujemo da
nije bijekcija.

(d) Skicirajmo ponovo prvo grafik date funkcije:

Y

Slika 6.25: Grafik funkcije h(x)

Pomoéu njega zaklju¢ujemo da je h bijekcija. Dokazimo to:

1-1: Pretpostavimo da je h(z) = h(y). Posmatramo tri slucaja.
1°z < 0iy < 0. Tada je 3z = 3y, odakle z = y.

2° ¢ >01iy>0. Tada imamo x> = y3, pa opet dobijamo = = y.

3° Inace, neka je recimo x < 01y > 0. Tada je h(z) = 3z < 0i
h(y) = ® > 0 pa ni ne moze biti h(x) = h(y).

Kako smo proverili sve slucajeve, sledi da je h 1-1.

,,ha”: Neka je dato b € R. Posmatramo dva slucaja.

1° b < 0. Ako pogledamo grafik vidimo da treba da trazimo a < 0 koje ¢e

se slikati u b. Za a < 0 iz h(a) = 3a = b sledi da je a = 2.
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2° b > 0. Sada trazimo takvo a > 0: h(a) = a® = b, pa sledi a = .
Zaklju¢ujemo da h jeste ,na’”.

Napomena. Da je h bijekcija sledi i iz opstijeg tvrdenja koje ¢e biti
dokazano u zadatku 14.

(e) 1-1: Kako je k(2,0) = k(1,1) = 2, k nije 1-1.
,na” Za svako b € Z je k(b,0) = b pa je k ,,na”.

(f) 1-1: Posto je k1(2,1) = k1(1,2) = 3, ni kp nije 1-1.

,na”: Kako je ki(z,y) > 1+ 1 = 2, nijedan par (z,y) € N? se ne slika u
1, pa kq nije ,,na”.

(g) 1-1: Funkcija NZD nije 1-1 jer je NZD(2,4) = NZD(6,8) = 2.
,na”: Funkcija jeste ,na”: za svako b € N je NZD(b,b) =b.

(h) 1-1: Ni funkcija NZS nije 1-1: NZS5(2,3) = NZ5(6,1) = 6.
»ha”: NZS jeste ,na”: za svako b € N je NZS(b,b) = 0.

(i) 1-1: Funkcija m nije 1-1 jer je m({1,2}) = m({1}) = 1.
,na’: m jeste ,na” jer za svako b € N imamo m({b}) = b.
3. Prema teoremi 5.18 inverzna funkcija postoji ako i samo ako je data

funkcija bijekcija. Dakle, inverzne funkcije mozemo traziti za sledece
funkcije.

Zadatak 1(c): njena inverzna funkcija je h™' : A — A data sa h™! :
1 2 3 4
1 4 2 3 )
Zadatak 2(a): f~1(b) = 252 (iskoristili smo ra¢un izveden prilikom provere
uslova ,,na”).

Zadatak 2(d): Prateéi slucajeve iz provere ,na” uslova, dobijamo da je

h=!: R — R definisana sa h=1(b) = g b<0
‘ Vb b>0

4. T resenje. Svaka od funkcija f, g, h je bijekcija, a iz teoreme 5.14 sledi da
je kompozicija bijekcija takode bijekcija.
II resenje. Mozemo i direktno naéi inverznu funkciju za svaku od datih
funkcija: f~!(z) = ¥z, g7 (z) = —Inz i h™'(z) = 1 (h je sama sebi
inverzna). Prema teoremi 5.20 je (hogo f)~!(z) = (f~tog toh™)(z) =

W—ln%.

5. I resenje. 1-1: Pretpostavimo da je g(x) = g(y). To znaci 2f(x) + 3 =
2f(y) + 3, odakle 2f(x) = 2f(y), dakle i f(z) = f(y). Kako je f 1-1
funkcija, zakljucujemo da je z = y.

,na”: Neka je z € R. Dokazujemo da postoji y € R takvo da g(y) = z. To
bi znacilo 2f(y) + 3 = z, odnosno f(y) = 252, Kako je f ,,na” funkcija,
sledi da postoji y € R za koje to vazi.

IT resenje. Kakosui fifunkcija h : R — R data sa h(z) = 2x+3 bijekcije,
prema teoremi 5.14 sledi da je i g = h o f bijekcija.
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6. (a) go f(999) = g(f(999)) = g(27) = 28.

fo9(999) = f(9(999)) = f(1000) = 1.
(b) Iz teoreme 5.14 sledi da, ako bi g o f bila 1-1, onda bi i f bila 1-1.
Medutim, to nije ta¢no: f(1) = f(10) = 1. Dakle, g o f nije 1-1.

. (a) Funkcija f nije 1-1 jer f(avlija) = f(cuprija). Dakle, ne postoji f 1.

g jeste 1-1 (ne postoje dve knjige skupa B sa istim brojem stranica) i ,,na”
(za svaki broj iz skupa C' postoji knjiga s tim brojem stranica). Dakle,
ona je bijekcija pa ima inverznu funkciju

—1_( 200 500 450 250 270 300
"\ avlija besnilo cuprija ocevi wubistvo zid )
(b) f~! o g nema smisla jer ni ne postoji f~!. Funkcija f o g ne moze se
konstruisati jer kodomen C' funkcije g nije sadrzan u domenu funkcije f.
Sliéno je i sa g o f. Jedina od navedenih kompozicija koja postoji je

Fog ' 200 500 450 250 270 300
9\ andric pekic andric selenic selenic pavlovic

. (a) f je uvek ,mna” jer za svako slovo a € A postoji bar jedna re¢ koja

pocinje na a.
(b) Ako je n =1, f je bijekcija jer tada ona preslikava slova (re¢i duzine
1) u sebe, tj. ona je tada identicko preslikavanje.
Takode, ako je m = 1, f je opet bijekcija jer za svako slovo a € A imamo
tac jed ¢ koj j lik: to j ...
acno po jednu re¢ koja se u njega preslikava a to je aa...q
n

U svim ostalim slu¢ajevima f nije 1-1. Zaista, ako je n > 2 i skup A ima
bar 2 slova (recimo a i b) tada postoje bar 2 reci koje poc¢inju slovom a:
jedna pocinje sa ab. .. a druga sa aa. ..

3 4

3 4 )

1 2 3 4

(b) Ne, recimo funkcija g : < 1 2 3 3 > nije 1-1.

NI )

(1) (a) Da, to je npr. funkcija f : ( }

(c) Ne. Ako bi neka funkcija h : A — B bila ,,na”, u skupu A bi postojalo
bar 7 razlic¢itih elemenata (koji bi se redom slikali u 1,2,3,4,5,6,7).

(d) Ne (sledi iz (c)).

(2)(a) Ne. Ako bi g: A — B bila 1-1, ¢g(1),9(2),49(3),9(4),9(5) i g(6) bi
bili razliciti elementi skupa B, a on ima samo 5 elemenata.

(c) Ne (sledi iz (a)).

. . 1 2 3 4 5 6
(d) Da, to je npr. funkcija f : ( 1 2345 5 )

. 3 123456\ . , .
(e) Ne, recimo funkcija h : < 1 2 3 4 4 4 ) nije "na”.

Napomena. Prema definiciji 5.27 i teoremi 5.28 1-1 funkcija f : A — B
postoji akko je A ima manji ili jednak broj elemenata nego B, a ,na’”
funkcija f : A — B postoji akko A ima vedi ili jednak broj elemenata
nego B.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

1-1: Neka je f~1(z) = f~(y). Tada i f(f~(z)) = f(f~'(y)), odnosno
r=1y.

,na”: Za svako b € X postoji element iz Y koji se slika u b funkcijom f~1:

) =0

1-1: Neka je go f(z) = go f(y). Kako je g 1-1, iz g(f(x)) = g(f(y)) sledi
f(x) = f(y), a kako jei f 1-1, odatle je x = y.

,»na”’: Neka je ¢ € C. Posto je g ,,na”, postoji b € B takav da g(b) = c.
Alii f je ,na” pa postoji a € A takav da f(a) = b. Sve to znaci da je
go fla) =g(f(a)) = g(b) = c.

1-1: Pretpostavimo da je h(aq, 1) = h(ag,c2). Toznacidaje g(f(a1),c1) =
g(f(az2),c2). Kako je g 1-1, zakljucujemo da je (f(a1),c1) = (f(az2),c2).
Odatle dobijamo da je ¢; = ¢o, ali i f(a1) = f(az). Posto jei f 1-1, sledi
a1 = ag. Dakle, (a1,c1) = (ag,c2).

,»na”: Neka je d € D. Posto je g ,,na”, postoji (b,c) € B x C takvo da
g(b,c) = d. Posto jei f ,na”, postoji a € A takvo da f(a) = b. Dakle
h(a7c) = g(f(a),c) = g(bv C) =d.

1-1: Pretpostavimo da vazi h(x1,y1) = h(z2,y2). To znaéi da je (f~1(x1),
9(y1)) = (f~'(z2), 9(y2)). Odatle dobijamo f~!(z1) = f~(z2) i g(y1) =
g(y2). Posto je f bijekcija, i f~1 je bijekcija (prema teoremi 5.19), dakle
i1-1, paiz f~1(x1) = f~(w2) sledi 71 = z9. Posto jei g 1-1, iz g(y1) =
g(y2) dobijamo y1 = ya. Iz ovog sledi da je (x1,y1) = (22, y2).

,na”: Neka je (a,d) € Ax D. Treba da nademo element skupa C' x B koji
se u njega preslikava. Posto je f~!: C — A ,na”, postoji ¢ € C takvo da
f~1(c) = a. Posto jei g ,,na”, postoji b € B takvo da g(b) = d. To znadi
da je h(c,b) = (f1(c), g(b)) = (a,d).

1-1: Neka je h(x) = h(y) za neke z,y € AU B. Imamo tri moguénosti:

1° z,y € A. Tada je h(z) = f(x) i h(y) = f(y), pa posto je f 1-1 iz
f(x) = f(y) dobijamo = = y.

2° z,y € B. Sada imamo h(z) = g(z) i h(y) = ¢g(y), pa analogno slu¢aju
1° dobijamo x = y.

3°x €A ye B. Tada h(x) € Ai h(y) € B, pa kako su A i B disjunktni,
nemoguce je da bude h(z) = h(y).

,na”: Nekajexr € AUB. Akojex € A,ondai f~1(x) € Apah(f~(z)) =
f(f~1(z)) = z. Analogno razmatramo i slucaj z € B.

(=) Neka je go f 1-1. Prema teoremi 5.14(c) sledi da je i f 1-1. Dokazimo
(5.4). Neka su y1,y2 € f[X]; to znaci da postoje z1,22 € X takvi da
f(@1) = y11 f(22) = y2. Pretpostavimo daje g(y1) = g(y2), tj. 9(f(21)) =
g(f(z2)). Posto je go f 1-1, iz go f(x1) = go f(x2) sledi 1 = x2, a odatle
y1 = f(21) = fla2) = v2.

(<) Neka je f 1-11ivazi (5.4). Pretpostavimo da je go f(z1) = go f(x2) za
neke z1,x2 € X. Kako vazi f(x1), f(z2) € fIX], iz g(f(z1)) = g(f(x2))
zbog (5.4) sledi f(x1) = f(x2), a posto je f 1-1, imamo z1 = xs.

Na osnovu teoreme 5.14 dobijamo da, ako je hogo f bijekcija, f mora biti
1-1, a h mora biti ,,na”. Evo primera koji pokazuje da nista vise od toga
ne mora da vazi: neka je A = {a}, B = {b1,b2},C = {c1,¢2},D = {d}, a
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17

18

19

20

21.

22
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funkcijedatesa:f:(l?),g:(lc)l lf)ih:(? 22) Ovde f
1 1 a

nije ,,;na”, g nije ni 1-1 ni ,,;na”, a h nije 1-1.

. Posto je go f 1-1, iz teoreme 5.14 direktno sledi da je f 1-1. Dokazimo da
jei,mna”. Neka je y € Y proizvoljno; obelezimo z = g(y). Kako je go f
,na”, postoji € X takvo da (go f)(z) = z. Sada imamo g(f(z)) = g(y),
pa posto je g 1-1 zakljucujemo da je f(z) =y.

. 1-1: Neka je g(b1) = g(ba). PosSto je f ,mna”, postoje a1,as € A takvi
da je f(a1) = b1 i f(az) = ba. Posto je hogo f(ar) = h(g(b)) =
h(g(b2)) = hogo f(az),a hogo f je 1-1, sledi da je a; = aq, pa mora biti
i f(a1) = f(az2), odnosno by = bs.

,na”: Neka je ¢ € C,id = h(c). Posto je hogo f ,na”, postoji a € A
takvo da h o go f(a) = d. Medutim, to znaci da je h(g(f(a))) = h(c), pa
posto je h 1-1, dobijamo g(f(a)) = ¢, tj. f(a) je element koji se slika u ¢
funkcijom g.

. Pre svega, iz definicije sledi da svaka ,,2-1” funkcija, pa i f o f, mora biti
,,ha”. Odatle, primenom teoreme 5.14, dobijamo da je i f ,,na”. Medutim,
ni za jedno z € X ne mogu postojati tri razlicita elementa a1, as,as € X
takva da f(a1) = f(a2) = f(az) = z: u suprotnom, ako su by, by, b3 € X
takvi da f(bl) = ai, f(bz) = a2 i f(bg) = as, tada se funkcijom f @) f
bar tri elementa by, bo, b3 slikaju u z, §to je kontradikcija sa uslovom da je
fof,2-1". Dakle, i f je ,,2-1".

.Neka f: X -Yig:Y — Z. Pretpostavimo suprotno, da postoji element
z € Z takav da (go f)(a) = z zasve a € X. Kako je g netrivijalna, postoji
jos neki element z; € Z \ {z} takav da g(y) = z1 za neko y € Y. Posto je
f ,ma”, postoji x € X takvo da f(z) =y. Tada je (go f)(z) = g(f(z)) =
g(y) = z1, kontradikcija.

1-1: Akoje f(a1) = f(az), to znadi (a1, a1) = (a2, as) odakle sledi a1 = as.
Dakle, f je 1-1 za svaki skup A.

,,na’: Ako su a,b € A dva razlicita elementa, ocigledno ne postoji x € A
takav da je f(z) = (a,b). Zato mora biti |[A] =1 da bi f bila ,na”.

(Ako je A konacan skup, npr. |A| = n, mozemo i ovako rezonovati: da bi
f: A — Bbila ,na”, mora biti |A| > |B|, pa kako je |4%| = n?, |A| > |A?|
moze vaziti samo za |A| = 1.)

. 1-1: Neka je a € A proizvoljno. Tada je f({a},{a}) = f(0,{a}) = ({a},0),
§to znaci da f nije 1-1.

,na’: Za par (0,{a}) ne postoje skupovi X i Y takvida X UY =0 i
X \Y = {a} (uvek mora biti X \' Y C X UY), pa se u taj par ne slika
nijedan element. Dakle f nije ni ,,na”.
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23.

24.

25.

26.

1-1: f((ba (Z)) = f({a}a {b}) =0, pa f nije 1-1.

,na”: Kako skup AN B = {b, ¢} ima samo 2 elementa, i svi ostali skupovi
XNY za X CA,Y C B mogu imati najvise po dva elementa. Dakle, ne
postoje X € P(A) 1Y € P(B) takvi da f(X,Y) = 3, pa f nije ,,na”.

Kako f nije 1-1 ni ,,na”, ona nije bijekcija.

(a) R: Za svako x € A je f(z) = f(x) pa x ~ x.

S: Ako z ~ y, to znadi da je f(z) = f(y). Odatle je f(y) = f(z), dakle i
Yy~

T: Ako x ~y iy~ z ondaje f(z) = f(y) = f(2), pajeix~ z

(b) Za svaku klasu ekvivalencije [z]~ je g(x) = [z]~, dakle g je ,,na”.

(a) R: Neka b € B. Zbog refleksivnosti p imamo f(b)pf(b), pa sledi bob.

AS: Ako vazi byoby i baoby, tada f(b1)pf(ba) i f(b2)pf(b1). Iz anti-
simetri¢nosti p sledi f(b1) = f(b2), pa posto je f 1-1, sledi by = bo.

T: Ako vazi byoby i baobs, to znaci f(by)pf(ba) i f(ba)pf(bs), pa iz tran-
zitivnosti p dobijamo f(b1)pf(b3), dakle i byobs.

(b) Odgovor je: da. Neka by,bs € B. Posto je (A, p) linearno uredenje,
elementi f(by) i f(b2) su uporedivi, tj. vazi f(b1)pf(b2) ili f(b2)pf(b1).
U prvom slucaju je byobs, a u drugom beob;. U oba slucaja by i by su
uporedivi.

(c¢) Ovde je odgovor: ne. Npr. ako B = {b}, A = {a1,a2}, f(b) = a1 i
p = A4, bice 0 = Ap. o jeste linearno, ali p nije. Razlog je, naravno, to
$to f ne mora biti ,,na”.

(a) Treba da ispitamo da li je o relacija poretka i, ako jeste, da li su
svaka dva elementa njome uporediva. Medutim, ¢ nije antisimetri¢na:
ako vazi byoby 1 baoby, to znaci da postoje aq,as € A takvi da f(a1) = by,
f(a2) = ba i aipasg, i da postoje ab, a] € A takvi da f(ah) = be, f(a)) = b
i abpaj. (Ne znamo da mora biti a1 = a} niti ay = a}.) Odavde ne
mozemo zakljuciti by = be. Evo primera za to: neka A = {aq1, a2, a3, a4},
a1 as az a .
B = {b1,b2}, f: P2t )i p = {(a1, a2), (a2, a3), (as, as)}.
by by by by

Tada vazi i byoby 1 booby, ali nije by = bs.

(b) R: Neka je b € B. Kako je f ,,na”, postoji a € A takvo da je f(a) =b.
p je refleksivna, pa je apa; dakle

f(a) = bA f(a) = b Aapa,

Sto znaci bob.

S: Neka vazi bjoby. To znaéi da postoje a1, as € A takvi da f(ay) = by,
f(a2) = b2 i a1pas. Kako je p simetriéna, sledi i aspaq, pa i baob;.

T: Neka je byoby i boobs. Prva relacija znaci da postoje ay,as € A takvi
da f(a1) = b1, f(az) = bs i a1pas, a druga da postoje a), az € A takvi da
fah) = ba, f(az) = b3 i abpaz. (Obratiti paznju: ne mozemo zakljuciti
da je ag = db!) Iz f(az) = be = f(a}) i (5.6), medutim, sledi da azpal.
Sada pomocu tranzitivnosti p iz ajpas i agpal, dobijamo ajpal, a iz toga i
abpas dalje i aypas. Kako je f(a1) = by 1 f(as) = b3, zakljuéujemo bycbs.
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27.

28.

29.
30.

31.
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Neka z <p y. Ako z = y, onda je f~'(z) = f~(y), pa samim tim, zbog
refleksivnosti, i f~1(z) <a f~'(y). Ako z # y tada, posto je (A, <4)
linearno, f~1(x) <4 f~1(y) ili f~(y) <a f~'(x). Pretpostavimo da vazi
ovo drugo. Posto f éuva poredak, imamo da vazi f(f~*(y)) <p f(f~*()),
tj. y <p x. Iz antisimetri¢nosti zaklju¢ujemo = = y; kontradikcija.

R: Ako f € Fy, za svako n € N vazi f(n) < f(n) paje fpf.
AS: Neka vazi fpg i gpf. To znadi da je za sve n € N f(n) < g(n) i
g(n) < f(n), dakle f(n) = g(n). Sledi da je f = g.
T: Neka vazi fpg i gph. To znaci da je za sve n € N f(n)
g(n) < h(n), dakle i f(n) < h(n). Sledi da je fph.

L: Ako definisemo funkcije f,g € Fy ovako:

I
2
2

| 1, ako je n parno
fn) = { 0, ako je n neparno ig(n)

0, ako je n parno
1, ako je n neparno

onda ne vazi ni fpg ni gpf. Dakle, (Fi, p) nije linearno uredenje.

flA] ={2,3}, f[B] = {1,2}, f'[A] = {1,2,3,4} i f'[B] = {2}.

g[R] = RT U{0} (rang funkcije g), g[(1,2)] = (1,4), ¢~ '[[0,1]] = [-1,1] i
71[(17 2)] = (_\/57 _1) U (17 \/Q)

Kao i obi¢no, neke dokaze sprovodimo tranformacijama predikatskih for-

mula, a neke baratanjem elementima skupova. Najpre, tvrdenje (a) je
ocigledno.

(b) Pretpostavimo da je A C B. Tada

yeflA] ~ (Fa€A)f(a)=y
~ (Ja)(a€ AN f(a) =vy)
F (Ja)(a€ BA f(a) =y)
~ (JaeB)f(a)=y
~ ye€ f[B].

(¢) Ako je C C D, imamo

zeflC) ~ flx)eC

= f@)eD
~ x€ fYD].

(d)ye f[AUB] ~ (3a€ AUB)f(a)=y

(Ja)(a € AUBA f(a) =v)

~ (Ja)((aec AVaeB)A fla)=1y)
(Ga)((a € An fa) =y) v (a € BA f(a) =)
(3a)(a € AN f(a) =)V (3a)(a € BA f(a) = y)

~ (Ga€ A)f(a)=yV GaeB)f(a) =y

~ ye€ flA]Vy € f[B]

~ ye AU fIB].
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32.

33.

34.

re fl[CuD] ~ f(x)eCuUD
~ flx)eCV f(z)eD
~ z€ fCIvaxe fD]
~ ze fClu D]

(f) Neka y € f[AN B]. To znadi da postoji a € AN B takvo da f(a) = y.
Posto a € A1 f(a) = y, dobijamo y € f[A]. Analogno, posto a € B i
f(a) =y, dobijamo y € f[B]. Dakle, y € f[A] N f[B].
(g) Analogno dokazu pod (e).
(h) Dokazimo g o f[A] C g[f[A]] i g[f[A]] C go f[A]. Pretpostavimo prvo
da z € go f[A]. To znaci da postoji a € A takvo da go f(a) = z, tj.
9(f(a)) = z. Alitada f(a) € f[A] pa z € g[f[A]].
Obratno, neka z € g[f[A]]. To znaci da postojiy € f[A] takav da g(y) = =.
To sto y € f[A] dalje znadi da postoji a € A takav da f(a) = y. Ali tada
jego fla) =2z pazego flA]
(i) v€(gof)TE] ~ gof(x)eE

~ g(f(x) e E

~ f(x)eg'[E]

~ ze fgTE].

(a) Neka prvo y € f[A] \ f[B]. Tada postoji a € A takav da f(a) = y.
Kako y & f[B], sledi a ¢ B. Dakle,a € A\ B, pay € f[A\ BJ.
(b) ze fHC\D] ~ f(x)eC\D

~ fl@)eCNAf(x)¢D

~ we Ol Az ¢ fHD]

~ we fTHOIN\ fHD]

(c) Pod (a) je veé dokazano da je f[A]\ f[B] C f[A\ B]. Neka je sada f 1-1
funkcija iy € f[A\ B]. Tada postoji a € A\ B takav da f(a) =y. Odatle
sledi y € f[A]. Medutim, ako bi postojalo b € B takvo da f(b) = y, iz
uslova 1-1 bi sledilo a = b, tj. a € B, §to nije ta¢no. Dakle y ¢ f[B], pa
imamo i f[A\ B] C f[A]\ f[B].

(d) Primer kada vazi striktna inkluzija: X = {z1,22}, Y = {y}, 4 =

{muLB=hﬁtﬂ<??)-%®wﬂﬂ=ﬂm=ﬁ&mﬁ

fIA]\ f[B] = 0. S druge strane A\ B = {x2}, pa f[A\ B] = {y}.

Pretpostavimo suprotno, da postoji y € f[A] N f[B]. Posto y € f[A],
postoji a € A takav da je f(a) = y. Posto y € f[B], postoji i b € B takav
da je f(b) = y. Medutim, f je 1-1, pa iz f(a) = f(b) dobijamo a = b.
Dakle, a € AN B, kontradikcija.

Prema definiciji simetri¢ne razlike imamo:
r € fTAAB]
~ f(z) e AAB
~ (fl@) e ANf(z) € B)V (f(x) € AN f(z) € B)
~ (@efTAlnx ¢ fTB)V (z g [T Al Aw e fTB])
~ we fTAAfTB]
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35. (a) Neka je a € A. Tada direktno imamo f(a) € f[A], pa a € f~1[f[A]].

(b) Neka je f 1-1 iz € f~Y[f[A]]. To znaéi da je f(z) € f[A], tj. da
postoji a € A takvo da f(a) = f(x). Kako je f 1-1, sledi a = x, odnosno
x € A. Dakle, f~1[f[A]] C A.

(c¢) Primer kada jednakost ne vazi: uzmimo X = {xj,z2}, Y = {y},
A= o i (5. Tada e S1A] = (0} pa o £ 1f1A] =
{z1,29} # A.

36. (a) Neka prvo y € f[f'[A]]. To zna¢i da postoji z € f~1[A] takvo da je
f(x) = y. Medutim, z € f~1[A] znaci da je f(x) € A, dakle y € A.

(b) Obratno, neka je f ,,na”. Tada, ako y € A, onda postoji z € X
takvo da f(z) = y. Kako y € A, imamo da je z € f~1[A], a odatle sledi
y € f[f~[A]]. Dakle, u ovom slucaju je i A C f[f~*[A]].

(¢) Primer kada jednakost ne vazi: uzmimo X = {z}, Y = {y1,¥2},

A=) i7e( ) Todeje S = 0o S AT =0 £ 4

37. I resenje. Neka su A;, Ay € P(X) i neka je Ay # As. To znaci da postoji
a € A1\ Ay ili a € Az \ Aj, recimo ovo prvo. Posto je a; € Ay, direktno
dobijamo f(a) € f[A1]. Ali vazii f(a) ¢ f[As3]: zaista, ako bi postojalo
x € As takvo da f(x) = f(a), posto je f 1-1 imali bismo a = z € A,,
kontradikcija. Dakle, f[A1] # f[Az2], tj. (A1) # g(As2).

I resenje. Iz zadatka 32(a) 1 iz Ay \ Aa # 0 sledi f[A;] \ f[A2] # 0.

38. (a) m nije 1-1 jer npr. m1(1,1) =1 =m(1,2).

(b) m1 je ,,na”: za svako x € R imamo element koji se slika u z, recimo
m(z,1) = .

(c) Dokazimo da je m[A] = {z € R: 0 <z <1} (to je interval [0, 1]).

Prvo dokazujemo m[A] C [0,1]: za svako (z,y) € A je 0 <z <1, drugim
re¢ima m (z,y) € [0,1].

S druge strane [0, 1] C 1 [A] jer za svaki element = € [0, 1] imamo 7 (x,2) =
xzi(x,2) € A, pazemlA.

39. (1) (a) Skicirajmo grafik funcije i zaklju¢imo da je ona 1-1 ali nije ,,na”:

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1-1: Dokazimo da je f 1-1. Neka je f(z) = f(y); treba pokazati da sledi
x = y. Posmatramo tri slucaja:

1° 2<0iy<0. Tadaje —z+ 1= —y+ 1, odakle z = y.
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2° £ >0iy > 0. Tada je %ﬂ = ylﬁ, odakle opet lako sledi x = y.
3 x < 0iy > 0 (ili obrnuto). Ali tada je f(z) = —x+1 > 11

f(y) = ;47 <1 pani ne moze biti f(x) = f(y).

,ha”: f nije ,,na”, jer se nijedan = € R ne slika u neki negativan broj: za

x<0jef(m):—x—|—1>l,azaxZOjef(x):%H>0.

(b) Kako f nije bijekcija, ona nema inverznu funkciju.

() FI(=L )] ={f(x) : =1 <z <1} = (5,2), jer je f[(-1,0)] = (1,2) i
f1[0,1)] = (3,1]. (Videti podebljani deo grafika.)

fHU(-1,1)] = {z € R: f(x) € (-1,1)} = (0,00). Naime, mozemo
posmatrati slucajeve:
1° £ < 0. Tada je f(x) = —z+1¢ (-1,1).

2° x > 0. Tada je f(z) = 1< -t <lzasvez>0.

1
T4 0 & TS oy
(2) (a) Skicirajmo grafik funcije i zaklju¢imo da ona nije 1-1 ali jeste ,,na”:

y

1-1: Funkcija nije 1-1, jer se svi elementi intervala [0, 1] slikaju u nulu,
npr. f(0) = f(1) =0.
,,ha”: Dokazimo da je f ,,na”. Neka je b € R proizvoljan. Trazimo a € R
takvo da je f(a) = b. Posmatramo tri slucaja:

1° b < 0. Tada je f(b) =b.

2° b= 0. Tada je npr. f(1) = 0.

3° b > 0. Treba da nademo a € R takvo da je f(a) = a®> — 1 = b,
pa dobijamo a = vb+ 1. Kako je b > 0, sledi a > 1 pa je zaista
fla)=a?>—-1=b.

(b) Kako f nije bijekcija, ona nema inverznu funkciju.

() fI=L )] ={f(z) : =1 <a <1} = (=1,0], jer je f[(=1,0)] = (-1,0)
i f[[0,1)] = {0}.
Dokazimo da je f~'[(=1,1)] = {z € R : f(z) € (-1,1)} = (-1,v?2)

(videti podebljani deo grafika). Naime, mozemo posmatrati slucajeve:

1° # < 0. Tada treba da bude —1 < f(z) =2z <1,pa —1 <z <0.
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40.

41.

42.

43.
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2° 0 <z <1. Tada je uvek f(x) =0¢€ (—1,1).
3° x>1. Trebadabude—1<a?2—1<1,ét0va2iza1<x<\/§.

Dokazimo indukcijom po n da je f(n) =2""1+1zasven € N.

B.I. n = 1. Po definiciji je f(1) =2 =2+ 1.

LH. Pretpostavimo da je f(n) = 27! + 1 za neko n.

LK. Tadaje f(n+1)=2f(n) —1=2(2" 1 +1)—1=2"+ 1.

(a) Ispisimo prvih nekoliko vrednosti funkcije f: f(0) = 3, f(1) = f(0) +

2=5, f(2) = f(1) + 2 = 7 itd. Mozemo zakljuciti da je f(n) = 2n + 3 za
sve n € N; dokazimo to indukcijom.

B.I. Za n =0 je zaista f(0) =2-0+ 3.

LH. Pretpostavimo da je f(n) = 2n + 3 za neko n.

LK. Sada je f(n+1)=f(n)+2=(2n+3)+2=2(n+1) +3.

(b) Ponovo ¢emo ispisati prvih nekoliko vrednosti funkcije g: ¢(1) = 2,

g9(2) =3g9(1) +2 =8, g(3) = 39(2) +2 =26, g(4) = 39(3) + 2 = 80 itd.
Dokazimo indukcijom da je g(n) = 3" — 1 za sve n.

B.I. Zan =1 imamo g(1) =2 = 3! — 1.

I.H. Pretpostavimo da je g(n) = 3™ — 1 za neko n.

LK. Koriste¢i indukeijsku hipotezu dobijamo g(n + 1) = 3g(n) + 2 =
33" —1)+2=3"1 — 1.

(a) Dokaz sprovodimo indukcijom. Kako prema rekurentnoj vezi svaki
slede¢i ¢lan niza zavisi od dva prethodna, prirodno je da koristimo in-
dukciju ,,dubine” 2 (dakle, u indukcijskoj hipotezi pretpostavljamo da
tvrdenje vazi za neka dva broja).

Bl Zan=0jeay=2=2"4+1,azan=1:a; =3=2"+1.
LH. Neka je ap—1 = 2" 4+11ia, =2" + 1 za neko n.

LK. Prema indukcijskoj hipotezi je an+1 = 3an, — 2a,-1 = 3(2" + 1) —
2(2”71+1):3~2"+372”72:2~2”+1:2”+1+1.

(b) Zadatak ponovo dokazujemo indukcijom.

Bl Zan=0jeay=0=0-2"azan=1:a; =2=1-2.

L.H. Neka je a,_1 = (n —1)2" "1 i a, =n-2" za neko n.

LK. Prema indukcijskoj hipotezi je an11 = 4(an — an—1) = 4(n2™ — (n —
12" =4.-2n—(n—1))2" 1t = (n+1)2"n+L

(a) Treba da nademo vezu izmedu f(n) = 1-2-...-ni f(n—-1) =
1-2-...-(n—=1). U prvom proizvodu se nalazi jedan faktor vise (to je n)
paje f(n) =nf(n —1). Naravno, pocetna vrednost je f(1) = 1.

Rekurzivna funkcija u Javi izgleda ovako:

int Faktorijel(int n)

{

if (n==1)
return 1;

else

return n*Faktorijel(n-1);

}
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44.

45.

46.

47.

(b) Sada trazimo vezu izmedu f(n) = n?i f(n—1) = (n—1)2 = n?—2n+1.
Vidimo da je f(n) = f(n — 1) + 2n — 1. Pocetna vrednost je f(1) = 1.

Rekurzivna funkcija u Javi izgleda ovako:

int Kvadrat(int n)

{
if (n==1)
return 1;
else
return Kvadrat(n-1)+2*n-1;

}

(a) Neka je X = {z1,22,..., 2o} 1Y ={y1,¥2,- .-, Yn}

(=) Ako je f 1-1, to znadi da su elementi f(z1), f(z2),..., f(z,) svi ra-
zli¢iti. Ali' Y ima tacno n elemenata, pa osim nabrojanih ne moze postojati
nijedan koji nije slika nekog elementa iz X.

(<) Neka je f ,na”. Ako f ne bi bila 1-1, postojala bi bar dva elementa
iz X, npr. 1 i xa, koji se preslikavaju u isti element skupa Y. To znaci
da su svi elementi skupa Y: f(x1) = f(x2), f(z3),..., f(z,), dakle ima ih
najvise n — 1, sto je nemogudée. (Kako je f ,,na”, Y ne moze imati drugih
elemenata osim slika elemenata iz X.)

(b) Prvo, ako je f1 : N — Z data sa f1(z) = z, ona je 1-1 ali nije ,,na”
(nijedan & € N se ne slika u —1). S druge strane, ako je fo : Z — N U{0}
data sa fa(x) = |z|, ona je ,,na” ali nije 1-1 (jer je fa(—1) = fa(1)).

f~! = f znaci: ako f(a) = b, onda i f(b) = a. To znaci da mozemo
2 upariti” elemente skupa A: u isti par stavljamo elemente koji se slikaju
jedan u drugi. Posto f nema fiksnih tacaka, nijedan element nije uparen
sam sa sobom. Dakle, A ima paran broj elemenata.

(a) Definisemo funkciju f : A x B — B x A ovako: f(a,b) = (b,a).
Dokazimo da je ona bijekcija.

1-1: Ako je f(a1,b1) = f(az,b2), to znaci da je (b1, a1) = (ba,az). Odatle
je b1 = bz i a1 = ag, paje (a1,b1) = (az, b2).

,ha”: Za svako (b,a) € B x A je f(a,b) = (b,a), pa je f ,,na”.

(b) Sada definisemo funkciju g : Ax (BxC) = (Ax B)xC": g(a, (b, c)) =
((a,b),c). Dokazimo da je i ona bijekcija.

1-1: Iz g(al, (bl, Cl)) = g(ag, (bg, 02)) je ((al, bl), Cl) = ((CLQ,bQ),CQ). Sledi
da je (al,bl) = (ag,bg) (odakle a1 = ag i b1 = bg) i C1 = Ca. Stoga je
(b1, c1) = (b2, c2) 1 konacno (a1, (b1, c1)) = (az, (b2, c2)).

,na”’: Neka je dat element ((a,b),c) € (A x B) x C. Tada ocigledno
g(a, (b,c)) = ((a,b),c).

Iz |A| = |C| i |B| = |D| sledi da postoje bijekcije f: A— Cig: B — D.
Definisimo h : A x B — C x D na sledeéi nacin: h(a,b) = (f(a), g(b)).
Dokazimo da je h bijekcija.

1-1: Pretpostavimo da vazi h(a,b) = h(c,d), Sto znaci (f(a),g(b)) =
(f(c),g(d)). Kako su dva uredena para jednaka akko su im obe koordinate
jednake, sledi f(a) = f(c) pa, posto je f 1-1, dobijamo a = ¢. Analogno
imamo i g(b) = g(d) pa b=d jer je i g 1-1. Dakle, (a,b) = (¢, d).
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,ha”: Neka (¢,d) € C x D. Tada, posto su f i g ,,na” funkcije, postoji

a € A takvo da f(a) = c i postoji b € B takvo da g(b) = d. Odatle
h(a" b) = (f(a)’g(b)) = (C? d)

(a) Funkcija f : (§,-%) — R data sa f(x) = tgaz je bijekcija, pa
(5, =3) =R

(b) Definigimo prvo linearnu funkciju g : R — R tako da ¢g(0) = a i
g(1) = b. Jednacina prave kroz tacke (0,a) i (1,b) je =5 = %, t].

y=a+ (b—a)z. Dakle, g(z) = (b — a)x + a.

Sada uzmimo restrikciju te funkcije na interval (0, 1), dakle funkciju g; :
(0,1) = (a,b) datu sa g1 (z) = (b — a)x + a:

7

Ona Ce biti bijekcija pa je |(0,1)] = |(a, b)|.

(c) Kako se skupovi (0,1) i [0, 1] razlikuju samo u dva elementa (0 i 1)
definisa¢emo nasu funkciju tako $to ¢emo sve brojeve u nizu 0, 1, %, 2%, e
,,pomeriti” za dva mesta a sve ostale elemente preslikati u sebe. Dakle,
bijekciju h : [0,1] — (0,1) definiSemo sa
%, ako jex =0
h(z) =4 5=, akojez = 5 zanekon € N U{0}
x, inace.
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| (deljivost), 9

NZD,9

NZS, 9

- 14

A, 14

v, 14

-, 14

o 14

=, 18, 21, 46, 49

~ (ekvivalentnost formula), 22, 52
+, 98

1,28

v, 28

3, 42

v, 42

c, 70

c, 70

0,71

u, 71

n, 71

\, 71

A (simetri¢na razlika), 71
A, 74

(a,b), 76

X, 76

A™ T

P(A), 78

A4 (dijagonala), 78

p~ ! (inverzna relacija), 80

o (kompozicija relacija), 80
™1, T2, 82

ia, 108

[ Ix, 112

o (kompozicija funkeija), 112
1 (inverzna funkcija), 114
fl4], 116

S04 117

~ (ekvipotentnost skupova), 119

algoritam, 18
antisimetricnost, 84
apsorpcija, 19

asocijativnost, 18

baza iskazne algebre, 28
beskonacan skup, 121
bijekcija, 107

De Morganovi zakoni, 19
deljivost, 9

digraf, videti orijentisani graf
direktan proizvod skupova, 76
direktna slika skupa, 116
disjunktivni oblik formule, 25
disjunktni skupovi, 72
distributivnost, 18

domen, 7, 107

drvo podformula, 14

ekvipotentni skupovi, 119
ekvivalencijske transformacije, 24, 53
ekvivalentnost formula

u iskaznom racunu, 22

u predikatskom rac¢unu, 52

faktor skup, videti koli¢nicki skup
funkcija, 7, 107

1-1, videti injekcija

na, videti sirjekcija

graf, 85
grafik funkcije, 107

Haseov dijagram, 92

idempotentnost, 18
injekcija, 107
interpretacija formule, 44
inverzna funkcija, 114
inverzna relacija, 80
inverzna slika skupa, 117
irefleksivnost, 84

iskaz, 13

iskazna formula, 13
iskazni veznik, 13

19£}zraiavaunje operacija, 28
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izvod tautologije, 46 u iskaznom racunu, 21
u predikatskom ra¢unu, 49
jezik formule, 42 prazan skup, 71

prebrojiv skup, 122
predikatska formula, 42
disjunktivna, 26 prekidacko kolo, 30
konjunktivna, 26 preneksni oblik, 57

kardinalnost, 119 presek skupova, 71

karakteristi¢na funkcija, 108 preslikavanje, videti funkcija
klasa ekvivalencije, 88 problem SAT, 26

klauza, 24 projekcija relacije, 82
kodomen, 7, 107 Prolog, 62

koli¢nicki skup, 88
komplement skupa, 74
kompozicija funkcija, 112
kompozicija relacija, 80
komutativnost, 18
konjunktivni oblik formule, 24
konacan skup, 121
kontradikcija, 18
kontrapozicija, 18, 21
kriptovanje, 116

kanonska forma

prost broj, 9

racun sa jednakos¢u, 53
rastavljanje na slucajeve, 22
razlika skupova, 71
refleksivno zatvorenje, 97
refleksivnost, 84
rekurzija, 117
relacija, 6, 78

binarna, 6

unarna, 6
relacija ekvivalencije, 87
relacija poretka, 91
relacija strogog poretka, 91
restrikcija funkcije, 112
rezolucija, 61

literal, 24
logicko kolo, 32
Lukasijeviceva operacija, 28

maksimalan element, 94
matematicka indukcija, 9
totalna, 11
minimalan element, 94
model formule, 45
modus ponens, 19

Seferova operacija, 28
simetri¢nost, 84

simetri¢na razlika skupova, 71
simetri¢no zatvorenje, 97
sirjekcija, 107

skolemizacija, 58

skup, 5, 69

slobodna promenljiva, 43
slozen broj, 9

svodenje na kontradikciju, 21

najmanji element, 94

najmanji zajednicki sadrzalac, 9
najveci element, 94

najveéi zajednicki delilac, 9
neprebrojiv skup, 122

oblast dejstva kvantifikatora, 43

operacija, 8, 107 tautologija, 18

binarna, 8 teorema

unarna, 8 Erbrana, 61
orijentisani graf, 79 Kantorova, 122

o reprezentaciji, 89

uredeni par, 76 o zameni, 20
parcijalna funkcija, 111 osnovna teorema aritmetike, 9
particija skupa, 89 Sreder-Bernstajna, 120
partitivni skup, 78 term, 42
podformula, 14 uredena n-torka, 76
podskup, 70 tranzitivno zatvorenje, 97

semanticka posledica tranzitivnost, 84



INDEKS

unija skupova, 71
uredenje
linearno, 94
parcijalno, 91
totalno, wideti linearno
uzajamno prosti brojevi, 9

valjana formula, 46
valuacija, 17

Venov dijagram, 71
vezana promenljiva, 43
vrednost formule, 17

zatvorena formula, 43

201





