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[TPEAI'OBOP

OBaj yubeHuk je HAMEHmEH CTYIEHTUMA PBE MOAWHE OCHOBHUX CTYAMja CMepa
IIpumemena maremaruka Ha /lenmaprmany 3a mMaremMaturky u naHGopMaTtury IIpn-
poamHo-MaremaTndror dakyiarera y HoBom Cany koju caymajy xypc wuckperHa
maTteMaTuka 2. Hactao je mpuimukoMm mpskama OBOT Kypca. Mako mocrtoje myHO
yUOEHMKA U KEbUTa Ca CIMYHOM TEMOM, 300r MPOMEHA IJIaHa W IpOorpaMa JOMLIO
je mo morpebe ma ce Ha jemHOM MeCcTy ODyXBaTu IpaauBO TPEIBUDEHO HOBUM
IJIAHOM IpenMera. Y MPAKCHU Ce MOKA3aJ0 Oa CTYAEHTUMAa Ha IIPBOj I'OAWHU HAj-
BUIE OAroBapa Kala He MOpPajy KOPUCTUTU BUIIE PA3JIUUUTUX U3BOPA U HA OBaj
HAUWH UM Ce OJIakmaBa casiabuBame rpaausa. [IomTo KibUra camp:iu TeMe Koje
YBOZE CTYIEHTE y KOMOMHATOPUKY M TEOPUjy rpadoBa, KUY MOTY KOPUCTUTU U
CTYAEHTU OPYTUX CTYOUjCKUX mporpama u (akyaTera KOju ce NpBU OyT cycpehy
ca OBUM I'DaHAMa AWCKPETHE MATEMAaTHUKE.

Kwura ce cactoju on 9 rnasa. Hajupe ce oOGpalyjy OCHOBHEM TOjMOBU KOM-
OMHATOPUKE U TO: OCHOBHU NpUHIUNU IpebpojaBama, ypehenu u neypebenu ms-
60pu, OMHOMHU M MYJITUHOMHU KOE()UINjEHTH, IPUHIUT YKIbYUeHha U UCKIbYYena,
pacTpoj moperka, peKypeHTHu Hu3oBu, PubonauumjeBu OpojeBu. Ilpecranu meo
je mocsehen teopuju rpadosa. OcuM OCHOBHUX MOjMOBA, TY CY ITOBE3AHOCT Y
rpagpoBumMa, crabia, HeKM aaroputMmu Ha rpadosuma, OjaepoBu u XaMUITOHOBA
rpagosu, 0ojeme rpadosa u UrpadoOBHU.

OBOM IPUIMKOM Ce 3aXBaJjbyjeM PEINEeH3EHTUMa Ha NAKJFUBOM YUTAY U BPJIIO
KOPUCHUM CABETUMAa U CyreCTHjaMa KOJU Cy MNOUPUHEIU OOJbEM KBAJIUTETY OBOT
yibeHrKa, KA0 M CTYIOEHTHMA KOJjU CY YUTAJM IPEJIUMUHADHE BEP3Uje U PELOBHO
jaBbasii Ha KOje TPEMIKe W HeIOYMUIE Cy HAMIA3WIU. 3aXBAJHOCT OYyTyjeM u
npodecopuMa KOju Cy MU OBe ODJIACTHU HpeNaBajid, aji U OHMMA Ca KOJUMa CaM
capabuBasia NIpUIMKOM Ip:Karha HACTABE M3 OBOT M CPOMHUX IIPEIMETA.

Hosu Can, nenembap 2022. Ana Causkosa
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OCHOBHE TEXHURKE ITPEGPOJABAIA

Behwnna npobiema kojuma hemo ce 6aBuTH Ha IOUYETKYy moummy ca: ,Ha wxo-
JIMKO HAYMHA...  3aIpaBo, jeJHa OJ OCHOBHUX ODJIACTU IUCKPETHE MaTeMaTUKeE,
TavHUje KOMOUHATOPUEKE, jecTe IpebpojaBame CKYIoBa, PA3INUYUTUX MOTY NHOCTH,
npebpojaBame pazauuuTux objekara ca ogpebenum ocobunama. Ha npumep:

1. Ha xonuko mauwmua Mory OuTum mzabpanu O6pojeBu 3a mobujame ceaMuie Ha
J0TOy?

2. Ha komuko pa3nmuuTUX HAYMHA MOXKEMO (OPMHUPATH IapOBe 3a IIeC O
10 6paynux mapoBa, TakO [a HUjemHa ocoba He Wrpa ca CBOjUM OpadyHuM
mapTHEPOM?

3. Ha kosnuko oGimacTy n mpaBux meje Kpyr?!

Yupaso 300r nsyvyaBama OBAKBUX BPCTa IpobIeMa, KOMOMHATOPUKY UECTO HA3U-
Bajy yMeTHOCT Opojama. KombunaTOopuka je ob6acT MaTeMaTUKe 4ynja Cy TJIaBHA
WHTEpecoBama: npebpojaBame onpehennx objekara, rpynucameM, CTIaPpUBAHLEM U
CIUYHUM METOJAaMa, UCIUTUBAIE€ TOCTOjama 0b0jekaTa 1 CTPYKTYpPa KOju 3aJ0BO-
JbaBajy yHAIpeI naTe KpUTEePHjyMe, KOHCTPYKIMja OBaKBUX O0jekara WM CTPYK-
Typa, KA0 U ONTUMU3aIja, TO jecT HaJaKeme ,Haj0osme‘ CTPYKType Koja UCILY-
BbaBa IaTe yCIIOBE.

Bpojame moke OuTu jemHoCTaBHO, ajud Kajga KMMa IIyHO o0jekara ca ompe-
benom ocobunoMm, morpebuo je Halim mTo OpskM U ePUKACHUjU HAYUUH 3a Ipe-
opojaBame. Jbymu cy ce omaBHO cycpesu ca OBakBuM mpobiemMuma. Hajcrapuju
nucaHu TparoBu mpebpojaBarma martupajy oko 1600 m. H. e. y AxMecoBOM ma-
nupycy (Ha3BaHOM IIO €rHUIATCKOM HUcapy AxMecy KOju ra je Ipenucao He IOMU-
wyhu opurunassOr ayropa; oBaj mamupyc je trakobhe mo3HaT u Kao PajHmoB — mo
IMKOTCKOM AHTUKBAPY). Y OBOM MANKPYCY C€ KOPUCTE KOMOMHATODHE TEXHUKE Ha
reoMeTpPUjCKOM HU3Y Koju mpebpojaBa Opoj jemuHuna 1 IBOJKU KOJU Iajy yHAIIPE
3agary cymy. Mumujcku mekap Cympyra je y IV Beky m. H. e. mpeGpojaBao Ha KO-
JIMKO HAYMHA Ce MOTY KOMOMHOBaTH 6 pasnanuntux ykyca (ysmmajyhm camo jenan,
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6 I'NIABA 1. OCHOBHE TEXHUWEKE ITPEGPOJABAHA

oa IBa M TAKO OaJve). JemHo onx Hajuo3HaTujux npebpojaBama jecre Pubonauu-
jeBoE| npebpojaBame 3eueBa (0BO NieMO meraJsHUje M3ydaBaTU y IOLJIABILY
kKoje objaBiyje y cBojoj kmu3u Liber Abaci uz 1202. rogune. OBaj HauuH npebpo-
jaBama ce 3ampaBo MojaBiyje jom y canckpurckuMm cnucuma u3 [I-II1 Beka m. H.
e.

Pa3sBojy usyuaBama mauwmna mpebpojaBama cy Takohe mompusese wurpe Ha
cpehy: Kapnaﬂoﬂ je m3yuaBao npobisem Oamnama naBe kouke, | anwunej’| mpobiaem
banama Tpu koure, Te cy y XVII Bery mHa cueny macrymnuau [Tackan’| u <I>epM
KOjUu Cy panu aHaju3e urapa Ha cpehy 3amouyenu Teopujy BepoBaTHONE 1 y Hu-
XOBOM pajy je y OCHOBU Omiio mpeOpojaBame MOBOJLHUX KCXOIA, YUME Cy IO-
npuHean u KoMObuHaTopurn. HakoH BUxX je KOMOMHATOPUKA KPEHYJa BUIIE 13 Ce
pa3BHUja M TAKO A0JIA3UMO OO MOIEPHE KOMOUHATOPUKE.

Hapasno, kombunatopura ce He 6aBu camMo mpebpojaBamuMa, OHA UMa PA3HEe
nmomobsactu u cpomue obsactu. Heke onm mux cy: koMOMHATOpHA TeOMETpPUja,
Teopuja rpagoBa, KOMOMHATOPUKA Ha peunMa, KOMOWHATOpHA Teopuja urapa,
Pem3sujeBa Teopuja, TOmosomEa KOMOUMHATOPUKA, KOMODUHATOPHA Teopuja rpymna,
npobabunuctuura komOuHaTopuka. OCuUM TpuUMeEHa y Hajpas3IuuuTUjuM obJac-
TUMa MaTeMaTWKe, KOMOMHATOPUKA MMa IPUMEHY W BaH e, KA0 Ha IpUMep: y
xemuju (IpoydyaBame pacHopelna aToMa y MOJEKYIy), buosnoruja (IpoydaBame
CTPYKType I'€HA U NPOTErHA), U IPEBACXOMHO ¥ PAUyHAPCKAM HaykaMa (aHaIm3a
epuRacHOCTH ajropuraMa, npobieMu pacnopebusama u nmpememrama pecypca)
UTH.

1.1 OcHOBHU TpUHIIUIN IIPeOpojaBama

Kao mro cmo Beh persu, npebpojaBame objekara ca oapebhernom ocobunom je
jeman on OCHOBHEUX IpobieMa UCKpeTHe MaTeMaruke. HajjemnocraBHuju HaumH
npebpojaBama jecTe ma ce CBU OOjEeKTH CHUCTEMATWYHO HaBeNy a 3aTUM 1Ia Ce
npebpoje.

IIpumep 1.1. VBana je Ha myToBame ox onehe moHesa TPU MajuUIle: KyTY, Jby-
buuacTy u pose, MOPTC U CYKHY U, o1 obyhe, narture u nunesne. Koanko pasnu-
YUTUX OJEBHUX KOMOWHAIja MMa HA PACIOJNATAY !

Wcnumunmo cee moryhuoctu nazehu npu ToMe a HEKY He IPOILYCTUMO WU 14

!Leonardo Fibonacci (?1175-1250), uranujancku MaTeMaTadaap

2Gerolamo Cardano (1501-1576), nranujancku MaTeMaTHdap, JeKap, pru3ndap, aCTPOHOM
3Galileo Galilei (1564-1642), uramujancku MaTemMaTwyap, ¢uswdap, Gpuiro30¢p 1 acTPOHOM
4Blaise Pascal (1623-1662), ¢panmyckn MareMaTndap, ¢pusmdap u Guro3od

5Pierre de Fermat (1607-1665), ¢ppaHIyCckn MareMaTHdap U IPABHUK
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HEeKy He OpOjuMO BUIIE IIyTa.

{ o — xmm < 1
m
1T —  RmIm > 2
WK
. { o — Eem 4 3
1I — e — 4
{ n — pmm +—— 5
biit
n I — omi —— 6
o { o — mco — 7
i} — mcm +— 8
- { o — pmno — 9
n — pmxg — 10
P . { n — peon +— 11
m — pcn < 12

Harne, npebpojaBameM mobujaMo ma uMa Ha pacnojaramy 12 moryhuoctu. A

Hapasno, peTro kam ce memaBa ma caydajeBa MMa MaJjio W Aa UX je Moryhe
PEJATUBHO JIAKO M3JIUCTATU. AJK MTA CMO y CYIITUHU YPa,IAIU IPUIUKOM Della-
Bama nperxonHor npobiema? Hamnpasuiu cmo Oujernujy mameby ckyma moryh-
HOCTHU U CKyma mpuponaux opojesa om 1 mo 12. To je jemanm on OCHOBHUX TPUH-
nuna npebpojaBama — a yCIOCTaBUMO Oujeknujy m3Mehy ckyna Koju sKeamMmo na
npedpojuMO U CKyla 3a KOju 3HAMO KOJIMKO MMa €JIEeMEHATA.

Ilpusnun oujexmnuje TPUHIHATT
PUHIL JEKII) p

Zea cxkyna umajy ucmu 6poj eAeMEHAMA GKO U CAMO GKO CE UBMEDY BUT Gujermnje
MONCE YCTOCMABUMY OUJERUU]A.

3uaMo na 3a mnpeciukaBame f u3 ckyna A y ckyn B, rme |A| = n u |B| = m,
MMaMO:

— ako je [ WMHjeKTUBHO, OHIA Ba:KU N < M,
— akKo je f CUpPjeKTUBHO, OHIA BAKU N > M.

OpnaBne caenu na, ako je f Oujexknuja, ouma cy A u B ucTe KapIuHAIJIHOCTHU.
Ilornemajmo cama mpuMepe rae ce 6poj objekara Koje mocMaTpaMo HE OIape-
Dyje Tako mako ka0 y IPBOM NIPHUMEDY.

IIpumep 1.2. Illokazatu na Meby HeHeraTwpHUM IeauM 6pojeBuma MamuM o 100
uMa ucTy 6poj OHUX uuju je 36up nudapa jennax 21 m oHuX ywnju je 36up nupapa
jemHar 33.

YBeauMo O3HaKe

A = {G1aza3a10a506 : a1 + ag + a3z + a4 + a5 + ag = 21},
B = {blbzb3b4b5b6 tby + b3+ b3+ by + b5+ bg = 33},
re O3HaKa (10203040506 IPEICTABJba KOHKATEHANN]Y UPapa ai,az, ... ,as-

Konkarenamuja (mau mHamosesmsame) mudapa, rie ai,...,an € {0,1,2,...,9}
u n € N, nedpunuime ce ka0 a1az...an = 110" +a210" 2 4+ 4110 + ap.
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Ha npumep, ma oBaj Hauun Opojy 777 omrosapa 3ammc 000777.
Axo medurHAIIEMO (OYHKIU)Y

f(@azazasasag) = (9 — b1)(9 — b2)(9 — b3)(9 — ba)(9 — b5)(9 — bs),

HUje TEImIKO MOKa3aTu na je oHa Oujerrmuja m3Meby ckymoBa A u B, Te oBa nBa
CKyTa UMajy mcTu OpOj eneMeHaTa. A

IIpumep 1.3. Y paBuu cy youene 2022 tauke on KOjux je jemHa npBeHa a Ipe-
ocraJiie cy nnase. la gu meDy moackynoBrMa OBOT CKyIla Tadvaka MMa BUIIE OHUX
KOjU caIp:ke IPBEHY TAYKy WM OHUX KOJU je He canpike?

Osmaunmo ckyn tavaka A = {c¢,p1,p2,...,D2021}, TAE je ¢ OpBEHA Tadka, a
DP1,DP2,---,P2021 Cy 1aBe Tauke. Heka je X mpousBosman moackyn ckymna A kKoju e
canp:xu Tadky c. Tana mpeciukaBame

p(X) = X U{c}

npencrasiba oujernujy uamebhy momckymnosa on A Koju He camgp:ke TAUKy ¢ U OHUX
Koju je campike. [larme, mocMaTpaHUX MOACKYIOBA MMA IIOj€THAKO. A

Ocum npuHIUIa OUjeKIje nMaMo jOII ABa OCHOBHA MPUHNOUIA NpedpojaBama:
OPUHOUT 30Upa ¥ IPUHINI TPOU3BOAA.

IIpusnun 36upa
Axo cy Ay, As, ..., A, HENPasHU CKYNOBU NO NAPOBUMAE QUCJYHKMHY (MO
jeem A;NA; =0, 301 <i<j<n), onda sancu

|[Ay UAsU---UA,| = AL+ |As| + - + Ayl

Hera cy marm mmcjymrrau ckynosu A = {ai,as,...,a;} n B = {b1,bs,...,b;}.
Jacuo, |A] =i u |B|] = j. llomTo Hemajy 3ajeIHUUKNX eJeMeHAaTa, HBUXOBY YHU)Y
MOKEMO 3aIUCATH Kao

AUB: {Cl,CQ,...7Ci,cl'+1,cz'+2,‘..,Ci+j},
roe ¢ = ag, 3a k= 1,2,...,4, m ¢ = by_;, 38 k =1+ 1,1+ 2,...,1+ 7. llakme,
MOkeMO 3akmyuntu na Baxku |A U B| = i+ j = |A| + |B|. IIpema tome, 3a nBa

CKyIia Bayku mpuHIUI 30upa. [Ipunnun 30upa BasKu U 3a 1 CKyIOBa U TO CE€ MOKE
IOKa3aTu MOMONYy MaTeMaTUYKe WHIYKI]jE.

IIpumep 1.4. Damajy ce aBe koike, jemna je Oena u jemua miaasa. Ha koamko
HauMHA Ce MOYKe HoOuT! 30up messuB ca 57

IIpunurkom OGamama Komkuia Moryhe je mobutu aBa 30upa KOju CYy HOEJLUBU
ca b, To cy: 5 u 10. C 063upoM Ha TO Ja Cy KOLKE PA3JIUUYUTUX 00ja, MUIIAMO
O6poj mobujen Ha HeJ0j KOUKM Ha MPBOj KOOPAMHATU & OPOj Mo0OUjeH Ha IIIaBO) HA
npyroj koopauaatu ypebenor nmapa. [IpBu 30up Mmo:xe na ce nobuje Ha 4 HAUMHA:
(1,4), (2,3), (3,2), (4,1). Cauuro, 36up 10 ce moxe mobutu Ha 3 Hauwuna: (4,6),
(5,5), (6,4). OBa Ganama cy rpynucaHa y ABa AUC]YHKTHA CKyla, T€ Ha OCHOBY
npuHIUna 36upa ykynHo nocrtoju 4 + 3 = 7 HauuHA. A
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IIpumep 1.5. Komumko uma mpuponnux O6pojeBa y dmjeM ce MEeKaTHOM 3aIlUCy He
jaBma 0 a yumju je 36up nmdapa jemHar 57

Pasmorpumo mra Mory 6utu nugppe TakBux OpojeBa M IPYIUNIMMO OpojeBe HA
ocHOBY Tora. Kako Ha Taj HauumH nobujaMo IUCjYHKTHE CKYyNOBe OpojeBa, KOHAUAH
pe3yJsTar MOKeMO MOOUTH HAa OCHOBY NMPUHIOUIA 30Upa.

mudpe 6pojesu || nudpe | 6GpojeBu
1,1,0,1,1 | 11111 1,4 14
1,1,1,2 1112 41
1121 1,2,2 122
1211 212
2111 221
1,1,3 113 2,3 23
131 32
311 5 5
Hakne uma yrymuo 1 +4+3+2+3+2+ 1= 16 takBux 6pojena. A

Pasmorpumo cama Masmo apyrauuju tum npobiaema.

IIpumep 1.6. Y pectopany ce y OKBUPY HOHYIE , THEBHU MeHHU“ mobuja Mmeco,
nupuHad u coc. Komuko paznmuurtux oOpokra ce MOKe TOOUTU YKOJIMKO Y IIOHYIU
rmMa 3 BpCTe Meca, 2 BPCTe NMPUHWYA U 3 BPCTE coca (M IpU TOME O CBera ce
MoOpa omabparu TavHoO jeqHa BpCTa)?

Oszumaunmo moryhuoctu 3a meco M = {m, mg, ms}, 3a nupunau P = {p1,p2} u
3a coc S = {s1,s92,53}. Kako ce cBako jeno cacroju ox Tpu mena: Meca, IUPUHYIA
U coca, CBaKy MOTYNHOCT 3a OOPOK MOMKEMO MPEACTABUTU ypeDHEeHOM TPOjKOM,
jep je cBakm m300p OKapakTepuCaH ca Tpu He3aBucHe ocobune. Heka Ha mpBOj
KOOpAMHATHU CTOjU BPCTa Meca, Ha APYroj BpcTa IupuHdYa a Ha Tpehoj Bpcra coca.
I[Ipomenom camo jemme o1 BUX, HA IPUMEDP COCA, MOK Cy IIPEOCTAJIE ABE OCTAJE
¢urcupane, nobujamo HoBu u3zbop. Crora 3a cBaku Gurcupan n3dOp HA MPBA ABA
MeCcTa MMaMO TPHU Pa3JIWdnTa KOHAUHA M300pa — 3a cBaky MoryhaocTt m3bopa
coca. Ilpema Tome, 6poj cBux m300Opa jeAHAK je MPOU3BOLY CBUX MOryhHOCTH
u3bopa Ha mpBe IBe KoOpAuHaTe W Opoja Tpu. 3a CBaku (PUKCUpaH u30Op HA
IpPBOM MECTy, Ha APYroM MecTy mMa aBe moryhuaoctu. Ilomro Ha mpBoM MmecTy
uma Tpu MoryhHocTtu, mobujamo ma yrymHO mMa 3-2-3 = 18 paznuuutux uzbopa.

Wcnucusamem cBux moryhuocru nobujamo: (mq,p1, s1), (ma, p1, s2), (m1,p1,s3),
(m1,p2,81), (M1, p2,52), (M1, p2,s3), (M2, 1, 81), (M2,p1,52), (M2, p1,53), (M2, P2, 51),
(M2, p2, 52), (M2, p2, 83), (M3, p1,51), (M3,p1,52), (M3,p1,53), (M3, p2,51), (M3, P2, S2),
(mg, pa, s3). IIpumeTunmo ma cy To 3anpaso cBu esgemenTu ckyna M x P x S. Hakue,
Baskn: |[M x Px S| =3-2-3=|M|-|P|-|5]. A

Y OpeTxXOomHOM MPUMEPY CMO UCKOPUCTUIU NPUHYUN NPOU3600a, unjy GopMy-
JIaIMjy majeMo y HAcTaBKY. 10 je YOUIITeme Pe30HOBAKa Y JaTOM PEUIeH Y U MOKE
Cce MOKe IOKa3aTU MAaTEMATUYKOM WHIYKIjOM.

IIpuanun npowuseona
Axo cy Ay, Ag, ..., Ay KORAUHY HENPASHY CKYNOBU, OHOA 8ANCY

|A1XA2XXATL|:|A1‘|A2||A"|

TIPUHINAT
TIPOM3BOJA
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IIpumep 1.7. Konuko mMma paszanynTux neronudpeHux OpojeBa uuje cy nudppe
Ha IapHUM MeCTHMa HemapHy OpojeBu a mudpe Ha HENAPHUM MECTHMAa IapHU
6pojeBu?

Axo merorudpeHu 6POj 3aMUMIEMO KAO (102030405, OHIA a1 MOxke butu 2, 4, 6
v 8 (ue moske butu 0, jep Tana nocMaTpanu 6poj Bume Hehie GuTu neTommUdpen),
mro je 4 moryhuoctu. Hudpe as u a5 nmajy 5 moryhuocru jep onu mory Outu u
0, mok u udpe as U a4 UMajy UCTO TOIUKO MOryNHOCTH jep mOCTOje IeT HeIaPHUX
nudapa. lakiae, Ha OCHOBY IPUHIMIIA IPOM3BOAA 100OUjaMo qa nocToju 4-5-5-5-5 =
2500 oBakBUX OpoOjeBa. A

Jemno on ocmoBuHux TBphema y maremarunu jecte TBpheme Be3aHO 3a OpOj
CBUX MOJACKYIOBAa TATOr KOHAYHOI CKyNa U HErOB AO0KA3 Ce 3aCHUBA YIPABO HA
MIPUHIOUITY TPOW3BOJA M IPUHIUIY OUjeKIuje.

Teopema 1.8. Axo |A| =n, onda eaxncu |P(A)| = [{0,1}"] = 2.

loxas. Herka A = {a1,as,...,a,}. CBakom nmoackyny X ckyna A mpuapyskuhie-
Mo ypebeny n-topkry (z1,z9,...,T,), rae cy koopaunare onpebene Ha ciemehu
HaYMH:
1, a; € X,
€Xr; =
0, a; §é X.

OBume cmo nedpunucanu pyurimjy f : P(A) — B xoja csakom X C A mpunpyskyje
OBakKBY N-TOPKY, rae B = {(z1,22,...,2p) : x; € {0,1}}.

(1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0)

IIpumep cauke ckyna X = {ay,as,aq4,ar7}.

dyuruuja f jecre Oujernuja. CTora Ha OCHOBY NPUHIUIA OUjeKNUje BarKu
|P(A)| = |B|. Cana, kKako 3a cBaKy KOOpIMHATY MMaMO ABe MoryhHocTu, Ha oC-
HOBY IPMHIOMIA IPOU3BOMAA 3aKmyudyjeMo |B| = 2", te criemnu tBpheme. ]

Yecto, y pasauMm obiactuma, Tpeba ma ompenuMo O6pPOj Aeamona IpUpPOTHOT
6poja.

ITpumep 1.9. OapeanTy KOJIMKO MO3UTUBHUX Aeamona mma 6poj 360.
Pacrasumo 6poj 360 ma mpocre darrope: 360 = 23 - 32 - 5. IIpema ToMe, cBakm
nosuTuBaH gemunarn 6poja 360 mopa Guru obmura 2° -3 - 5F rme ekcmomenT;
Mmory 6urtu: i € {0,1,2,3}, j € {0,1,2} u k € {0,1}. Ilakse, HA OCHOBY HPUHIWIA
mpom3BoLa, OBakBUX OpojeBa uma 4 -3 -2 = 24. AN

PesonoBame 13 mIpeTxoqHOr IPUMEpPa MOMKEMO YONIITATH HA IIPOU3BOJLAH IPU-
poman Gpoj.
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Teopema 1.10. Hexa je n npupodan 6poj u pi* - ps? - ... ~pZ"“ HE20B0 PA3NAZATHE HA

npocme deauoue (Kanonwuwky obauk). bpoj nosumuenuz deauoua npupodnoz bpoja n
je mada

k
7(n) = H(a,- +1).

K2

Hoxas. Axro je d memmman 6poja n, onma je obamka p)' ~p§2 Ca -pﬁ’“, rue B; €
{0,1,...,;}. lIpema TOMe, HA OCHOBY IPUHIMIA IPOU3BOJA HOOUjaMo ma je 6poj
MO3UTHBHUX Jesmona Gpoja n jemsak [[r_; (i + 1). O

1.2 JlupuxJjieoB IIPUHITAII

ITocmarpajmo rpyny oxn 13 ocoba. Onm mux curypuo 6ap ase ocobe umajy po-
bennan y mcToMm Mecely. 3aucra, akO OMCMO NPETIOCTABUIN & CBAKOT MECEIA
camo jemHa ocoba ciaBu pobheHmaH, Ha Taj HaUuWH OU BUX 12 6miro pacnopebeno
mo mecenuMa. Tana ocraje jemra ocoba umju pohengan Mopa OUTHU y HEKA Y TOKY
romuue, Te he Mecerna kKana je oBa ocoba pobena, pobennan mmatu aBe ocobe u3
mocMmarpane rpymne. OBae CMO MCKOPUCTUIN TAKO3BAHU ﬂnpmxnemﬁ MIPYHIAII,
yuja je momysnapHa popmyrnanuja ciaeneha:

Axo ce n + 1 zeuwesa cmecmu y n xasesa, onda he bap dsa zeya da ce nwaby y
jeonom Kasesy.

Ha enrsneckom ce oBaj npunnun wasusa the Pigeonhole principle, jep nonynapuy
domynanujy HaBoge npeko roaybosa. PopmanHuja GpopMmysianuja OBOT IPUHIUIA
HaBeIEeHA je y HACTaBKY.

JlupuxJjie0B IPUHIIUIL
Axo cy A u B xonaunu cxynoeu u |A| > |B|, onda ne nocmoju urnjexmusno
npecaurasamwe cxkyna A y cxyn B.

OBaj mpuHIUI ce MOKe NPeGOPMYIUCATH TAKO & yMECTO O (YHKIMjaMa ro-
BOPHUMO O IDapTHUIjaMa CKyIa.

JIpuXJI€OB MPUHIIAI — IPEKO HapTUILHje

Axo je A cxyn 00 n eaemenama u axo je damo r € N, zde r < n, onda
ceaxa napmuyuja ckyna A ca r KAGCG UMG HaAFMAmE JeONY Kaacy ca b6ap
daa esemenma.

IIpumep 1.11. (Teopema Epﬂeuﬂ»CeKepenﬂ) Csaku uu3 og mn + 1 mehycobuo
pPa3INUUTUX peasiHuX OpojeBa caup:ku pactynu momuu3 ox m + 1 OpojeBa wmim
onanajyhu momaus ox n + 1 6pojesa.

TlocmaTpajMo HE3 Pa3aUUUTUX peaTHUX OpojeBa

a1,0a2, ..., Gmn+1-

6Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), memaukn maTemarudap
"Erdés P4l (1913-1996), mabapcku MaTematuuap
89zekeres Gyorgy (1911-2005), mabapcku maTemaTudap

Hupuxieos
IPUHOAT
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TPUHIUT
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IIpernocraBumo cynporHO: pacTyhu mOTHM30BM OBOT HU3a Cy AYKUHE HAjBUIIE
m 7 omanajynu momHu30BU Cy Oy:KUHE HAjJBUIIE N.

Csakom 6pojy a; y mocmarpasoMm Hu3y nomeauhemo msa 6poja (r;, 0;), rae he
7 IPEICTABJHATYU LAYKUHY HAjAyKer pacTyner momaHu3a Hu3a a1, s, . - . , Gymnt1 KOJU
moumme ca a;, JOK he 0; IpeacTaBshaTU AY:KUHY Hajaysker omangajyher momHmsa
IIOCMATPAHOr HU3a KOjU TakoDhe mouumbe ca a;.

Ha npumep, ako mocmarpamo uvus 2,4,3,5,1,6, 7, Baskn a4 = 5. Hajnyxu pacty-
hu Bu3 KOju moumMme ca 5 je 5,6,7 u nysxuue je 3. Hajnyxu onanajyhu monuns
KOjU oumme ca d je 5,1 u ny:xuHe je 2, Te y OBOM CJIyYajy UJaHY G4 HOIEIBY-
jemo ypebenn map (3,2).

Ha oBaj maumn mobujamo ¢ymrmujy f(a;) = (r,0;), unju momen mma mn + 1
ereMeHara a meH kKomoMmeH je {1,2,...,m} x {1,2,...,n}, TO jecT KOmOMEH UMa
mn esnemenara. Crora Ha ocHOBY JlupuxsieoBor npuHnumna oBa (QYHKIUja HE MOKE
ourtu unjektuBHa. C gpyre crpane, 3a ¢ < j Baxku ciaenehe:

a; < aj; =>1;>15 = (14,08) # (ijojﬁ
a; > a; = 0; > 05 = (ri,0;) # (15,05).

IIpema tome, f Mopa OUTH MHjEeKTMBHA, T€ HOJA3UMO OO KOHTPAIUKIU]E. A

Hemro onmruju obauk upmxiaeoBor mpuHIUIA ce€ AOOUja TPUMEHOM ITPUH-
muna 36upa. Ako onpebene o6jekre pacnopebyjemo y k rytuja u ako A; mpen-
craBmba CKyn objexara y i-toj kytuju (1 < i < k), rme ce y cBakoj KyTUju HAJIA3U
HajBUIE N eJeMeHaTa, OHAa he ykyman O6poj objerara Outu

[Ax| + [Az[ + -+ + Akl S nt+n+ - +n=nk.

Yonmrenu JlupuxsieoB OPUHINAI

Hexa je S xonauan crxyn maxae da |S| = nk + 1, sa nexe npupoone 6po-
jese n u k. Tada y ceaxom pasbujany cxyna S na napmuyujy 00 k xaaca
nocmoju bap jedan a0k can+ 1 easemenama.

IIpumep 1.12. Konmko mHajMame kapara Tpeba m3Byhu m3 cTaHgapIHOT IIIHAIA
ca b2 rapre na 6um ce MeDy u3ByUYeHMM KapTraMa MOpaJie HAJA3UTU YETUPHU Ca
UCTUM 3HAKOM

IIpernocraBuMo na IpUIMKOM M3BJIaYeHa KapaTa U3ByUYeHE KapTe CIaKEeMO Ha
4 roMmiie TakKO nma Cy KapTe I'pyIUCAHE Ha OCHOBY 3HakKa. /lakme, cBaka romwmia
npencTaBiba jeJHy KiIacy kapara 1 oHa je onpebena 3uarkom. Onasae umamo k = 4.
sKenmmnmo ma Oymemo curypHU ma y HEKOj On THUX KJjaca mMmMamo bap 4 kapre, Te
nvamo n+ 1 = 4, 1j. n = 3. AKO CKyn M3ByUYeHMX KapaTa O3HAUMMO ca S, Ha
ocHOBY yommreHor [lupuxiseosor npusmuna ciaemu |S| > 4-3 + 1 = 13, 1j. 6poj
M3BYyUYEHUX Kapara Mopa buru HajMmame 13. A

IIpumep 1.13. Koamko mHajmame kapara Tpeba m3Byhu m3 cTaHgapIHOT IIIHAIA
ca 52 xkapre ma 6m ce mMely m3BydYeHMM KapTama MoOpaJie HAJA3UTU YETUPU Ca
3HAKOM cpua’

C 063upoMm Ha TO Ja y OBOM CJIy4ajy jecTe ODUTHO ma cy KapTe yHampen onpebe-
HOT 3HaKa, CalJa He MOYKEMO IIOCMATPATHU NPOGJEM IPeKo ki1aca (IOMWTO Cy Kiace
y DapTUNVjU PaBHOIPABHE a OBJE je CAy4a] Oa je 3HaK CPIe M3OBOjeH Kao Ioce-
6aH jep Hac camo oH 3anrMa). Caja MOpaMO pa3MUILbATHA Ha JPYTravrjyd HAUNH.
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Ilakne, Ha pacmojaramy mMaMo 13 kKapara KOje HAM OAroBapajy ¥ IPEOCTAIUX
39 koje HaMm He omrosapajy. CBe HOK y CKyIly M3ByUYEHUX KapaTa MMaMO Mambe Of
39 kapaTa MOTJIO Ce NeCUTHU Ma HUjedHa O HUX HUje ca 3HAKOM cpla, Beh ma cy
Ty CaMO OHE HEIO/KeJbHE, IIa Ca TOJIMKO KapaTa He MOKEMO OUTU CUTYPHU Oa CMO
U3BYKJIM OHO mTO HaMm Tpeba. [Ipema Tome, ako mmamo u3zByuenux 39 + 4 = 43
KapTe Tana ce y TOM CKyIy Mopajy Hahu ueTwpu ca 3HAKOM CPIA. A



14

I'JIABA 1.

OCHOBHE TEXHUKE ITPEBPOJABAIKA



rMABA 2

N3650PN"N

Bupame ompebennx obGjekara ce jaBiba y CBaKOJHEBHOM KUBOTY Yy HajpasHO-
BPCHUjUM OOJUIIMMa UM YECTO HAC WMHTEPECYje KOJIUKO PA3JIUUYUTUX MOryHOCTHU
uMaMo Ha pacnosiaramy. Ha npuMep, Ha KOJIMKO HAYMHA MOKEMO HAIPABUTU JIO-
3MHKY Oy:krHe 6 ako cy HaM Ha pacnojaramy 26 ciroBa m 10 mudapa; Ha KOJIUKO
HauMHA MOkeMO omabpartu 3 mpencrtaBHuKa ckyma rpabama ox 100 myau man
Ha KOJIMKO Pa3JIMYNTHAX HAUYMHA MOXKEMO MCTOBPEMEHO M3ByNM Tpu Kyriuie u3s
KyTHuje ca upHuM u Oeamm kyriaunama. OHO MITO MOKEMO IPUMETUTU jeCTe 1a
HUje yBEK y MUTalmy MCTa BpcTa m3bopa, HEKan je pemociien OuTaH, HEKAI HUjeE,
HEKaJ je MOHABJHAHE MO3BOJHEHO a HEKaJ IOHAB/Mama HeMa. 3000 Tora mMamo
JeTUpU OCHOBHA TUMa n300opa. AKO U3 CKyla ca n pa3induTux ejeMeHaTa bupamo
k enemenara, mocroje ciaenehe moryhuocru.

— DBuran je penocien nzabpanux enemMeHara (y JIUTEPATYPU Ce OBAKBU U300pn
YecTo Ha3UBajy k-mepMyTanuje a Herle U Bapujanuje):

— Ca OO3BOJLEHUM IIOHABJ/LAHKEM,

— 0e3 moHaBJbAHA.
— Huje 6uran pemocien nzabpanux eneMenara (HA3UBajy ce U KoMOuHATIM]e):

— Ca OJO3BOJbEHVM IIOHaBJ/bAWHLEM,

— 0e3 NOHABJbAKA.

Yecto hemo nmpunamkom m360pa U NPUIMKOM MPEICTABILAHA PA3JIUUATAX KOM-
OUHATOPHUX MOJMOBA KOPUCTUTHU pEeUM. 3a AEPUHUIMA]Y PEUM Yy MATEMATHAIKOM
cMuciay norpebHo je medurmcaTtu azbyKy.

Asbyxa je mpousBo/baH HempasaH KoHauvaH ckyn A. Eiemente tor ckyma Hasu-
BAMO C4084.

Peu mymxume k man azbyxom A je mpoussosmam ememenat ckyma AF. O6uumo
ymecto peunu (ai,as,...,a) OUIIEMO CAMO A1dg...4k. LIpUMETHMO Ia HATU HU3
cuMBoIta HE MOpa UMaTH 3Hauene. Tako Cy, Ha IPUMED, y MATEMATUYKOM CMIUCJILY
u abba u baba u bbaa peun nysxune 4 Hanm azdbykom {a,b}.

15
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IIpumep 2.1. Ilpumep peum Koje mMajy MUPOKY yHoTpebdy y padyHapCTBY Cy
bunapre pewu wma 01-pevu. To cy peunm man azbyrom {0,1}. Heke on mux cy, ma
npumep, 0101, 00011111, 111111, 0110100110010110. A

2.1 Ypebenu u3bopu esremeHara ca HOHABJbAHEM

Bparumo ce ma mpBu npobiem npebpojaBama n3bopa KOju CMO MOMEHYJIU Ha
[IOYETKY TIJaBe.

IIpumep 2.2. Ha rosuko HaumHa MOKEMO HANPABUTU JO3WHKY Oy:KuHE 6 aKo Ha
pacnosaramy umamo 26 ciaoBa u 10 nudapa?

Y J03uHEN je ouuriienHo OUTHO KOju cuMOOJ HA KOj€é MECTO IUIIEMO, CTOra
je m3bop ypeben. Takobe, He mocToju Oorpamyeme O MOHAB/LAWKY CUMOOJA Te
je moHaB/pame no3BoJreHo. Jlakie, umamo 6 MecTa Ha Koje Tpeba Oa yIUIIEMO
cuMboJle KOju CYy HaM Ha pachojaramy U Bux nMma ykynHo 28 4+ 10 = 38. IIpume-
TMO: Opoj MmoryhHOCTH Kaza Ha IPBOM MecTy ¢urcupamo ga croju 0 u 6poj
moryhuaocTtu kama Ty croju 1 je mcTm, ajm CMO y OBa OBa ciydaja mobuium pas-
auumre mMoryhuoctu. IllTapume, Tako he BaskuTy 3a CBAKM OPYTrW CUMOOJ KOjU
cToju Ha mpBOM MecTy. IIpemMa ToMme, mpumHIUNI HpOM3BOJAA he HAM NAaTW KPajmu
pe3yJTar:

38 38 38 38 38 38 — 385
A

VcruMm pesoHOBamEM Ka0 y IPETXOLHOM NPUMEPY MOKEMO NONM 0 3aKJbyUKa
o 6pojy cBux ypebennx m3bopa k ereMeHara ca IOHABJ/BAIHEM U3 CKyla ca n
eJeMeHaTa.

Teopema 2.3. Bpoj ypehenux uszbopa k esemenama ca noHasbamem u3 CKYnG ca n
eaemenama, jeonar je n®.

Jloxas. Ypebene uzdbope k enemenara obuuHO mpeacTtaBbaMo moMmohy ypeberumx
k-TOpKmM, mOWTO je y muMa penociien eiemenara ouran. lakie, Ha cBakoMm on k
MeCTa UMaMO 1 MOT'y NHOCTU KaKO WX MOIYHUTH, T€ HA OCHOBY HPUHIUIA IPOU3BO-
ma mobumjaMo ma yKymHO mMmaMo nf pasmmuntnx ypebemux m3bopa k enemenara
ca MOHABJ/LAKHEM U3 CKyINa Ca 1 eJIEMEHATA. O

Ha oBakaB maume mosasmMo W 10 Opoja CBUX MOTYNUX MpeCcInKaBama U3
KOHAYHOT y KOHAYAH CKYII, jep je onpehuBame ciuka ejeMeHaTa U3 JOMEHa yIpa-
BO u300Op y KOjeM je mopenak OUTaH U Yy KOjeM je TMMOHABJHAME MO3BOJLEHO.

Teopema 2.4. Hexa cy K u N cxynosu maxeu da |K| = k uw |N| = n. Bpoj ceux

moeyhuz npecauxasana uz ckyna K y ckyn N je nk.

JMoxas. Hera K = {x1,22,...,2x} mu N = {y1,92,--.,Yn}. Tpeba pasmorputu HA
KOJIMKO HAYMHA MOYKEMO HOIYHUTU MecTa y AedmHunuju Gpysrmuje f.

)
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Kako na cBakoMm ox k mecTa mmaMo n MorynHOCTH, IPUHIUI TPOMU3BOIA HAM aaje
k

yKynHO n” moryhroCTH. ]
Y pebenu uzbopu ca M03BOBEHUM IOHABHAKEM Cy W peun. Te mobujamo mna
Basku u ciaenehe Tepheme.

Teopema 2.5. Lpoj pazauwumuz pevu oyncune k Had n-esemenmuom asbyxom je nk.

2.2 Ypebenu u3bopu 6e3 moHaBIbaAKHA

IIpumep 2.6. Ha cBeTCkOM IPBEHCTBY yudecTBY]y 32 3eMmibe. Ha kxomuko pasnu-
unTUX HauumHa je Moryhe ma he Ourtu momesseHa mpBa Tpu mecTa?

JacHo, jemHa 3eMiba He MOMKE Oa 3ay3Me MCTOBPEMEHO BUIIE MECTa Ha IIPBEH-
CTBY, & CBAKaKO je OMTHO KakaB je mopemnak. [Ipema Tome, pazmarpamo ypebeme
u3bope 6e3 moHaBMbama. IIpBo MmecTo Mory 3ay3etu 32 3emme. Kan je uzbop npse
3eMJbe TOTOB, 3a Apyro Mecto ocraje 31 moryhuoct a 3a tpehe camo 30. IIpema
ToMme, 6poj moryhuoctu je ykymnuo 32 - 31 - 30. A

Yxonuko mocMarpaMo (QyHKNUje KOje Cy WHjeKTUBHE, NMaMO OTPaHUYEHE Ia
IOBa Pa3JIMUUTa €JIEMEHTA HEeMAajy WCTY CJIWKY, T€ IOHABJbAKE HUje TO3BOJHEHO.
Crora ce 6poj UHjeKTUBHUX (YHKIOMja MOKE OOPEOUTH Kao u 6poj ypehernux n3bo-
pa emeMeHaTa W3 KOOOMEHA NPU UYeMy HUje NO3BOJBEHO MOHABJ/Mbame. HapasHO,
na 6um ¢yHKIMja MOrJia OUTM WHjeKTUBHA, KOLOMEH MOpA MMAaTH 0ap OHOJIUKO
eleMeHaTa KOJIMKO UX UMa Yy JOMEHY (yHKUU]je.

Teopema 2.7. Hexa cy K u N cxynosu maxeu da |K| =k u |[N| = n, 2de k < n.
Dpoj ceux mozyhur unjekmusrur npecaurasana us ckyna K y cxkyn N je

n-(n—=1)-...-(n—k+1).

Joxas. Axro skenmuMo na mpebpojuMo cirydajeBe Kana je

f . <I1 o e I’k>
WHjEeKTUBHO MPECINKABAKE, PA3MOTPUMO HAJIPE KOJWKO MMaMO MOTyhHOCTH 3a
nonymaBame Mecta y nepunurmju dpyurmuje f. Ha npsom mecty mmamo n moryh-
HOCTHU; Ha JPYrOM UMaMo 3a jemay MoryhHOCT Mame, na ce He 6U MOHOBUO ejeMe-
HAT yIMCaH Ha IPBOM MECTY; 3aTUM Ha Tpehiem mecTy 3a jom jemHy Mame, Dakie,
n — 2 moryhuoctu, u tako name. Ha nmocnenmem, k-tom, mecty ocrahe n— (k—1)
moryhnocrtu, Te nobujamo na yrymao umamo n-(n—1)-...-(n—k+1) moryhuocru.

O]

Beh cMmo korcTaToBaNMM na je OpoOj MHjEKTUBHUX (YHKIMja KOje MPECINKABAjY
k-TOeJieMeHTHU CKYIl Y M-TOEJEeMEeHTHU UCTU Kao 6poj ypehenux usbopa k eneme-
HaTa 0e3 MOHABJAKA U3 CKyIa Ca N eJIeMEHATa, CTOra Ba:KU HAPETHO TBP Dheme.

Teopema 2.8. Bpoj ypehenuxr uzbopa k esemenama be3 nonasmama u3 CKyna ca n
eaemernama, 20e k < n, jeonax je

n-n—1)-...-(n—k+1).
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2.3 Ilepmyramnuje

BujekTuBHO mpeciukaBame M3 KOHAUYHOr ckyma X y cebe caMor ce Ha3uBa
nepmymayuje cryma X.

IIpumep 2.9. Ilepmyrammja crkyna {1,2,3,4,5} je dyuruuja o nedpunucana ca
_ <1 2 3 4 5)
“\4 2135

Ckpalieno, nepmyramnujy « 3amnucyjemo xao 42135. A

3HaMO Ja je Kol OMjeKTUBHUX HOPECIVNKaBama KOHAYHUX CKYIOBa MOBOJHHO na
¢yHKIMja OyIe MHjeKTUBHA U Na CYy AOMEH U KOJOMEH HUCTe KapAauHajJHOocTU. Kako
je Koz mepMyTanuje JOMEH U KOJMOMEH UCTU CKYIl U C 063MPOM Ha TO na je Oujek-
I1ja WHjeKTUBHA, MpebpojaBame mepMyTalrja JaTor CKyIa Ce CBOAU Ha mpebpo-
jaBame mHjekTuBHUX ¢yHKuuja. Crora Basku ciaemehu pesyirar.

Teopema 2.10. BGpoj nepmymayuja ckyna X, 20e | X| = n, jecme
nl=n-(n—-1)-...-2-1

Hamomena 2.11. Bpoj n! ce unra n gaxmopujesa. Ilocebuo ce nedununme 0! =

1. &

IIpumep 2.12. Ha rosnuko mauumna Ana, Gena, Ilena, lana, Ena u $ana mory
cratu y pen Tako na Ana u Ilena He croje jemno mopen apyror?

Bpoj cBux moryhuocTtu pacnopena y pexpy jecre 6poj mepMyTanuja CKyIa
{A,B,C,D,E,F}, u mux uma 6!. On Tora Tpeba oxy3eTu HENMOMKELHE PACIOPEe
a To cy oue mepmyTanuje rae ce A u C Hanaze jeqHo O APYTrOT, Tj. TAMO TAE CE
AC u CA e manaze xkao nogpeuu. Crora y o6a osa cayuaja AC, omaocuo CA,
mocMaTpaMo Kao jemaH cuMOOJT 1 Tako Ho0UjaMo Ia HEMOKE/LHAX PaCIopena nuMa
2 -5!. Hakmue, konauan pesyarat je 6! —2-5! =4 - 5! pasauuntux pacnopena. A

IIpumep 2.13. Ha kosnuko Haymna je moryhe n ocoba pacmopeanTy 3a OKPYTIUM
cTosom?

Pacnopen oko okpyriaor crona mogpa3yMmeBa ma HaM je ODUTHO CAMO KO KOMeE
cenu C Je€Be a KO C JIEeCHe CTpaHe, TO JeCT na He pasiuKyjeMo croJauie. 1peda
OIPUMETUTH 18 aKO PACIOPEe 3apOTUPAMO OKO IEHTPA CTOJA, 1a he Ha Taj HAYWH
pacmopen oCTaTu UCTU, TO jecT Hehie ce TPOMEHUTU KO CeaU MOPea Kora.

r B
A(OB r()>
B A
WNaxko 3aporupana, TOpma IBa paclopela Celema Cy UCTa.

Crora je dbutHO na jemny ocoly ¢umrcupamo. Tama Ha ocTana MecTa MOMKEMO
pacnopebuBaTu npeocrasne ocobe. Ilakie, Ha IPBOM MECTY JECHO OX (PUKCUPAHE
ocobe mmamo n — 1 moryhHoCcTH, HA APYyroM n — 2 U TakO mOaJbe MOK He mobhemo
o mocnaenme ocobe koja he cemeTu ca sieBe cTpaHe ocobe Koja je y crapTy oumia
¢urcupana. I[Ipema Tome, nobujamo na mocroju (n — 1)! moryhuoctu. AN
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2.4 Heypebenu u3b6opu 0e3 moHaBJbaHA

3HaMO na y CKyIly HOpeIak ejieMeHaTa Huje OuTaH, Te Kaxa npebpojaBamo
MMOJCKYTIOBE HEKOr CKyTa, Tana Opojumo uzbope rae Ham ypebeme Huje 6uTHO.

Teopema 2.14. DBpoj k-mousaruz nodckynosa ckyna X, 20e | X| = n, jednax je

n!
kl(n — k)

Joxas. o Tpaskenor pesynarara hemo mohm tako mro hemo Ha ABa pa3nmyumra
HaunHa npedbpojaru 6poj ypebenux k-TounaHmx MOACKYMOBa CKyIa ca N ejieMe-
nara. Hapasuo, seli 3saMo na je 6poj taxBux moackymnosa n-(n—1)-...-(n—k+1).
Osaj uctu 6poj ce Mmopa qOOUTU U KaI OBaKBe MOJICKYIIOBe npebpojaBamMo Ha APY-
raunju wvauud. Heka je A mpowusBosman k-TousaHu MOACKYI AATOT CKymHa. DBpoj
TakBUX O3HaumMo ca «. CBaku oBakaB ckyn A ce moske ypemutu Ha k! HauumHa,
mpemMa TOMe CJeau
n-(n=1)-...-(n—k+1)=a-k.

OpaBne KOHAYHO HOOUjaMO

n-(n—1)-...-(n—k+1) n!

k! kl(n — k)l

O

3a HeHeraTuBHe Iese O6pojeBe k u n nedpuHUIIE ce OUNOMNKU Koepuyujenm ca

n!
Y _ ) Rm—m 32 k<mn,
k 0, 3ak>n.
C 063upomM Ha TO na je cBaku u3bop k ereMmenara Ge3 MOHABbAHKA U3 CKYIIa Ca

n eseMeHaTa jenaH k-TOEJIEeMEHTHU MOACKYI CKyIla Ca N eJieMeHaTa BayKU HapeITHO
TBpheme.

Teopema 2.15. Bpoj neypehenux usbopa k eaemenama b€z nonasmama u3 CKYna ca
n eaemenama jedHax je

n

v )

IIpumep 2.16. Oppenuru 6pPOj AMjaroHaa KOHBEKCHOL N-TOYTJIA.

Heka cy Aj,As,..., A, TemeHna KoOHBEKCHOT n-toyrua. CBaka moujaroHaia je
onpebena ca msa Temena. [Ipu tome, A1 A3 u A3A; je jemma Te ucra aujaroxaJa,
Tj. IpUIMKOM OWpama TeMeHa Koja oapelyjy mujaroHasy Huje OUTAH MOpEIAK.
Ilaxie, 3aHMMAa HAC KOJIVKU je YKyIaH OPOj ABOUTIAHUX MOACKYIOBA CKyIa TEMEHA,
1 OH je (;‘) Opn Tor Gpoja je moTpebHO OMy3eTU CTPAHUIE N-TOYIrJa, Te je Opoj
IUjaroHaIa (g) —n. A

IIpumep 2.17. Kosmko uma crporo pacrtyhux HuU30Ba Iy:kuUHE k Uuju cy eie-
MeHTH U3 ckyna {1,2,...,n}?

3a mpebpojaBame cTporo pactyhux HU30Ba MOHOBO fie GUTU TOBOJLHO MOCMA-
TpaTu NOACKYyIOBe Kapauuaianoctu k. To je 3aTo mrTo omadbupom moACKyma mope-
nak je jemuucTBeHO ompeben, ¢ o63upom Ha TO ma cBaku OpPOj y HU3Y MOpa OuTu
Behin onm mperxomuor. Jlakmie, 6poj TAKBUX HU30BA je (Z) A

OUHOMHUI
KoeuIm-
jeHT



MYJITACKYII

20 I'NIABA 2. 3BOPU

2.5 Heypebenu u360pu ca moHABIBAHLEM

ITornenajmo cnenehu mpumep.

IIpumep 2.18. Y kytuju ce Hamaze bene u upue ryraune. VI3 xKyTuje mcroBpe-
MEHO BaAMMO TP Kyriauie. KOMMKO pa3nmmuuTux MOryNHOCTM mOCTOju 3a mobu-
jere xyrimre?

C o63upoM Ha TO ma Cy CBe KyrJjuie ucte 00je pPaBHOIpPABHE W IOIITO CE
KyTJIUIE U3 KyTUje Bale MCTOBPEMEHO, MOCTOjeé YeTUPU MOTYy NHOCTU NPUKA3AHE Yy
HACTABKY.

A

OHO mTO MOKEMO IPUMETUTH y OBAKBOM M300py jecTe ma penocien Huje Ou-
TaH, JaKJIe 3a IpelNcTaBjhamhe OBakBUX m3bopa ypebene n-topke mam mehe Outum
on nmomohu. Kana pemocnen nuje 6uran, 3a NpeInCcTaBhakbe KOPUCTUMO CKYIIOBE.
Ho, npobaem ca ckymoBmma jecTe ma KO CKyIOBa HEMAa IOHABJhAA, Tj. aKO CE
necu na mmamo cnexehwu ckyn {b,b,c}, orna je on ucro wro u {b,c}. Crora mam
Tpebajy 0bjeKTr KOju Cy YOIIITEHe CKyIOBa, aJii KOjU JO3BOJHABAjy NOHABJLAHE
eJyieMeHaTa.

Kanma y ckynmy mo3BOJIMMO IOHABJhAK€ €JI€MEHATA, OHIA TAKAB O0jeraT Ha3u-
BaMO MYAMUCKYN.

IIpema ToMe, y mperxomHOM mpuMepy, pasiaumuuTe MOTyNHOCTH KOje ce mo-
jaBe HakoH Babema Kyramma MOram CMO NPEACTABATU MYJITUCKymoBuMma: {b,b, b},

{0,0,¢}, {b,¢,c}, {e,c,c}.

Hamnomena 2.19. Ako oGjerar {0, 1,1} mocmaTpamMo Kao MyJITUCKYI, OHIA OH UMa
Tpu eneMmenrta u pasiukyje ce ox {0,1}. Iloknana ce ca myuaruckymom {1,0, 1},
jep mMajy mcTe eJiIeMeHTe U TOINTO, KA0 U KOXA CKYyIoBa, penocieln HabOpajama
eJeMeHaTa y MyJTHUCKyIMy Huje OuTaH. AKO OBa Tpu O0jEKTa MOCMATPAMO Kao
CKYTIOBE, OHZIa C€ OHM CBU MOKJIAIA]y. &

IIpumep 2.20. Konuko pemniema uMa jeIHAYUHA
1+ T+ 23+ 24 =15

Yy CKYIIy IeJIUX HEeHEeraTUBHUX Opojena?’

Y oBOM ciydajy MMa NOBOJLHO MHOIO MoOryhHOCTHM na Ou HaM OWIO MyHO &a
UX CBe mcmucyjemo. 3060r Tora, nmocMarpajMo oBaj mpobiem Ha ciaemehwu HauwH.
Heka 1, z9, 73,14 npencrasmajy yetupu KyTHje y Koje Tpeba pacmopemutu 15
uctux Kyriuumna. Tako he, Ha npumep,

oo | | |eoeeeecccee| |oo
Z1 T2 Zs3 Ty
mpeacraBbaTU pememe r1 = 2, 92 = 0, 3 = 11, x4 = 2. Y cBakOM OBAKBOM

npencraBbamy pemema nmahemo 15 kyrauna, tj. 15 cumbosa e, u Tpu mperpamue
Meby kyTujama koje MoskeMo mpexncraBuTu cuMGonauMa | (AKO MOCMAaTpPaMoO OBAKO
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y HU3y YeTUDPU KyTHje, OHHA je ca TpU Iperpaje jacHO KaKaB je YMju CaUPkKaj).
Ilakae, TOpHY OIPUMED NPENCTABHAKHA MOKEMO YIPOCTUTU HA

1 MOYKEMO 3aKJbYUUTH A je CBAKO PEIIEHE MPEICTaBHEHO MPEKO HIU3a CAUUHEHOT
on 15+ 3 cumbomna. Ha 15 mecra ce manaze cumbomau e. [Ipema Tome, 6poj pemre-
ma je O6poj maumHa ma ce onm 18 mecra omabepe mux 15 Ha KojuMa he OuTu;
pacnopebene kyrmmme. Hhux mia (13).

A

IIpuctyn nperxomsoMm npobiaeMy MOKEMO YONIITUTA U HA Ta] HAUUH BUIETU
KaKO y OIITEM caydvajy ompemuTtu O0poj neypebenux m3bopa ca MO3BOBHEHUM TIO-
HaBJbLAHEM.

Teopema 2.21. Dpoj neypehenux uzbopa k eaemenama ca noHasmsambem u3 cKyna ca
n eaemenama jeoHax je

n+k—1
k

Joxas. Caku meypeben uzbop k enemenara ca MOHABHAHEM MOYKEMO MPEACTA-
BUTU Tpeko k Kyrymna u n — 1 mperpaga Ha jeIUHCTBEH HAYMUH: KyTJIUIE IIPel-
cTaB/bajy omabpaHe ejleMeHTe M3 NaTOr CKyIlla, Iperpane pa3BPCTaBajy KyTJIUIE
Ha n Tpyna u OpOj KyrJuia y AaToj IPyNU MpPEeACTaB/ba OpPOj MOHABJHAFHA OIIO-
Bapajyher exemenTa y maTtoMm mu3bopy.

Ha npumep, HA HapemHO] CauMIM je IpenCTaB/bEH N300p D eJeMeHaTa U3 CKyIa
{z,y, 2z} momohy 5 kyramua u 2 nperpane

u oBaj Hu3 cuMmbosa mpencrasiba u3bOp Kaa je nBa myTa m3abpaH ejleMeHAT
T, HIjeJHOM Yy ¥ TPHU IyTa 2.

IIpema Tome, mumamo HU3 cauumeH on n — 1 + k cumbosa. On ToNMMKO MecTa y
uu3y tpeba omabpartu k mecTta Ha KojuMma he Outum pacmopebene kyraune. TakBux
u3bopa uMma ("+],§71). ]

IIpumep 2.22. Ha xonuko HaumHA MOTY IeT ocoba momenuty 17 jeAHAKUX UOKO-
Jlama Tako Ja HUKO He ocTaHe 6e3 4yokoiaane?!

Bpojese vokonana koje mobujy meT ocodba MOKEMO ODETEKUTU CA L1, L2, ..., T5.
Ilomro je 6utrmHo ma x; > 1, 3a ¢ = 1,2,...,5, HAjuUpe OOAEIMMO CBAKOj OCOOU
jenoHy 4okKoJamy a 3aTUM MPEeOoCTaJuX 12 4okoJama MOKEMO ACJUTU 0e3 HOJaTHUX
orpanndema. Ilaksie, ako 3amumemo r; = y; + 1, To 3Haum ga Tpeba oa 0apeIuMO
KOJIUKO IIOCTOJU PA3JIWYUTUX Pellema jeqHauunsHe y; + Y2 + -+ ys = 12 y crymy

. . (541251 _ (16 :
HEHEraTUBHUX [ejux OpojeBa. OBaKBUX pelllema MOCTOjU ( 1 ) = (12), Te je
TOJIUKO M HAUYMHA Oa meT ocoba momeine 17 vokosama TAKO Oa HUKO He ocTaHe Oe3

YOKOJIAIE. AN
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2.6 IlepmyTamnuje ca moHABJHhAHEM

ITocebua BpcTa mepmyTamnuja jecy mepMmyTanuje Te UMa IOHABJbAHKA eJIeMe-
HaTA.

IIpumep 2.23. Konuko nocroju paznuuntux peun (yrmyuyjyhu u Gecmuciene)
Koje ce Mory noburu on ciaosa peuu MATEMATUKA (tj. koauko uma anarpama
oBe peun)?

IIpumernmo ma omrosop uuje 10!. CrosBo M ce jaBma mBa myra u oba mo-
jaB/bMBama Cy PABHONPABHA, TO jeCT, aKO MM 3aMEHUMO MECTa TO je Kao Aa HUIITA
HUCMO ypaIuiu. 3HAUN, aKO TPa;KUMO CBe aHarpame, tpeba ma nmpebpojuMo CBe
mepMyTanuje, ajd MOPaMO BOAUTU PadvyHa O MOHABMBamy onpebenux caosa. Ha
pacnonaramy mMmamo Hu3 ox 10 cmoa: M, M, A, A, A, T, T, E, U, K. Y osom
Hu3y Tpeba ma omabepemo mBe mo3umnuje 3a cioBo M. Kanma To ypammmo, om mpe-
ocranmux 8 mecTta Tpeba ma omabepemMo Tpu MO3UIHjE 3a CJIOBO A, 3aTuM nBE
mo3unuje 3a ciaoBo 1 o4 mpeocTasmx 5 MecTa, jeIHO OJ TPU MECTa 3a CJI0BO E,
jemHO on mpeocTaJlia nABa MecTa 3a cJIOBO U u oHma HaM ocTaje TauHO jeqHO MECTO
Ha koje hemo crasuru; ciaoo K. Crora amarpama mare peds mMamo

10 8 ) 3 2
2 3 2 1 1)’
IITO MOYKEMO 3aKJ/bYUYUTV HA OCHOBY IPUHIMIIA IPOM3BOJA. A

Teopema 2.24. bpoj nepmymayuja pewu dyacurne n = ny + ng + -+ + ng y Kojoj ce
cno060 a; jasma n; nyma (1 < i< k) jeonax je

n!

nil-nol- .. gl

Jloxas. Kako yKymHO MMa n CJIOBa y HU3Y, 3a MPBO CJIOBO Ca N MOHABJ/Lama Tpeda
omabparu mny nmosuruja. lasme, o1 mpeocTamux n — ni MecTa, 3a APYTO CJIOBO
Tpeba omabpaTtu n, Mecra. 3a Tpehie cioBO Tako ocraje n — ni — Ng MECTa Of
Kojux Tpeba omabpaTu n3, U TAKO Jajbe. 3a MPETIOCIEIHhe CI0BO e TAKo ocTaTn
n—nyq—---—Ng_o MECTA O KOjUX Cce Dupa nji_1 MecTa, IOK e IPeoCcTalnx nj MecTa
MOPAaTH Ja Ce MOILYHU mocienmuM ciaoBoM. Cana Ha OCHOBY IPUHIMIA ITPOU3BOIA
nobujamMo ma je Opoj OBAKBUX MEPMyTAaIldja Ca MOHABJLAHEM

n n—ni n—mni —ne n—m1—N2— -+ —Nk_2 n!
ni na ns MNk—1 n1!~n2!~.4.-nk!

n

TL1,n2,4..,nk) ce mepuHUIIE Kao

Myamunommu (nosurnommy) koeduyujenm (

n n!

)
ny,no,...,Ng nl'ng'nk'

rme n,k €N, n=ny+no+---+ng un; €Ng.
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2.7 DbwuaOMHUN KoedumujeHTn

DuromHE KoepunujeHTe cMo Beh meduHUCAIM Ha CTPAHU . Cana hemo ana-
IM3UPATU HEKe IUXOBE OCOOUHE.

Teopema 2.25. Hexa cy n,k € Z. Tada saxncu:

L (x)
2. (x)

Hoxas. Oba nena TeopeMe OCTajy UYWTAOLY 3a BEKOy na NOKaxke IO Ie(UHU-
uuju 6uHOMHUX Koepunujenara. Ho, unak hemo meo monm 2. moxasaTu ApyradmjoMm
metomoM. ITocmarpajmo ckyn X 3a koju Basku |X| = n. Purcupajmo jenam eme-
MeHaT a € X 1 npebpojMO KOJIUKO MMa k-TOUJAHUX MOACKYIOBA KOjU CAIDKE G U
KOJIMKO OHUX k-TOWJaHMX MOJACKYIOBa KOjU ra He canp:ke. HapasHo, 30up cBUX
BUx je 6poj cBux k-rounanux monckymoBa ckyma X. Ilpema Tome, Baskwn

o)+ ()= 6)

(nﬁk); 3a c8e 0 < k < n;

(Z:D + (”;1), 3a cee 1 < k < n.

Wnenturer u3 nperxonme teopeme monx 2. ce Ha3mBa llackayioB MAEHTUTET.
Jenan on riaBHMX pasiiora 3allToO Ce TAKO HA3WBA jeCTe TO IITO je YCKO MIOBE3aH Ca
tako3BaHuM Ilackarosum mpoyzaom. OH ce nobuja Tako MTO IPBU PEX CAIpPkKu 1,
3aTUM Cy WCIOJ JBe jelUHUIlE, jeqHa MAJO yJeBO, jenHa ymecHo. CBaku HapemaHU
pen ce moburja TaKo IITO ce Ha KpajeBe CTABU IO jeqHa jeauHUna a udMely ce momy-
maBajy MeCTa TaKo MTO Ce Ty yIucyjy OpojeBu mobujerHw kao 30up mBa Opoja
KOja ce Haja3e uU3HAL mera. Tako je y tpehem peny 1, 2, 1, y wersprom 1,3,3,1,
ura. bpojeBu koju ce mHamnaze y IlackasoBoM TpPOyriay Ccy 3ampaBO OMHOMHU KO€-
¢uImjeHTN a HOBM penoBu ce nobujajy kopumhemeMm IlackanoBor nuesTuTeTA.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5) 1
1 6 15 20 15 6 1

ITackamoB Tpoyrao

ITackamnos
UICH-
TUTET
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Tpoyrao 6GmHOMHUX KOe(uiyjeHaTa

ITackas HEje npBM MaTeMaTUdap KOJU je OMmAao A0 OBakBOor Tpoyria. OBakas
objerar je 6mo mosuHat jom BekoBuMma paunuje y Mumumju, Kunu, [lepcuju, ma u y
Wranuju maremaTudapuma TapTanyﬂ u Kapﬂaﬂyﬂ, aJin je UIaK Ha 3amany OCTao
mo3uHar kao IlackanoB Tpoyrao.

Hapenua reopema kojy hemo mokasaru jecre jenHa onx HajOO3HATUjUX (HOPMYIIa
KOje Ce KOPHCTe y MaTeMaTUIU, ajy U mupe. Y OUTamy je OmHOMHA (GopMmyia
KOja Ce YecTO Ha3uBa U Pa3BOj CTEIeHa OWHOMA, aJu U I‘byTHOBaH u hyra-Jlaj-
6HI/IHOBBH ¢dopmya.

GuHOMHA Teopema 2.26 (Bunomua popmyia). 3a ceaku nenezamusar 4eo 6poj n eaxncu
hopmyna

(a+b)" = z": <Z> a" bk,
k=0

Joxas. Iorasz hemo pamutu maaykuujom mo n. 3a n = 0 o6e crpane cy jemHake
jenuHUIM, Te 6a3za MHAyKOUje Baxku. /loxkakmMo ma, ako (OpMyJsia BaKM 33 HEKO
n > 0, ouma Bayku u 3a n + 1. Cama umamo

INiccolé Fontana Tartaglia (1500-1577), nTanujaHckyn MaTEMATHYAD U UHKEHED
2Gerolamo Cardano (1501-1576), wranujancks MaTeMaTudap, ¢pusmaap u Gumo3od
3Tsaac Newton (1643-1727), enrseckn Matemaruuap, Gpu3Muap, aCTPOHOM U TEOJIOT

4Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nemMauku MaTeMaTHyap, GUI030( U AUIIIOMATA
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(a+b)"" = (a+b)(a+b)" = (a+D) 2”: <Z> a" oy

n+1
N\ —k+11k n n—k+11k
k) b +Z<k_1>a b
k=1
n n
a0 4 Z <”> qnRt gk 4 Z ( n >ank+1bk + <”> aOpntl
O> — k Pt k—1 n

n+1\ 10, v n n —ktipk L, (PELY 0pnt
"D " b b"
0 )a +kZ:1 k + b1 a + nal a

n+1\ 0 s (L ki n+1\ o1
0 >a b +Z I a b® + nt1 ab

3

Il
TN TN TN

k=1

n+1
=2 <n N 1) an R HIpk
i .

k=0

YerBpTu pen cMO MOOMIIM TAKO IMTO CMO MPOMEHWIW Opojad y APyroj CymMu, y
IeTOM peay CMO M3ABOjUIU MO jemaH cabupak m3 cBake on cyma. lllectu pem cmo
nobunu kopuctehu AuCTpuOYTUBHOCT 3a cabupke y cyMama u Takohe jennakoctu
n\y _ 1 _ (nt+1 ny __ _ (n+1

(O) =1 = ( 0 ) u (n) =1= (n+1)' Hame CMO MCKOPUCTAIIN ITackanos nmenTuTeT
7 Ha KPajy CMO CBe cabupKe IPYNUCAIN Y j€IHO] CYyMU. L]

Mosxe ce mpumeTuT na Cy KOE(QUIUjEeHTHN KOje NOOMjaMo y Pa3BOjy N-TOT CTe-
meHa OMHOMA 3ampaBoO OMHOMHU KoeduiujeHTu n-tor pena llackamoBor Tpoyriaa
(akO padyyHaMO IPBY jeAVHUIY KAO HYJITU PE.X).

Ipumep 2.27. Hoxrazatu: (p) + (1) +---+ (1) =2™

T'opmy jenHarocT MOKEMO NOKa3aTU TaKO MITO KOPUCTUMO OMHOMHY (OPMYJIIY
u ymecTo a 1 b ctaBuMo jenunune. pyru HaumH je ga IpuUMeTHMO 1a 30up ca JjieBe
cTpaHe IIpecTaBiba 30up 6poja CBUX MIpa3HMUX IIONCKYIOBA CKYIIa Ca N eJieMeHaTa,
jemHOYNIaHUX IOJNCKYIOBa, NBOYJIAHUX U TAaKO Jajbe, k-TOWIAHUX IOACKYIIOBa, CBE
O N-TOWIAHUX IOACKYNOBa. 10 Cy 3alpaBo CBU IOACKYIOBU CKyIla Cca 1 ejleMe-
HaTa, a 3HaMO Ja mux uma 2". A

Moske ce mpumeruTy na MIOEHTUTET U3 IMPETXOMHOI NMPUMEPA 3aMPaBO Haje
30up 6pojeBa y n-toj Bpctu IlackasoBor Tpoyria.

2.8 MyaTnHOMHU KOe(pUIjeHTU

Mynrunomse (nonmuaomue) koepunujerte cMo Behi nepunucanu Ha crpanu 22|
CnnyaOo Kao mMTO GMHOMHU KOe(QUIUjeHTH GUrypuiry y OUHOMHOj GOpMYyan Tj. y
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pa3BOjy cTemeHa OMHOMA, TAKO U MYJITUHOMHU KOC(UNIIjEeHTU YUECTBY]Y V Pa3BOjy
CTEeleHa MYyJTUHOMA.

IIpumep 2.28. Pazmorpumo pa3Boj Tpeher cremena m3pas3a rj + Ts + T3.

(z1 4+ 22 +ZE3)3 =(z1+z2+x3) - (1 + 22+ 23) - (X1 + 22 + x3)
=T121%1 + T1T12T2 + X1T1T3 + T1X2T1 + T1X2X2 + T1T2X3 + T1T3T1 + T1X3T2 + T1T3T3
+ 22171 + T2X1T2 + T2X1XT3 + T2X2X1 + T2T2X2 + T2T2X3 + X2T3L1 + T2X3T2 + T2X3T3
+ 232121 + X3T1X2 + T3T1T3 + T3T2X1 + T3T2T2 + L3X2X3 + T3L3L1 + L3L3XL2 + T3L3T3

IIpumernmo ma, momTo cMO Tpaskuiau Tpelhn cTemeH, y CBAKOM MIPOU3BOIY
YUYECTBY]y TPU eJIeMeHTa U3 CKyma {x1, T2, x3}. Jlame, HeK IPOU3BOAN Ce jaBiba]y
Bume nyTa (IOMITO BAaKUM KOMYTATUBHOCT MHOMKEHA), T€ UX MOYKEMO IDYIUCATU
(36or komyTaTuBHOCTH cabupama). Crora mobujamo

(r1 4+ 22+ mg)3 = x‘;’ + mg + azg + Sﬁmg + 3:5?:53 + Swlwg + 3m1$§ + 3:1:31’3 + szwg + 612223

Caaxku cabupak Koju nobujamo Ha Kpajy uMa oCOOUMHY ma 30up cTemeHa ofn T,
xo u x3 maje 3. Takobe, roedpunmjentr koje nobujamo jecy npebpajama M0jaBIbU-
Bama oArosapajyhmx MyaTuckKymoBa ca MCTUM €JIEeMEHTUMA. A

l'opmu mpumep ce, HapaBHO, MOKe YOUIITUTU M TO j€ NaTO Y HACTABKY.

Teopema 2.29 (Myarunomua (monuaomHA) popmyina). 3a cee npupodue bpojeae
n u k eaxncu:

n
(x1 4+ a0+ 4 a)" = E R S
. ny,ng,...,Ng
ni+nz+---+ng=n,
ni,ne,...,ni 20
oxasz. Kana pacmumemo uspas
(x1 +ao+ - +ag) (x1+a0+ - F+ag) ...- (x1+ a2+ + k)
n 3arpaua

nobuhemo k™ cabupara. CBaku cabupak je HEKA ped a1as...dy,, TOe Cy CJI0Ba a;
u3 ckyna {xi,Z2,...,2;}. [JOMTO BaKM KOMYyTATUBHOCT, MOKEMO I'DYIHCATH CBe
cabupke mcror Tuna (ca nj IOjaBBLUBAKA T1, N2 II0jABLUBAKA Ty U TAKO NAJbE
0 Ny ). JacHo, Basku Ny +ng + -+ ng =N u Ny, Na,...,n; = 0. Takohe, cabupaka
obnuka x}'xs? ... 2" he GuTH OHONMKO KOJMKO IIOCTOjU HEepMyTalldja CJIOBa 1,
T, ..., T) Ca JATUM MOHABLAHKEM U HUX UMA (nln;nk) To objammasa ommTu
WjlaH y CyMHU. ]

IIpumep 2.30. Koju xoedurmjent y passojy mspasza (z +y — 2)® croju y3 umam
T 4,39
Yz

Ospe Basku ny = 1, ng = 4, ng = 3 1 momwTo je MONATHO y3 z kKoedunujeHt —1,

no6ujaMo KOe(pUIUjeHT y3 MOCMATPAHN UJIAH: (1 i 3) (=1)2 = —(1 i 3) =-280. A
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2.9 IlpuHIUI yKIBbYUYEHA U UCKIbYUYEHA

[IpunumkoM mpuMene nmpuHIUNa 30UMpa 3aXTEB KOjU CKymoBu Tpeba ma MCIyHe
jecTe ma Cy CBU CKyNOBM dumje ejieMeHTe mnpebpajaMo mehycoOHO AucjyHKTHMU.
MebyTum, He MOpa yBEK Ba:KUTU Aa HEKa IPyHa CKyIOBa MMa CBE IPECEKe IMpa3He.
Crora Ham Tpeba yommreme OBOr mpuHnumna. llocmarpajMo HapeIHu TpuMep.

IIpumep 2.31. Y rpymu ox 50 crymenara mux 30 je y janyapcko-¢pedpyapcroMm
UCIUTHOM POKY MOJO:kmiIo Anrebpy, mux 28 Ananu3y u wux 13 u Anrebpy un
Anamusy. Konuko crymenara m3 rpymne HUje MOJIOKUIIO HUjeJaH O OBA ABA IPe-
Mera?

OsakaB npobJieM je HajjemHOCTaBHHUje pemuTu Kopucrtehn BeHo Iujarpam
TAKO IITO OAPEANMO KOJUKO MMa €JEeMEHATa Y KOjeM IUCjyYHKTHOM JEJIy.

CBU CTYJAECHTH

17

Aurebpa

Ilakne, oHux Koju cy moJsoskuiam camo Anrebpy mma 30 — 13 = 17, oHuX Koju Cy
nosoxkman camo Anasnusy mma 28 — 13 = 15, Te OHUX KOju Cy MOJIOKUIU Oap jemad
npeamer uma 17 + 15 4+ 13 = 45. 3aro je ocrano 50 — 45 = 5 crymeHara KOju HUCY
MOJIOZKUIIU HU jeJaH OJ IaTa ABa MPEIMETA. A

Y mperxomHOM TpHMEpPy cMO mpebpojaBaau oOjekTe KOoju Cy Ouam OoKapak-
TEePUCAHU Ca ABE OCOOWHE — CTYIEeHTEe KOjU Cy HOJaraju ABa mpeamera. [lpuctyn
npero BeHoBUX aujarpamMa je KOPUCTaH KaJa UMaMO BE WM TPU OCOOUHE, Tj. IBa
uUiax TPU CKyma kKoju ce mocmarpajy. Mebyrum, Beh uerupu cryma ywmejy Outm
npobieMaTUYHa IPUJIMKOM IpTama Benosor mujarpama. VM 3aro he Taj mauwmn
6uTM OOCTa KOMIUIMKOBAH Oa ce yommTu Ha n ckynoBa. Crora mpobiem Kamga
o0jexTH mMMajy Tpu OCODMHE KOje MX KIacu(UKYjy cana ImocMaTpajMo Ha MaJio
ApYyTavynjy HAUMH.

IIpumep 2.32. Kosuko mma mpuponumx OpojeBa ox 1 mo 1000 koju cy memuBu
6ap jemuuMm ox 6pojesa 2, 3 u 57
Iepuunmumo ciaenehe cxymose

A={z:1<2<1000,2 |z} =1{2,4,6,...,1000},
B={r:1<z<1000,3 |z} ={3,6,9,...,999},
C={zr:1<z<1000,5|z} = {5,10,15,...,1000}.

Crora nmamo |A| = 500, |B| = 333 n |C| = 200. Hac 3aHuMa KOIUKO UMa egeMeHaTa
y yumju ckynosa A, B u C. Mopamo nas3utu na ce eJIeMeHTH! y IpecenuMa He Opoje

5John Venn (1834-1923), enrseckn MaTeMaTryap, JOrudap u GpuiIo3od
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Buire myTa. Basku

[ANB|=|{z:1< x<1000,6 | 2} = 166,
IANC| = [{z:1 <z <1000,10 | z}| = 100,
IBNC|=|{z:1<x<1000,15 | z}| = 66,
|[ANBNC|=[{z:1<2<1000,30 |2} = 33.

Konauyno nmamo

[AUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC
=500 + 333 4 200 — 166 — 100 — 66 + 33 = 734.

Bpoj enemenara y mpeceky AN B cMo omxy3enu jep CMO Te ejieMeHTe Opojasu
IBa IMyTa — U NPWIUKOM Opojama esemeHaTa y CKyny A v OpuiamkoM Opojama
enemenara y ckyny B. Ucro u 3a npeceke ANC u BN C. Mebyrum, oBako cmo
eJIeMEHTe y TPECeKy CBa TPU CKyma Hajupe Opojamu tpu nyta (y A, y Buy C),
na ux Tpu nyTta usbammiu (y CBAKOM OJ IIPECEKa IBa CKylla), T€ MX MOPaMoO Ha
Kpajy jour jeaHom npebpojaru. A

OBakaB IPUCTYI ce MO:Ke YOIIITUTA 3a N cKymnosa. Jlakie, mpso hemo cabparu
KapIMHAJHOCTYU CBUX MOCMATPAHUX CKYNOBa. 3aTUM 300r AymIOr Gpojarma omy3e-
Tu OpojeBe ereMeHaTa CBUX Mpeceka ABa pasznuunta ckyna. Oumga noxartu 6pojese
ejleMeHaTa CBUX MIPECEKa TPU PA3IUUUTA CKYyINa U TAKO HAU3MEHUYHO IOJABATU
U onxy3uMaTy OpojeBe esieMeHaTa IIPeceKa Ca BUIIE W BUIIE CKYIOBa, CBE MOK
me nobemo mo mpeceka cBux mocMarpaHux ckynoBa. OBakKaB MPUCTYI Ce HA3UBA
Mpurnun yrmydema u uckbydema (ckpalieno IIYWM). HokaxuMo Ia je OBakKas
IPUHINUI JTEeTUTUMAH.

Teopema 2.33 (IIYU). Hexa cy A1, Aa, ..., A, nodckynosu konaywrnoz ckyna S. Tada
8axcy, caedela Popmysa YKoYHena U UCKOYUEHA:

[ATUA U UA = Y A= Y 4N 4
1<ign 1<i<j<n
+ ) JANA N A=+ (—D)"THAL N AN N Ayl
1<i<j<k<n
Jloxas. CBakmM €JIEeMEHT KOjU Ce HaJla3W y CKyIly JOIPUHOCHU HErOBOj KapIuHAJI-
woctu ca 1. Purcupajmo x € AyUAU---UA,. Ilakne, £ TOOPpUHOCU JIEBO] CTPAHU

ca 1. MzpauyHajMoO KOIUKO NOMPUHOCHU ca mecHe crpaHe. Heka ce x mamasu y k
CKyIIOBa KOju yuecTBYjy vy yEuju AjUAsU---UA,. Tanga Ha necHoj cTpaHu uMamo

= (5 () o () oo
::@+<I;> (5)+ () e ()

0

=1-(1-1F=1

Ilakne, cCBAKM ejleMEHAT U HA JIEBOj M HA MECHO] CTPAHU je IpebpojaH jemaHmyT,
Te jeIHAKOCT BaikU. ]
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IIpumep 2.34. Konuko uma nepmyranuja myntuckyna M = {a,a,a,b,b,b, ¢, ¢, c}
TAKO Ia HUKOja TPU y3aCTOIHA CJIOBA HUCY jenHaxa?

Ako ca P o3HaumMmo CKyn cBUX IepMmyTarnuja MyaTtuckyma M, ca A (pecmek-
tuBHO ca B u ca C) ckyn oHux mepMmyranuja ckyma M y kojuma ce a (pecrek-
TUBHO b M ¢) HaJsa3u Ha TPU y3aCTONHA MECTa, OHZA HAC 3alPaBO UHTEPECYyje
|P| — |AU BUC|. Kopucrehu npunmun ykymbydema U UCKbYJIeHa 100ujaMo

|P|-|[AUBUC|=|P|—|A|—|B|—-|C|+|ANB|+|ANC|+|BNC|-|AnBnNC|.

W3paunnajMo BpegHOCTH y U3Pa3y:

P| = = 1680
| I 3 )

1.3 3l
7!

51
[ANB|= 2 =20=|AnC| = |BNC],

|[ANBNC|=3!=6.
Harne, Basku
IP|—JAUBUC| = 1680 — 3-140 + 3 - 20 — 6 = 1314.
A

OHO WTO MOKEMO Ia MPUMETUMO y MPETXOIHOM IPUMEpPY jecTe na Ccy CJIoBa
a, b 1 ¢ paBHOmpaBHA, Teé Cy KapAWHAJHOCTU MOMONHWX CKymOBa jemHake, a U
mpeceny IBa pas3jduuTa MOMONHA CKyNa MMajy WUCTY KapAUHAJIHOCT. Y OBAKBUM
IPUMEpPUMa, BasKU CIIENUjajaH OOJIUK IPUHIUNA YKYJbYUYeha U UCKIbYYeHha YIPABO
300r TuX oJakKmaBajynux OKOJIHOCTH.

Teopema 2.35 (Crnemujanan cayuaj [IYW). Hexa je

|A;| = My, 3a ceei € {1,2,...,n},
|A; N Aj| = My, 3a ceei < j,i,5€{1,2,...,n},
|[A; NA; N Ag| = Ms, 3a caei < j <k, ij,ke{l,2,...,n},

|A10A20“'ﬂAn|:Mn.

Tada saxncu

AU AU U A, | =nM, — <Z>M2+ <§>M3+(1)"1<Z>Mn

Joxas. Kako cy nmpecenu k ckynoBa u3 muza Aj, As, ..., A, ucTe KapIUHAJIHOCTH,
TO ject My, 3a cBaky cymy u3 dopmyiae IIYU Baxku ma mma (Z) cabupara Mj,
mTo naje GopMyIsIy u3 OBOI TBpDhema.

Iocan cMO onpennan KOJWKO MMa PA3IUYUTUX NPECIUKAaBama U3 CKyma ca k
Y CKYyIl ca M ejJeMeHaTa, KOJUKO je Ol HUX WHjeKTUBHUX U KOJUKO OUjeKTUBHUX.
Cama MOKEMO OIPEeIUTU U KOJIMKO OJf BbUX je CUPjeKTUBHUX.
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Teopema 2.36. Hexa cy K u N ckynosu maxeu oa |[K| =k u |[N| = n, 20e k < n.
Dpoj ceux moeyhur cupjexkmuenux npecaukasamwa us ckyna K y ckyn N je

S (7)ot
=0

Jloxas. Pe3ynarat MOKeMO HOOUTH MPUMEHOM IPUHIINANA YKBYUYEHa U UCKDYICHA.
Caux ¢yHENMMja Koje mpecimkaBajy ckyn K y ckym N je n*. Ox ykymmor 6poja
omy3uMaMo OPOj OHUX KOje UMajy eJIeMeHTe KOIOMEHa KOju ocTajy 6e3 opurnHaa,
TO jecT (PYHKIUje KOje IMpecKady HEK! O eJieMeHaTa KOIOMEHA.

Bes ymamema omnmroctu, Heka Basku N = {1,2,...,n}. 3a 1 < i < n, o3aaunmo
ca A; ckyn cBux ¢pyuruuja u3 K y N koje mpeckauy i. Tama je 6poj cBux cup-
jekmuja uz K y N jemmak n* —|A; UAsU---UA,|. Bamu:

|Ai] = (n — 1)k, 3a cse i € {1,2,...,n},
|A; N Aj| = (n—2)F, 3acsei<j,i,j€{1,2,...,n},
|AiNA;NAgl = (n—3)F, 3aceei<j<k, ijke{l,2.. . 5n}

|[A;NAyN---NA,=0.
Capna 360r cmenujannor ciaydaja IIYW nmamo

[AjUAsU---UA,| =
=nn—1)"=(5)n-2"+(H)(n=3)F =+ (=1)"2( ") (n—(n—1))"+0.

n—1

Kownaumo, Tpaskenu 6poj je

n—1
F_|AjUAU---UA,| =nF - D)D) (= )k
n' —|A; U A4y | =n* =) (-1) ;)=

=1

= i (—1) <7Z> (n — )",

1=

2.10 Pactpoj mopetka

IIpumep 2.37. Jlemu npogecop Tectumpa rpyny ox n cryneHara. HaxoH TecTa
MOKYIM PaaoBe, WU3MeNa WX U MPOU3BOJLHO MOJAENU CTYIEHTUMA A MX OIEHE.
Konuka je BepoBarnoha na mujeman crynenr mehie noburu cBoj pan?

Beposaranoha meror morabaja je 6poj MOBOBHUX MCXOMa MOMEJHEH ca Opojem
CBUX MOTYNuUX MCXOma.

OpoOj MOBOJLHUX MCXOIA

BepoBaTHOonha morabaja = -
Opoj cBuX mcxoma

Ma TOMe, H HUM JIMKO MMa MCXOa I8 HUjedaH CTYISHT He noOuje CBOj
IIpema Tome, HAC 32 a KOJIMKO MMa MCXOOa I8 elaH C e e mobuje cBo
pan u Koauko je cBux Moryhwmx mcxoma. CBux mcxoma je yrymHo n! — kao 6poj
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CBUX NepMyTanuja CKyma on n eigeMmeHara. [loBOBHM MCXOOW Cy OHM Kala Ce y
nepMmyTanuju ckyna {1,2,...,n} Ha i-TOM MeCTy He Hana3u i, 3a cBe i = 1,2,...,n,
TOMITO TO 3a HAC MPEACTBJbA HA (-TU YUYEHUK HUje MOOUO i-TU, TO jeCcT CBOj pa.
Bpoj oBakBux nmepmyranuja osunauumhemo ca D, ma ieMo ce KacHUje BpaTUTU Ia
3aBpmmMo nmpobiem. [lakme, oHO mTO 3acam 3HAMO jecTe na je BepoBarHOha %
u ocTtaje onpemuTu D,,.

3a nepMyTanujy aias . ..a, ckyna {1,2,... n} kaxeMmo na je pacmpoj nopemia
(6ecnopedak, depanxcman) axo ce 3a cse i € {1,2,...,n} Ha i-TOM MeCTy He HAIA3M
Opoj i, TO jecT a; # i. Bpoj cBUX OBAKBUX HepMyTallja CKyla ca 7 eJeMeHATa
o3HauaBaMo ca D,,.

Teopema 2.38. 3an € N sancu

n

1
k
Dy =n!-Y (-1) R
k=0
Jokas. Osnaunmo ca A; ckyn nepmyTamuja ckyna {1,2,...,n} koje uMmajy ocobuny

Ia Ha i-TOM MecTy cTtoju Oam . [Ipema ToMme, 3aHMMAjy HaAC mepMyTanuje Koje Ccy
V KOMIUJIEMEHTY VHUje CBUX OBakKBUX CKymoBa. Omarie Baxku

D, =|A1UA U UA,|=nl—[AjUA U - UA,|

=n!—n-(n—1)!+<g>(n—2)!— <§)(n—3)!+-~-+(—1)”<2>1!

n! n! nl n!

—nl - — - I YO

=nt- gty Tyt D
1 1 1 1 " 1
— e T 1y ) — _1\k
- <1 TR TR n!> )y (D'

O]

Ilake, cama MOKEMO 3aK/bYUYNTH 13 je BepoBaTHOoNa u3 mpumepa jemHAKA

Sk=o (=1)* 7

5 6 7 8 9 10 11

n ‘ 4
9 44 265 1854 14833 133496 4334961 14684570

1
D, [0

2 3
1 2
Tabena spennoctu D, 3a n < 11.

IIpumep 2.39. Ha rosmko Haumnaa je moryhe odapbaru mosma maxoBcke Tabie
ca 8 60ja Tako ma CBaKa BPCTa CAIP:KU CBUX 8 060ja M ma HE IOCTOje ABA MOJbA
ca 3ajeHUYKOM CTPAHUIIOM Koja cy obojeHa mcToM 60jom?

Kako y cBakoj BpcTu Mopajy Outu uckopunihene cse 60je, mo BpctaMa hemo
UMATU IepMyTaluje natux ocaM 0oja. KpenyBmu ox nmpBe BpcTe, Ty Cy CBe Hep-
MyTamuje mo3posbene, Te umamo 8! moryhuoctu. Kana je mpea Bpcra obojena, y
HapemHOj BPCTU HUCY HO3BOJLEHE IMpeMyTanuje 0oja TakBe ma ce 0oje MOKJIamajy
Ha MOJLUMA KOja Ce Haja3e jeHO MCHOMA APYror. bpoj OoBakBUX mepMmyTanudja je
Dg. Kana ce 060ju m apyra BpCTa, CIMYHO KAO 38 APYTY BPCTY, HOJA3UMO MO
3ak/bydKa na cama mmamo Dg moryhsocTu 3a Gojeme Tpehe BpcTe m Tako gajbe
cBe 1o mocienme Bpere. Jakie, ykymao uma 8! - D{ moryhuoctn. A

pacrpoj
mopeTKa
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rMABA 3

PERYPEHTHU HNU30BU

Dparmuna xyra

Bor je mpu crBapamy cBeta y jemnom xpamy y DBemapecy mocraBmo
KyJy ca 64 371aTHA QUCKA U IOBEPUO MOHACUMA 33JATAK 4 CBE IUCKOBE
npebarie ca jemnor ctyba Ha apyru. OHU Cy y UCTOM TPEHYTKY KPEHYIU
na ux npebaryjy. OHOr TpeHyTKa Kala 3aBpIle CBOj 3aJaTak U KyJa
Oyme mMoTmyHO mpeMmemTena, nohu he mo cMaka cBeTa.

3anagHoM cBeTy je oBaj npobaem 1883. roanue mpeacTaBuo (PAHIYCKU MaTe-
matmuap Emyap .HI/IK&.H Y MCTOYHOM mesy cBeTa je OH OMO MOo3HaTa MOa pas-
JINYNTUM UMEHVMAa Ca BapujanujaMa y JOKanUjaMa U TeMU Yy 3aBUCHOCTU OI pe-
JUrUja U PEruoHa y KOjoj je mpenouiex (jemHo ox Hajuyemhux uMeHa Koja ce jaB-
wajy je Jleremma o XaHOjCKO] Kyiau), HO cywTuHa je cByrae ucra. OHa ce cactoju
y caenehewm.

IluckoBu cy Ha moderky mopebanm ma cTyOy Tako ma je mpBU 010310
najeehu u cBaku ciaenehu je mawu ox nperxomuor. Kymy tpeba mpe-
banmuTy HA APYTU CTYO M IIPU TOME MOYKE Ce KOPUCTUTU moMOhHMU cTy0.
(Hakue, yxynHo uMma Tpu cTyba Ha pacmosaramwy.) Y CBAKOM HOTe3y
ce mpeMemniTa TavyHo jemaH auck. CMe ce mpeMemTaTy IUCK KOju je Ha
BpXy jemHor cryba m craBUTH ra Ha BpX Apyror cryba. Hu y jemrom
TpeHyTKy ce He cMme Behu muck mahwu nsnan mamer. Ilurame je KoaMKO
HajMame nore3a Tpeba 3a mpemermnTame Kyie?

Pemasamem oor u caumunux mpobaema 6aBuhiemo ce y oBoj raasu. 3a To he
HaM Hajupe TpebaTu jemHa CIenujaiHa BPCTa HU30BA.

Heka je mar mvus t: ag,ai,...,0n,... AKO je mMOUYEBIIM OX HEKOD M, N-TU YIAH
HM3a Moryhe 3amucary Kao (YHKIU]y OIPETXONHMX YJaHOBA, Tj.

an = fn(a07a17 AR )a’n—l)?

OHOa Ce T'OPpmU M3pPa3 Ha3uBa PERYPEHMHA pe./zau,uja HU3a t, JIOK ce Hu3 T Ha3UBa

! Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891), ¢ppanmycku MmareMaTudap
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pexypenmuu Huz. Kaskemo u na Hus t 3a0oeonaea (Mam ucnymwasa) OBy PEKYDPEHTHY
penamujy. Takobe, cBaku HU3 KOjU 3a10BOJbABA JATY PEKYPEHTHY pejanujy jecre
BEHO peuene.

ITpumep 3.1. Ilocmarpajmo uHu3 ¢akropujema 11,213l ... nl ... Oomru unan
HU3a je a, = n! u 0Baj HU3 UCIYyH-aBa pPeJalu]y

Ap =N Ap_1.

3.1 Teneckonupame

Pexypentna penanuja kojy HM3 3am0BoJbaBa HaM Aaje NOCTa MH(POpMAIUja O
HU3Y, jep OOBOJBLHO je ma 3HAMO HEKOJIWKO NMOYETHUX WIAHOBA M HA Taj HAYUH
MOXKEMO OJIPENUTH CBe HapeIHe UIaHOBE KOPUCTeNV PEeKypPEeHTHY pesalujy.

Ilornenajmo mprmMep apurMermukor Husa. llogceTMMo ce na je apUTMETHUYKU
HU3 OHAj YMja je pa3inKa OBa y3aCTONHA YjaaHa KOHCTAHTHA u jenHaka d. OBakas
HU3 WUCIYIHAaBa PEKYPEHTHY Pelanujy d, = Gn_1 + d.

IIpumep 3.2. Heka je moueTHM wiaH apUTMETUYKOr HU3a ag = 11 u pa3awmia
IBa y3aCTOIHA 4YjaHa OBOr Hu3a Heka je d = 5. To swaum a; = 16, ax = 21,
U TAKO Jabe. AKO JKeIUMO [a M3padyHaMO MITA j€ dggez Y OBOM HU3Y, OHIA je
morpebuo ma 2022 myTra OPUMEHMMO PEKYPEHTHY peslanujy Ha YIaHOBE HU3A U
TAKO IJOJA3UMO IO aogoe = 10121. A

OBo, HApaBHO, HUje OUJIIO TEUKO U3PAUYYHATUA C OO3UPOM HA PEKYPEHTHY peja-
M1jy KOja je MPUINYHO jeTHOCTABHA, HO CBAKAKO OM OMJIO jOII jemHOCTaBHUjE Ia
U3 JATUX yCJI0Ba HOOMjeMo Be3y m3Mely IMOUeTHOr YiaHa HU3a U N-TOT YIAHA KOjU
nac 3aauMa. [IlTaBume, kana je pekypeHTHA pesaluja KOMIJIUKOBaHUja, Ouhe Ham
jom on Belie KopucTH Ha N-TU YIaH HU3A U3PaA3UMO nMoMohy moueTka Hu3a. JemHy
MeTOomy 3a OBakBO onpebuBame mpurazalhieMo ympaBo mpeko mpumepa apuTMe-
TUYKOD HU3A.

Memodom menaeckonupama ONIITU UJIAH HU3A MOMKEMO ompenuTu Ha cienehin
HaYMH.

Un= Gp=T+d
O T= T2+ d
o=zt d | = ap=ag+n-d

o= ao + d
Ilakne, Teseckonmupame ce 3alpaBo CACTOjU Y UCIUCUBAKY PEKYPEHTHE peiia-
uuje 3a ap, 32TUM d,_] U TAKO CBE A0 MMOYETHOT UJIAHA & 3aTUM CBODEmeM apur-
METUYKUM OllepaljaMa Ha oOJuK Koju Ham omroBapa. OmroBapa HaM ma moou-
jeMo a, M3pasKEeHO MPEKO IITO MAaMhe HPETXOMHUX UJAaHOBA HU3A W TO TAKBUX 4
Cy ca mOovYeTKa HU3a, Tj. Aa Cy HBUXOBU WHAEKCU IITO je Moryhe Mamu.

IIpumep 3.3. 'eomeTpujcku HU3 je HU3 UMjU je KOAUYHUK IBA Y3ACTOIIHA UJIAHA
KOHCTAHTaH 1 jenHak ¢. OBakaB HU3 UCIYHABA PEKYPEHTHY DAy G, = Un_1-¢,
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JOK C€ OIIIITU 4YJIaH HU3a MOKEe ,E(O6I/ITI/I TEJECKONIMPamEM M 3a HBbEera BaXM A, =

ap - q". A
3a peKypeHTHY pejanujy KazkeMo na je peda k ako je k HajMamu Opoj Takas
na je a, jemHo3nadyHo ompebheHo ca Gn_1,0n—2,...,0n_k, Tj. Ca k TPETXOMHUX

ujgaHoBa. Y TOM CJIy4ajy, 3a ogpebhuBame cBUX eneMeHaTa HU3a TOMONY pekypeH-
THE peJjanyje pena k NTOBOJLHO je 3HATU OpBUX k uianHoBa HU3a. BpemHoctu ag, a1,
..., Qk_1 T HA3UBAMO NOYEMHUM YCAOBUMA U KAKEMO a8 PEKYyPEHTHA peJialyja
3ajeIHO Ca IOYETHUM yCJIOBUMA 2eHepuily Hu3 t.

ITpumep 3.4. PexypenrtHa penamnuja f, = % je perma 2, IOK je peKypeHTHa
penamuja a, = 2ap,-2 + 3a,—3 pena 3. Mako je a, M3paKEHO CaMO TPEKO OBA
4jaHa Koja ce Hajla3e Ipe mera y Huiy, Aa OMCMO ra m3padvyHaju nomohy mare
PEKYPEHTHE pejalyje, MOPpaMO 3HATH YaK YjaH KOjU C€ HaJa3W TPU MECTa IIpe
wera. (Hajnakmu saunn onpebuBama pena pekypenTHe penanuje je qa ce 04y3Me
HAjMamu on HajBelier MHIEKCA WIAHOBA HU3a KOJU C€ jaBibajy HATO] y pPesanuju.)

Hwus naprwnx npupomauux 6pojesa 2,4,6,8, ... reHepurcan je moMoONy peKypeHTHe
penamuje a, = an_1 + 2 U MOYETHOT yCJa0Ba ag = 2. [IpoMeHOM MOUYETHOT yCJIOBa
nobuja ce mpyrauwmju Hu3. Ha mpumep, 3a a9 = 1 mobujamo memapue Opojese,
nok 3a ag = —100, ocuM CBUX mapHUX IPUPOTHUX OpojeBa, y Hm3y mmamo u 50

HETaTUBHUX IAPHUX OpOjeBa U HYJIIY. A

Bpartumo ce ma Bpaxmuny kyiry.

Ossaunmo ca h, HajMamu O6pPOj KOpaka MOTPEOHUX Oa ce KyJa Ol 1 AUCKOBA
mpeMecTu ca jemHor Ha Apyru ctyO. [IpBUX HEKOMMKO UYIaHOBA HU3A MOYKEMO
MIPAKTAYHO 18 OAPEIUMO MpecjarameM muckoBa: hy =1, ho =3, h3 =7, ...

Ilame, oapemuMO pPEKypPEHTHY peJjalnujy KOjy OBaj HU3 WCIyBmaBa. 3a Ipe-
cjarame 1 OUCKOBA HAJIpe je MOTPeOHO MPECJOKUTH TOPHmUX N — 1 AuCKOBa ca
nouetHor cTy6a Ha moMmohuu (3a mTa je moTpeGHO h,_1 KOpaka), 3aTUM MOCIE-
B, HAjBehu, AUCK IPEMECTUTU HA KOHAYAH CTyDO M Ha Kpajy OHUX N — | AUCKOBA
ca momohHor cryba mpecioxkuTu Ha KoHavaH cTy0. lakie, mobujamMo pekypeHTHY
penanujy

hn =hn1+14hp_1.
Cama moskeMo oMoy Teneckommpama Oa OAPEIVMO ONIITH UJIAH HU3A.

hp=2h,_1+1
hp1=2h,_o+1 / .21
hno=2hy_3+1 /.22

hp=1+2+224... 42771

1 = =2n—1
hs=2hy +1  /.2n3 >t
ho=2h; +1 / .Qn—2
hi=1 /-2n1

IIpema Tome, nobujamo onmTu unan Husa h, = 2" —1. Te ako Ha pacmojaramy
mmaMo 64 mucka, morpe6uo je 264 — 1 moTesa.

Axo BucMO TpeTmocTaBUIM Oa 33 CBAKU 1MOTe3 Tpeba jemHa CeKyHIa, OHIa 3a
mpeMenmrTamne Tpebda

18 446 744 073 709 551 615 s ~ 585 000 000 000 romuua.

(To je oo 42 myTa myske On TpEHYTHE CTAPOCTU yHUBEDP3yMa.)

IIOYEeTHU
YCIIOBHI
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3.2 XomMmoreHe JIMHeapHEe PEKypPEHTHe peJanuje ca
KOHCTAaHTHUM KOe(UIIjeHTIMA

Huje cBaka pexypeHTHa pejamuja TakBa Oa Ce ONIITH YJIAH MOKE OIPEINTHU
momohy Teseckonupama. JenHa kiaca PEKYyPEHTHUX pesanuja KoL KOje TeJIEeCKO-
nupame He IOMaske y OIIITEM CJIyda]jy jecy XOMOTreHe JUHeapHe PEKyPEHTHE peia-
nrje ca KOHCTAHTHUM KOe(UIMjeHTHMMa U Y OBOM OJE/bKYy NeMO M3ydaBaTh KakKO
KOJZl OBAKBUX peJsianuja MONu [0 ONIITEr pellemkha.

Hexka je mara pexypentHa penammja a, = fn(ao,ai,...,a,—1). 3a 0By pemanujy
KayKeMO [1a je: ToMO02ena aKO je 3aJ0BOoJhaBa HyJa-HU3, Tj. HU3 a, = (0, 3a cBe
n € N; auneapna axo Bazku na je GyHENUja f, JUHEAPHA IO CBUM apPryMEHTUMA;
ca KOHCManmuum xoeduyujenmuma axko ce f, MOxe DePUHUCATU IPEKO KOHAYHO
MHOT'O KOHCTAHTHUX IIapaMeTrapa.

Ilakne, Ka:KeMO Ia HU3 UCIYEHABA TOMOZENY PEKYDEHMHY PEAAUUJY Ca KOHCMAH-
muum koeduyujenmuma (XJIPPKK) pena k ako je oGauxa

Qp = C1Ap—1 + C20p—2 + - + CrOp—k,
rae cy Ci,Ca,...,Cy KOHCTaHTe (peasHe WM KOMIUIEKCHE) U ¢i # 0.

IIpumep 3.5. a, = an—1 - Gp_2 je XOMOreHA U Ca KOHCTAHTHUM KOe(DUIMjEeHTHMA,
aJy HUje JUHeapHa.

hyp = 2h,_1+1 je nuHEApHA Cca KOHCTAHTHUM KOE(UIN]EeHTUMA, AN HIj€ XOMOT€HA.
Jn = Ngp_2 je NTMHeapHa M XOMOT€HAa, aJIi HUje ca KOHCTAHTHUM KOe(UIjeHTUMA.

F,=F, 1+F, 2ua,= %an,g - %an,g jecy mpumepu XJIPPKK. A
3a pemaBame OBAKBUX PEKYDPEHTHUX pesanuja bmihie HaM morpebHE momaTHe
neduHAITjE.
Heka je 13 ag,a1,...,a,,... ogpeben ca a,, = c1an_1 + C20p_o2 + -+ + Crln_4,

roe cp # 0. OBOM HM3Y OArOBapa KapakmepucmuuHa jedHauuna,

k k—1 k—2
" =1 + cox + -+ Ccp—1T + Ck.

Pemema (He HY:KHO pa3InuUTa) OBE jeHAUMHE X1, T2,...,T; HAZUBAMO KAPQK-
MEPUCTNUNHY KOPEHU .

IIpumep 3.6. PexypenTtHoj pemanuju
F,=F, 1+F, 2
OATOBAapAa KAPAKTEPUCTUUHA jeTHAUNHA
2?2 =x+1, i, 2P—x—-1=0.

1—
2

S

I+
2

1S
>

Hoenu kapakTepuCTUYHU KOPEHU CY T = U Ty =
3a pemasawme XJIPPKK kopuctumo mapenuo tBpheme.
Teopema 3.7. Hexa je damo a, = c1ap_1 + C2Gp_o + -+ + Crlp_k, 20e ¢ 7 0.

1. Axo je r xapaxmepucmuunu Kopew, onda je a, = r" jedno pewemwe pexypenmme
peaayuje.
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k ,
2. Axo cy alal’, ..., ag ) pewemwa pexypenmue peaayuje u C1,Coa, ..., Cy npous-
80pHE KOHCTNAHME, 0NOA je

an = Ciay, + Coay, + -+ + Okaﬁf>
maxobe jedno peweme pexypenmme pesanuje.

3. Axo CY T1,T2,...,Tk PABAUNUMU KAPAKMEPUCTNUYHYU KOPENHU, onda ce ceaxko  XJIPPKK

PewWweneE PEKYPEHMHE pe/zauuje MONCE 3anucamu y 06/”1/)6:[/ ca pas-
JIMYUTUM

KOpEHIMA

an = Cra + Cozy + -+ - + Cral,
3a nexe xowemawme Cp,Csy, ..., C.

Hamomena 3.8. Cymruna gena 3. npeTxoqHor TBphema jecTe na ce 3a pasandure
HoJveTHEe yCJoBe (KOju MOry OUTU 3aJaTi IPOU3BOJLHO) MOI'Y O#abpaTy KOHCTAHTE
C1,0Cy,...,Cy taro ga je a, = Cia} + Coxly + - - - + Cpo] pememe 3a gare MOYETHE
ycJaoBe. &

Hajope hemo ma nmpumepy meMOHCTpUpATH KAKO HAM OBa TeOpeMa MOMaKe, a
mocisie heMmo je u mOoKa3aTwu.

IIpumep 3.9. Ilara je pexkypeHTHa pesamnuja
n+3 = 9ap42 — 26an41 + 24a,

ca MOYEeTHUM yCJoBUMA ag = 1, a1 = —3, as = —29.

Kapaxrepuctuuna jemmaunna je r° — 922 + 26z — 24 = 0 a HEHU KapaKTePUC-
TUYHU KOPEHU Cy X1 = 2, To =3 U T3 = 4.

Omnmrre pememe je

an,=A-2"+B-3"+C-4",
rae cy A, B,C Heke KOHCTaHTe M TO CMO KoOuIu Ha OCHOBY TeopeMe [3.7 Ocraje
na onpenumo kouctante A, B, C.
Kana nmouerne yciose ybanuMo y ommre pemiemke, nobujamo ciaemehu cucrem:
A+B+C= 1,
2A+3B+4C = -3;
4A+ 9B + 16C = —29.

Cunemu A =2, B=3, C = —4, na je KOHAYHO
ap=2-2"43-3"—4-4".
A

Jokas meopeme 3.7 3a naTy pekypeHTHy pesanujy KapaKT€PUCTUYHA jeIHAYNHA
je

k= clxkfl + CQ(E’Ci? + -4 cr_1x+ ck.

Axo je r pememe oBe jemHauynHe, OHIA BaKU

-1 -2
Tkzclrk —&—czrk + 417+ ck.
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Kana 1meo m3pa3 mOMHOKUMO ca 7""”“, nooujamo

Tn _ Cl7,n71 + 021"”72 N Ck—lrnkarl + Ckrnfk7

OIaKJe MUPEKTHO CIenU 1a je r’ jemHo pememe 3a a,. (Tume je nokasam meo 1.)

YGanuBameM pemewa al,, an, . .. ,a%k) y penanujy nobujamo

li / / /

n = C1ly_1 +C20y, o+ + Cply g,
" " " 1

Qp, = C1Gp_q + C2Gy,_o +F Ckp_ ks

. k k k
agf) = clagl_)l + CQG/?(,L_)2 + -4 ckaflzk.
(Tpeba umaTtu y BuLy na OBa pellema NPEACTABILAjY (YHKIUje KOje 3aBUCE O
n, T€ aKO 3HAMO al,, OHZAA je u al,_, TakoDe mo3HATO — caMO ce yMeCTO n y u3pas
ybamyje n —i.)
Muoxehu i-Ty jemmarkoct ca C;, 3a 1 < 7 < k, a 3aTuMm cabupameM CBUX
jemHakocTu, mobujamo

Cla{n + CQCL{,; + -+ Cka(nk) = cl(C1a;_1 + Cga;{_l + -+ Cka(k) )

n—1

+e2(Cran_s + Coan_s+ -+ + Ckaif,)g) +- 4 e(Cra,_p + Coay_p + -+ C’ka;@k)-

. k
Omnasne cnem nma je n ap, = Chal, + Caall + -+ + C’ka%) takobhe pememe naTe
pexypeHTHe penanuje (Te je mOKaszaH U Ieo 2).
Heka cy cama mouernu ycmoBu: ag = by, ay = by, ..., ap_1 = bp_1. Axo cy
T1,%2,. .., PA3IAYUTU KAPAKTEPUCTUYHN KOPEeHU, OHaa 300r Bell mokaszanux me-
JIOBa TEOpEME MMaMO

an = Cra] + Coxy + -+ + Cray.

Ilokazahemo ma cy koucraure C1,Cs,. .., C) jemuacrBeno onpebhene Ha 0CHOBY
MMOYETHUX yciioBa. Ropucrehu mouerne ycaose mobujamo:

G +Cs ++ Cy = bo,
Cizy +Cexy +---+Chzx, =b,
Ciz} +Cha +--+Crap = b,

Crah ™ + Cork ™ 4+ Cral ™ = by

3HaMO Ia OBAaKaB CHUCTEM uMa jenuHcTBeHO pememe 3a Cp,Cs, ..., C ako u camo
aKoO je MeTePpMUHAHTA CUCTEMAa Pa3iuuuTa ol Hyie. [Ipema Tome, xajne na BUIUMO
yeMy je OHa jeqHaKa.

1 1 1
X1 Xro Tk
2 2 2
D=| 71 5 T | = H (i — xj)
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Taxre, nerepMuHanTal’| CHCTEMA je PA3TMYNTA O HYJe aKO U CAMO AKO Cy BPEIl-
HOCTU T1,T2,...,T) PA3JUUUTEe, IITO HAM je U JATO y HPEeTIOCTABIN U THUME je
JOKa3 3aBPIIeH. ]

Kao mro cmo Morsim ma BuOmMO, 3acal YMEMO Ja PEIUMO PEKYPEHTHY pesalu-
jV Kana cy KapaKTepPUCTUYHU KOpeHU pa3naumduTtu. HapaBHo, pemema KapaKkTepuc-
TUYHE jeqHAYMWHE HE MOPAajy HYsKHO OUTU PA3IWYUTA U ONUCAHU MOCTYMAK y TOM
cay4dajy HaM He O Jao OmImITe pememe. Tana HaM y MOCJIEeaRn0] eTAIN PEellaBama
moMaske HapeaHa TeopeMa.

Teopema 3.10. Axo xapaxmepucmuyna jEOHAUUNRG UM S-MOCMPYKY Koper 1, onda  XJIPPKK

cy ca BUIIe-
! " — CT KM
a =1 a =n-r",... a0 =psT by
n n n KOPEHUMa

pewena 0ame pexypeHmHe peaayuje.
Kopeny r 00zosapa onaj deo onwmez pewemna xoju je obauxa

(C1 +nCy +n?Cs +--- +n*1C)r"™.
36up MaKeUT U3PA3G NO CEUM PASAUNUMUM KOPEHUMG 0aje Onwime pewene pexypeH-
mue peaayuje.

Joxas. Hera je x1 = 9 = -+ = T3 = T S-TOCTPYKO pelllekhe KapaKTepUCTUUHE
jenHavuHe

z* = clx’“l + 62$k72 + -+ Ck.

ITocmarpajmo ¢yHKRIU]Y

P(x) = P — e — e —

Jacuo: P(r) = 0. IlltaBume, r je S-TOCTPYKU KOPEH OBOT moauHOMAa. JlepuHrmmmo
HOBUX S (pyHKIUja:

Py(z):=a" —cz" "t — ozt — o — ™,
Pz):=z-P)z)=nz" —ci(n—1)z" ' —ca(n —2)z" % — - —cp(n— k)" ",
Py(z): =z P{(z) =n’2" —ci(n—1)°2" ' —ca(n—2)%z" % — - —cp(n — k)" ",
Poi(z):=x P y@)=n"""2"—ci(n—1)"""z" " — . —cp(n— k)" ta" k.
IMomrto je r s-TocTpykm kKopeH, nobujamo na Py(r) = Pi(r) =--- = Ps_1(r) = 0.
W3 oBux yciaoBa majbe MMaMo
Po(r) =0 = " g™ =0 = " je pememne 3a Gy,
Pi(r)=0 = - —cagm-kr"F=0 = nr" je pememne 3a an,
Py(r)=0 = %" - —c(n—k)?* P =0 = n?r" je pememe 3a an,
P i(r)=0 = L ck(n — k)s—lr”_’“ =0 = niy" je pememe 3a an,.

2OBa koHKpeTHa HO6GUjeHAa JeTePMUHAHTA MO3HATA je y JuUHeapHO] aireGpu kKao BammepMonmosa
IeTePMUHAHTA.
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Kaxko cy cBa oBa pelmema Pa3IMdnTa, MOKEMO UCKOPUCTATH 3aK/bYIaK U3 T€O-
peme [3.7 Te mobujano ma je C17" 4 Conr™ + - -- 4+ Con®~ 1™, wj.

(Cy + Cyn + -+ + Cyn®H)r"
Takobhe pememe, 3a meke koucraure Cq,Cs, ..., . ]

IIpumep 3.11. [lara je pekypeHTHa pejanuja
an = 5an—1 - 60%—2 - 4an—3 + 80%—4

ca MOYETHUM yCJOBUMA ag = 1, a3 =8, ag = 12, ag = 38.

Kapakrepucrtuuna jemmaumsa ose penamuje je x4 — 523 + 622 + 42 —8 = 0 n
IBHEHU KAPAKTEPUCTUYHN KOPEHU Cy 1 = Xy = X3 = 2 1 T4 = —1.

Ommre pememe je

an = (A+ Bn+Cn?)-2" + D - (-1)".
W3 mouernux ycaosa mobujamo cienehu cucrem

A+D=1,
2A+2B+2C — D =8,
4A+8B +16C + D = 12,
8A+24B +72C — D = 38.

Cunemu A=3, B= f%, C= % u D = —2, ma KOHAYHO MMAaMO

11
an = <3—Zn+1n2) 2" 2. (1)

3.3 PubonaumjeBu O6pojeBU

Nranujarncror maremaruuapa Jleonapna u3z Iluze masusajy jomr u Jleonapmo
ITuzano, Jleonapmo Gounauu, anu je Hajnosnatuju kao Jleonapmo Pubonauu, rue
je mpe3mMe OOUIO OX WTajujaHcKor m3pasa ,filius Bonacci“ mro 3mauwm ,,cun
Bonaunja“. OH je jemaH o1 HAj3HAYAJHUJUX CPENHOBEKOBHUX €BPOICKUX MaTeMa-
tuuapa. O6paszoBao ce y Amxupy. AyTop je BuUllle MATEMATUYKUAX KLU KOje Cy
UMaJie BEeJIMKU yTUIA] Ha IOBPAaTaK MaTeMaTUKe Y HayUHU sKUBOT CPENIH,0OBEKOBHE
Espone. Y cBojoj kwusn Kmuza o pauyny (Liber abaci, 1202) yBomm apamcko-
-MHANjCKU TO3UIIMOHU CUCTEM KOjU je HAydMO OJX TProBala MeIUTEePaHa, Ty OMU-
Cyje KaKO Cce KOPUCTH, MOPEAd Ca APYTrUM OpPOjeBHUM CHCTEMUMA W HAYWHUMA
pauynama. Takobhe HaBOIM HM3 KOMOWMHATOPHUX Tpobiema m m3Mehy ocrajor
omucyje u mpobJyeM ca 3eUeBuUMA.
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Ilpobaem ca sevesuma

[Tap ompacamx 3eueBa, MOYEB O HABPIIEHOr APYTOr MECEIA, CBAKOL
Mecena JOHOCU Ha CBET jeIaH HOBU map 3eueBa. [loueTkoM Mecera HEKU
4yoBeK je mobwmo map Tek pobenux 3edeBa. Komuko he mapoBa 3eueBa
fuTu HA TOYETKY N-TOT Mecena (MOX yCIOBOM Oa CBU NMpERuBe)?

Ila 6ucmo pemwmiaum oBaj mpobieMm, Opoj mapoBa 3aueBa HA HOYETKY N-TOT
Mecena osnaummo ca . BpemHocTu 3a TpBUX HEKOJMKO MeCeIW HUje TeIIKO
uzpauyHaru, oue he outu: Fy =1, Fo =1, F3 =2, Fy =3, utn.

Bpoj mapoBa Ha mOYeTKy n-TOT MecCeIla ce cacToju ox Opoja mapoBa MPETXO-
Hor Mmecena (to ject F,_1) u 6poja HOBOpoDhenux maposa 3edeBa KOjUX UMa OHO-
JIMKO KOJMKO je mapoBa 6uio mpe mBa Mecena (to ject F,_s3), jep je To 6poj
mapoBa KOju MOry moburtum moroMmMcTBO. Jlakie, mnobujamMo peKypeHTHY pejainujy

b, =F,_1+F,_» (337123)7

KOjy MCHymaBajy OpojeBu U3 HU3a KOjU IpPenCcTaBibajy OpojeBe mapoBa 3eueBa.
O06uuHO ce oBaj HU3 pomKpYyje ca HyaTuM dianoM Fy = 0, te ce Pubonauujesu

bpojesu Hajuemhe nepUHUNIY IPEKO duGona-
qujeBn
Fy = O,Fl =1; F,=F, 1+ F, o (3a n = 2) Gpojesn

Pemumo cama ropmy pEeKypeHTHY pesaiujy.

Kapaxrepucruuna jensaumna je r2—z—1 = 0 a BeHN KapaKTePUCTUYHY KOPEHU

1+T‘/5 U To = # Opasze 106MjaMo ONIITE PeEIIeHe

Fh:A~<1+V%>n+B-<1_V%>é
2 2

W3 mouernux ycaoBa mobujamo ciemehu cucrem

Cy r1 =

A+B=0,

1 1—
A_+;%+B_ ;@

=1.

Cunemu A = % ubB= —%, T€ je OMIITU YIaH Buneosa
hopmyna

s () ()

IIperxomna ¢opmyna 3a ommTu uidan PuboHaumjeBOT HM3A je MO3HATA U TON
MMEHOM Buneoecﬂ popmyna.

n‘012345668910111213141516
Fn‘011235813 21 34 55 89 144 233 377 610 987

Tabena PubonaunmjeBux OpojeBa 3a n < 16.

3Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), ¢ppanmycku MareMaTUdap, GU3ndap U aCTPOHOM
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Pubonaunjeu O6pojeBU MMajy MyHO 3aHUMJLMBUX OCOOMHA ¥ jaBibajy ce HAa
PA3NIMYUTUM MECTUMa y NPUPOAU. 3AHUMJLUBO je, HAa mpumep, mTo BehwuHa use-
TOBa MMa Opoj JarTuma koju je jemqHax HekoM o1 PubonauujeBux 6pojena. Tarobe,
omnocu nBa y3acrtomna PubonauwmjeBa Opoja KOHBeprupajy Ka Opojy Koju ce Kao
Ipomopnrja jaBba Ha MHOTUM MECTHMAa: Ol PACIOpena JUCTOBA U I'PAHA HA CTab-
JIy, MPEKO MYy3WUKAX aKOpAa U MPOHOPHMja JbYICKOr Teja, OO0 KOH(PUIYpAIuja
MuHepadsa. V3pauyrajMo BpeAHOCT OBE KOHCTAHTE.

. F, . F,_ 1+ F,_ . F,_ . F,_
lim LU |l N U QS [ Y 1+ n—2 =1+ lim n—2
n—oo F,_1 n—00 Fr_1 n—00 F,_1 n—oo F,_1
Opasne, ako auMec o3Hauumo ca L, mobujamo
1
L - ]. + Z,
2 75 1 _ : _ 1+V5
onakie ciaemu L L —1=0, Te umaMoO [ABa peniema OBe jenHaumae Lo = 5.

Ho, rako cy PubonaumjeBu O6pPOjeBU MO3UTUBHU a APYIO PEHICEHE OBE jeTHAUNHE
je HeratuBaH Opoj, cienu

. F,  1+45
lim = —.

n—oo F,_1 2

OsBa koHCTaHTa ce OOUYHO O3HAUABA CA ¢ U HA3UBA ce aaamuu npecex. C o63upom
Ha TO Ja Ce CMaTpa Oa cy 00jeKTU y OBAKBOj IPOMOPIN)U HAJIPUJATHUJU JbYIACKOM
OKy, ¢ ce Ha3uBa u OOkaHCKA mpomopuuja. Bpoj ¢ je 6mo mozuar jom Crapum
I'pumma u urpao je BeJuKy yJory y TAIAIlH0] apXUTEKTYPU, YMETHOCTU, €C-
TETUIH, IITO je OCTAJIO IO AaHac. BpeaHOCT KOHCTAHTE 3JIATHOT IIPECeKa M3HOCU

p =1,6180339887 ...

Kana cy mBe Bemmuwmue ¢ m b y OOHOCY jeZHAKOM (o, 32 BUX KAKEMO Oa CY
Yy 3JaTHOM OIHOCY. JemaH OX HAajjeAHOCTAaBHUjUX I€OMETPUjCKUX OOJIMKA TIe ce
OBaKaB OMHOC jaBJba jeCTe y NMPABUJIHOM IETOYTIy, TJ€ jelHA OUjaroHaja cedve
OpYry y oBOM 3i1aTHOM onHocy. Ilopen Tora Basku na je cTpaHuma TOT IETOYTJIa
jenHaKa ITy:KeM ey NUjaroHaJIe.

Jujaronase npaBUIHOr METOYIJIa Ce CEKY Yy 3JaTHOM OIHOCY.

3a BesuumHE ¢ U b KOje Cy y 3JIaTHOM ONHOCY BasKU UM [ je HUXOB 30up mpema
Behoj Takobe y 3maraom omHOCy, TO jecT

a+b
— =

a_
b7
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IIpaBoyraouumk ca crpanunamMa a u a+b ce HazuBa 3samuu npasoyzaonuk. [lomohy
Bbera 1 JyKOBa Ky:KHUIA MOYKEMO KOHCTDYUCATU Fe€OMETPUjCKY KPUBY KOjy Ha3W-
BAMO 34GMHA CNUPAAG.

a+b

3aaTHu OIPpaBOYraOHUK U 3JIaTHa CInpaJa.

3naTHa conupaJa ce Takohe UecTo jaBba y NPUPOAU: Y PACIOPENY aToMa y
pelleTKN KBAa3WKPUCTAJA, y CTPYKTYPU I[BETOBA CYHIIOKPETA, y IIKOJBIU Iy:Ka
HAyTWIIyCa, y yparaHuMa U raJiakCujaMa.

Hasennmo jom merosnumko ocobuna PubomaumjeBux 6pojena.

Teopema 3.12. 3a cae n € N gamcu

Fi+F+ o+ F, =

n+2 — 1.

Jokas. OBy 0CODUHY MOKEMO JOKA3ATU TEJIECKOMUPAHEM.

+ = Fn+2=Fn+Fn71+"'+F2+F1+1

Teopema 3.13. 3a cee n € N gaxncu Fo By — F?2 = (-1)".

Zoxas. Horazahemo unaykmujom mo n. Jlako ce MOke mIpoBepUTH na OBaj UIEH-
TUTET BAKU 33 HEKOJWKO [MOYETHUX YIAHOBA HM3a. [IpeTnocTaBuMo na Basku 3a N
U MOKAKUMO Ia OHAA MOPAa BAKWUTUA U 3a N + 1.

Fn+2F F+1_(Fn+1+F)F F+1—Fn+1Fn+F3_Fg+1
= Fpp1(Fp — Fp) + F2 = Fop1(—Fo1) + F = —(—1)" = (=1)"*H!

O]

Axo pekypenTHOj penanuju koja oarosapa Pubonaunjesum GpojeBuMa 10 TaMO
HEKe [pyre IMoYeTHe yCJOBEe, Ha Taj HauuH nobujaMo 6pojese Pubonavujesoz muna.
Jennu on majumosnaTmjux TakBux O6pojeBa cy Jlukaoeu 6pojesu. OHu ce medpurHUNTY
Ha ciaenehu Hauwmn:

Lo=2L =1

L,=L, 1+ L, o (3& n = 2)

JIlukaosu
6pojeBu
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Teopema 3.14. Onwmu waan Jukaogoz nusa je

1+v5\" [1-v5\"
(5 ()

Zoxas. Ommre pememe JlukaoBor Hu3a ce mobuja MCTO Kao ommTe pemneme Pu-
OoHAYMjeBOr HU3a U OHO je

L,—A- <1+\/5>R+B- <1_\/5>n.

2 2

W3 mouetnux ycaosa mobujamo ciemehu cucrem

A+ B =2,
1 1-—
4. v5 + B - V5 _ L.
2 2
Cnemu A = B =1, onakiye mobujamMo OmIITU YiaH U3 TBpDhema. ]

34 5 6 6 8 9 100 11 12 13 14 15
4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843 1364

n ‘ 01 2
L,|2 1 3
Tabena JlurkaoBux 6pojera 3a n < 15.

3anumipuBa je u Beza m3aMeby PubomaumjeBux m JlukaoBux GpojeBa mara y
HapemHoM TBphemy.

Teopema 3.15. 3a cee n € N gaxncu L,=F,1+F,_1.

Joxas. OBa ocobuHA ce JIaKO MPOBEPaBa 3a MPBUX HEKOJIWKO UIAHOBA HU3a. Jloka-
JKMMO nIa, ako TBpheme Baku 3a cBe k < n, Taga MOpa BAKUTHU U 32 M.

Ln = Ln—1+Ln—2 = Fn+Fn—2+Fn—1+Fn—3 = Fn+Fn—1+Fn—2+Fn—3 = Fn+1+Fn—1

O]
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OCHOBHU ITOJMOBU TEOPUJE 'PA®POBA

Teopuja rpagoBa je rpaHa MaTeMaTWKe KOja IpoydaBa rpadoBe — MaTeMa-
TrykKe 00jekTe Koju Momenupajy ounapue penanuje mehy objerruma. ['padosu ce
OOWYHO TPWKA3Yjy HPEKO Tauvaka Koje MpeacTaB/bajy objekTe m JMHUja KOoje UX
crmajajy; oBe JUHUje TMpencTaBibajy penamnuje mebhy matum objerkTuma.

Kapas}goso

Kermko Tai o6y
[ ajaobpa OpJiosar!

TIerposapa,u!

Cpemcku Kapiosmui Turen

3nara

Mubhuja
Crapa ITazosa

Cpenmcka Murposuna Kauapeso

Hosga ITazosa
Barajunna

Ianaeso
Ama
Beorpas

ITa6an,

Bopuc Bama

[IpujaTescrBa y rpynu /by oy Ipuka3asa noMohy rpaga u CKuia I0BEe3aHOCTH
orkoanuae Hosor Cana myTHUYKNM :Keae3HudkuM caobpahiajem.

I'pagose MokeMO mocMaTpaT KAO IPUPOAHE MOIEIIE 38 PA3INYNTE CTPYKTYPE
U3 IPUPOJE, TEXHUKE Ia U APYUITBEHUX Hayka. [[pumepn BaH MaTreMaTuke rae ce
rpadoBu jaBipajy cy: caobpahajue marme; social graphs; HeypoHCKke Mpeske 1 Berm-
TaYKa WHTEJIUTEHIMja; NPEeICTABbAKE aJropuTaMa; QU3ajH YUIOBa, IPOIECOPA;
MOJIEKyJapHE CTPYKTYpe, IpOoydaBame MUrpalrja, enugeMuja, pa3MHOKABAMbA;
AUHAMUKA (U3UUKUX OPOIECA. ..

Wcropujcku raenano, moderak Teopuje rpagona je HacTynuo 1736. romume,
kana je Jleomapn Ojnepﬂ objaBro pan y kKojem je pemwmo npobiem mocToBa Ke-
HurcOepra, mToO Ce cMaTpa 3a IPBU Pas u3 Teopuje rpadosa. Ter Bek u IO KACHU]je
CHnBeCTepﬂ IpBU IyT KOopucTu TepMuH zpad. [IpBu yubennk us reopuje rpagdosa

Leonhard Euler (1707-1783), mBajuapcku MateMaTwyap, Gu3Mdap, acTPOHOM, TeOrpad) U MHAKe-
mep
2James Joseph Sylvester (1814-1897), enriecku MareMaTuyap

45



rpad

46 I'NTIABA 4. OCHOBHU ITOJMOBU TEOPUJE 'PA®OBA

ce mojaBuo Tek ABa Beka mociae OjaepoBor pama ca npobiaeMoM MocToBa. Hanucao
ra je Ilenmem KeHI/IrEI 1936. ronune.

Y nmaHamme BpeMe je Teopuja I'padoBa BPJIO aKTyeJHAa 00JacT MaTeMaTUKe
KOja He MHTeparyje camo ca aApyrum obisactuma maremaruke, Beh m ca apyrum
HaykaMa. Mma u pasHoJuKe momobiIacTd, HEKe Ol BUX Cy: KIAaCUYHA TeOpHuja
rpadoBa, asrebapcka, reOMeTPHjCKa, BEPOBATHOCHA, €KCTPEMAJIHA, TOIOJIOIIKA
Teopuja rpadoBa ¥ MHOTe ApyTe.

4.1 JlepmHUNUja 1 OCHOBHU IIOjMOBU

I'pad G (upocr rpad) je ypebenu nap G = (V, E), rue je V korHauaH HempasaH
CKyT, a F TMOACKYyI CKyma CBUX OBOEJEMEHTHUX MOACKymoBa ckyma V. Emxemente
ckyna V HasMBaMO 480po6u a ejeMeHTe ckyna F HaszuBamo zpane. Yecto kanma
roBopuMo 0 HeKOM rpady G meros ckyn uBoposa o3Hauasamo u ca V(G) a cryn
rpana ca F(G).

IIpumep 4.1. Heka je mar rpa¢ uuju je ckyn usoposa V = {v1, v, 03,04, U5, Ug}
a ckyn rpana E = {{v1,v2},{v1,v6}, {va,v3}, {vs,va}, {v3, 05}, {vs,v6}}. OBaj rpad
MOKEMO IPEICTABUATH KAO Ha CIUIU J0JIE.

U1 U6 (%

U2 V3 Uy

A

Hanomena 4.2. ButHo je HamomeHnyTu na rpauduko IpeicraBibaibe rpada Huje
jemuuCTBEHO onpebheno. Y HACTABKY AajeMO jOII ABA HAUMHA KAKO MOYKEMO ITPUKA-

saTu rpad u3 npumepa [4.1]

Uy Vg V4

U3 U6
(% (%1

V2 Us
Uy V3

[Toneran ce u uprex MIeHTUGUKYje ca rpadoM, alau Taxa ca mera Mopa outum
jacHO MITa je CKyI YBOPOBAa & IITa CKYyHO I'paHa. &

3a I'paHe ce 0BUYHO KOpucre Kpahn 3alIucu, T€ TaKO I'Dany {Ul,vg} Kpahe
O3Ha4vYaBaMO M Ca V1V WJIN caMO Ca €. HpI/I TOME Cy U1 U V2 Kpaj%u $e8oposu rpaHe
€ = V1V3.

3K&nig Dénes (1884-1944), mabapckn MaTeMaTnyap jeBPEjCKOr MOPEKIA
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Ocum mpocTux rpadoBa, MOCTOjU jOII IIYyHO CPOTHUX OOjeKaTa KOjUu y CBOjOj
ocHOBu mMajy npocte rpadose. Hexku on mux cy:

— murpadoBu, Tj. YCMEPEHU NIV OPUjeHTUCAHU I'PpadoBU — BHUXOB CKYI I'DaHa
je obmura E C {(z,y) € V?:x # y};

— MyJaTurpapoBu — HO3BOJLEHO j€ BUIIE T'PaHa KOje CIajajy UCTe YBOPOBE, Tj.
CKYIl IDaHa je MYJITUCKYI,

- XI/IHepraCbOBI/I — yoInmTeme rpa(ba Yy cMucCIiIy Oa I'paHe MOy 6HTI/I II0 0~
CKyIOBU ca BuIle o1 ABa 4uBopa, To ject E C P(V);

— OeckonayHy rpadoBU — N03BOJ/hABA Ce DECKOHAYAH CKYIl YBOPOBA MU I'DaHA;
— paHmOM rpadoBU — UBOPOBU KOjUMa Cy I'DaHE JOnaTe HACYMUYHO;
— TEXUMHCKHU I'DadoBU — rpadoBU UmMje IpaHe MMajy NPUIOPYKEHY TEKUHY;

— yCMepeHM Te:RMHCKU rpadoBu (eHri. networks) mrn.

CLl Ca1 €31 Cpy d, 2 dy

IIpumep murpada, mynturpada, xumeprpada, 6eckoHAYHOr rpada U yCMepeHor
TEXMHCKOT Ipada.

Hexa je mar rpap G = (V, E). Ped epaga G, y osnauu n(G), jecte 6poj merosux
YBOPOBA, HOK je geauwuna epadie G, y osnamu m(G), 6poj meroBux rpasa. Tj.
n(G) =|V| u m(G) = |E|.

Usoposu u u v rpada G ce HA3UBAjy cycednu 480p08YU AKO je uv UpaHa rpada
G.

Axo je e = uv rpana rpada GG, OHIZA KAKEMO Ia Cy YBOPOBU U U U UHYUDCHMMHU
ca TPaHOM € U Ja je € UNYUJEHMHa ca YBOPOBUMA U U V.

Ilse rpane rpada cy cycedne zpane aKO Cy WHIUIECHTHE CA MCTUM UBOPOM.

ITpumep 4.3. Bparumo ce ma rpad u3 npumepa [£.1] Heros pex u Benuumna cy
n(G) = 6 u m(G) = 6. Ilpumep cycemHux UBOpPOBa CY Vg U V3, IOK Uy U Vs HUCY
cycennu. I'paHa vav3 je CycemHa rpaHa ca FPAHOM viUz. UBOp Vg je MHIMICHTAH
ca rpaHaMma viUg Y U3Vg. A

Ckyl cycemHUX YBOPOBA UBOPA ¥ CE€ HA3UBA CYCeOCMB0 4680pa ¥ U O3HAUABA CE
ca N(v). Cmenen wsopa v je 6poj merosux cycena y rpady G u osnaka je dg(v),
nim caMo d(v) yKOIUKO je jacHO y KoM ce rpady mocmarpa. Hakiae, d(v) = |N(v)].

Usop koju HeMa cycene, TO ject creneHa (, HA3MBaMO u30.408aH 480p. UBOD
crenena 1 mazuBamo eucehu wsop. Buceha zpana je rpaHa MHIUOCHTHA ca Bucenmm
YBOPOM.

Usop je (ne)napan ako je meros cremeH (HE)mapa.

pen u
BEJIUUMHA

rpaga

cycenHe
rpase

CyCenCcTBO
U CTemeH
4BOpA

M30JI0BaH
u Bucehu
4BOD
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ITpumep 4.4. Heka je mar rpad G kao Ha caunu moJie.

Y G Baxu d(vy) = 3, d(v2) = d(vg) = 2, d(vs) = 1, d(vs) = 0 u d(vs) = 4. YUsop
vy je m3oy0BaH 4BOp. YUBOp vz je Bucehwu uBop. Ilpumep Bucehe rpane je v3vs.
UYeopoBu v; ¥ v3 Cy HEIAPHU YBOPOBU, OCTAJIU Cy ITAPHU. A

ITocebro ce m3mBajajy rpadoBu KOju MMajy cHENU(UUHE CTEIEeHe YBOPOBA.
I'pa¢ umju cy cBU YBOPOBU MCTOr CTEIEHA HA3ZUBAMO pezyaapar zpad. Aro je Taj
crened k, OHIA Ka:KeMO jOII u k-pezysapa.

IHonypeeyrapar 2pad je rpad UMju je CKYyI CTEINEHA UBOPOBA IBOEJIEMEHTAH.
Kaxemo n na je (p,q)-pezyaapan aro je {p,q} CKyn cremena 4BopoBa.

Ipumepu 3-perynapsor, 2-perynapsor u (1, 6)-perymnapsor rpaga.

I[Ipebumo cana Ha HEeke ocobuHe rpadoBa KOje Cy Be3aHe 3a CTEleHe YBOPOBA.
IIpeo tBpheme koje HABOAMMO je mo3HATO U Kao IIpBa Teopema Teopuje rpadosa.

Teopema 4.5. 36up cmenena wsoposa zpafa (aru u myamuepada) jeonar je deo-
empyrom 6pojy epara, mo jecm, 3a zpap G = (V, E) samncu

> d(u)=2-|E|.
ueV

Jokas. Hera je uwv mpomssosmHa rpana rpada G = (V,E). Ona cymu cremena
YBOPOBa NONMPUHOCU IBA IIyTa: jeIHOM 3a UBOP U a APYTU IyT 3a uBop v. llakmie
Kama cabepeMo CTelleHe CBUX YBOPOBA, CBAKY I'PaHy OpPOjUMO ABAIYT, ONAKJE CE
nobuja popmyia m3 TBphema. ]

Hapenno tBpbeme je mocaemuna mpeTxomHOT.
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Teopema 4.6. Lpoj nenapruz wsoposa y epady je yeex napa.

Joxas. TlpernocrasuMo cynpoTHo, Heka je rpadp G = (V, E) rakas ma je 6poj
HeapHUX YBOPOBa y meMy jenuak 2k—+1, 3a Hexo k > 0, u 6e3 yMamema ONIITOCTHU
HEKA CY TO YBOPOBU Uj, U, .- ., Usk+1. O3Haummo |V| =n u |E| = m. Cana Bakn

2|E| =2m = Z d(u) =d(uy) + - - + d(uggs1) + d(uaky2) + - + d(uy) .
ueV

HemapHU OpojeBu mapHu OpojeBu

IIpema Tome, caenu na je napan 6poj jeqHak 30upy HemapHOT (jep MMaMO HemapaH
6poj memapHux cabupaka) u mapHor Opoja (30up mapHmx cabupaka), IITO HAC
noBonu no kKoHTpamuknuje. [IpermocraBka je Oumsa HeTauHa, Te ciaenu TBpDheme.

O]

UYecTto OUTHY yJIOTY UTrpajy CTENEHM UYBOPOBA KOJjU Cy MUHUMAJHU OIHOCHO
MakcuMasHu y naroMm rpagy. Ca §(G) osnauaBamo munumasar a ca A(G) max-
cumanaan cmenen uBopoBa rpada G, Tj.

§(G) = min d A(G) = d(v).
(G) uin (v) n AG) s (v)

IIpumep 4.7. 3a rpa¢ G u3 npumepa Baskn 0(G) =0 u A(G) =4. A
Jacuo, Basku caenehe tBpheme.
Teopema 4.8. 3a zpad G ca n wsoposa ucnymweno je
0<6G)<AG)<n—1.

W3 Benuror 6poja paszmuunTtux rpadoBa M3ABajajy Ce jOII HEKU CIENNjasHn
rpagosu. [lomeHuMO Heke On BUX.

Komnaeman (nomnywn) rpad K, je rpad ca n uBopoBa y KOM Cy CBaKa IBa
uBopa cycenua. [Ipema Tome, Basku na je K, (n—1)-perynapan rpad u |E(K,)| =
(5)- _

IIpasan (nomnyno nenosesan) rpad K, je rpad ca n yBOpoBa KOju HeMa I'DAHE.
Baxu na je K, 0-perymapas.

° — o . ° o ° o ° o
K, K3

K, K,y K, K, K3 K,

Kommuernu n npasuau rpadosu 3a n € {1,2,3,4}.

Axko ce V(G) moske pa3buru Ha M HENPA3HUX AWC)YHKTHUX CKynosa X1, Xo,. ..,
X,, TAKO Ja CBaka rpaHa CHaja YBOPOBE U3 PA3IUYUTUX CKyIOBa maprunuje (Tj.
HujenHa rpaHa rpada G He cnaja YBOPOBE YyHyTap KCTe Kiace IapTUluje), OHIa
Takas rpad HazMBaMO m-napmumar rpad m osHauaamo ca G(Xi1, Xa, ..., X.,).
Cruenujanso, 3a m = 2 TakaB rpa¢ Ha3zmBaMo bunapmumar Tpad.

Komnaeman m-napmuman rpad, y o3Hamm Ky, n, .. n,. , jECTe M-IapPTUATAH rpad
Yy KOjeM Cy CBaka OBa YBOPA M3 PA3JMUUTUX AEJOBa mapruiyje nosezana. Croenu-
jauHO, 3a m = 2 TakaB rpa¢ HA3UBAMO KOMNAEMAH OUNAPMUMAN YU O3HAUABAMO
ca K, ,. Jou uznsojennju cayuaj, rpadp K, Hazusamo 3sesda.

KOMILJIeTaH
rpad

mpasaH
rpad

m-
napTUTaH

OumnapruTan

3Be30a
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Yecto cy y Teopuju rpa¢doBa 3aHMMJBUBE OCOOMHE rpada Koje 3aBHUCE CaMO
o[l allCTPaKTHe Je(UHULMje, a HEe O HeIOBOT O3HAYaBalma YBOPOBA M KOHKPETHOT
npenacraBibama. 360r Tora, pasdnukyjmo cienehe mepunumje.

Heka cy matu rpadposu G = (V1, E1) u Go = (Va, Ey). Kaemo na cy G1 u Ga:

jennaxu u — jeonaku, axo Basku Vi = Vo u By = Ey, (o3mara G = Gs)
M30MODP(HHU
rpadosu — U30MOPPHU, AKO MOCTOjU OMjeKTUBHO IpeciukaBame ¢ : Vi — Vo Tako na

je cycemHocT UBOpOBa O4YyBaHA (OBAKBY OMjEKIU]y HA3UBAMO U0OMOPPHUIAM
epagposa G n Ga), Tj.

w € B & p(u)p(v) € By, (o3nara G = Gs)

IIpumep 4.9. Ha caumnm cy nara yetupu rpada.

a b ¢ x Y U v

Gy Gy Gs: Gy:

c d d b z w w t

I'padosu G; u Go cy jemnaku, jep V(G1) = V(G2) u y oba rpada cy cBaka
noBa 4yBopa cycemHa. MorkeMo mpuMeTuT:H Oa Cy OHU 3alpaBO OBAa DPa3IUMYNUTa
mpeacTraB/balba KOMIUIETHOT rpada ca detupu usBopa. ['pad G4 Huje jemHak ca
G1 u G, IOITO My Ce CKyIl YBOPOBa PA3JIHUKYyje, ajlu jecTe M30MOP(paH ca HUMA.
Jenan on m3omopduszama koju oBo morBpbhyje je

a b ¢ d
I <u voow t) )
I'pad G3 muje m3omopdan ca mUMa, jep YBOPOBU Yy U 2 HUCY CYCEITHU, OOK CY Yy
KoMIIIeTHOM rpady (kaksu jecy Gi, G2 m G4) cBaka mBa UBOpa CyCemHA. A

Axo mBa rpada Hemajy uctu OpOj UBOpPOBA, jacHO je ma ce He MOXKe e(PUHU-
catu Oujernuja mMebhy CKymoBuMa HBUXOBUX UBOPOBa. Asu ako umajy ucTé Opoj
YBOPOBA U IPU TOME HUCY M3O0MODP(HU, OHOA HUje TAKO j€AHOCTABHO MPOBEPUTH
na au cBe moryhe Oujekmuje mehy UBOpOBMMAa KBape CyCEAHOCT YBOPOBA WIIU
MOCTOje HEeKe KOje CYCemHOCT ouyBaBajy. 1y HaMm y momMoh mpuctmwky ocobune
KOje ce He MeHajy IPUINKOM NO03BOJbeHE TpaHchopManuje rpada, Koje Ha3uBaMo
unBapujante UKBapujanme mdomopdusma rpada. Heke on maBapujantu cy: 6poj usoposa, 6poj
HA30MOD- rpaHa, HU3 CTENeHa YBOPOBA, MMOCTOjalke KOHTypa, OYKWHE TUX KOHTYPA.
pusra Ilakne, nBa rpada HUCY M30MOP(HA YKOJUKO IIOCTOjU WHBAPWjAHTA M30MOP-
¢u3ma rpadosa KOjy jenaH rpa¢ mMmMa a APYTHU HE.
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ITpumep 4.10. TTocmarpajmo Tpu rpada G, Go u G3 nNpukazana Ha CJIUIU H0JE,
unju cy penoMm ckynosu usopoBa V(Gi) = {v1,va, v3,v4, 05,06}, V(G2) = {s,t,u,v,
z,y} n V(Gs) = {a1,a2,a3,a4,a5,a6}.

Gl ‘p Gy s t G;; M ay

M [ ag

V9 vy U v a2 as

V3 U6

I'padosu G; u G2 cy u3oMopdHHU, O TOME CBenOUn (PYHKIH]ja

¢,<v1 vy U3 U4 Us ve)
. b

s v z t uwu vy

nok Gz Huje nzomopdan v ca G, Hu ca Ga, jep ce He moske Hahu 6ujekuuja mebhy
YBOPOBUMA OBUX I'PadoBa KOja 0uyBaBa CyCeAHOCT YBOPOBa. MOKEMO IPUMETUTH
na, ako ce y (G3 kpehiemo mo rpamama m3 yBOpa a1, MOCIE TPU KOPAKA MOMKEMO
ce Bpatutu Harpar y a; kpehyhwm ce pemom mo uBopoBuma ay, as, ag, ai.
rpadosuma GG u G2 ce y TpPU KOpaka He MOYKE TAKO HEIITO ypPaAuTU HU 3a jeNaH
4BOD. Y OIEJbKY hewmo Bumeru na ce oBakBa myTama KpeTama HAa3UBa KOHTYDa
nysxkusae tpu. Iakie, rpadosu G; 1 Gy HEMajy KOHTYDY Ay:KuHE Tpu, HOK je (s
uMa, a na 6u 6uau M30MOP(HU U OHU OU MOPAJIU UMATU OBAKBY KOHTYDY. AN

M3omopdrOCT rpadosa jecTe penamnuja eKBUBAJICHIUje HA CKYILy CBUX rpado-
Ba, IITO HUje TEIIKO MOKAa3aTu. EKBUBAJIEHIIja HeJW OBaj CKYI HA KjIace; Y CBAKO]
kjIacu cy Mebhycobro m3omopdru rpadosu. BupameM npencTaBHUKA OBUX KJIAca
n GpucameM onrorapajyhux osxaka nobujaMo neosnavene 2pagose.

I'pad je osnauvenu aro je cBAKOM EHErOBOM UBOPY I0MA€J/bEHA O3HAKA.

Teopema 4.11. Dpoj o3navenux npocmuz epadosa nad ckynom 00 n 480posa jecme

o(3) .

Joxasz. YKOMIUKO MMaMO O3HaYeHU rpad, OHIa Ha paclojaramy UMaMO YKYIIHO
(g) rpana oxpebenux tum upoposrMa. Ocraje na BUAMMO KOJIWKO j€ Pa3INUNTUX
moryhHoCcTM ma on Tux TrpamHa ozabepeMo koje he OuTu y CKymy TrpaHa — TO

3HaUM & Pa3JIUYNTUX O3HAUCHUX rpa(i)OBa Cca N YBOpOBa MMa OHOJIMKO KOJIMKO "

"
MOACKYTOBa CBUX rpana oapebenux oBuM uBopoBuMa. Hbux uma 2(3), ]

Teopema 4.12. bpoj osnavenur npocmux 2padosa Had cKYynom 00 n 480poea ca m

(5)

2parna jecme

Jokas. Ca n o3navueHux 4yBOpoBa oxpebheHo je yrymHO (g) rpana. I[Ipema Towme,
on ToMuKO Tpeba omabpartu mux m. Ongarie nobujamo TpaskeHu 6pPO]. ]

HEO3Ha-
JeHn u
O3HAYECHU
rpad
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4
ITpumep 4.13. O3navenux rpagosa ca 4 uyBopa u 5 rpana mMa <(§)> = 6.

1 4 1 4 1 4 1l 4 1 4 1 p 4

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 » 3

I[Ipumernmo na mocToju camo jenaH Heo3HadeHu rpad ca 4 usopa m 5 rpaxa. To
BayKU jep cy cBU nobujenHu rpadoBu MehycoOHO mzomMopdHU, Tj. Kamza odOpuUIeMo
O3HaKe NOoOUjaMO MCTU HEO3HAUEHU rpad. A

Tpeba manomenyTtu na popmyna 3a onpebrBame 6poja Heo3HAUEHUX I'padoBa
He moctoju. be3 ob3upa HA TO ma JU je 3amaT caMo Opoj UBOpOBa WMIM U OPOj
rpama, ga OMCMO OApenuyu HBUXOB OpOj, MOpaMO aHAJIU3UPATU Koje MoryhuocTu
IIOCTOje a 3aTUM MX mpedpojarTu.

4.2 IlonrpadoBmu m onepanuje Ha rpa¢oBUMaA

Hera je mat rpa¢ G = (V,E). 3a rpap G1 = (V1, E1) raseMo na je nodepad
rpada G ako m camo ako je ucnymeno Vi C V u E; C E. Takobe, tana ce G
Ha3mBa Hadzpad rpada Gi.

[MoarpagoBu 3anmpaBo HACTAjy BUIMIECTPYKOM HOPUMEHOM AO0KGAHUL ONEPAUUJQ
Ha rpady. To cy:

— odcmpawusawe (bpucawe) wsopa G — v — Kama GPUIIEMO YBOD ¥ U CBE T'paHe
VHIOUOCHTHE CA UM,

— odcmpawusame (bpucame) epane G — e — Kanga GpUIIEMO caMO IDaHy e.

ITpumep 4.14. Ha canmum nose ca neBe crpase ce Hajasu rpad G, y cpenunu je
G — a, nok je Ha mecuoj crparu G — ab.

G: g d G—-a: d G—ab: g d

b c b c b c

A

Yroauko u3 rpaga OpuireMo BUIIE YBOPOBA OIjeIHOM, HEKA Cy TO YBOPOBU
ckyna S = {ay,as,...,ax} C V(G), onga ymecro G —aj — ag — -+ - — @ KOPUCTUMO
kpahwu 3amuc G — S.

Ioxpusajyhu nodepad G rpada G je moarpad ca UCTUM CKYIIOM IBOPOBA Kao U
G. Mowxkemo pehu u na je nokpusajyhu monrpad mobujen camo momohy Gpucama
rpaga.
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IIpumep 4.15. Ha counu cy marm npumepwm asa moarpada wmcror rpada. V-
IpeKuIAHUM JIMHUjaMa Cy O3HAadeHe I'paHe Koje cy obpucaHe, HOK Cy obpucaHu
YBOPOBM IPEACTABJLEHU Npa3HuM kpy:kuhewm. IIpBu je macrao OGpucamem nBa
4YBOpAa, Te Cy ca HmuUMa oOprCcaHe U IDaHe MHIUIEHTHe ca HmuMa (MMa WX TpU) U
OpucameM join Tpu rpane ocuM tora. pyru je mobujen camo OpucameMm I'paHa.

~ /9 At

| /o | /o

| | EONy | |
~0

Tarobe, MokeMO mpuMmeruTn na je Apyru npumep noxpusajyhwm moarpad, IOk
IPBU TO HUJE. A

Hera je mar rpadp G = (V,FE) u ckynosu U u F Taksu nma sagku ) # U C V
ul) #F C E. Ilodepag epafa G undyxosan crkynom weopoea U, y ozsamu G[U]|, unayrosan
jecre rpad (U, E1), roe je By C E ckyn cBux rpana uuja cy o6a Kpajima uyopa m3  ToArpad
cryna U. Hoodzpagd epagda G undyrosan ckynom zpana F, y oznanu G[F], jecte rpag
(V1, F), rme je Vi C V ckynm cBUX YBOPOBA KOJU Cy MHIUACHTHU Ca Oap jeIqHOM
rpaHoM u3 ckyna F.

Vs Uy Us Vs Uy
ey €3
€1 €5 e €9 €1/ ey ey
€4
°
() V3 (4 U2 U3 U1 ()

U1 €6

G G[{vlvv%viﬁ U5}] G[{ela 62764}]

Hasenumo jom meke omeparuje Ha rpadosuma. IIpecex rpadoa G; u Ga, y  mpecex
oznanu GG N Ge, nepunucan je ca:

V(G1NG2) =V(G1) NV(G2),
E(Gl N GQ) = E(Gl) N E(G2)

Ynuja rpadoBa G1 u Gy, y oznanu G U Gy, nepunucana je ca: yHuja,

V(G UGs) = V(G) UV(Ga),
E(G1UGs) = BE(G1) U E(Ga).

Tarobe, y cmenujamnom ciaydajy, ako rpady G momajeMo rpany xy, TAe Ce YBOPOBU
x u y Beh mamaze y V(G), rana numemo G + zy.

Herka G = (V,E). I'pad G je xomnaemenm rpada G ako G = (V,E), 3a E =  xommaevenr
{uv : u,v € V(G) Nuv ¢ E(G)}.
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ITpumep 4.16. Heka cy matu rpadosu G u Gs.

G1: V1 Vg GQZ V1
p

V3 70 Vs Vg

V12

V4
3
U3 Uy (!
Y macraBry mosxkemo Bumetu Gi UGy, G1 NGy u Gy.
GiUGy: 10 Vg GiNGy: n ?1: U1 (%
Vo Vs U2 @ V2 V5
V12
V11
U3 Uy V4 U3 Uy

A

Kako 3HaMo0 KOIUKO Ma rpaHa y KOMIUIETHOM I'pady ca n YBOPOBA, HIUj€ TEIIKO
BUIETU M2 BaKM HApPEOHO TBPDheme.

Teopema 4.17. Axo je G zpad can weoposa um epana, onda je G epad can usoposa
U (g) — m zpana.

CaMOKOMILIe- Camoromnaemenmapar rpad je rpad n3oMophaH CBOM KOMIIJIEMEHTY.
MeHTapaH
ITpumep 4.18. Ha coaunu cy npuMepu gBa camoromiieMmerntapua rpaga. Ca sese
crpane je rpa¢ Cs, KOju mMa 5 UBOPOBA U HErOBE I'PDAHE Cy MPEACTABILEHE MPEKO
OyHUX JUHUja, MOK jé HeroB KOMIIJIEMEHT MPEACTAB/HEH UCTPEKUAAHUM T'DaHAMA.

ar,
05 : 0

a ay B T RE

a9 as

ap a2 a3z a4 Gas
. Ca
ayp a3z a5 G2 Q4

lecHe CTpaHe je caMokoMIeMeHTapaHd rpa¢ ca 4 usopa P, (takobe cy merose
rpaHe myHe JUHUje, NOK Cy IPaHe KOMILUIeMeHTa ncnperunane). CaMOKOMIIeMeH-

Onun cy mzomop¢Hn 3axsBasmyjyhu msomopdusmy ¢ : (

. by by b3 b .
TapaH je 30or uzomopouzma 0 : ( vrz s 4). Hapasmo, Taj nsomopdusam ze
by by by b3
Mopa butu jenuucrtBeH. [Ipumep jom jensor uzomopdusma uzmehy oBa nBa rpaga
. b1 by b3 b4>
eT: . A
e <b3 by by by
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Y mapenuoM TBphHemy MOKEMO BUAETH KOJIUKO YBOPOBA MOYKE MMATU CAMOKOM-
mIeMeHTapaH rpad.

Teopema 4.19. Axo je G camoromnaemenmapar 2pad ca n 48oposa, onoa 8axHCy
n=0 (mod4) usun =1 (mod 4).

Aoxas. Hera je rpap G can 4BopoBa n30MOp({aH CBOM KOMIIEMEHTY G. To 3maun
na oba mmajy metu 6poj rpama, Tj. Baku |E(G)| = |E(G)|. Takobe, rako je ynuja
oBa 1nBa rpada xoMmmiaeraH rpa¢ K, u muxoB npecek npasaH rpa¢ K, , Baxu

[E(G) UEG)| = |E(K,)| = (’;) w |E(G)NEG)| = |EE)| =0.

Cana ciemn |E(G) U E(G)| =2 |E(G)|, Te Baxn

@)= (5) ="

Bpoj rpana y rpady Mopa 6utu HeHeraTtmBaH 1eo Opoj. To 3Haum ma umamMo Tpu
moryhuocTu:

1. 4| n,
2. 4 n—1,
3.2|nu2|n-1.

Mebytum, Kako cy n m n — 1 aBa y3acromua Opoja, jeman on HUX MOpa OUTH
menapan, te tpeha Mmoryhuocr ormama. Crora mobujamMo ma Mopa na Basku 1.
nm 2, tj. n =0 (mod 4) mim n =1 (mod 4). O

IIpumep 4.20. Hahwu jenan camorkommiemenTapad rpad (YKOIUKO HOCTOJU) CA:
(a)

(6) 8 uBOpOBA;
)

(B

7 4YBOpPOBA,;

9 yBOpoOBa.

(a) Kakro Basxkn 7 = 3 (mod 4), Ha OCHOBY Teopeme cjemu na CaMOKOM-
nIeMeHTapaH rpag ca 7 4BOpoBa He IOCTOjU.

(6) Cama umamo 8 = 0 (mod 4), Te HaM y OBOM ciydajy TeopeMma He
moMaske, IOIITO Jaje caMo moTpebaH yciaoB, anu He u noBosbaH. llokymajMo onna
koHCcTpymcaru TakaB rpad. O3naunmo ca Gg rpa¢ koju tpaskumo. Kpenyhemo on
CaMOKOMIIJIEMEHTAPHOT Tpada Koju HaM je Beh mosuar u3 anMepaM TO je Py.
Osaj rpa¢ uma 4 yBopa, ma ABe KOIKje OBAKBOT rpada nmMajy yKyIHO 8 UBOPOBA,
KOJUKO ce u Tpasxku. ame, na 6u Gg 6mo caMOKOMIIEeMeHTapaH, Tpeba na mma
@ = 14 rpana. IIBe komuje P, nMajy ykymHo 6 rpana, mpeMa ToMme Tpeba Ha
3rofaH HAUMH IOJATH 8 IpaHa, Ja OM ce KOHAYHO HOOMO CaMOKOMILIEMEHTapaH
rpad. To MOKeMO ypaIuTH TAKO IITO IOYETHU U KPAjHU YBOP M3 APYyre KOIUje
P, cojumo ca cBakuM YBOpOM mpBe Komuje Pjy.
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Gs: v1 U5 Gs:

U3 b‘& U7

U4!i.....; Vg

3awncTa, oBaj rpad je caMOKOMIIJIEMEHTapaH, jedaH M30MOp(Pr3aM KOjU O TOME
CBEIOYN jecTe

. <U1 Vg V3 Vg4 Vs Vg U7 Ug)
L T I T T

(8) Canuno kao y meay mox (6), 3a OCHOBY caMOKOMILIeMeHTapHOT rpada Gy
ca 9 yBopoBa Morau 6ucMO y3eTu rpadoBe U3 IpuMepa , c 063UpOM HA TO Oa
jeman mma 5 a gpyru 4 usopa. Takobhe MokeMO m3padyHaTH KOJIMKO IPDAHA TAKAB
rpa¢ Tpeba ma nMa: @ = 18. IIpema Tome Tpebda momatu 10 rpana. Hbux hemo
CIUYHO Ka0 y MPETXOMHOM HeJy MOMATH TaKO Ia Cllajajy Kpajie uBopoBe y Py ca
cBakuM ox b uBopoBa y (5. Tako mobujamMo rpad kKoju je caMOKOMIIIEMEHTAPAH.

L =

[Ipunurom Tpaskema m3zomMopdu3aMa, OUTHO je na NPUMETUMO & YBOPOBU r'pada
koju moruuy ox Cs Tpeba ma ce MpeciauKajy y Taj UCTU CKYyI, a Oa IPU TOME
OCTaHe OUYyBaHA TOBA3aHOCT Kao U y opurmHaay. McTto m ca YBOpOBUMA KOjU
noruay on P;. OHO mTo je momarHO MOroaHo, a um morpebHo ma 6u rpad Ouo
CaMOKOMILJIEMEHTapaH, jecte na ce onux 10 momaTHUX rpaHa Ha OBaj HAUMH TaMaH
,Ipecesie Tako na cruajajy cBe uBopoBe u3 nesa Cy U caza HOBE KPajHe UBOPOBE
y mery Pj. A

Kao mro cmo Bumenu, tBpbheme HaM Oaje morpebaH ycioB na Ou rpad
ca n YBOpOBa OMO CAMOKOMILJIEMEHTAPAaH. 3a KOHKPETHEe NpUpoIHe OpojeBe n
KOjU UCTyHaBajy OBaj yCJIOB MOPAJU CMO KOHCTPYKIIXjOM TPOBEPUTU A& JIU MTOC-
TOjU CAMOKOMILIEMEHTapaH rpad ca Toanko ysoposa. [llraBunie, KOHCTPpYKIUja U3
npuMepa [4.20| ce MOKe yONIITUTYA, U TO TAKO Ja IHOKaKEMO [a je yCJI0B TBpDhema
U JOBOJbAH 3a IOCTOjal€ CAMOKOMIIJIEMEHTAPHOr rpada ca n YBOPOBA.

Teopema 4.21. 3a cseaxu npupodar 6poj n maxae da n = 0 (mod 4) uau n = 1
(mod 4) nocmoju camorxomniemenmapar 2pad ca n 480posa.

Joxas. OBo TBpheme mokasyjemo uuIyKIUjoM IO 6POjy uBopoBa rpada n. Hajupe
IIOKAKMMO [1a IIOCTOje CaMOKOMILIEMEeHTapHU rpagoBu ca 1, omHocHO 4 UBOpA.
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YKOIMKO MMaMO jeqaH 4Bop, oHma Taj rpad mMopa 6utu K. C apyre crpane, K, =
K, Te je TpuBMjasHO ma je caMOKOMILIeMeHTapaH. /la/mse, HA OCHOBY IpuMepa
3HAMO Ia IIOCTOjU CaMOKOMILIeMeTapaH rpad ca 4 ysopa.

Iloka:xmuMo caza ma, ako IOCTOjU caMOKOMILIeMeHTapaH rpa¢ G, ca n 4BopoBa
3a HeKO n (n > 1) xoje je kourpyentro ca 0 uinu 1 mo momyay 4, ma ce oHga MOKe
KOHCTPYUMCATU CaMOKOMILIIEMEHTapaH rpad ca n + 4 gBopa.

Heka je G, camoroMmiuieMeHTapaH rpad ca n YBOpoBa U Heka je [ m30Mop-
dusam mameby G, u G,,. llepuaumuno HOB rpad G4 TAKO da BAKK

V(Gn+4) = V(Gn) U {ula Uz, u37u4}7
E(Gpyq) = E(Gp) U{u1v v € V(Gp)} U{ugv : v € V(Gp)} U {ujusg, ugus, ugug}.

Goig: - ‘-—T——"V— Uy
“/ U2

Uy

To ject, ma G, momajemo P, Tako mTO Kpajme YBOpOBe u3 P, crmajaMo ca CBUM
uBopoBuMa u3 G,.
ITIocmaTpajMo cana mpeciukaBame

¢_< 1 Vo ...  Up Ul Uz Us u4>

“\f(or) flve) oo fun) us wr us ug

roe V(G,) = {v1,v2,...,0,}. JacuHo, 0oBO je Gujermmja, nomro je f Oujerunja Ha
cryny V(Gy,), 00k ¢ mepMmyTyje npeocraie usopose. IIposepumo u na au je ody-
BaHA CycemHOCT uBopoBa. M3omopduzam f ouyBaBa cycemuoct y G, Te je u ¢
ouyBaBa Mehy uBopoBUMA V1, V2, . .., Vy. Takobhe, HUje TEMKO BUOETU 14 ¢ OUyBaBa
cycennoct mebhy uBOpoBUMA U1, Us, U3, Ug. OCTAje jOII A BUAUMO IITA CE IEMABA
ca rpaHaMa umju je jemaH usop u3 ckyna V(G,) a apyrm u3 {uj,usz,us,us}, Tj.
ca {uv : v € V(Gp)} U{ugv : v € V(G,)}. Ose cycemnoctu he momohy ¢ moc-
ratu {usf(v) : v € V(Gp)} U {uaf(v) : v € V(Gy)}, wro je 3ampaso {usz : z €
V(Gp)} U{usz : x € V(G,)}, jep je f Oujernmja ma ckyny V(G,). To cy yupaso
CyCeqHOCTHU KOje HaM Tpebajy ¢ 063upoM Ha To na kan ce G4 npecianka momohy
¢, OHIA Us U U3 IOCTAjy Kpajime Tauke nena rpada koju nmorude ox P,. Ilaxie,
Gp14 jeCTE CAMOKOMIJIEMEHTADAH. O
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rNABA b

[TOBE3AHOCT ¥ 'PAPOBUMA

Beh cMo momumanu ma ce rpadoBu UeCcTO KOPUCTE na MPUKAKY CTPYKTYpPe
13 peaJIHOCTU Kao mTOo cy caobpahajme mare, au3ajH IpOIECOpa MU COIN)AITHY
[IOBE3aHOCT HEKOI CKyIla JbyIW. JemaH O acleKaTa KOjU HAC 3aHUMA IPUINKOM
IpoyJyaBama TAKBUX CTPYKTYypPa jecTe na Ju Ce y MaIy IyTeBa MOe CTUNM on
jemHOr MecTa M0 APYTOT, KOJIWKO CTAHUIA MOCTOju n3MeDy mux, ma jaum ce TO MOKe
ckpatutu, urh. OCHOBHU MOjMOBU KOjU HAM IIPKA TOME MOMAKy MPUJIUKOM IpUYE
o rpaoBUMa jecy IIyTEBU.

5.1 IlyTeBu u KOHTYype
Hlemmwa y rpady G je koHauaH HU3
W = wvgervieqvs ... V1€V,

roe cy vg,v1,...,0 €V, e1,...,ep € E n rpaHa e; je MHIUICHTHA Ca UBOPOBUMA
Vi1 MV, 3a1=1,...,k. Kaxkemo jom u vg — vy meTma.

Y mpoctom rpady merma je onpebhena usopoBuma. 360r TOra IPUIMKOM HABO-
bema merme 0O6UYHO M30CTABHAMO T'paHe, jep je jacHO Koja rpaHa Mopa Oa ce
Hasas3u m3dMeDy nBa HaBeneHa uBopa. UBOp vy je mouemar IMETHE, a Uk je Kpaj
merme. UBOpPOBU V1, ..., Vp_1 Cy YHYMPAWHYU YBOPOBU HmIETHE. 3a k KaKeMo na je
0YMCUHA TETHE.

Hanomena 5.1. Y meTmu je M03BOBEHO BUMIECTPYKO IOjaBJ/LUBAIE UBOPOBA U
rpasa. &

Y omHOCy Ha cnenu@uyHe OCOOMHE NEe(PUHUITY Ce U CIHENUjaTHe IIETHE:
— Mpusujasna Wemna je meTma 0e3 rpaHa,
— 3ameopena wemmba je MeTHha y KOjoj ce MoUeTaKk U Kpaj MOKJIaIajy,

— cma3a je MeTHha y KOjoj Ce CBaKa I'PaHa jaBjhba HAJBUIIE jeIHOM,

59
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— 3ameopena cmasa je 3aTBOPEHA IeTHa Koja je cTa3sa,

oyT — nym je craza y KOjO] Ce CBAaKM UYBOD jaBiba HajBuie jemHoM (myT ca n
YBOpOBa OOMYHO O3HAYaBaMo ca P,),

KOHTYDA — Kowmypa je 3aTBOPEH IyT (KOHTYDY Ca M YBOPOBA OOMUHO O3HAUABAMO CAa
Chp).

IyEIHA 3a nyt P, kasemo na je oyacune n—1, jep uma n—1 rpana. Canuno, KOHTypa

myra o () je Iy:KUAHE N.

KOHTYype

IIpumep 5.2. Heka je mar rpa¢ Ha caumnu goie.

U7

U3 V6 Vg

vy

U1 V9 U5 Ug V10

[IprmMep merme y oBOM rpady je v205V6V4U5UsV6vU5. OBa meTma HUje cTasa je
ce TpaHa vsUg jaBiba mBa myTa. LleTma v5vsVgU9U5V4V2V5 je 3aTBOpeHa. IIpumep
crase KOja HUje IMyT je U1U3UaU4UsUgUsUsUsV10 (V3 ce jaBiba Bumie myTa). [Ipumep
3aTBOPDEHE CTA3€ j€ VU3V2U4VgUgVU5V4V3 U OHA HUjEe KOHTYPA jep Ce UBOD VU4 Y HO]j
jaBiba BUIIE OJ jeNHOM. JemaH IyT OBOT rpada je vjU3v4V5UgU7VU¢ U OH je Ty:KUHE
6. [Ipumep KoHTYpe my:kuHE 6 je VaU3VgVgU4V5V2. A

Hamomena 5.3. Moskemo npumeruru na je P, ysek (1,2)-perymnapan rpad ca
TayHo nBa Buceha yBopa, mok je C, yBer 2-peryiapas rpad.

Hamomena 5.4. Kopucuo je 3Hary na mocrojame KOHTYpE W IIyTa OaTe IyKUHE
jecy muBapujanTe uzomopdusma rpadosa. lakmae, ako cy asa rpada m3oMopdHa
U jenaH mMa KOHTYDY Iy:KUHE k, OHIA TAKBY KOHTYDPY MOpa uMaTu u Apyru. Ako
TO HUje UCIYyHEeHO, OHIa IocMaTpaHu rpadoBu He Mory Owmrtu m3oMmopduu. Vcrto
BaKU U 3a IIyTEBE. &

Y mapenaoMm TBphemy majeMo moTpebaH M JOBOJLAH YCJIOB 3a MOCTOjame MyTa
usmeby nBa yBOpa y rpady.

Teopema 5.5 (Erzucrennuja myra). ¥ wexom zpady nocmoju u — v wemmna ako u
CaMO aKO MOCMOJU U — U NYmM.

Jokas. Hera Basku na y rpagdy G mocToju u — v MeETHa U HEKa je TO UvV1Vs ... UkD.
Hoka:kuMO ma Tajga MOCTOJU U ¢ — ¥ TMyT. AKO Ce HEKU UYBOD T jaBJba BUIIE IIyTa
y [OCMAaTpaHOj IEeTHU, OHNA CBe INTO ce HaJa3u usMehy mpBor m mociiemmer
MojaBJbUBamha YBOpa uzbanumo. AKo Ha OBaj HAUUH MOOUjEeMO IMETHY 0e3 MOHAB-
Jbama YBOPOBA — 3aBPIIMIM CMO, OBa IIETHA je IMyT. AKO U Jajbe MOCTOju UBOP
KOjU Ce IOHABJhA, OHIA IMOHOBUMO IOCTYNAK X TAaKO HACTABUMO OOK He mobhemo
[0 TOora Ja HeMa MOoHaB/bama uBopoBa. OBakaB MOCTyHAK Ce MOpa 3aBPIIATH Y
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KOHAYHO MHOI'O KOPaKa, jep paarMO Ca KOHAYHUM rpa@oBMMAa, Te U IIETHa MOPa
OnTU KOHAUHA.

Cana, ako y G mocToju u — v IyT, OHIA IMOCTOJU U % — U METHa, jep je IMyT Io
caMo]j Ae(PUHUNU]U CIIEIUjaJHa BPCTa MIETHE.

YecTo je KOPHMCHO 3HATU nOa JM HEKU Ipad cagpEyd KOHTYDPY. JemaH ox mo-
BOJLHUX YCJIOBa 3a H,EHO IOCTOjame je JaT y HaCTaBKY.

Teopema 5.6 (Ersucrennuja xkourype). Axo y epady G eamcu §(G) > 2, onda G
cadpacy, Kowmypy.

Joxas. Kpeanmo on mpom3BospbHOr yBOpa rpada G, o3Haummo ra ca vi. byayhn
ma d(v1) = 2, mOCTOjU TpPaHa MHUUIOEHTHA C HBUM, IITO 3HAYM A& MOCTOJU HEKO
vy € V(@) rako ma vivg € E(G). Cana, nomro d(vy) > 2, nocroju meko vs € V(G),
v3 # v1, Tako ma vovs € E(G). Ha taj mauun mobujamo myT vivavs. ladbe, Kako
d(v3) > 2, mocroju Hero vy € V(G) Ttaro ma vsvy € E(G). Axro ce vy HORIAIA Ca U
(ca vy m v3 ce He MOske mOkJAnaTy 300r meduHULM]e IPOCTOr rpada), nobujamo
TpaykeHy KOHTYDPY. AKO ce He HOKJIana, OHIa JOOMjaMo My T v1vav3v4. VI 3a vy Basku
d(vq) > 2, Te mocToju Hap joum jenHa rpaHa MHIUACHTHA Ca OBUM YBOPOM, HEKA j€
TO v4v5. [IOHOBO, aKO ce v5 MORJIANA Cca v WIKA Uy HOOUjAMO KOHTYPY U1UaU3U4V1,
OJHOCHO V2¥3V4V2. AKO ce U5 He MOKJIaNa HU Ca JeIHUM O YUBOPOBA KOj€ MMaMO y
myTy, HACTABJHAMO MOCTYHAK. Y jeIHOM MOMEHTY Ce€ MOpa NEeCUTU Oa je Kpajmu
YBOP HOBE T'paHe KOjy M0MajeMO HEKU O YBOPOBA KOju CMO Beh paHuje momasu.
Y cynporHOM 06U 3HAUMIO & MMaMO OECKOHAYHO MHOT'O YBOPOBa y rpady, IITO
je y KoHTpamuknuju ca geprHunrjoM npocrtor rpada. lakmae, mocroju HEKO k

— o

U1 V2 Vi-1 Vi =V Viql Vk—1
TaKO [ CMO OIMMCAHUM IOCTYIKOM JONLIN IO CTA3€ U1V ...V; ...V, U 33 KOje BAKU
na viv; € E(G). Tana he Tpaskena koutypa outu C = v;0;41 ... Vg—_1;. L]

5.2 IloBe3aHOCT M KOMIIOHEHTE IIOBE3aHOCTU

Usop u je moeesan ca uBopoM v y rpady G, ako y rpady G mocroju u — v
merwa. OnaBae oaMax cilely Ja Tala IOCToju U u — v OyT y rpady G. Kaxkemo
u na cy u 1 v nogesanu y G. I'pad G je noeesan ako cy cBaka mBa uBopa rpada
G noBesana. Y cynpotHoM rpad G je nenosesam.

Teopema 5.7. Penauyuja nogesarnocmu 480p08a je pesanuja ex8usasehyuje Ha cKyny
wgoposa zpada G.

Joxas. Jacuo, csaku usop v € V(@) je mosesam cam ca coGowm, jep je v Tpu-
BHujasJHa meTma. Heka Baku ma cy u m v moBe3anu ysBopoBu y G. IIpema Towme,
IIOCTOJU U — ¥ WEeTHAa uT1Ts...Tpv y rpady G. Tana je vxg...x1u v — u merma
TEe Cy W v W u HOBe3aHW. Tako CMO HMOKa3au Pe(IEKCUBHOCT W CUMETPUYHOCT
pejalnyje moBe3aHOCTU, OCTaje jOIl na IMOKaKEMO Ma BaKWM U TPAH3UTUBHOCT OBE

oBe3aH
rpad



pacrojame

KOMIIOHEHTa
IIOBE3aHOCTU
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penarmuje. Heka cy w u v moBesanu m v u t noezauu. Crora 3uamo ma y rpagy
G mocroje meTme UT1Ts...TpU U VY1Ys ... yit. OmaBoe mobujamMo w — ¢ METHY:
UT1T2 . . . TROY1Y2 - . - yit. Tlaksde, u u t Cy MOBE3aHU U TUME je MOKAa3 3aBpHIeH. [

Pacmojame nameby usopoBa u u v y rpady G (o3u. dg(u,v)) je ayxuna Haj-
kpaher u—v myrta. Huje temko Buneru na saxu dg(u,u) = 0 u dg(u,v) = dg(v,u),
3a cBe uBOpoBe u u v y rpady G. Takobe, ako u u v HUCY NOBE3aHU, TaTa TATIEMO
da(u,v) = c0.

ITpumep 5.8. Axo mocmarpamo rpa¢ m3 mpuMepa npuMep myTa KOjU cIaja
V1 U Vg j€ U1V304U50907Vg. MeDyTum pacrojame uzmehy oBa mBa uBopa Huje 6, jep
nocroju kpahu v; — vg myT: v1V3V4v6. OBaj yT je u Hajrpahm v; — vg OyT, TakIe
Baxku dg(v1,v6) = 3. A

ITocmarpajmo caga rpadose G u H ma caunu moie.

G : H:

WMNaxo ma mpBum moriyen neayje na cy y rpady H cBu 4YBOpOBU HOBe3aHM, Kao
mTo TO jecy uBopoBu y rpady G, rama ce 6oJbe 3aryienamo, MOKEMO BUAETU
na rpad H uymHE nBe KOHType Oy:KWHE TPU Koje cy nucjyHkTHe. [lakmne, oBaj
rpa¢ Huje MOBe3aH U UMa IBe 3acebHe nenmHe. Te IenuHe HA3UBAMO KOMIIOHEHTE
IIOBE3aHOCTHU U OHe ce nepuHuIry Ha cielehu HaduH.

Ilonrpa¢ uHIyKOBAaH CKYyIOM YBODOBA jeNHE KJIACe €KBUBAJIEHIje pejaluje
ITOBE3AHOCTU YBOPOBA HA3UBA CE KoMnowenwma noseszanocmu rpada G. Bpoj xom-
NOHEHATA TOBE3aHOCTU O3HAUaBaMo ca w(G).

IIpumep 5.9. Hera je mar rpap G = (V. E), rme V = {a,b,c,d,e, f,9,h,i,5} m
E ={ad,af,bd,cd,cf,df, ei, hi,ij}.
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I'pa¢ G mma Tpu rommnonente nosesanoctu, Tj. w(G) = 3. To ¢y G[{a,b,c,d, f}],

G[{e, hi,j}] m G[{g}].
Huje temko moraszaTtu ma Basku HapemHo TBpDheme.

Teopema 5.10. Hexa je G zpag ca n weoposa. Tada saxncu
1 < w(G) < n.

Jokas. Ako cy cBu uBopoBu rpada moBe3anu, jacHo, Baxku w(G) = 1 u 1O je
HajMame KOMIOHEHATa KOJMKO Heku rpad moxke mmartu. C apyre crpaxe, rpad
UMa HajBUIIEe KOMIIOHEHATA IIOBE3aHOCTU Kana HeMa HUjeNHY I'PaHy, TO jeCT Kana
Cy CBUM UBODOBU M30JIOBaHU U Taaa Baxku w(G) = n. Ul

Jeman onx moTpebGHUX M MOBOJLHUX YCJIOBA 3a MOBE3AHOCT AaTor rpada mar je
y HapemHoMm TBpbhemy.

Teopema 5.11. I'pag G = (V, E) je nosesan ako u camo axo 3a c8aKY NapPmMuyujy
(V1,Va) cxyna V nocmoju epana xoja cnaja nexu weop uz Vi ca nexum wgopom uz Va.

AHoxas. IlpernoctaBumo npBo na je G moBe3aH rpad M DOKAKUMO Oa Tala BayKU
ycaos u3 tBphema. [Ipernocrasumo cynporao, Heka nocroju naprunuja (Vi, Va)
cryna V (makme, ucnymeno je Vi UVe =V u V3 N Ve = () taksa na me mocroju
rpaHa xoja cmaja Hexu yBop u3 Vi u yBop u3 Vs. Ilocmarpajmo cana nmpousBosbHE
uyBopose x € V] u y € V5. C 063upom Ha TO ma je rpad G moBe3aH, MOCTOJU IIYT
P xoju noBasyje r m y. Ykonuko je P Oam rpasa zy, oHza je TO IpaHa KoOja
maMm Tpeba. Pasmorpumo canma cayuaj kana P = xzvive... vy, kK > 1. Kpehyhu ce
oBUM IyTeM 10 rpa¢y G moueBmu ON T KOjU ce Halas3uW y Oejy maprumnuje Vi y
HEKOM TPEHYTKYy ce Mopamo mHahu y meiy Vs, jep ce Ty Hagasu uBop y. Heka je
v; ,aoocaemwmu ypop u3 Vi mHa nyty P. Tana je v ,opBu” y cryny Va. IIpema
TOMe, TpaHa v;V;+1 cuaja Vi u Vo, Te HONA3UMO OO KOHTPAIUKIK]E.

G:

TTokasxkumo u npyru cmep oBor TBphema. Heka Baskm ycisioB ma 3a cBaky map-
tunnjy (V1,Va2) ckyna V mocroju rpaHa Koja cmaja HEKM 4BOD M3 V) ca HEKUM
uyBopoM u3 V5. AKO mpermocTaBUMO CyIpOTHO, ma je (G HemoBe3aH, OHIA BaKU
w(G) = k > 2. O3naunmo kKommoHeHTe moBe3anoctu ca Gp,Ga,...,Gy. Hbhuxosn
CKYIIOBM YBOPOBA Cy OUCjYHKTHU U BUXOBA yHUja je jemHara V, Te MOKeMO Ou-
patu Vi = V(G1) u Vo = V(G2) U---UV(Gy) u Tana je (V1,Vs) jenna naprunuja
ckyna V. Ha ocmoBy mpermocraBke, nocroju rpana uv € E TakBa ma u € Vi n
v € Va. Usop v crora mMopa 6utu y V(G;), roe 2 < i < k.
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Vi Va

To 3naun na G1UG; unHM jenny KoMmoHenTy, e Baskn w(G) = k—1, ma nomasumo
IO KOHTpaauknuje. TumMe je moras 3aBpIIeH. O

Teopema 5.12. Y ceaxom nosesarom epafy G ca n weoposa u m 2pana 8axcu m =
n—1.

Jloxas. Ilato TBpheme je eKBUBAJEHTHO Ca:
Axo rpa¢p G ca n uBopoBa (rme n > 2) uMa CTPOTO Mame OX 7 — 1 TpaHa, OHAA
je HemoBe3aH, NOK je 3a n = 1 rpad G yBek moBe3aH.

3a n =1 rpap G je Ky, Te je jacHo ma je moBeszan. 3a n > 2 TBpheme
MOKa3yjeMo WMHAYKIMjoM 1o n. IIpoBepmMo Hajupe mrTa ce memasa Kama n = 2.
Tana y G Bazkm m < 2—1 =1 rpana, tre uma m = 0 rpana. larkne, G Mmopa 6utu
K. Tlpema ToMe, HEIOBE3aH je.

IIpernocraBumo cana na 3a GUKCHPAHO N W CBAKU rpad ca n YBOPOBA U Mambe
on n—1 rpana (tj. m < n—1) auje noseszan. [locmarpajmo cana rpadp G = (V, E)
3a koju Bazku |V| = n+1 u |E| < n. IJokaxkumo na Tana 1 OH MOpa OUTH HELOBE3AH.

IIpumerumo npBo ma mopa mocrojatu x € V tako ma d(z) < 1. 3aucra, ako
Ou BasKMJIO Ja He IIOCTOjU TaKaB UBOP, Tj. Ja je cTemeH cBakor uBopa y G 6ap 2,
Tamga ODMCMO Ha OCHOBY TeOpeMe UMAIIU

2n+1)=n+1,

N | =

B =5 3 dw) >

veV

a To je y cynpotHocTu ca |E| < n.

IIpema ToMe, mumMamo mBa ciydaja:

1. d(z) = 0. Tazma je x n3omoBan uBop, a kako G mMa Gap 2 yBopa, ciaeau na
je G memoBesaH rpad.

2. d(z) = 1. Hera N(z) = {y} u nepunumumo G’ = G — z. 3a G’ Baskn

V(G =n u |BE(G) =|E-1<n—1

Hakne, 3a G' je uCIymeHa MHIYKIWjCKA XUIIOTE3a, T€ CJIEAM Na j€ HEMOBE3aH.
Heka cy G1,Go,...,Gy romnorente rpada G’ k > 2.

GQ O @@
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Crora, 3a Heko i € {1,2,...,k} Baxku y € G;. Konauno, moxkemo 3axmyuuru V =
V(GYU{z} u E = E(G') U{zy}. To smaun w(G) = w(G’) = k, Te rako umamo
k>2, cnenqu na je G u'y OBOM CJIyuajy HEIOBE3aH. ]

Hapenno tBpheme HaMm naje knacuduranujy ounaprtutHux rpagdosa. OBoO TBp-
beme je OUTHO M KOPUCHO, HO MOKA3 MPEBA3UIA3U 3aXTEBE OBOr Kypca, Te Ta
HaBoauMo 6e3 nokasa (mokas ce moske mahwu y [9]).

Teopema 5.13 (Knacupuranuja GunaprutHux rpagosa). Hempusujaram 2pad je
ouUNaAPMUMar AKO U CAMO GKO He CadPHCU KOHMYPY HENnapHe 0YHCUNE.

5.3 ApTUKyJanMOHU YBOPOBU Y MOCTOBU

Kana mpuyamo o moesanoctu rpada, mocebHy yIory uUrpajy JYBOPOBU KOje
Ha3MBAMO aPTUKYJIAIMOHN U TpaHe Koje HazuBaMo MocToBu. OBU esnemMeHTH Tpada
Cy CHenu(UYHU IO TOME IITO UrPajy yJOry ,Hajcradujux kapuka“ ¢ o63mpom Ha
TO Oa Ce BUXOBUM yKJIamameM n3 rpada rpad pacrana Ha BUIIEe KOMIOHEHATA
IOBE3aHOCTH.

Mocm je rpana e rpada G umjum ce Gpucamem nosehiaBa 6pPOj KOMIOHEHATA
y rpady, 1j. w(G —e) > w(G).

Apmurysayuonu weop je uBop v rpada G umjum ce Gpucamem nosehasa Gpoj
koMmoHeHaTta y rpady, 1j. w(G —v) > w(G).

Y rpa¢dy G rpana e je MOCT, HOK je v apTUKYyJAIuoHU YBOp rpada H.

Hamomena 5.14. MocToBY 1 apTUKyJIalIMOHM YBOPOBU CY WHBAPUjAHTE U30MOD-
¢uzma rpadosa. &

Y HacTaBKy majeMo KapakTepu3aluje m OCODMHEe OBUX ejieMeHaTa rpada.

Teopema 5.15. I'pana e epaga G je mocm axo u camo axo y G nocmoje 480posu u
u v maxsu da ceaky u — v nym y epady G cadpacu 2pany e.

Joxas. Hera je e mocT rpada G. IIpema Tome, mocroju kommoreHTa rpada G roja
ce OpucameM rpaHe e pacuaja Ha 0ap ABe KOMIIOHEHTE: M3 jeqHe y3MUMO jenaH
YBOP U ODENIEeKMMO ra ca u a U3 Apyre 4Bop Koju obemexxkumo ca v. Jlaksie, cBaku
IyT KOjU IOBE3yje OBa ABa YBOPA MOPa CAIPKATU IPaHy e, MOMTO 0e3 me He
MMOCTOJU % — U TYT.

Hexka canma cBakm nyT om w mo v mposasu kpo3 rpany e. To 3maum na cy u
u v y UCTOj KOMIOHEeHTU. Ako oOpwumemo e, Buime Hehe mocrojatu u — v myT, Te
OBa [[Ba YBOpA BUIIE HUCY IoBe3aHa. Tume je mosehan 6Gpoj komnoreHaTa rpagda.
Ilakne, rpaHa € je MOCT. O

Teopema 5.16. I'pana e zpaga G je mocm axo u camo ako He npunada Hujeoroj
xonmypu epagda G.

MOCT

apTUKY-
JIAIIOHY
4YBOD
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Joxas. Hera je rpana e = uv moct rpada G. [IpermocTaBuMo CympOTHO, HEKA €
npunana KOHTypu C' = ueveixriests ... Tip_1eiu. Ilomro je e MocT, meHuM Opuca-
weM gobujamo ma he ce u U v HANA3UTU Y PA3IUIATAM KOMIIOHEHTaMa rpada.
MebyTtum, v m v cy u masme moBe3anu myteM nobujenum ox C' HaAKOH Gpucama
TpPaHe e, TO JeCT Ve1X1€2%2 ... Tp—1€,U. 1€ MONIa3MMO IO KOHTPAAUKIIN]E.

Heka je cama rpama e = uv TakBa Oa He JeKU HU HA J€IHO] KOHTYPU U IIPET-
IOCTABUMO na HUje MocT. To 3HAUM ma mEeHuM OpucameM OPOj KOMIOHEHATa OC-
Taje UCTU, Te HAKOH OBOI Opucama % U U Cy W JaJbe MOBE3aHU, TO jeCT MOCTOjU
u — v nyr. Bpahamewm rpane e y rpad oBa rpana 3ajemno ca mocrojehum u — v
IyTEeM YMHU KOHTYPY, T€ MOHOBO AOJIA3UMO A0 KOHTDAAUKIH]E. O

I'pana Koja HUje MOCT HA3UBa CE KOWMYPHA TDaHA.
Teopema 5.17. Axo je e mocm zpafa G, onda sancu w(G —e) = w(G) + 1.

Joxas. Ioraxkumo Hajupe TBpheme 3a moBesame rpadose. Heka je G mosesan
rpad, tj. w(G) = 1, u Hera je e = zxy moct rpada G. Ilpema Tome, nuin je na
nokaskeMo na Baxku w(G —e) = 2.

Kako je e moct, HaKOH ykJIamama rpade e u3 rpada G uBoposu x u y he ce
HAJA3UTHU Y Pa3JIUYUTUM KOMIIOHEHTaMa MoBe3aHocTu rpada G; HEKa Cy TO pemaoM
G1 u G5. Ako Ou ce mecumiio a ce MPUINKOM YKJIamama IpaHe e nobuje jour Heka
HOBa KOMIIOHEHTA MOBe3aHOoCTH, Ha npumep (3, Tana Bpahamem rpane e, Kako je
OHA MHIMAEHTA CaMO Ca YBOpOBMMa z u ¥, noBe3ahe ce camo rommonente (Gi u
G5. C mpyre cTpaHe KaKO CMO BPaTWIIM jeqUHY I'PDaHy Koja je Oumia obpucana, mo-
6usu cmo 1eo rpad G. Mebhyrum, cana mumamo 6ap nBe KOMIOHEHTE MOBE3AHOCTH,
ony kojy uune G u G5 moBesane ca e kao u (G3, MTO je KOHTPAIUKINja Ca IPET-
moctaBkOM na je (G mose3aH rpad. [lakie, moBe3aH rpad ce HAKOH YKbADADA
MOCTa pachajia Ha TAYHO ABE KOMIIOHEHTE.

Hexka je can G memoBe3aH 1 HEKa Ce MOCT € HaJa3U ¥ KOMIIOHEHTHU TOBE3aHOCTH
G'. Yrnamame rpase € jeIMHO yTUUYE Ha IMOBE3aHOCT Kommonente G, koja he ce
OJl jenHE KOMIIOHEHTE Ha OCHOBY IIPETXOAHO IIOKA3aHOI paclacTy Ha IBe, NOK CE
ocTtasie KOMIOHeHTe nose3anoctu Helie memaru. IIpema Tome, Basku w(G — e) =

w(G) + 1. O

Teopema 5.18. Ysop u noseszanoz epaga G je apmukyaayuony 460p ako u camo ako
y G nocmoje uweoposu v u w (u ¢ {v,w}) maxeu da ceaxu v —w nym y G cadpxcu
weop U.

Joxas. Komnonenta mosezanoctu rpada G y KOjoOj ce HAJIAa3U YBOP U C€ IMOCJe
Opucama OBOT UYBOpa paclana Ha Oap aBe KOMIOHEHTE, T€ 3a v W w Ompamo
YBOPOBE M3 PA3JIUUYUTUX KOMIIOHEHaTa. 10 3Haum ma cBaku v — w nyT y G Mopa
MpPOJIa3UTU KPO3 U.

O6puyTo, ako cBakn v — w nyT y G canp:ku YBOp u, OpucameM YBOpa U
nobujaMo ma v M w HUCY HMOBE3aHW, TO JeCT HAJA3€ CE Y PA3IUYUTUM KOMIIOHEH-
TaMa moBe3aHocTu. [Ipe 6pucama cy OuIKM y UCTOj KOMIIOHEHTU TOBE3AHOCTH, IITO
3Hauu na ce 6poj w(G) nosehao, Te je u apTUKYIANUOHU YBOD. ]

Teopema 5.19. V zpady G ca n weoposa, (n > 2) uma Hajeuuie n — 2 apmukysa-
YUOKUT 480D OEQ.
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Joxas. Herka je mpso G mosesan. [locmarpajmo myT makcumasiae nysxvbe y G,
Heka je 10 Py = vqva ... v, 3a HEekO s > 2 (unja je my:xuna s — 1). Ilokazahemo na
Tama v; U Vs HE MOTY OUTU apTUKYJIAIUOHA YBOPOBU.

IIpernocTaBuMo CympOTHO, HEKA CY U] U Vs apTUKyJIanuonu uysoposu. Crora
G — vy je HenoBe3aH rpa¢ u Heka Cy merose komnonenTe Gp,Ga, ..., Gg. Kako je
V] ApTUKYJAIUOHU YBOD, TO 3HaUM ma 3a cBako (; moctoju z; € V(G;) Tako ma
v1z; € E(G). Tarobe, myt P’ = vy...vs (mim, ako s = 2, OHmA CaMO 4YBOD V) Ce
MOpa HaJIa3UTU y HEKO] OX KOMIIOHEeHaTa, Heka je To Gj.

Gy Go G Gy,

Cana axko mocmarpamMo Psii = Z;01V2...V,, TO€ Tj # vz, nMaMO ga je Py myT
y G myxwuse s. To 3naum na cmo vHamay nyT y G OysKU O MAKCUMAJIHE Iy:KUHE
nyra y GG, Te mona3mMo OO KOHTPAAUKIMje. AHAJIOTHO ce MOKa3yje Ia vUs He MOXKe
Outu apTukiaanmuoHu uysop. Jlaksme, Kako mMMaMO OBa YBOPa KOjU HE MOTY OUTH
apTUKYJIAIMOHN, ciaenu na G uMma HajBulle N — 2 apTUKYJIAIUOHUX YBOPOBA.

Hexka je cana G HenoBesan rpad. Y KOauko nMa 6ap jeHy KOMIIOHEHTY IIOBe3a-
HOCTHU KOja mMa Oap nBa YBOpAa, HA OCHOBY I'Op€e IOKAa3aHOT, y TOj KOMIIOHEHTH IIOC-
TOje Oap mBa YBOpa KOjU HE MOI'Y OUTH apTUKYyJIanuoHU, Te TBpheme ciaemu. Ako
Cy CBe KOMIIOHEHTE MMOBE3aHOCTU CAYUIE€HE OJ jeTHOT YBOpa, OHMA Cy CBU UYBOPOBU
n30J0BaHU. KaKo M30J0BAHU YBOD HUje apPTUKYJIAIUOHU, U Y OBOM CIyYa]y BaKU
TBheme.
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rnABA 6

CTABJIA

Jeman onm HajBasKHMjUX MOjMOBa y Teopuju rpagosa jecre crabimo. Crabia
Cy HajjeIHOCTAaBHUjU IIOBE3aHUW IpadoBU, UMajy 3aHUMJbUBE U KOPUCHE OCOOUHE,
cTora M mocTa mpuMeHa. [Ipumep mpuMmeHe jecTe HUXOBa yIora y IPETpPa3u I'pa-
¢oBa mTo heMmo BumeTr Ha Kpajy OBe IJaBe.

6.1 OcHoBHe ocoOuHe cTabasa
Ayurauuan rpad (mmm wyma) je (mpocrt) rpad 6e3 korrypa. Cmabao T je

IIOBE3aH allUKJINYaH rpaq). Crabmno can YBOPOBa 4e€CTO O3HavaBaMO Ca Tn Mosxe-
MO IPVMETUTU Oa Cy cTrabiia KOMIOHEHTE IIOBE3aHOCTU myMe.

° —o ——eo—— o —o——o
T1 TQ T3 T_,1 T4
Tz T2

I'padosu Ty, T u T5 cy jenuacrBeHo oxpebenu, anu Beh crabno ca yerupn
uBopa, Ty, MO)ke mpencraBbaTu ABa pasnuunta rpada. Ca mosehamem 6poja
uyBopoBa n nmoBehasa ce u 6poj crabana T),.

Y nurepaTypu ce Moxke Hamhu Ha npyrauuje nepunuiyje crabna. OHo mTo je
3aHMMJBPMBOCT KOJX cTabaJia jecTe na ce MOry neUHMCATU HA BUIIE Pa3INMYUTUX
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U IpU TOME E€KBUBAJEHTHUX HaumHa. CBaKM OJ TUX HAUMHA HAM Oaje HEKU IPY-
rauymju acmexkaT oBakBux rpa¢osa. Hapenna teopema HaM naje KapakTepU3aLu]y
crabaJia, TO jeCcT IIeCT eKBUBAJEHTHUX AeduHuUIMja cradia.

Teopema 6.1 (Kaparxrepusanuja crabaua). Hexa je T zpag can usoposa. Caedeha
mephema cy exeusasenmHa:

1. T je cmabao.

2. T je ayurauvan v uma n — 1 2pana.

T je nosesan u uma n — 1 2pana.

Csaxa dea weopa y T cy noeezana mauno jeOHUM NYMeEM.

T je nose3ar u ceakxa we2o8a 2para je MOCM.

S &k W

T mema xonwmypa, asu dodasamem b6uao Koje Hoge epamne dobuja ce epaf ca
MaAYHO jeOHOM KOHMYDOM.

Lloxas. Ilokas hemo maTu Tako mTo heMo MoKa3aTu HAPETHUX IMECT UMILIUKAIINA]A:
1=2=3=4=5= 6= 1. Takobe, 3a n € {1,2} nako ce nmposepasa na Cy 3a
Ty n T5 cBU OBU yCJIOBU UCHYHEHU, T€ ¥ HACTABKY OOKA3a MMaMoO N = 3.

(1 = 2) Hexka je T crabno. Kako je crabiao anuenanuan u nosesas rpad, rpeba
na mokaskeMo ma uma n—1 rpana. [Ipumernmo majope na crabio (ca 6ap 3 ysopa)
uma 6ap jeman Bucehu uBop. 3amcra, ako cTabio HEMa YBOPOBA CTemeHa 1, oHaa
CBU YBODPOBU Mopajy butu cremena 6ap 2, Te Ha ocHOBY TBpDhema [5.6| cienu na
T canpxu KOHTYDY, mTO je HeMoryhe jep je T anuxnuyas rpad.

OpcrpamuBameM Buceher uBopa Opoj UBOpOBa ce cMamyje 3a jemaH um Opoj
rpaHa ce cMamyje ucto 3a jenan. Tume on T mobujamo crabdno T,_;. VI oo cra-
610 MOpa nMaTu 6ap jeman Bucehu yBop, Mma HEroBUM OACTPAILUBAIEM T00MjaMo
crabmno T, _o. OBaj mocrymnak HacTaB/baMo HO0K He mobemo no 1. OBo cTabio nma
jemHy rpany u aBa yBopa. [lakie, mociae n—2 Kopaka CKuUIama Bucenmx 4BopoBa
[OJIa3UMO IO jenHe IpaHe, IITO UMILIKIMPA 13 jeé Ha ModeTKy O0mio n — 1 rpana.

(2 = 3) Hera je T anmkanuan rpa¢ ca n — 1 rpana. Horaxumo na je tazna
T moseszan rpad. Osmaumvo w(T) = k u merka cy Gip,Gs,...,G; KOMIOHEHTE
noee3anoctu rpada 1. Cana Baku

k k
[E(T)| = Z [E(G) =Y (V(G) -1) =n—Fk,

i=1

riae Ipyra jeJHaKOCT Ba:ku Ha OCHOBY Bell mokasamor (1 = 2) ma y anukIndHOM
moBe3aHoM rpady ca t usoposBa uma t — 1 rpana. IIpema Tome, raxko T mma n — 1
rpana, ciaenu k = 1, te je T moBesau rpad.

(3 = 4) Hera je cana T mosesan rpa¢ ca n — 1 rpana. YouuMo IPOU3BOLAH
ugop u rpada T. 36or nosesanoctu rpada T, 3a ceaku usop v € V(T)\ {u} Baxn
d(u,v) = i, 3a Hexu npupoman 6poj i. I[logenumo crora mpeocrasie YBOPOBE Ha
KJIace TaKO [a ce y kiacu V; Hajase cBu yBOopoBu rpada 1’ Ha pacrojamy O U KOje
u3socu tavHo ¢. [locmarpajmo can moarpad rpada 1’ koju nobujamo Ha ciaenehn
HAQUMH: KPEHYBIIMX OJl YBOpPa U MONAJEMO HAJIPE YBOPOBE KOJU CY HA PacCTOjamy
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1 om w u y3 cBaku uBop momajemo u jemuy rpany u3 E(T') koja cBemouu O TOj
YAaJbEHOCTU. 3aTUM I0AajeMO YBOPOBE KOJU Cy HA YAAJbEHOCTU 2 O U, HAKJIe TO
Mopajy OuTtu cycemHu YBOpoBU uBOpoBa u3 kiace Vi. [IoHOBO ca cBakuM 4BOpOM
momajemo camo jenny rpany u3 E(T) Tako ma je momarT 4BOP CYCENAH CA HEKUM
yBOpOM 13 mperxonHe kaace. OBaj MOCTyIaK A0AABAMKA KIaca HACTABUMO JIOK HE
norpomuMo cBe uBopoBe. Curyamnumja kojy mobumjemo he maarematu npubIM:KHO
KA0 IITO je IPUKA3aHO HA CJUIU AOJE.

T:

Vi vV W

Kako cmo ca cBakuMm monaBameM YBOpA I0JaBaJ TAYHO jeAHY I'DaHy, TO 3HAYN
[a CMO OBMM IIOCTYNIKOM IOTPOIIMJIN Ta4YyHO cBUX N — 1 rpana rpada 1. Tarobe,
Ha OBaj HAUMH IO CBAKOT 4uBOopa y 1 om YBOpa u MOKeMO moNu Ha jeIUHCTBEH
HAUWH, jep [0 CBAKOT YBOpAa O HPETXOIHE KJIace BOIM CAMO jeqHa IpaHa.

(4 = 5) Hekra cy cBaka asa usopa y T moBe3aHa TauyHo jemuum myTeMm. To
3Haun ga je 1 mosesan. [lokaskumo jom ma je cBaka rpana rpada 1 moct. IIper-
IOCTABMMO CYIPOTHO, HEKA je IpaHa e = ry KOHTypHa rpaHa. lakie, e ce Hama3u
Ha HEKOj KOHTYPU TYvivVs...vipx. MebyTtum, To 3naum ma om & @0 y moctoju Gap
jOWI jemaH MyT: XV ...V1Y, KOHTPAIUKIL]A.

(5 = 6) Herka je T moBe3an u Heka je CBaka HeroBa I'paHa
moct. Hakme, T Hema KOHTypa, jep Ou y CYmpPOTHOM 3HAUMUIO 14
IOCTOjU KOHTYPHA T'paHa. Pa3MOTpUMO mTa ce JemaBa ako I0,1aMO
IPOU3BOJLHY T'PAHy XY TJ€ & W Y HUCY OWUIM CYCeOHU YBOPOBU Y
T. Kako je T moBe3aH, TO 3HAYM Oa CY U T U Yy HOBE3AHU IyTeM, I Yy
Te MOAaBam-e€M TpaHe xy mobumjamo Oap jemHy KOHTYPY. Y KOJIUKO
bucMo mobumsu ase kouType, Hup. C; u Cy, oHma Ou TO 3HAUMIIO
na cmo Beh mpe momasama rpase xy mmasu koutypy Cp U Cy — oy,
asu je To Hemoryhe, jep T HeMa KOHTYpHUX I'DaHA.

(6 = 1) Hera canma Baskmu ycaos 6. Kako T mema koHTypHEUX Tpana, 1 je
anukaunuan. Heka cy cama u,v € V(T') npoussosmuu. Tpeba na morakeMo na cy
oHUM moBe3aHu. Yrouauko Baxku uwv € E(T'), jacHo je. Yromuro Baku uv ¢ E(T),
300r yciaoBa 6. nomaBameM OBe I'paHe qo0uja ce KOHTypa y rpady 1, mro 3HaUn
na mocToju u—v myT y rpady 1, Te cy 1y OBOM ciIydajy OBa IABa UBOpA OBE3aHA.
Iaxne, T' je moBe3aH rpadg. U]

Y moka3y mpeTrxomHOr TBpbhema 3ak/byduian CMO na CBako cTabio ca 6ap mBa
YyBOpa UMa HajMmame jenan Bucehu uBop. Basku u jaue TBpheme Koje HABOOUMO Yy
HaCTaBKY.

Teopema 6.2. Ceaxo nempusujasto cmabdao uma bap dea suceha weopa.

Jloxas. Heka je T crabao ca n uBoposa, n > 2. [lomro Beh 3mamo ma y crabmay
nocroju 6ap jemam Bucehu yBOp v, MPETHOCTABUMO A je OH jemuHCTBEH. [Ipema
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ToMe, 3a cBe ocTaye yBopose u rpada T Baxu d(u) > 2. Herka T =T —v. Y oBoMm
rpady Baxku |[V(T')|=n—1u |E(T")| = n — 2. Caga umamo

2(n—2) =2[E(T")| = > du —2)-2+41,
weV (T")

ITO HAC AoBOAM OO KOoHTpamuknuje. lakme, kako crabio 1 He MOKE MMATH CAMO
jeman Bucehm uBOop, MOpa MX MMaTH Oap aBa. ]

IIpema ToMe, ykomuko y cTabay mMaMo OGap 2 YBOpa 3HAMO KOJIMKU je€ MUHU-
masan O0poj Bucehux uBopoBa. Takobhe MOKEMO OAPEIUTH U MaKCUMAJaH OPOj
Bucehux uBopoBa y crabiy.

Teopema 6.3. 3a n > 2, makxcumanran 6poj sucehux weoposa y cmabay T, jen — 1.

Jloxas. Tlpumep crabisa ca n yBopoBa 1 TayHo n— 1 BuceNux yBopoBa jecre 3Be31a
Ky p—1. llokamumo ma He mocroju cradno T, ca Bume, Tj. n, Bucellmx UBOpOBa.
AxKo mpeTmocTaBUMO CYIPOTHO, M00OUjaMo

Y dw)=n-1=2[E(T)| =2(n—1)=2n-2,
veV (Th)
MTO UMIIANPA 1 = 2, KOHTPA,AUKIA]A. ]
Hapenmo tBpbheme je mocimenuna knacupuranuje dunaprurHIX rpadosa.
Teopema 6.4. Csaxo cmabao ca bap dsa wgopa je bunapmumar 2pag.

Joxas. Kako crabmo HeMa KOHTypa, HeMa HU KOHTypa HENapHEe NY:KUHE, TC Ha
ocHOBY TBpbhema cirenn na je crabio GumapruraH rpad. Ul

Cununo, cBaka myMma je Obumaprurad rpa¢ a takobhe ce MOke oxpenuTy u
TavyaH OpOj rpaHa y IIyMU.

Teopema 6.5. Csaxa wyma ca n wgoposa (n = 2) je bunapmuman zpafd. Axo uma k
KOMMOKERGMG, 0HOG je 6poJ epana y moj wymu jeonax n — k.

Zoxas. Hera cy rommnonenTe nmoe3anoctu myme G: G1,Ga, ..., G;. CBaka KOMIIO-
HeHTa je crabiio, Te mobujamo

k

k
=D IEG) =) _(V(G)|-1)=n—Fk.

i=1 i=1
O

IIpnnukom mayuaBama rpagoBa mocebHO moNas3uw OO M3paxkaja BPCTa IMOM-
rpadoBa koju cy crabdia.
nokpusajyhe Ioxpusajyhe cmabao (pasamumyjyhe crabno) je mokpusajyhu moarpad xoju
crabio je crabmo.

Teopema 6.6. I'pag cadpacu noxpusajyhe cmabao axo u camo axo je nosesan.
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Joxas. Aro rpad camnpsku mokpusajyhu noarpad koju je ctabio, TO 3HAUU Oa CY
CBakKa IBa YBOpa NOBe3aHa, Te je U caM rpad IOBe3aH.

O6puyTo, ako je rpadp G ca n YBOpOBa IOBE3aH, HA OCHOBY TBpDhema
3HaMo ga mMma Oap n — 1 rpama. [lomohy wmuaykmuje mo Opojy rpana y rpady
nmokazaliemo ma mocmarpanu rpa¢ uma nokpusajyhe crabmao. Heka Basu |E(G)| =
n — 1. Kako je G momesan, cienu ma je G cam mo cebu cTradiao, T€ TPUBUjATHO
canp:ku nokpuBajyhe cradmo. I[lokakumo cama ma, ako CBaku IOBe3aH rpad ca
n YBOpOBa W M TpaHa, rage m > n — 1, caap:xu nokpuBajyhe crabio, oHxa u
rpa¢ ca m + 1 rpanma Mopa canpskatu nokpmsajyhe crabmo. lakne, vHera je G
moBe3aH rpad ca n ysopoBa u m + 1 rpana. Ilomro Baku m+1 > n, cienn na G
uMa KOHTYPHY rpaHy e. Rako e muje moct, G — e je moBe3aH rpad 3a KOju BaKU
a MMa n YBOpOBA W M rpaHa. Te Ha OCHOBY WHIYKIMjCke xumnorede G — e uma
nokpuBajyhe crabixo. OBo je mokpuBajyhe crabiao u rpada G. O

IIperxomuo tBpbheme maMm, uameby ocrasior, roBOpu Ja CBaku HOBe3aH rpad
MO’KEMO II0jeTHOCTABUTU TAKO IITO M30aMrMO BUIIAK I'PAHA & OA CBU YBOPOBU OC-
TaHy MOBE3aHU y HajjeIHOCTAaBHUjeM moBe3aHoM rpady — crabmy. OBo ce kopucTu
Kala HaM je OMTHO ma paguMo ca mTo MamuM rpadom (y cMmucay Gpoja rpaHa)
a J1a MOBE3aHOCT YBOPOBA M3 HOYETHOr rpada He Oyme HapyIIeHA.

Hamomena 6.7. I'pad Moke MMaTH HEKOJMKO PAa3IMUYUTUX NMOKpUBajyhwux cra-
baia.

Ha caumwm cy mara nea pasnumunra noxpuBajyha cradna xoMmiaeTHOr rpada
K, n ona cy npencraBmeHa noneb/baHNM I'paHaMa. &

ITomernumo jom jemmy mocebuy BpcTy crabasa. Kopencko ctabao je crabio y
KOjeM je jemaH uBOp MOCeOHO O3HAUEH U HA3UBA C€ KOPeH U TUME Ce YCIOCTaBIba
onpebena xujepapxuja uBoposa. /la 6u ce TO HarIacmiIO, OOMYHO CE€ KOPEHCKA
crabia mpuKa3yjy IO HMBOMMA TaKO INITO CE KPEHE OX rope IIe Ce CMeCTU KO-
PEH, 3aTUM Cy UCIOJ Hera CBU YBOPOBU HHEMY CYCEIHU, T€ UCIOI HUX HUXOBU
IPEOCTANM CYCear U TAKO JaJbe. UBOD KOjU Cce HAJIA3U AUPEKTHO ,,M3HA " MOCMa-
TPAHOT YBOPA je HEeroB podumesn, NOK Cy CYyCeIHU YBOPOBU HEMOCPEMHO ,,MCIOL "
mocMaTpaHor YyBOopa merosa deya. Taxkobe, cBe UBOpOBe KOjU Cce HaJa3e HA IIyTY
OXI YBOpa MO KOPEHA HA3WMBAMO Npeyu a CBe KOjU Ce HaJla3e WCIOJ HA3UBAMO
nomomyu. Kao mrTo BUAMMO W3 TEPMUHOJOTUjEe, NMPUMED OBAKBUX cTabaJsaa cy
mopoanyHa crtabia, aju OHA WMAjy MUPOKY HpUMeHY. Y HAPEIHUM ONeJbIUMA
hemo BumeTu jemny onm HUX.

IIpumep 6.8. Ha mapennoj ciaumnu je mpuKa3aHo KOPEHCKO cTabiso T ca KOpeHOM
V0.

KOPEHCKO
crabio



TEHUHCKI
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V12 V13 V14 V15
V16 V17 U1g V19 V20

ﬂeua UBOpa v7 Cy V19 4 V11, AOK Cy HBEroBU IIOTOMIMU V1g, V11, V16, V17, V18, V19 U
v99. Hberos pomures je uBop vy. Ilpemu uBopa wvg cy vg, v1 4 vUs. A

6.2 Texuncku rpadosu u IIpumos anropmuram

T'pad G je mexmcurcku ako je cBakoj HErOBOj IPAHU HOAEHEHA TEKUHA, Tj. aKO
G = (V,E,w), rne w: E — RT. Temcuna rpane e je w(e), nok je mexcuna ezpada
G zampaso w(G) =Y .cpw(e).

IIpumep 6.9. Hera je mat Tewunckm rpad G HA Ccaumu OoJe, TAE CY TERUHE
rpaHa HAIUCAHE MOpen CBake rpaHe, n Heka je T meroso mokpuBajyhe crabiro,
KOje je mpencTaB/heHo moAeb/maHuM IpaHaMa.

Texuna rpada G je w(G) = 1+44+5+2+1+2+14+3+3+2 =24, 1ok je
w(T)=4+14142+42 =10 rexxuna cradbna T. A

TTocmarpajmo cana mapenau npobieM. ABUO-KOMIIAHU]A j€ Oy Ynia Ja TOBe-
’)Ke cemaM rpanoBa jyrouctoune Espome: Atumy, Beorpan, 3arpe6, McramGya,
Hoaropurny, Codujy u Tupany. Hakon ucrpaskuBama TPRUIITA U yCIOBA, JOOUIIA
je cnenehy Ttabeny ca koedumujeHTMMa KOju OArOBapajy JAWHHUjaMa KoOje CIajajy
oBe rpanose. IIpy ToMe Basky Oa mTO je KOePUIUjeHT MamU, TO je 33 KOMIAHU)Y
IIOBOJLHUjE Ma YCIOCTaBU JieT Ha Toj amHUju. llum je ma ce ycmocraBe 1eTOBU
MeDy OBuM rpamoBrMa TAKO Oa Ce CBAKA OBa I'PAJA MOIY IIOBE3aTU JIETOBAMA OBE
KoMIaHuje (He HyKHO NUPEKTHUM JIeTOBMMA) M, HAPABHO, Aa KOMIaHuja Ipobhe
IITO je MOBOJbHUje Moryhe.



6.2. TEKMHCKU I'PAPOBU U ITPUMOB AJITOPUTAM 75

b 3 " 1I C T

A 142 245 51 16 105 122
B| — 12,7 81 11,7 10 157
3] — - 13 272 34 267
nu| - - — 121 56 95
m| - - - - 238 22

c|l - - - - - 192

Ha ocuoBy matux mH(pOpManmja MOXKEMO JOOUTHU KOMILJIETAH Ipad ca 7 4BOpPO-
Ba KojeM cy momare TexkmHe n3 tabese. Tanma ce mpobieM cBOIM Ha HAJIAKEHE
nokpusajyher (jep Tpeba cBu rpamosu ga Oyxy noBe3anu) crabiua (Ia UMa MUHU-
MaJIHO TpaHa) yuja he Te:xuna OUTU MUHUMAJIHA.

ITocToje mocTynmm Koju HAM MOMaKy IPUJINKOM pPeEIlaBaiba OBAKBUX IPOOIeMa
KOje Ha3uBaMO aJropuTMu, Te hemo Hajumpe MajJo TOBOPUTHU O aJTOPUTMUMA, YOII-
IITEHO, ITa NeMO ce BpaTuTH Ha HANl KOHKPETaH IpobJieM.

Anzopumam je moctynak (IPABUIO, ,PENENT ) 3a PENIaBalke MATEMATUYKUX
npobisema. Cacroju ce ox HM3a MHCTPYKIKja KOje, aKO Ce mpare KOPak 0 KOPAak,
BoJE Ka pemewy npobiaema. CBakyu KOpak y aarOpUTMy MOpa OUTU NPENU3HO U
jenHO3HAUYHO ANe(UHICAH U aJrOPUTAM Ce MOpPa 3aBPUINTU PemaBameM IpobieMa
Y KOHAYHO MHOTO KODAakKa.

Csarku asropuram (nmo lomanmy KHyTyH KOjer 4ecTO Ha3Bajy ,,0lEM aHa-
sgu3e agropuramMa’ 300r BEroBOr JOIMPUHOCA PA3BOjY U CUCTEMATU3ANNjU AHAIN3E
CIIO}KEHUX PaYyHAPCKUX ajropurama kopucreiu MareMaTUyIKy yrao moCMaTpama)
MOpa mMaTu ciaefehux mer Ba)KHUX OCOOMHA: KOHAYHOCT, Ne(PUHUCAHOCT, Yyja3
(emr. input), u3na3z (enr. output) n eQeKTUBHOCT.

Kpurepujymnu 3a ogpebuBame eprkacHOCTH aJropurMa jecy MeMopuja Koja je
norpebHa 3a M3BPIIABAKE MOCMATPAHOr AJCOPUTMAa W BPpeMe M3padyHaBama Kao
GYHKIM]a BeJInUnHe yia3a, Tj. yjla3Hux nadpopmanuja. Mu ce nehemo 6aButu Tum
aCIeKTUMa aJropruTaMa, HUTU BUXOBOM AHAJIM30M, ajd Tpeba MMATH y BUILY OA
OoBe 0ocOobmMHE Urpajy BPJO OUTHY YJIOTY yV KOPUIMINEHY CaMUX aJTOPUTAMA.

IlomTo ce Mmm H6aBuMO M3yuaBameM rpadoBa, y HAIIEM CIydajy yia3 je rpad,
a BeJUYMHA yJa3a je MpeacTaBibeHa OpojeM UBOpoBa n U OpojeM rpaHa m.

Bpatumo ce canma ma mpobiem ompebhuBama MUHMMAJHOT MOKpuUBajyher cra-
6J1a MOBE3aHOr TERUHCKOT Trpada G. Aaropuram KOju HAC BOOU O PEIICHa HA3U-
Bamo mo PobGepty HpI/IMyH7 KOju je mo OBOr aJjropuraM momao 1957. roaume, HO
HE3aBUCHO O] Hera N0 OBOT NOCTYIKa cy momuu um Bojrjex Japﬁ,mﬂ 1930. un
Encrep ﬂajHCTpaH 1959.

IIpumoB anropuram
Y na3: moBe3aH Te:RUHCKA rpad G.
Kopak 1. Onabepu npousBosban uBop v rpada G. Tama Ty := v.

'Donald Knuth (1938-), amepuykn uHGOPMATUYAD U MATEMATAYAD
2Robert Clay Prim (1921-), aMepudru MaTeMaTwdap u HHGOPMATHIAD
3Vojtech Jarnik (1897-1970), uemsu maTemaTuaap

1Edsger W. Dijkstra (1930-2002), xonanackn UHGOpPMATHIAD

aJIrOpUTaM

ITpumos
aaropu-
TaMm
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Kopak 2. Habu rpany majMame TeKUHE UHIUICHTHY CA U U BY I004]
y crabmno T u HOBOmOOUjeHo crabio o3Hauu ca To. AKO mMa BuIle
TAKBUX I'DaHa, 01 HBUX onabepu OMIO KOjy.

Kopak 3. 3a i > 2, T;11 ce nobuja momaBameM rpaHe HajMame TERKUHE
WHIIACHTHE ca YyBOpoBuMa rpada 71; m Ja mIpu ToOMe BaKU Oa je OHa
Buceha rpana y T;y1. Ako mMa Buine TakBuUx, omabepu GUIIO KOjy OJ
B UX.

Kopak 4. 3a i = |V(G)| cranu, y cynpoTHOM NMOHOBU KOPakK 3.

W3zma3: mokpuBajyhe cTrabio MUHUMAJHE TEXKUHE.

IIpumep 6.10. Hera je mat tesxmucku rpad G, rae V(G) = {v1,v9,v3,0405,06} 1
rpaHe U BUXOBE TEKUHE Cy KAO Ha CIUIM JOJE.

V3

ITpumenom kopaka u3 IIpumosor anroputma Ha rpad G, 3a koju saxu |V (G)| = 6,
nobujamo caenehe.

Us 5 V4

2. T2 : V(TQ) = {1)1,1}4} 3. T3 . V(T3) = {Ul,U4,U6}
E(Ty) = {v1v4}, E(T3) = {v1v4, v106},
=2 =

3. T4 : . : . .

V(T4) = {Ul,’Ug,U4,Uﬁ} V(T5) = {Ul,UQ,Ug,U4,”L}6} V(TG) = V(G)

E(Ty) = {vivs,v1v6,v1v3}, E(T5) = {v1ve, v1ve,v1v3,  E(Ts) = {v1v4, 0106, 103,
i=4 'U2'U3}a ’U2’U37’U5’1)6}

1=25 i=6 KPAJ
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Tesxuua oBako mobujenor mokpuBajyher crabna rexxuackor rpada G je
wTg)=1+1+2+1+4=09. A

HapaBno, mocrojame ajaropurMa HaM He faje TapaHOU]y na je Pe3yTaT He-
roBe mpuMeHe ynpaso oHO mTo HaMm Tpeba. Crora, ma 6ucMo GUIM CUTYPHU Ia
IIpumoB anropuraM CTBApPHO Aaje Kao pe3yaTaT mokpuBajyhe cTabsio MUHUMATHE
TexxuHe (KOje HAa3MBAMO U MUNUMAANO nokpusajyfie cmabao), moTpebHO HaAM je
HapemHo TBpheme.

Teopema 6.11. I[lpumos anzopumam, npumemner Ha NOBe3GH MENCUHCKY epad, daje
nokpueajyhe cmabao MUHUMAAHE MENCUNE.

Hoxas. Hera je G moBesaH TeXMHCKU I'pa( ca n YBOpOBa u Heka je T, moarpad
rpada G nobujen momohy IIpumoBor anropurma.

IIpBo Tpeba ma mokaskemo na je T, morpuBajyhe craGmo rpada G. I'pad T
je tpuBmjaaHo cTabio, Te je moBe3aH. Tp moOuMjaMO HOMABAMmEM jeTHOT YBOPA
U rpaHe UHIMAEHTHE ca o0a Herosa 4yBopa, Te je u Ip moBe3aH rpag. Y CBaKoM
HapeIHOM KOPaKy AoaajeMo jenHy Bucehy rpamy ca YBOPOM WHIWIAEHTHUM C E>OM,
Te je cBaku oJ JoOujeHux rpadosa moBe3aH n 6e3 KOHTYpHuUX rpasa. [Ipema Tome,
rpa¢ T, je crabmno. Kako canp:xu cBe usopoBe rpada G, oHO je u mokpusajyhe
crabuo.

Ilokasxkumo cama ma je T, morpmBajyhe crabso muHuMasdHe Texkuue. Heka cy
rpase rpa¢a 7T, o3HaveHe ca €1,...,€,_1 TaKO na Cy crabia nobujeHa IPUIUKOM
npumene [Ipumosor amropurma Ty = Gley,...,ex—1], 2 < k < n. Heka je ¢t Munu-
MaJiHa TeskmHa nokpuBajyher crabna rpada G. IlpermoctaBuMo cynpoTHO, HEKA
Bazku t < w(T},) u Hera nmocroju Heko nokpusajyhe crabio rpada G kKoje je TeskuHe
t. On cBux takBux nokpuBajyhwx crabasa rpada G m3abepuMo OHO KOje UMa
NpBUX | 3ajeqHUYKUX TpaHa ca 1,, rme je To i MakCUMaJaHO TakBo. O3HAUMMO
oBo ctabmo ca S. IIpema Tome, kako S # T, Baxku 0 < i < n — 1. Tana Basku
e1,...,e; € E(S) u e;41 ¢ E(S). Hame, nera e;41 = uv, tarko ga u € V(Tj41) n
v ¢ V(T;11). Homro je S nokpusajyhu noarpa¢ v nosesan, cuenu na y S mocroju
U — v OyT W OBaj IIyT MOpa caIp:KaTH HEKYy I'paHy € = TY 3a KOjy je MUCIYHEHO
€ V(Tiyr) my & V(Tita).

Y

36or IIpumoBor asropurMa 1 HErOBOT KOpaka 3, ¢ 003upoM Ha TO ma je 3a Tjio
onabpana rpaHa e; 1 a He rpasa e, cuem w(e) = w(et+1).

Heka cana S’ = S—e+e;r1. ['pad S’ je moxpusajyhe crabmio, momro je mose3an
nokpusajyhu moarpad ca n — 1 rpana. Takobe Basku w(S') < w(S) = t. Kako je
t MuHMMAasHA TeskuHa nokpusajyher crabuaa rpada G, caemum w(S’) = t. Ipema
Tome, u S’ je murMMasHO mMOoKpuBajyhe ctabmo. C apyre crpame, S’ mma i + 1
3aje IHUYKUX I'paHa ca Ty, ITO je y KOHTpaIuKuuju ca uzbopom crabia S. ]
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A

Ha xpajy, ocBprMMO ce Ha mpobiieM aBUO-KOMIIaHUje ca movyeTka. Hakon mpu-
Mere [IpumoBor amropurMa Ha oarosapajyhn TEKUHCKM rpad K0Ja3u ce IO 3aK-
JbYyUKa Na je 32 KOMIIAHU]Y HAjIOBOJLHUjE Ha YCIOCTABU JIMHUjE NIPEeNCTaBILEHE Ha
rpady rope.

6.3 AJgaropurMu mperpare

Jeman om mpobieMa Ha KoOje Ce HAMIa3W TPWIMKOM M3ydaBama CTPYKTypa
KOje Ce IPeICcTaBsbajy MPeKo rpadoBa jecTe OApeIUTH KOMIIOHEHTE MOBE3aHOCTHU
rpada.

Ilpa asropurMa KOja Ce KOPUCTE Yy pelaBamy OBakBOr mpobiema jecy BFS
(eur. Breadth-first search unu npempaea y wupuny) u DFS (enr. Depth-first search
niy npempaza y 0youny). OBU anropuTuMy MMajy U Apyraduje IprUMeHe, Ha
npuMep mpeTpaskuBame rpada (omakie W HA3WB Imperpara y IMUPUHY, OTHOCHO
nybuny) ¢ 063UpoM Ha TO [a Ceé NPUIMKOM O0miaskema rpada momohy oBux ad-
ropuraMa, npoJia3u Kpo3 CBe YBOPOBE MOCMAaTpaHe KOMIOHEHTe mose3anoctu. To
ject, mpeTpakyje ce CBaKU YBOP Y TOj] KOMIIOHEHTMU.

BFS aaropuram

Yna3z: rpadp G u meros puxcupan 4yBop u (6e3 o3HaKe).

Kopaxk 1. O3unauu usop u ca 0.

Kopaxk 2. Honmenan 6pojauy ¢ spemuoct 0, 1j. ¢ := 0.

Kopar 3. Ilporabu cBe Heo3HaueHe YBOPOBE KOje mMajy Oap jemHor
cycena O3HAUYEHOT ca i. AKO TAKBUX HeMa, 3ayCTaBU Ce.

Kopaxk 4. O3uaun cBe uBopose nponabene y kopaky 3 ca i+ 1.
Kopaxk 5. [loBehaj Bpennoct 6pojava ¢ 3a jeman, Tj. ¢ := i+ 1, u Bpatu
ce Ha KOpak 3.

WN3zma3: usoposu rpada G 03HAUEHU HUXOBUM Y IAHEHOCTUMA O U.

Moskemo npumerutu na BFS amropuram kpehe on jemmor usopa, 3atum m3-
IOBOJU CBe HETOBe cycelne, Ila CBe cycele cycena W Tako nmase. Ha Taj mHauwmn
ce mupy Kpo3 rpad NOK HE MHCUPHKM CBE UBOPOBE y KOMIIOHEHTHU IIOBE3aHOCTH.
IlomaTHa MOrOQHOCT OBOT aJropuTMa jecte na onapebyje pacrojame UBOpOBa Of
IIOYEeTHOT YBOpA, T€ Ce KOPUCTU U 3a onapebuBame pacrojama YBOpOBa y rpady.
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IIpumep 6.12. Ha cowumm nose MOskeMO BHUAETUH O3HAYEHU rpad Koju ce mobuje
momohy BFS anropurma ako ce kpene ox uBopa koju je mpukasad Behim om oc-
TAJIUX.

A

Hamomena 6.13. UBopoBu KOju OCTaHy HEO3HAUEHU CY OHU KOjU Ce HE HaJa3e y
UCTO] KOMIIOHEHTU IIOBE3aHOCTU KaO U.

Y KOIMKO HAC 3aHMMa CAMO PACTOjahe€ YBOPA U O UYBOPA U U JKEJIUMO Oa CKPa-
TUMO NIOCTYIAaK, yBeIeMo mojarad kopak (u3meDy kopaka 4 u 5) koju 3aycrasiba
AJTOPUTAM YUM CE€ O3HAYU UBOP V. &

Hoxrasxnmo cana na BFS amropuram cTBapHO Haje OHO mITO HAM je TOTPEGHO.

Teopema 6.14. BFS anzopumam uspauyrasa pacmojamwe 00 480pa u 00 c8ak02 480pa
epada G KOju ce HaAG3U Y UCTNO] KOMNOHENMU NOBE3AHOCTIU.

Jloxas. JacHO, IpUMEHOM OBOT AJTOPUTMa Ne OUTW O3HAUEHU CAMO UBOPOBU Y
ICTOj KOMIOHEHTU Ka0 YBOD U.

Heka je [ o3maka mpow3BoJLHOr yBOpa v Koja je mobujena momohy BFS au-
ropurma. To 3smauum dg(u,v) < [l. JlokasknMO na Baskyd jeIHAKOCT. AKO mper-
HOCTABUMO CyHpPOTHO, Tj. dg(u,v) < I, oHma cieau ma MOCTOjU % — U IYyT KOJU
je kpahu on . Onasne mobujamo ma mocroju Heka rpana e = zy € E(G) TakBa na
r€G;ny € Gy, roe i+ 1 < j nupu Tome G 03HaAYaBa CKyn uBopoBa rpada G
KOju Cy o3HaueHu ca k.

MebyTuwm, ako e € E(G), onga 6u y Mmopasno 6utu obemnesxeno ca i+1, 1j. y € Giqq.
Ho, rako Basku 7+ 1 < j, moaa3uMO [0 KOHTPAIUKIM]E, jeP CBAKUA YBOD MPUIUKOM
npumere BFS amropurma moske 6utm obesnesken caMo jemqHuM Gpoje. L]

IToxkpupajyha crabma moBe3anux rpa¢oBa Koja HACTAjy OPUIUKOM W3BPIIa-
Bama BFS anaropurma maszusamo BFS-cmabaa: cBaku nyT kKama ce o3HauaBa HOBU
YBOp JOMaje ce U rpaHa WHOUIAEHTHA ca TuM u Beh o3nauvenum yBopoMm. Mokemo

BFS-

cTabio
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IPUMETUTH 14 jé OBAKBO CTADJIO 3ampaBO MPUMeEp KOPEHCKOr cTabiia ca KOPEHOM

0.

BFS-cTabso koje ce nobuja y npumepy [6.12]

IIpumep 6.15. Ha ciounu nose je ckuna merpo-nuHuja u cranuna. [lorpebuo je
nohiu oxn cranune A no cranune B mro kpahum nytem (rae cy y peasHOCTH CBaKe
ZBE CTAHUIE OUPEKTHO CIOjeHe METPOM Ha IPUOIMKHO KCTOM PACTOjalY ).

IIpumenom BFS anropurma, rae je ynas matu rpad u usop A, mobujamo na
je uBop B Ha pacrtojamy 8 om uBopa A um myT KOjuM ce TO MOyke moctuhu jecre
neo BFS-crabiaa koju ce mobuja nmpuiukom npumene BFS amropurma.
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3a pasnury on BFS amropurma, DFS amropuram mpe y nyGuny rpada. 13
CKyTla Cycena MOCMATPAHOT YBOPA Ce M3ABAaja jemaH KOoju moTan Huje 6mo obere-
sKeH. AKO TakBOr HeMa, OHAa ce Bpaha Ha HajOIMKM TPETXOMHU KOJU MMa HEO3-
HaUYeHOr cycena. AKO MMa TAkKBOI Cycela, OHIA aJlOPUATAM Oajbe HACTABHa Ia
UCIUTYje merose cycene. IpyruMm peunmMma, une NaJeKO KOJIUKO T'OH MOXKE.

DFS anropuram

Yna3: rpad G u meros ¢puxcupad yBop u (6e3 o3HakKe).

Kopaxk 1. O3naun u xao 0.

Kopak 2. Bpojauy ¢ momenu Bpenuoct 0, Tj. ¢ := 0.

Kopaxk 3. Ako ¢ uma cycema Koju je HeO3HAUEH, TOT CycCela O3HAUU Ca
1+ 1.

Kopaxr 4. Ako ¢ mema TakBor cycena, Bpatu ce Ha Hajsehie k < i Koje
UMa HEO3HAUEHOI' Cycela W TOr cycena o3Hauu ca ¢+ 1.

Kopak 5. Aro me mocroju Hujemuo k < i 4mju je cyceln HeEO3HAUEH,
3ayCcTaBu Ce.

Kopaxk 6. [losehaj BpennocT i 3a jeman, Tj. i := 1+ 1, u BpaTtu ce Ha
KOpakK 3.

N3nas: rpadp G ca 03HAYEHNM CBUM UBODOBHMA KOJU Cy IOBE3AHU Ca
u.

Kao u y npumenu BFS amropwrma, m mpunukom npumene DFS anropurma
rpaauMo KOpeHcko ctabio T ca rkopeHoM u koju je o3zHauen ca (0. Crtabuo T je
3ampaBo nokpuBajyhe cTabiio KOMIOHEHTE TOBE3aHOCTU mocMarpaHor rpada Gy
KOjoj ce Hajga3u yodeHu 4yBop u. Jlobumjeno crabso T mazuBamo DFS-cmabro. Y
cay4dajy OBOT aJIrOPUTMAa jACHO je Ia HapemHO TBPDheme BayKu.

Teopema 6.16. DFS anzopumam o3nanwasa ceaxu 48op Koju ce HAAA3U Y UCTNOJ KOM-
NOKENMU NOBE3AHOCTNU KAO U.

Kana DFS aaropuram (amu u BFS) ropuctmmo 3a ompebusame roMmoHe-
HaTa IOBE3aHOCTU y I'pady ¥ OPU TOME KEJIUMO Ia OAPEIVMO CBE KOMIIOHEHETE
nosesanoctu, y DFS auaropuram (ucro u 3a BFS) ma kpajy momamo ropak xoju
HAM KajKe Ja MPeTpaKMMO Ia JIM MOCTOju Heo3HaueH uBop. Kan mabemo jenan
TaKaB, OHJA IHera OJ4pPeIUuMO Ka0 YJIA3HU YBOD % U IMOHOBUMO LIE0 AJTOPUTAM KOjU
he ompenuTu KOMIOHEHTY y KOjOj Ce HaJa3W OBaj HOBU UBOD u. TaKO HaCTABIHLAMO
JIOK He MCupImMo cBe yBopose. Tume ce nobujajy nmokpuBajyha crabia CBUX KOM-
moHeHaTa mocMmaTrpaHor rpada, rae he 6poj crabana Outy 6Gpoj KOMIOHEHATA Y

rpady.

IIpumep 6.17. Ha mapenHoj cammu MOKEMO BUIOETU O3HAUEHE YBOPOBE U OATO-
Bapajyhe DFS-crabmno koje ce mobuja npumenom DFS anropurma, ako ce kpere on
uBOpa Koju je mpurasan Behu on ocramux. Ca mecHe crpane je mobujeHo crabiio
IPUKA3aHO Ka0 KOPEHCKO cTabiio.

DFS an-
ropuram

DFS-
crabio
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Ocum onpebuBama komnoneraTa nose3danoctu, DFS anropuram nMa jomr jenxy
IpUMeHy 3Ha4YajHy 3a Hac a TO je onpebuBame apTUKyJIanuoOHUX YBOPOBa rpada.
TeopeMy KOja HAM OBO rapaHTyje HABOAUMO De3 HOKa3a, a OHE KOje 3aHMMA IOKA3
mory mahu y [I].

Teopema 6.18. Hexa je T' DFS-cmabao dobujeno 00 nosesanoz zpada G. Tada eancu:

1. Kopen u cmabaa T je apmuryaayuony wgop epada G axo u camo axo y cmabay
T weop u uma wHajmamwe dea demema.

2. Bucehu weoposu cmabaa T wucy apmuryrayuony wsoposu zpaga G.

3. 3a npeocmane wsopose cmabaa T saxncu: 480p v je APMUKYAGUUOHY 80D 2pada
G axo u camo axo uma deme wuju Hujedan nomomar y epady G nema epany xoja
26 nosesyje ca Hexum 00 npedara 48opa v.

Y HapeaqHOM IpuMepy MOKEMO BUIOCTU IPUMEHY HaBe€OEHE TeOopeMe.

ITpumep 6.19. Ha caumu nosne moskemo Bumetu rpa¢ G u jemno DFS-crabmo
rpada G (o3naueHo nOAeBLAHUM TPAHAMA).
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Kopen crabaa 0 uma nBoje mere, Te je apTuryaanuonu ysop rpada G. Bucehin
yBopoBu crabna T cy 5,9, 11 u 12, Te 0B1 YBOPOBU HUCY aPTUKYIAINOHN YBOPOBU
rpada G. Onx mpeocTanux YBOPOBa TPaKAMO OHE KOjU WMajy AeTe YUju HU-
jelaH MOTOMAK y OPUTMHAJHOM Tr'pady HeMa IpaHy Koja ra IOBe3yje ca HEKUM
01 IIpeflaKka moCcMaTPaHor yBopa. Taksu cy 2 (mere kKoje uMa onmcany ocoOuHY je
3), 3aTuM yBop 3 (mena ca ocoburoM cy nu 4 u 5) u 7 (meua 8 n 9).

Usop 1 Huje apTukynanuoHu, jep je jeauHO WeroBo mere 2 m y rpady G
nocroju rpana u3aMebhy moromka, 7, u nperka, 0. 360r oBe rpaHe apTUKYJIANUOHA
uyBop Huje Hu 6. Takobhe, uu 4 Huje aprurynamumonu 360r rpane usmeby 5 u 3.
Ugop 8 muje aprukyaanuonu 36or rpare usmeby 9 u 7. Konauno, aprukyaanuonun
uyBop Huje Hu 10 300r rpane mamaby 12 u 0. A

Jom jemmna npemmoct DFS asropurma y ommocy ma BFS (kojy oBako 6e3 mpo-
rpamMupama He MOKeMO JAKO BUAETH) jecTe Ia je 3a Hmera IOBOJBHO MAame MEeMO-
puje, jep pamn Ha apyravnju HaumH. Mame je ciaoskeH, Te ce u Op:ke M3BPIIABA.
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rNABA [

OJJIEPOBU N XAMMWJITOHOBU I'PA®POBU

Y oB0j riaBu heMo ce yHO3HATH Ce€ CIEIUjaJIHIM BpPCTaMa IpadoBa HaA3BAHUM
mo meojurm MareMaruuapa: Ojiuepy u XaMI/I.HTOHyE. I[Ipobaemu rOju ce cBonme
Ha OBakKBe rpadoBe Cy Ha IPUMED: Aa JU MOKEMO HEKU IPTeX Haupraru 06e3
IoAu3ama OJIOBKE Ca Ialrpa y jeJHOM IOTe3y, KaKO OJPEenruTU ONTHMAJaH IyT 3a
rpaJiCKy 4ncTONy OPUIMKOM CKyIJbama Dybpera MiIu na Jiu ce MOYKE IPOUIeTATH
KpPO3 HEKu r'pal Tako na ce npebe kpo3 cBaku Tpr ma ce y3 To He Bpaha Ha
nocehene Tprose.

7.1 OjnepoBu rpagoBu

Jleonapn Ojnep je mBajuapckm maremaruyap koju je sxkuBeo y XVIII Bery
u Behuny skuBora je mposeo y Canrr Ilerepbypry u Bepauny. lompuneo je
MHOTIM O0JACTHMa MaTeMaTHUKe O aHAJIN3e, TeOMeTpHrje, IPEKO JIOTHKe, ajrebpe,
o Teopuje OpojeBa; 3aYETHUK je AUCHUIIMHA KAO IITO Cy TOIOJOTUja, TeOPHUja
rpadoBa, aHaAJIUTUUYKA Teopuja OpojeBa; O6aBMO ce M (PU3UKOM, ACTPOHOMUjOM,
reorpadujoMm, uH:KemepcTBOM. OcCuM 3HAUAJHUX HAYUYHUX pe3yJTaTra, OUTaH je
HErOB NONPUHOC y momyiapusanuju Hotauuja: f(x) 3a ¢yHrumjy, sinz, cosz, m,
i, e, ¥ (yBeo je cBe OMEHyTe ceM T).

Beh cmo momumanu na je Ojnep 1736. roguae o6jaBuo pan y KOjeM je pemmno
npobiaem moctoBa Kenurcbepra. I[Ipobaem je 6mo cienehwm.

Y Kenurcbepry na pemnu IIperesn ce Hasazu cemaM MOCTOBA KOjU CIla-
jajy obaJie oBe peke m OCTPBa KOja ce Haja3e Ha 1H0oj. Jla nu je moryhe
OpPraHM30BaTU IIETHY KPO3 I'pal Tako na ce cBaku MocT npebe Ttadwno
jemaom?

I'William Rowan Hamilton (1805-1865), upcku MareMaTHyap, GU3NIAP U ACTPOHOM
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B

Ca neBe crpane je ckuna peke [Iperes u MmocToBa KOju Cy ce
HaJIa3mIu Ha B0j y noba kana je Ojmep wuseo. Ca mecHe crpane cy
IesioBU KomHa Kenurcbepra mpeacraBibeHa MOMONY YBOpOBA U
MOCTOBH KOjU UX CIajajy MpeacTaB/beHru MoMONy rpaHa.

Ojnep je moraszao ma Taxkas oOuiIa3ak IIPEKO CBUX MOCTOBa He mocToju. Onarie
u Ha3WB nocebHUX rpadoBa kKoju cy nobunu nMe ynpaso no Ojiaepy.

Ojaeposa cmasa je cra3a rpada G Koja mpoJia3m Kpo3 cBaky rpany rpada G.
3ameoperna Ojaeposa cmasa je OjnepoBa craza rpada G 4uju ce modveTar U Kpaj
MTOKJIAIAjy.

IToayojaepos epag je rpad roju canp:xu OjaepoBy crasy.

Ojaepos 2pag je rpad xoju canp:xu 3arBopeHy OjmepoBy crasy.

ITpumep 7.1. Ha caunu none cy martu rpadosu Gi u Gi.

e €T

G]I GQI

b c v s

I'pad G; je momyojmepos a jemma merosa OjaepoBa crasa je bdeabcdac. T'pad
G, je mpumep OjaepoBor rpada. Jemna merosa 3arBopena OjmepoBa crasa je
ruvstyusyvte. A

IIpema Tome, ako skeauMo rpadoBe U3 MPETXOAHOT NPUMEpa HAIPTATU 6e3
MOU3ak:a OJIOBKE U 6e3 Ipesiaskemha HEKe TPaHe BUIIe MyTa, MOMKEMO TO YPaIuTh
yupaso nparehin OjnepoBy, ogaocuo OjnepoBy 3aTBOPEHY CTa3y.

Hanowmena 7.2. Iledpunnnuje u TBphema Koje HABOAUMO ¥ OBOM IIOTJIABJLY BarKe
U 3a MyJITArpadose. &

Teopema 7.3 (Kapakrepusamuja Ojreposux rpadosa). Ilosesan zpaf je Ojrepos
aAKO U CaAMO GKO CY MY C8U 4B8OPOBU NAPHOZ CMENENA.

Joxas. Hera je G Ojaepos rpa¢d u Hera je merosa 3arBopena (OjiaepoBa cra3a
W = vgejvies . ..exvo. To 3HAUM na ce cBaka rpana rpada G jaBiba TaAYHO jeTHOM Y
cTa3y w, JOK Ce YBOPOBU MOTY IIOHaBJ/hATH. KperameM IO OBOj CTA3U Ce€ ¥ CBAKU
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ugop Mopa yhu m m3ahim (ocuMm vy KOju Ha HOUETKY UMa M3Ja3aK a Ha KPajy
yia3ak), Te CJemu Aa 3a CBaku 4Bop v rpada G mopa Baxutu 2 | d(v).

Ilpyru cMep mokasyjeMo MHAYKHUjoM mo 6pojy rpaxa rpaga. Hajmame rpana
y mOBe3aHOM rpady dUWju Cy CBU UYBODOBM HNApPHOr cremeHa jecte 3. Tanma on
Mo:ke Outm camo K3 u jacHo je ma oBaj rpad mma 3arBoperny OjiaepoBy cTasy.
Jloka:KMMO [1a aKO je CBAKU ITOBE3aH Ipad ca CTPOTo Mame Ol m I'PaHa YUju Cy CBU
usoposu napuu Ojnepos rpad, oHga je 1 moBe3aH rpad ca IapHUM YBOPOBUMA U
Tayno m rpasa takobe Ojaepos. Heka je G moBe3an ca mapHUM YBOPOBUMA U M
rpana. Kako je mosesan, mopa Baskurtu d(v) > 2 3a cse v € V(G). Crora cnemu na
G canpsku xoutypy C = vpejv .. .evg. Hera je G’ moarpad rpada G xoju ce mo-
buja Opucamem rpana routype C. Heka cy G1,..., Gy KOMIOHEHTE MOBE3AHOCTHU
rpada G'. Kako sasu |E(G')| < m, y CBaKOj KOMIOHEHTH MMa MAme O 1M TPAaHA.
Hame, 3a cremene uBopoBa rpada G Basku:

de/(v) =dg(v) —23aveC, udg () =de(v) 3av¢C.

I[Ipema Tome, 3a cBaky rkommnoHeHTy (G; KOja HUje M30JIOBAHU YBOD BAKU WHIYK-
IUjCKa XUIIOTE3a, T€ Y CBAKO] OX muX mocrToju 3arBopena QjrepoBa crasa w;.

Cana mokemo koHCcTpymcaru 3aTBopenHy OjrepoBy craldy w rpagda G Takro
mro, kpehyhu ce nmo xkorTypu C y cCBakOM UBOPY KOjUM C€ jOII HMCMO LIETAJU, &
HaJa3" Cce y KOMIOHEHTU noBe3aHocTu (G;, MpomeTaMo CTa3oM w;. Kam 3aBpmuMo
OBy cTa3y, HacTaBuMO na ce kpehemo kouTypom C nok He mohemo 1o HOBOT UBOpAa
Y KOjeM joIl HUCMO Ouau, Ia ce MOHOBO MPONIETAMO CTAa30M KOMIIOHEHTE Y KOjOj
ce Taj YBOp HAJIA3U M TAKO HACTABMMO NOK He 3aTBOpUMO KOHTYDY C.

Heka, na npumep, umamo curyanujy Kao Ha caunu goie. Kourypa C' = vovy . . . vgvg
je obeneskena nebspuM rpaHaMa, IOK Ce HAKOH Opucama HEHUX IpaHa rpad
pacmana Ha 6 KoMmoHeHara mosezanoctu Gi,Ga, ..., Ge.

3arBopena OjiepoBa crtasa kommoHeHnTe (G jecTe vpa1a2a3vVo, KOMIOHEHTE G2
crasza v1b1bavabzvzbavi . Kommonenre G u G4 cy n3onoBanu 4BOpoBU. A 3aTBOpEHE
OjJIepOBe CcTa3e KOMIIOHeHAaTa G5 n Ge CYy PeOOM VgC1C4V6C2V9C5C4C3V6 1 v7d1vgd2v7.
Crora 3arBopena OjiepoBa cra3a menor rpaga jecre

Voa1a2a3vV0V1 b1 bgvg b3’l)3b2’l}1 V2UV3V4V5V6C1 C4U6(32U905C403’06’U7d1 Ugdz’l)ﬂ)g’l)g?)o .
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TMocaenuua nokasa mperxonuor tBphema jecre cnemeha ocobuua OjmepoBux
rpadgosa.

Teopema 7.4. Ilogeszan zpad je Ojaepos ako U camo GKO Ce CKYN He208UL 2Pana
Moxce pasbumu wa Jucjynkmue (no eparama) Kowmype.

Hapenno tBpbheme Ham naje kapakTeprsamujy HOJIyO0jIepoBUX Ipadosa.

Teopema 7.5. [logesan zpad je noayojrepos ako u camo axo uma Hajeuwe 08a
HENapra 4eopa.

Joxas. Hera je G nomyojnepos rpad. [Ipema Tome, G canp:xu OjnepoBy cTasy.
Ako ce mpBU U TIOCJEIHU YBOP OBE CTa3e MOkJamnajy, ouga je rpad Ojmepos, Te
Cy CBU UBODOBU mapHU. AKO Ce OHU He MOKJaIajy, Ta ABa YBOpaA Cy HEMapHU IOK
Cy TIPEeOoCTANN MapHU.

ITokaskumo n 06puy Ty cmep. Heka y moBezanom rpady G Baxku qa mMa HajBUIIE
Ba HemapHa YBopa. AKO Cy CBM UBOPOBU NMapHU, HA OCHOBY TBphema [7.3| ciaenu
na je G Ojnepos rpad, ma je m noayojiaepos. Kako rpa¢ He mMoske MMaTé jenan
HemapaH YBOp, IPeocTaje Oa BUAVWMO CIydYaj Kala rpad mMa TAYHO ABA HEMapHA
YBOpa, HEKa Cy TO = u Y. edurummmo cana woBu rpad G’ tako na

z

V(G") =V(G)U{z}, rme z ¢ V(G), /
E(@) = BE(G) U {zz,yz)}. G

Cana 3a G’ Baskm na je NOBE3aH W N4 j€ CBAKM HETOB YBOP MAPHOT CTEIEHA.
Ha ocuoBy tBphema cnemn na je G Ojmepos rpad, Te camp:ku 3aTBOPEHY
OjnepoBy cra3y. M3banusBameMm uBopa z u rpaHa xz u yz gobujamo OjrepoBy
crasy rpada G. ]

W nejy n3 nokasa nperxoauor tBphema mozxemo youmrutu. Ctora Bazku TBp he-
e y HACTaBKY.

Teopema 7.6. Ilosezan zpad ca 2k nenapruxr w80po8a MONCE CE PABLOANCUMYU HG k
cmaasa.

Zoxas. I'pady momamo k HOBUX YBOPOBA U CBAKU OJ EbUX IIOBEKEMO Ca ABA HEIap-
Ha uBopa mpBobuTHOr rpada. Tako mobujen rpad wmma 3arBopeny OjmepoBy
cTasy, Te yRIamameM JOoJaTUX k YBOPOBa OHA Ce paclala Ha k crasa. O

IIpumep 7.7. Bpatumo ce Ha mpobieMm ca obuiackoMm mMocToBa y Kenurcbepry.
Ako mocmaTpaMo MyaTUrpad KOJU MpeincTaBiba IejJ0Be KONHA W MOCTOBE, 3a-
KpyUdyjeMo ga cy crenenu usopoBa: d(A) =5 u d(B) = d(C) = d(D) = 3. IIpema
TOME, KaKO OBaj MyJATUrpad MMa YeTUPU YBOPA W CBU Cy HEIAPHU YBOPOBU, OBAj
rpa¢ Huje HE nosyojiaepoB Hu Ojrepos, Tj. MeTHA KOja BOAU IIPEKO CBAKOT MOCTA
TaYHO jeJHOM HE IIOCTOjU. A
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7.2 XamMuniaroHoBu rpagoBu

Bunujam XamMunaToH je 6mo upcku HAyYHUK KOjU ce 6aBUO MATEMATUKOM, (U3N-
koM 1 actpoHoMujoMm. Cana ra moMumeMo jep je on Hanpasuo urpy IlyT oko ceera
(eur. Around the world). Wrpa ce cacroju y ToMe ma noxekaemap IPeICTaBIba
3eMaJbCKy KYTJIy, HhberoBa TeMeHa npencrtaBsbajy 20 rpamgoBa cBeTa, NOK HEroBe
MBUIe TIPeACTaBbajy IMyTeBe Koju cuajajy rpamgose. (Ilakie, cyceau rpagoBu Cy
OHU KOju Cy cycemuu y nomexaenpy.) lum urpe je obulin cBe rpamose Tako xa
Cce KpO3 CBAaKM rpan npohe TAYHO jeAHOM M IIPU TOME Oa CE€ BPATU ¥ I'Pal OmAKIe
je MyTOoBame MOYEeJIO.

Jlonmon
‘ oo Jlonmon
apus Tapus
@ Bepaun
Bepnun Pum
ITpar Jlonmon

Oparie u MOTHBAIja 38 TEPMUHOJOTU)Y KOjy HABOAMMO y HACTABKY.
Xamuamonoe nym je myt rpada G xKoju camnpsku cBaku uBop rpada G. Xamua-
monosa kKoumypa je koutypa rpada G koja canp:ku cBaku 4Bop rpada G.
IHosyzamuamonos epad je rpad G xoju camnp:xu XaMUITOHOB IIyT.
Xamuamonos epaf je rpad G Koju canp:xu XaMUITOHOBY KOHTYDY.

IIpumep 7.8. Axo momeraemap u3 urpe IlyT OKO cBeTa mpOjeKTyjeMO Ha paBaH,
nobuhemo rpa¢ npurazan Ha caumu jgeBo. OH jecte XaMUITOHOB jep CAIPKU
XaMHITOHOBY KOHTYDPY KOja je IpuKa3aHa IOAeOJsaHUM IpaHaMa.

Ca mecHe cTpaHe je mpuMep MOJyXaMUITOHOBOT rpada. OBaj KOHKpeTan rpad ce
Ha3UBa HeTepceHmﬂ rpadg. A

Y mperxomHOM ToriaBsby cMmo Bumeau na OjmepoBu rpadoBu mMmajy mobpy
kapakrepusanujy. lobpa je y cMmuciy ma, ako mMaMO 3a4aT rpad u pa3MaTpamo
na nu je on OjiaepoB, TO ce MOKE PEMUTHA TaKO IITO Ce OApee MapHOCTU HEerOBUX
YBOPOBA, IPOBEPUMO jeCy JIU CBU MAPHU WU HUCY U TO je PEJATUBHO JIAKO Ma Ce
ypamu. 3a pasaury on OjmepoBux rpagosa, 3a XaMUITOHOBE 3aCa HE MOCTOjU
KapakTepusalurja Koja He 3aXTeBa MyHO HoAaTHuX nposepa. Onpenuru norpeban
¥ [OBOJbAH YCJIOB Ha je rpad XaMWUITOHOB a na Ce IPU TOME Taj YCJIOB JIAKO

2Julius Peter Christian Petersen (1839-1910), naucku maTtemaTudap

Xamuir-
TOHOB U
oIy xa-
MUJITOHOB

rpag
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mpoBepasa je jour yBek omeopen npobaem. Crora, 6aBuhieMo ce ycioBuMa kKoje je
JIaKIIe TPOBEPUTH, HAjIpe TOCeOHO MOTPEOHUM a 3aTUM JOBOJLHUM YCIOBUMA.

Teopema 7.9. Hexa je G Xamuamonos epad u nexa § # S C V(G). Tada eaxncu
w(G—58) <|9].

Joxas. Hera je C = v1v9...v,v7 XaMuaronoBa kKoHTypa rpada G. Hame, Heka je
S mpou3BOJAH HempasaH NMOACKYI CKyIa uBopoBa rpada G u Hera |S| =k > 1.
Mocmatpajmo rpap C—S. Baxu w(C—S) < k. C opyre crpane, kako je C noarpad
rpada G, u C—S je moarpad rpada G—S, te umamo w(G—S) < w(C—1S5). Haxrue,
mobujamo w(G — S) < k=15|. O

IIpumernmo na oGpHYTH CMEp mpeTXOAHe TeopeMme He Basku. llpmmep 3a 1O je
[Terepcenos rpad. 3a oBaj rpad Baxky Ia, aKO My OIy3MEMO HENPA3aH MOACKYII
YBOPOBa, OPOj KOMIIOHEHATA KOjU ce nobuje je Mamu o1 Opoja Omay3eTUX YBOPOBA.
Ho, Ilerepcenos rpa¢d muje XaMUITOHOB.

IToTpebuy ycnoBu cy HAjKOPUCHUjU IPUIINKOM NOKA3UBama Na HEKU rpag Huje
XamuaronoB. To ject, ako rpa¢ He ucnymaBa moTpebaH yCJIOB, OHZA HE MOXKE
outu XamuaToHoB. OBakBy IPUMEHY MOYKEMO BUIETH Y HAPEITHOM IPUMEPY.

ITpumep 7.10. Heka je mat rpad G Ha ciaunu mose.

(2]

Axo 6upamo S = {va, vy, vg, Vg, v11}, HOOUjaMo w(G — S) = 6. To je crporo Bumme
on 6poja n3badeHUX YBOPOBA, Te Ha OCHOBY TBphema maTu rpad je mpumep
rpaga xoju Huje XaMUITOHOB. AN

Teopema 7.11. Xamuamonos zpag Hema MOCmoge U GPMUKYAGYUOHE “B0PO8e.

Joxas. IlpernocraBumo cynpoTHO, Heka je G XaMUITOHOB rpad U HEKa je v ap-
TURyJIammon YBop osor rpada. Cana Bagku w(G—v) = 2, WTO je y KOHTPAIUKIN]N
ca pesynraToM u3 teopeme [7.9]

Y cayuajy ma XamumiaToHoB rpad G mma MOCT e = uv, TaJa Cy YBOPOBU U U U
apTukyiaanuonn y rpady G, a TO MO IPETXOOHO IIOKAa3aHOM Huje moryhe. O

Ilakne, Ha OCHOBY NPETXONHOI TBPDHEma, ak0 yOumMMO MOCT WA APTUKYJIA-
UOHU YBOP y HEKOM rpady, OHZa OAMaX MOKEMO 3aK/LbyUYUTU O3 OH He MOKe
outu Xamuarounos. [Ipebhumo cama Ha mOBOJbHE yCIOBE.
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Teopema 7.12 (OpeED. Hexa je G 2pad ca n wsoposa, n > 3, maxas da 3a ceaxa
dea Hecyceona wsopa u,v € V(G) eaxcu

d(u) + d(v) = n.
Tada je G Xamuamoros.

Howxas. IIpernocraBumo na nocroju rpag G ca m 4BOpOBa KOju HUje XaMUJITOHOB,
anu Basku ycsoB u3 TBphema. lomarno, Heka je G MaKCHMaJiaH TAKaB Y CMUCITY
na momaBameM OMIIO Koje rpaHe OH MOCTaje XaMUJITOHOB.

Axo cy uw m v HecycemHu uBopoBu y rpa¢dy G, oHIZA je IO NPETXOIHO HPET-
nocraB/beHUM ycaoBuMa G+uv XamMuiaToHoB. Kako y meMy mocTtoju XaMUITOHOBA,
rourypa C, nok y G TakBa KOHTypa HE MOCTOjU, CIEAU Oa I'PAaHA uv MOpa OuTum
una koutypu C. [Ipema Tome, y G mocrtoju XaMuatonos u — v myT. O3HaunMo ra
U=2T1T2...Ty =.

U= I L1 Z; V= Iy

IMoraskmmo cana: axko x1z; € E(G), 3a 2 <i<n—1, ouna x;,_12, ¢ E(G). Axo 6u
BaKIIO A Z;_ 12, € E(G), Tana 6u 1 ...2;_1ZpTp_1 ... ;21 Ouna XaMUITOHOBA
KOHTypa rpada G, mro je Hemoryhie jep G Huje XaMUITOHOB.

M3spauyHajMo cana KOIMKO HajBuime Moske outu d(v):

d(v) <n—1-d(u),

jep v = x, He MOke OUTH cycem caM cebu M 3a CBAKO &; KOje je Cycem 4uBopa
U = T1 BaKU Ia T;_1 HEe MO:Ke Outu; cycenm uBopa v. Tume mobujamo na

d(v)+d(u) <n-1<mn,

IITO HAC BOIM MO KOHTPAAMKIM]Ee Ca MPETIOCTABKOM Ma 3a CBaKa NBa HECYCEIHA
ugopa u u v Baxku d(u) + d(v) > n. OJ

O6puyTn cmep nperxonsor tephema He Basku: rpa¢ Cy je XaMUITOHOB, ajau
ycaos u3 tBphema 3a nBa Hecycensa usopa u u v raacu 4 = d(u) +d(v) = 5, mro
je HeTayvHo.

Y wmactaBry HaBomuMO Teopemy [lupaka uuje je yommTeme TBpbheme [7.12]
Xponosommkn rienaHo, npso je upar morazao meroso TBpbheme a mecerak ro-
muHa KacHuje je Ope momao mo meroBor pesyarara. Ho, kako je Ilupakosa
TeopeMa AUPEKTHA mociemuna TeopeMe [7.12], Hema morpebe mHasoguru Jlupakos
IOKa3.

Teopema 7.13 (I[I/IpakEI). Hexa je G epag ca n weoposa, n > 3, maxae 0a 3a ceaky
weop u € V(G) saxncu

n
> —.
d(u) = 5

3(ystein Ore (1899-1968), HopBemkn MaTemMaTHUAp
4Gabriel Andrew Dirac (1925-1984), 6purancku MaTemarayap MahapCKOT MOPEKJTa
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Tada je G Xamuamoros.

IIpumernmo ma ce ycsioB m3 Teopeme [7.12| He MOke ociaaburu, Tj. HEje IHAKOCT
ce He Moxke 3amenutu ca d(u) + d(v) = n — 1. Tome HaM cBemoum rpa¢ Ha CIANU
noJe.

Y oBoM rpa@y 3a CBaka ABa HECYCENHA UBODPA U W U BAKNA
du)+dv)=3+3=6>27—1=6,

[akKje UCIYHeH je ocaabimeru ycaosB. Mehyrum, kako oBaj rpad mMma apTUKyJIa-
IUOHU YBOD, OH HE MOKe OUTM XaMUITOHOB.



rMABA 8

LBOJEILE TPA®OBA

Kako ompemuTu pacmopen MCIATA TAKO Ja MMa MUHUMAJHO TEPMUHA 3a IIO-
jJarame U TakO Oa Ce JBa WCIUTA CA UCTE FOAVHE CTYIUja HE OAP/KAaBAjy KCTO-
Bpemeno? Komuko muaMMasHO 60ja HaM je mOTpebHO ma 060juMoO Mamy ca pas-
JIUYUTUM OpsKaBaMa TaKO Ma HUKOje IOBEe CycemHe Hucy obojeHe jemuom 60jom?
OsakBu u canunu mpobiieMu ce pemaBajy nmomohy Gojema rpadosa. IIpe mero
mro npebemo Ha 60jeme rpadoBa, Hajupe yBOAUMO OCHOBHE CTBApPU Be3aHE 3a
nexomnosunujy rpagosa. Mako je oBa Tema ommupHa, ypamuheMo caMo ocobuHe
KOje Ccy HaMm moTpebHe y HACTABKY ruae ce baBumMo GojemuMma.

8.1 lexkomno3unuja rpadosa

Ieronosumuja (parropmsanuja) rpada Opeacrapiba pasiarame rpada HA He-
rose nokpusajyhe nmoarpadgose. Heprannmmo Hajupe ¢parrope rpada.

Paxmopom rpada G mHaszmBamo nmokpusajyhm moarpad H rpada G. Axko je H
Ipu TOMe U k-perynapaH, KakeMo na je y nuramy k-gaxmop rpaga G.

|

‘\\\. ./,/.

SN

ITerepcenos rpa¢ (J€BO) U IpUMEpPU jeIHOT HEroBor 2-¢akropa (y CpeavHn) u
1-pakropa (mecHo).

Hamomena 8.1. 1-paxTop ce Ha3uBa U CaBPIIEHU MEYMHI. &

ITox gaxmopusayujom rpada G moapasyMeBaMo HErOBO pa3iarame Ha (paKkrope
TaKO Jla Cy CBaka IBa (aKTopa I'PAHCKM IUCjYHKTHA & Ja je YHUja I'paHa CBUX

93

phaxTop
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dakTopa jemHaka Ckymy cBux rpana rpada G. Ako cy cBu dparkTopu KoOju yuec-
TBYjy v ¢arropmsanuju k-¢paxkropu, Tama roBopumo o k-gaxmopuszayuju, tj. G je
k-daxmopabusan axko u caMo aKO Baske ciaenehm ycroBu

E(G) = E(G1) UE(Ga) U+ U E(Gy),
E(G;)NE(G,)=03ai#j,
G1,Ga,...,G, cy merosu k-paxropu.

*~—e / \ L} »
N/
o———X——-o
/ \
\ —e é 1Y

IIpumep 1-dparropadbunsor rpada.

{ P

IIpumep 2-¢paxropabunaor rpada.

Teopema 8.2. Kyt nema I-gaxmopuszavyujy. Kop uma I-daxmopusayugy.

Hoxas. Hera Baxku n = 2k + 1. Tana Ko41 Hema 1-darrop, jep v 1-dpaxkTopy cBu
YBOPOBU MODPajy OuTu; cremeHa 1 a rpad He MOKe MMaTU HemapaH Opoj HemapHUX
YBOPOBA.

Hera cama n = 2k. Jacuo, 3a k =1, K5 je cam 1-pakrop. 3a k = 2, K4 MmoskeMO
pa3iiokUTU Ha Tpu l-arTopa, Kao mTO je IPUKA3aHO Ha CIMUIU OOJE.

——o ¢ .

— o ¢ [

1-parTopusamnuja rpada Kjy.

Ypamumo cana kKoHCTPYEuujy 1-dpakropa 3a k > 2. Heka V(Koi) = {v1,...,vor }.
IIpBux 2k—1 yBopoBa cMeCTUMO HA MeCTa TeMeHa IpaBuiIHor 2k—1-royria (o3ua-
unmo ra ca Usg—1), OOK MOCJTEeNHU YBODP CTABUMO y CPEIUHY OBOT MHOTOYTJIA.

Osnraunmo nokpusajyhe moarpagose ca My, ..., My,_1. HbuxoBu ckynoBu rpasa
cy:

E(My) = {vapv1,v2V2p—1,V3V2k—2, - ., UkVky1},

E(My) = {vapv2,v301, U402k 1, ., Vk41Vk42},

E(M;) = {v2kvi, Vig10i-1,Vi—2Vit2, - - -, Vith—1Vitk )

E(Mar—1) = {varvor—1,V102%—2,V2U2%—3, . .., Vk—1Uk }.
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Parkropu My, Ms m M3 3a k =5.

IToxaxxumo na je oBo cTBapHO parropusanuja rpada Kop. MoskeMo mpumeTnTn
[a ako maTr rpa¢ mocmarpamo kao npasuial 2k — l-toyrao Usi_1, OHIA je cBaka
CTPAHUIA ¥ AWjarOHaJIa HOPMAaJIHA HA TAYHO jeIaH ,,MOMYIPEYHUK  vopv;. M; je
KOHCTPYMCAH TAKO Oa MOKYIN CBE OHE AWjarOHAJIe ¥ CTPAHUIY KOje CYy HODMAaJIHe
Ha U2v;. lIpema ToMe, oBe rpame HuCy cycenHe, nBa pazmauuurta M; u M; Hemajy
3aje IHUYKUX I'PaHa a yHUja naje neo Koi. IIpema Ttome, M, ..., Ms,_1 cy dpaxropu
1-paxropmsanuje rpada Kop. O

Teopema 8.3. Ky, nema 2-paxmopusayugy. Kop11 uma 2-paxmopusayujy. lImasuuse,
Kokt1 ce monce paznoncumu na Xamuimornoge xKowmype.

Joxasz. Hera Baxxku n = 2k. Tana Ksj, Hema 2-parropusanujy, jep Cy CBU YBOPOBU
HENaPHOI CTENEHa, MOK Ce YHUjoM 2-(akTopa mo0ujajy YBOPOBU IMAPHOL CTENEHA.

Heka cama n =2k+1. 3a k=1, jacuo, K3 je cam no cebu 2-dpaxrop. 3a k > 2
Heka Basku V(Kogy1) = {v1,v9,..., 02541} U Heka npBux 2k uBopoBa opmMupajy
npaBuiHu 2k-toyrao Usy HOOK je HmOCJieqmu YBOP y IEHTPY OBOI MHOTOyria. KoH-
cTpyunmeMo nokpusajyhe noarpagose Fy, Fy, ..., F; Tako na Cy HUXOBU CKYIOBU
rpana ciaenehn:

E(Fy) = {v2k41V1,V2k41Vk+1, V102, V2kU3, V2k—1V4s - - - 5 Vk42Vk4 1,
V2V2k, V3V2k—1, - - - ,Uk'l)k+2}7

E(F) = {vak4+1V2, V2k+1Vk+2, V2U3, V1Us, U2k Us, - - - , Vk43Vk42,
V3V1, V4V2k, - - - 7vk+lvk+3}7

E(Fz) = {U2k+1vi7 V2k4+1Vk+i5 ViVi41, Vi—1Vi42, - -+ 5 Vit k+1Vitk,
Vit1Vi—1,Vi42Vi—-2,. - -, Ui+k71'Ui+k+1},

E(Fy) = {vok41Uk, V2k41V2k, VkVkg15 Vk—1Vk42, - - -, V1 U2k,

Ukt 1Uk—1, Uk42Uk—2, - - -, V2k—101 }.
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Parxropu Fi u Fs 3a k = 5.

YKOIMKO KpeHeMO o1 mpaBuiaHOr MHOroyriaa Usg Koju ce mobumja on uBOpOBa
V1,...,V95, HoArpadoBe F; cMO 3ampaBo HOOWIM NPEKO OBE I'PaHe KOje crajajy
IIeHTap ca ABa HacIpaMHa TeMeHa v; U U4k MHoroyria Usy, 3aTuM T'paHe Koja
IpeACTaB/bA CTPAHUILY V;V;4+] U O] apajelHe CTPaHUIle, CBUX AUjaroHasa mapa-
JIEJIHAX Ca OBOM CTPAHUIIOM, U I'PDAHA KOje Cy AujarOHaJie MapaJIesHe Ca VU;t1V;—1-
OBako mocMaTpaHo, JaKO je 3akbyunTu aa je F; 3anpaBo XaMUJITOHOBa KOHTYpA,
Te je 2-dparrop. C mpyre crpase rpana vsv; (s # t) ce HaJa3W TAYHO y jeIHOM
noarpady F;. IIpema tome, Fi, ..., Fj uune 2-pakropusanujy rpadpa Kogri. [

8.2 bojeme uBopoBa

IIpasuano bojewe nnu xkpahe bojewe usoposa rpada G je npunpysxuBame 60ja
cBakOM YBOpy rpada (G Tako ma CyCemHM UYBOPOBU HUCY ucte Goje. Ako je y
6ojemy ropumheno k 60ja, oHma TakBo Dojeme HasuBamo k-6ojewe. 3a rpadp G
KasKkeMo 1a je k-obojus ako 3a (G moctoju Heko [-6ojeme rae [ < k.

Xpomamexu 6poj rpada G je majmamu 6poj k TtakaB na je G k-obojuB. Xpo-
maTcku 6poj rpada G ozmauasamo ca x(G). Axo Baxu x(G) = k, kaxkeMo u zxa je
G k-zpomamcru.

ITpumep 8.4. Ha caumu seBO MOMKEMO BHUIETU IPABUIHO Oojeme rpada momohy
5 boja. larae, rpa¢ je 5-060juB.

Ha cnumu mecuo je 3-6ojeme rpada. Kako me moxemo malim nmpaBuiHO Oojeme
oBor rpada ca Mame 0oja (cBaku uBOp y rpady HMa CaMoO jeJaH KOju My je
HecycenaH, Te MaKCUMAJHO ABAa MOTY Outum mcrte 0oje, ma je y CBAKOM CIydajy
norpebuo Hajmame 3 6oje), Basku Y (G) = 3. A
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Hanowmena 8.5. C 063upom Ha TO Ha je y rpadoBUMa Ca BEJIUKUM OPOjeM YBOPOBA
U I'paHa JbYICKOM OKY TEIIKO 12 PAa3JIMKYje BEJUKU OPOj HUjAHCU, YECTO CE YMECTO
0ojema YBOPOBA KOHKPETHUM O0OjaMa CBAKOM YBODY NPUAPYIKYje IPUPOIAH OPOj
KOjUu IpencraBiba 00jy.

5-0ojeme rpaga

TlozabaBuMoO ce cama HEKMM OCHOBHUM OCOOWMHAMA XPOMATCKOT Opoja.
Teopema 8.6. 1. x(K,)=n.

2. Axo eamcu H C G, onda x(H) < x(G).

3. Axo samcu K, C G, ondan < x(G).

4. x(Cor) =2, x(Capy1) = 3.

Jloxas. 1. Kako cy y K, cBaka aBa uBOpa CcycemqHa, MPOU3BOJ/LAH YBOP MOpa OUTH
pasnuunte Goje on cBUX ocranux, Te Baxku X(K,) =n.

2. CBu yBOpOBU KOju cy cycenuu y H, ouu Mmopajy 6uru cycenau u 'y GG. Crora
3a Gojeme uBopoBa rpada G Ham Tpeba Gap OHONMUKO DOja KOJIMKO je moTpebGHO
3a 6ojeme rpada H.

3. Axo Basku K, C GG, ougma je n uBopoBa MehycoBGHO CycemHo, Te CBU MOpajy
outu paznamuuTux Ooja.

4. Kourypy mapHe my:KUHE U1V ...UsrU1 MOKEMO obojuTtu ca mBe 0oje Tako
IITO YBOPOBE Ca MapPHUM MHAEKCHMa 000juMO jemHoM 0OOjoM a OHE ca HemapHUM
uHIeKcuMa apyroMm 6ojom. Hapasuo, TO je m Hajmame moTpebumx Ooja, momTo
ako Oucmo cBe obojunmu jemrom Oojom, cycemnu UYBOpoBu Ou Oumam ucte 6o0je.
Hame, 3a KOHTYpY HeEHNApHE NY:KUHE V1Vs ...V, 41U] HAM HUCY HOBOJbHE 2 Goje.
Axo 6ucMo KopucTuan 6Ojeme Kao KO KOHTYPE IapHe Iy:KUuHe, Ha Kpajy ou v u
Vop+1 Ouan mcre 60je, HO OHUM Cy CyCeIOHU M TaKBO Oojeme HUje nmpaBuiHo. Mnaxk,
3 6oje jecy moBoJspHE: jemHy 00jy KOPHUCTUMO 33 UBODPOBE U1, Us,...,Usk—1, APYTY
3a Vg,v4,...,Vo U Kax TpehioM 060juMO UBOD Vg1, HOOMjaMO MpaBUIHO OOjeme
OBe KOHTYype. ]
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Moske ce ogpenutu Kana rpad uma xpoMarcku 6poj 1, 2 uau 6ap 3, mro hemo
BUOETU Y HACTABKY.

Teopema 8.7. x(G) =1 axo u camo axo je G npaszan zpag.

oxas. Baxu x(G) =1 ako u caMo aKo He IOCTOje CycemHu YBOpoBu y rpady. To
je eKBMBAJIEHTHO ca ycJjoBoM ma je G mpa3sas.

Teopema 8.8. x(G) =2 axo u camo axo je G bunapmumar u uma 6ap jeOny 2pany.

Jlokas. Hera Baxu x(G) = 2. Tama mopajy mocrojaty Gap ABa 4BOpa KOJU CY
cycennu, te rpag uma Gap jemmy rpany. ase, Heka je X CKyI CBUX YBODPOBa
upBe 60je a Y ckym cBux uBOpoBa apyre 6oje. IIsa uBopa m3 X He mMory OuTu
cycenmHa, jep Ou TO 3Haumao ma Hucy mcte 60je. VMcTo Basku u 3a uBopoBe y Y.
IIpema Tome, G je Gumapruran ca naprunujom (X,Y).

Heka je cama G = G(X,Y) bunapruran u Heka uMa 6ap jendy rpany. Usopose
n3 X obGojumo jemuom 6ojoMm a uBopose u3 Y apyrom. Iakne, x(G) < 2. Kako
E(G) # 0, Bawu x(G) # 1, Te cnemu tBpheme. ]

Teopema 8.9. x(G) > 3 axo u camo axo G cadpacu Henapny KOHMYPY.

Jokas. Aro Baxu X(G) > 3, ouma Baskn x(G) # 1 u x(G) # 2, re rpadp G Huje
npasas, HuTu Oounapruran. Onasnae cienu na Mopa CaIp:KATU HENAPHY KOHTYPY,
jep 3HaMo ma je rpad OUmapTUTAH aKO U CAMO aKO HE CaADPKU HEMapHY KOHTYPY.

O6puyTo, ako (G camp:ky HEmapHY KOHTYpY, 300r Teopeme 3HAMO Ia CY
HaM 3a Dojeme oBakBOr rpada norpedbre H6ap Tpu Ooje. ]

Hapemro tBpbeme mam maje rpy0y aau KOPUCHY HPOIEHY XPOMATCKOT Opoja
rpada.

Teopema 8.10. Csaru zpaf G je (A(G) + 1)-o60ojus, mj. x(G) < A(G) + 1.

Aoxas. Iora3 pagumo nanyknujom no n = |V(G)|. Axo G uma jenad uBop, jacHo
A(G) = 0, x(G) = 1, Te tBpbeme Baskm 3a n = 1. JloraskmMO cama na, ako
tBpheme Baskm 3a cBe TpadoBe ca CTPOro Mame OJ I YBOPOBA, OHAA MOPA BAKUTH
u 3a rpap G ca rauno n usoposa. Heka je v € V(G) npoussomuo. edranmumo
G' = G —v. Tana Baxu A(G') < A(G). Ha 0CHOBY MHIYKIUjCKE XUIOTE3€ BAKUA
X(G") < A(G')+ 1. Haxrxe, rpad G’ je (A(G)+ 1)-060jus. Ho, rarko Baxu dg(v) <
A(G)+1, nocroju 6ap jemua Goja TakBa Ja HOM HUje 060jeH HUjeNaH CYCed YBOPa
v. Tom Gojom Moskemo ob6ojutu v, Te je u rpad G (A(G) + 1)-06ojus. O

Hapenua ropucua teopema je pesyarar Bpykca n3 1941. roauae 1 By najemo
6e3 nokasza. Hhen moras ce moske mahu y [9].

Teopema 8.11 (prKGED. Hexa je G noeesan 2pad xoju Huje MU HeNAPHA KOHMYPA
Hu Komnaemar zpad. Tada eaxncu X(G) < A(G).

Jemna onx nmpuMena 6ojema UBOPOBA jecTe y mpobieMuMa KOju ce u3ydaBajy y
padYyHapCTBY U TO CY Tako3BaHU npobiemu pacnopebusama.

IRowland Leonard Brooks (1916-1993), enrieckn mateMaTuuap
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IIpumep 8.12. TloTrpeGHO je HampaBUTH pPACIOpen KOJOKBUjyMa U3 IPEIMETa:
Huckperna maremarura 1 (D1), Huckperna maremaruka 2 (D2), Aurebpa 1
(A1), Anrebpa 2 (A2), JIuneapua anrebpa (LA), Bynose anre6pe (BA), Teopuja
rpadosa (T'G) u Kombunaropura (K), Tako ma je yKyIHA Ly:KUHA MOJIATAEA IITO
kpaha (cBu KOIOKBUjyMu ucTO Tpajy). Heku on KONOKBUjyMa ce He cMejy OapsKa-
BaTU Y MCTO BpeMe, 300r mpodecopa koju Tpeba na O6yay NPUCYTHU Ha HBuMa. Y
Tabesu moJie CTOju X KO MapoBa MpeaMeTa U3 KOjuX KOJOKBUjyMU HE MOTY OUTH
ucroBpeMeno. Takobhe Tpeba umaru y Buay ga cy caMo OBa aMprTeaTpa TOBOJFHO
BEJIMKA & MOTY NMPUMUTU CBE CTYIEHTE KOJU MOJAkKy IIPEIMETE.

Dl D2 Al A2 LA BA TG K Al 1G
D1 X X X X X
D2 X X X X X
Al X X X A2 LA
A2 X X (

D2 D1

LA | x X
BA | x X X
TG | x X X B %
K X X X

Hampasumo rpa¢ G ma ciaemehm HauwH: YBOPOBU Cy NPEAMETU KOJjU CE€ TIO-
JayKy a OHM KOju He MOTY MCTOBPEMEHO OMTHU y pACHOPENy MOBe3yjeMoO I'paHaMa.
Cana hemo cBakoMm uBOpy npuapyskutu 60jy rze he Goje mpencraBibaTtu 3ace-
6aH TepMuH 3a nosarame. Jlakie, ako ogpemumo xpoMarcku 0poj rpaga, To he
HaM OIpEeIVWTU W MUHUMAJAH OpPOj TepMUHA 3a Mojiarame HATUX KOJOKBUjyMa, a
camMmM TuM he ny:xkuHaA mojarama Omrty MumHnMaigHa. Kako je Ky moarpad rpada
G, snamo x(G) > 4. Hokymajmo crora na nabemo mexo 4-6ojeme rpada G. Jemno
4-60jeme je:

1: D1, Al,;

2: D2 LA;
3: K,A2, TG,
4: BA.

MebyTtumM, ca oBakBUM pacmopemoM mo TepMuHuMa y Tpehem TepMuHy Oum Tpe-
0aJio na ce MOJaXKy TPU UCHINUTA & HA PACHOJIaramy Cy HAM CaMO IBE IPOCTOPUjE.
Crora MopaMo MOKyMIATH Aa jefaH ol BUX npebanuMo y 4eTBpTy TepMuH. Kom-
OmMHATOpUKA je cycemaH YBOp ca BymoBuMm anrebpama, Tako a OBa OBA YBOPA
e Mory 6utu ucre 60je. Kako Anrebpa 2 muje cycenna ca BDymnosum amrebpama,
MOKeMO By mpebamurty y yerBpTu TepMuH. CTora je 3ak/pydar na MUHAMAIHO
Tpajame moJarama je y YeTUPU TePMUHA W jeaH pacmopen Koju TO oMoryhasa
jecre:

D1, Al;

D2, LA;

K, TG,

BA, A2.

W N =

A

IIpumep 8.13. Many onmruHa y JyskHOOAUKOM OKpPYTry mOTpebHO je obojutu ca
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mTo Mame 00ja Tako ma, pamay MPerjeaHoCTr, CyCemaHe OMIITHUHe He Oyay obojene
ucToM GojoM.

7Kabasb

TTanmanka Hosu Caj

(m

Many hemo npencraButu noMohy rpadga: yBopoBu he npencraB/baTl OIIITU-
HE a IpaHe CyCeICTBa ONIITUHA. 1uMe matu mpobIeM CBOIUMO Ha TPaKEeHme XPOo-
Marckor Opoja maror rpada. On Mopa Outu Behwu ox 2, jep uMa KOHTYDPY Ly KUHE
3. Ha ocHOBY cimke mecHO MOKeMO BUAETH [1a Cy HAM IOBOJbHE Tpu Ooje. A

Turen

Cpenmcku Kapiosiu

Kao mTo cMmo Bumenu, jom jemsa npumena 60jema YBOPOBAa jecTe Dojeme Mara.
Mame ce 3anpaBo MOI'y IpPeACTaBbATA Kao IIaHapHU rpadoBu (rpadosu koje je
Moryhe mpeacTaBuT y paBHM TAKO Ia C€ TPaHe He CeKy). JemaH o1 HAjIO3HATUjUX
npobJsieMa Teopuje rpadoBa jecTe yIpaBO Be3aH 3a 0ojeme IIaHApPHUX IpadoBa
no3uar kao Ilpobaem wemupu boje:

Caaku nmnanapas rpad ce moskxe obojutu ca 4 6oje.

Ilakne, musb Gojema Mamna jecre ma Oymoy HperyienHe M Oa Ce KOPUCTU MITO Mame
60ja. Ila bu ce mocTuria OperieqHocT, TOTpebHO je ma cycenue obnactu He OyIy
ucre 60je. Kaprorpaguma je m3 uMCKycTBa BEKOBUMA OMO MO3HATO OA j€ 32 TAKO
HemTo morpebuo HajBume 4 60je. Mebyrtum, Huje ce 3maso ma au je To moryhe
3a cBaky Mamy. BepoBaJio ce ma jecte Tako yBeK, ajii JOKa3 3a TO HUje IOCTOjao.
T'onuue 1852. crynent JIOHIOHCKOT YHUBEP3UTETCKOT KOJIEIIA je TTOCTABUO TO MU-
Tame cBOM mpodecopy e MopraHyﬂ u OH HUje 3HAO ma My oarosopu. IIpobaem
je mpencTaBMO CBOjUM KOJIeTaMa W TAKO je MOYeJi0 PellaBame KOoje je Tpajaio
Bume on jemuor Beka. llocie pa3mHmx mokymaja m mpucTyna, roguae 1976. je
KOHAYHO aMepmukuM Maremarmuapuma Aneny, Xakxeny n Koxy (Kenneth Appel,
Wolfgang Haken, John Koch) momo 3a pykom ma y3 momoh pauyHapa u TOKaKy
OBY XUIIOTE3Y.

8.3 bojeme rpana

Cunmuno ka0 mTo ce 60je YBOPOBU MOKEMO OOjUTU U IpaHe.
Lojewe epana rpada G je npunpysxkuBame 6oje cBakoj rpanu rpada G Tako na
cycenHe rpane Hucy ucrte 6oje. Ako je y 6ojemy rpana kopumlieno k 6oja, onna

2 Augustus De Morgan (1806—1871), OGpuranCKH MaTeMaTHIap U JOTAYAD
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ra Has3UBaMoO zparncko k-bojewe. 3a rpad G kaxkeMmo na je zpancku k-obojue axo 3a
G noctoju Heko [-6ojeme rpana rae | < k.

Xpomamexu undexc rpada G je Hajmamu npupomad 6poj k TakaB ma je G
rpancku k-o6ojus. Osmauasamo ra ca x;(G). Aro Baxu x;(G) = k, kaskemo un na
je G epancru k-zpomamcku.

IIpumep rpada uyuju je XpoMaTCKu UHIEKC 4.

CunnyHO Kao KO 0COOMHA XPOMAaTCKOr Opoja, HHje TEIMKO NCINTATA HEKe OC-
HOBHE OCODWHE XPOMATCKOI UHIEKCA.

Teopema 8.14. 1. x;(GQ) = A(G).
2. Axo eamcu H C G, onoda xi(H) < x1(G).

3. x1(C2x) = 2, x1(Capy1) = 3.

Zoxas. 1. Kako cycemue rpane He Mory 6wty obojeHe mcTtoMm GOjOM, OHIA XPO-
MAaTCKU WHAEKC MOpa OWUTHM HajMame OHOJNIMKO KOJIMKO WM3HOCKH HajBehwm cremeH
4yBOpa y rpagy.

2. Tlomro je cBaka rpana momrpada H takobe y rpady G, 3a Gojeme rpana
rpada G Ham Tpeba Gap oHOJIMKO Ooja KOMMKO je moTpebHO 3a Gojeme rpada H.

3. OBaj meo tBphema ce moka3yje aHaJIOTHO Ka0 TBpDheme 3a BPEAHOCTU XPO-
MaTcKOr Opoja 3a KOHType mapHe, ONHOCHO HeIapHe OY:KUHE. Y OBOM CIydajy
YJOry YBOPOBA IIPEY3UMa]jy IPaHe MOMTO je CBAKM YBOP CTEIEeHa 2 U CBaKa I'paHa
WHIIOEHTHA ca 2 YBOpa, MOK je Opoj rpaHa u 6pPOj YBOpOBA WCTH. ]

3a romIiuieTHe rpadose Moryhe je onpenuTu BpegHOCT XPOMATCKOI UHAEKCA
W OH 3aBUCU OJ TOTA A4 JU je OpOj YBOPOBA MAPaH WM HEIMapaH.

Teopema 8.15. x;(Ko) =2k — 1.

Jloxas. Ha ocHOBY Teopeme 3HaMo ga je Ko 1-parropusabunan m ma ra
MOkeMO paznoxuty Ha 2k — 1 darxropa My, ..., Mor_1. Kako cy oBo mucjyHk-
THU (AKTOPHU U CBAKU O HBUX je CauumeH O I'paHa Koje HUCY CyCelHe, CBaKU
¢darTop Moke OuT; 060jen jemHoMm Gojom. C 063upoM HA TO Ha nMa yKymHO 2k — 1
daxropa, cremu x;(Kor) < 2k —1. C npyre crpane, momto Basku A(Koy) = 2k —1,
BayKM U OOpHYyTa HEjeTHAKOCT, T€ CMO 3aBPIIUIN JOKA3.

Teopema 8.16. x;(Kaz;—1) =2k — 1.

XPOMaTCKU
WHIEKC
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Joxas. Tloraskumo najupe na Baxku x;(Kop—1) = 2k—1. IIpernocraBuMo cynpoTHoO,
Hera Baxku X (Kak—1) = s < 2k — 1. Tana moskemo Kop_1 pa3ioKuTH HA S HOI-
rpagpoBa Gi,...,Gs, Tako ma moarpa¢ G; uyumHe Tpane obojeHe i-TOM GOjoM U
YBOPOBU MHIUACHTHU Ca OBUM T'paHaMa. lIpema ToMme, BaKu

E(G1)U---UE(G;s) = E(Kak-1),
E(G;)NE(G,) =0 3ai#j.

IIpu Tome, Kako cy rpame ucre 60je HecycemHe, cBaka rpaHa y F; je MHIMIEHTHA
ca IBa YBOPA KOja Cy y TOM mOArpady WHIMIEHTHU CaMO Ca HOM. 300r TOra Basku

(G < LEn)l 2Ly

Canma mobumjamo na Basku
B(Ka )| = |B(G1)| 4+ +|B(Gy)| <5+ (k—1) < 2k —1)- (k—1).

C mpyre cTpaHe UMaMo

2k;—1> _(2k—1)-(2k-2) k1) (k- 1),

|E(Kop-1)| = < 9 B

IITO HAC HOBOAU IO KOHTpaguknuje. lakie, xpomarcku nHAEKC rpada Kop_1 MOKe
ourtu HajMame 2k — 1. Jla 6GrcMO mOKa3asm na BaKU jeAHAKOCT, NJOBOJHHO je Hahwm
jemno (2k — 1)-6Gojeme rpama rpada Kor_1. Jomajmo usop v Ha rpad Kop_1 m
TIOBE/KUMO Ta ca cBuUM uBopoBuMa. Ha taj mauwn mobujamo rpad Ksi. Ha ocroBy
teopeme [8.15] cinemm ma je oBaj rpad (2k — 1)-060jus. OacTpamuBameM YBOPa v
nobujamo rpad Kog_1 KOju je o60jen ca 2k—1 6oja. To je rpakeno (2k—1)-Gojeme
rpasa. ]

Hapenme mse Teopeme cy BPJIO KOPUCHE, aJi CY UM JOKa3U CJIOMKEHUjU, T€ WX
nmajemo 6e3 nokasza. Ymraormu mokase osux tBpbhema mory mahwu y [9].

Teopema 8.17 (Kenur). 3a ceaxu bunapmumnu myamuepad G eancu x1(G) = A(G).
Teopema 8.18 (Bﬂsnﬂrﬂ). 3a cearu zpap G samcu A(G) < x1(G) < A(G) + 1.

Bojewme rpana rpada mMma mMUpOKy IPUMEHY y PAYyHAPCTBY, CIUYHO KAO U
0ojeme UBOpPOBA, W BEJIWKN HEO 3ay3umajy npobisemu pacmopebuBama. Onu ce
[aJjbe IPUMEKY]y Yy NPAKTUYHUM TPOOJIeMUMa Yy UHIYCTPUjU, TEXHOIOT U, ajlid U
mupe.

IIpumep 8.19. Iler crynenara Tpeba na mojaKy TPU YCMEHA UCIUTA KOJ Pa3iiu-
unTux npodecopa. Pemocien monarama mucnura Huje OuTaH, OUTHO je Ha CBAKO
“Ma CBOj TEPMUH MOJIArama U Ja yKyHIaH Opoj TepMuHAa Oyae MUHUMAJIAH.

IIpencrasuhiemo cTymeHTe U Ipoecope MPeKo YBOpoBa {81, ..., S5, P1, P2, D3} a
mojarame YCMEHOT he OuTw mpeAcTaB/beHO IPAHOM KOja Claja CTYIEHTA W MPO-
¢pecopa konm Kojer monazke mcnut. Tako modujamo rpa¢ Kizs umje rpase Tpebda
obojutu ca mrTo Mame 6oja, jep he cBaka 60ja nmpencraB/baTH jeIaH TEPMUH, Tj.
rpaHe Koje cy ucrte 6oje he nmpencrapmpaTu yCMeHEe KOju he ce OABUjaTH MUCTOBPE-
MEHO.

3Bamum Ieoprifiosuy Bisiar (1937-2017), ykpajuHCKX MaTeMaTAIap
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S1
P1 52
D2 53
D3 Sy
S5

Hero 6u pekao ma je moBOJLHO ma HAJIpe IPBA TPU CTYAEHTA WCIOJNAKY CBOje
yCMeHe, Tako ITo he ce n3MemaTu KOA Ipodecopa y MUKINIHOM pery, a Kal OHU
3aBpIle MPEOCTAJMX MBOje MOJIAKY CBOje UCIUTE. JemaH OX TAKBUX pPaclopena
jecrte
S1P1, S2P2, $3P3;

S1D2, S2P3, S3P1;
S1D3, 52P1, S3P2;
S4P1, $5P2;3
S4P2; S5P3;
6: sap3,Ssp1-

U W N~

Ilakne, y oBakBOM ciydajy je morpebuHo 6 Tepmumua. Mebhyrum, rako cmo
nobmau KoMmIieTaH OunapruraH rpad, Ha ocHOBY Kenwuroee Teopeme mobujamo
Xi(Kss5) = A(K35) = 5. Harae, moryhe je maliu Gojeme rpana ca 5 Goja, Tj.
HAIPaBUTU PACIOpen Koju he 3axTteBaTrwm caMo b TepMUHA. JeJaH Ox TaKBUX pac-
mopena je maT y HACTaBKY.

S$1P1, S2P2, S3P3;
S2P1, $3P2, $4P3;
83P1, $4P2, S5P3;
8$4P1, 85P25 S1P3;
S§5P1, 81P25 S2P3-

T W N



104 I'NIABA 8. BOJEWBE 'PAPOBA



rnasa 9

INTPAPOBUA

Y 0BOj mocienmoj riaBu ce 6aBUMO AUTPAPOBUMA, Tj. yCMEPEHNM I'PaPOBUMA.
Ilomro cy mwuxoBe rpaHe opujeHTHCAHE, TUIPA(OBU CYy IONOAHU 3a IIPEICTAB-
Jbame CTPYKTypa TIAe NIOCTOjU HEKU TOK; TO MOMKE OUTH IPOTOK MHPOPMAIN]ja
MeDy paszauunTuM payyHapuMma, TOk caobpahaja, Bpiieme pa3imyuTUX IPOIeca
KOju MOTYy OuTu m3BpImIAaBaHM caMoO y HekuM onpebhenum pemocnemuma. Herkwm on
npobJsieMa Cy ¥ & JU Ce MOKe OPHjeHTUCATH MPEKa IIyTeBa TAKO A Ce IyTYje
mTo epuUKaACHUje, Iae ce IpobiaeM CBOIM Ha OPUjeHTHCAlme I'padoBa TAKO Oa Ce
nobuje jako moesaH murpad. Y IPYIITBEHMM HayKaMa, Kao IITO Cy €KOHOMUja
U MOJUTUYKE HAYKe, MOCEDHY yJIory mMMajy TypHUpU Koju ce uameDhy ocrasor
KOPUCTE MPWJINKOM DaHCUpamkha U OpeABrhama IPYITBEHOr nu3bopa.

9.1 OcHoBHe ocobmuHE murpagoBa

Juepad D (opujentucanu unu ycmeperu rpag) je ypebernn nap (V) E), rze je
V' cryn uBopoBa a E ckyn opujeHTmcanux rpasa meby usopoBuma murpada D,
Tj. B ={(z,y) : v,y € V}.

I'pana (r,y) ce 4ecTo 0O3HAUABA Ca T — Y WJIA CAMO TY U KAKEMO Na T 800U Ka
y, © myye (mmm domunupa, nodehyje) y, mu y je myuen (mmu domunupar, nodehen)
ox x. YUBop  je nouemax, a 9BOp Yy Kpaj TPaHe T — Y.

Basa duepaga je rpad (myrrurpad) xoju ce nobuja kaga ce 3aHeMape OpU-
jeHTamnuje rpaHa.

IIpumep 9.1. Ha mapenmoj caunu 1eBO MOKeMO BuAeTw mpumep aurpada D =
(V,E), rme E={z,y,z,t} u V={x > t,y > z,t > y,t > x,t = z}.
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Ha caumum mecno je 6a3a murpada D. A

Hamomena 9.2. Mu hemo m3yuaBatu camo rpa¢ose umja je 6aza mpoct rpad
(Tj. camo mpocte murpadose). &

Hsnasnu (yaasnu) cmenen usopa x y murpady D jemnak je 6pojy rpana koje
uznaze (ynase) us T u osHavasa ce ca dt(z) (d~(z)).

Tomananu cmenen usopa x y murpady D je d(z) = dT(z) + d~(x). Axo Bakn
d~(z) =0, uBop = ce Ha3uMBa u360p. Ako Bazku dT (z) = 0, YBOp T ce HA3UBA NONOP.

IIpumep 9.3. BpensocTu m3na3HOr M yJia3HOr cTemeHa yBopoBa murpada D u3
npumepa cy: d¥(z) =1 =d%(y), dT(2) =0, d*(t) = 3; d(z) = 2, d”(y)
d=(z) =d (t) = 1; mok cy Toramun crenenu usoposa d(x) =3, d(y) =2, d(z) =
d(t) = 4. Hurpad D vMa mOHOD U TO je UBOD 2, aiu U3BOP HEMA.

L,

>

Besza m3meby cyme m3masHuxX u cyMe yJIa3HUX CTENEHA je maTa y HapeIHOM
TBphemy.

Teopema 9.4. Hexa je D = (V,E) duepad ca n wsoposa um epana. Tada eaxncu
Zd"’(vi) = Zd_ (v;) = m.
i=1 i=1

Joxas. JemnakocTtu Baske ¢ 003MPOM Ha TO Ja CBaKa I'PDAHA UMa jeIaH IMOYETAK U
jeman kpaj. [IpBu on mUX TONPUHOCU 30UPY M3JIA3HUX CTEIEHA a APYTU 30Upy
yJla3HUX CTelleHa. ]

Hapenna nBa tBphema HaM majy yciaoBe 3a IMOCTOjame OPUjEHTUCAHE MIETHE,
ONHOCHO OPUjeHTHCAHE KOHType y aurpagy.

Teopema 9.5. Csakxa opujenmucana u — v Wemmpa ca0pHCU OPUJERMUCAH U — V NYM.

Jloxas. OBo TBpbeme je mociemumna Teopeme [5.5] O

Teopema 9.6. Hexa je D duepad ca bap jednom eparom. Axo D nema nowop (uzeop),
onda D cadpacu opujenmucany xoHumypy.

Jloxas. Heka D mema moHOpP. YOUMMO MPOM3BOJLAH UBOP ¥ KOJU j€ WHIMACHTAH Ca
b6ap jemnom rparnoM. Kako v HUje mOHOP, MOCTOju rpaHa v — x1. Hu x1 HUje moHop,
Te TOCTOju TpaHa r1 — X2. IlomTo HUjeJaH YBOP HUje TOHOD, CBAKU HAPEIHU YBOP
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he umaru ek uBop roju he tyhu. C oG3upom na je ckym uBopoBa murpada D
KOHAYaH CKYIl, MOpPa IOCTOjaTU HEKO ¢ TAKO Ia BayKU

V—>T1 — X2 —> " =T —> Tjp1 — " — Tk — Ty

Tana je TpaskeHa OpHMjeHTHCAHA KOHTYPA T — Tit] — *** — Tj.
Aro D Hema M3BOD, NOKAa3 je aHAJIOTAH. O

9.2 Hexre BpcTe murpadgoBa

Hurpad je ayuxasuvar axko He CAIPKU OPUjEHTUCAHY KOHTYDY. AIUETIIAR
Teopema 9.7. Ayuxauuan duzpad ca bap jeoHom 2parHoM UMG U U3BOP U NOHOP.

Jloxas. IlocmaTtpajMo IyT MakKCUMAJIHE OY:KWUHE U1 — Uy — - -+ — Ui. lama je vy
U3BOp. 3amcra, ako OM mocTojasia rpaHa T — v, OHAA MOCMAaTPAHU IOyT He Ou
MOrao OUTU MaKCUMaJIHe Ny:kuHe. AHAJOIHO Ce 3aKbydyje na je vp IMOHOP. ]

Amuranuan qurpad ce HasusBa u DAG (on enrsieckor mspasa directed acyclic
graph). OBa raiaca murpadosa je jom jemHa o BPCTa rpadoBa duje je n3ydaBame
u mpuMeHa mupoka. Ha cauiu mosie je mpukaszaH IpuMep jemiHor aurpada Koju je

DAG.

Hurpad je caabo nosesan aro je meroba Oasa mose3aH rpad, a jako nosezam,  caabo

aKO 3a CBAKW IIap 4BOpoBa &,y € V, = # y, IOCTOjU OPUjEeHTUCAH T — Y IYT. u jaxo
IIOBE3aH

IIpumep 9.8. Ha cauru mose MozxkeMo BumeTu npumep marpada Dy koju je jagko — Aurpad
moBesan. Ca mecHe crpane ce Hasa3u aurpad Do Koju HUje jako MOBe3aH, jep He

nocroju opujenTucan myT usMehy cBaka nBa usopa (HOp. He MOCTOjU OPUjEHTUCAH

y1 — y2 nyt). Oba murpada nMajy Kao 6a3y rpad Koju je mosesaH, Te cy u Dy u

D5 cnabo mosesaunu.

A z, T Y Yo Ys

A

A
\/

A

Vmajyhu y Buay OpeTxomHy OpUMEpP W KAaKO HAKOH Opucama OPUjeHTAIN]a
rpaHa YBOPOBU OCTAjy MOBE3aHM, Ba)KU HAPEIHO TBpDhHeme.
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Teopema 9.9. Csaxu jaxo nogezan duzpad je u caabo nosezan. Obprymo we sancu.

I'pa¢ (mpoct mau myarurpad) je opujenmabdunar axo je TOBE3aH U aKO Ce
IeroBe IpaHe MOI'Yy OPHjeHTHCATH Tako Aa nobujeHun nurpa¢ Oynxe jako moBe3aH.

Hurpad roju je HAcTAO opujeHTHCAmeM Tpana rpada G oznauaBamo ca G.

IIpumep 9.10. Ha caunu nose MOKeMO BUIOETU NPUMED rpada KOjU HUje OpU-
jearabunan. To je rpa¢d Gi1. OBaj rpa¢ mma Bucehu uBop, Te ako Bucehy rpany
opujerTumeMo ka Bucehiem uBopy, ouma Hehe mocTojaTy HUjenAaH OPUjEeHTUCAHU
nyT koju kpehe om mocmarpanor Buceher usopa. Ciuuuno u ako Bucehy rpamy
OPUjEHTHUIIEMO OOPHYTO.

G G,

A

A

» »
> > L ] > > ®

I'pad G ca caurke rope jecre opujeHTabMIAH, jeJaH IPUMED OPUjEeHTUCAHA IPDAHA,
Tako mga nobujenu aurpad Oyme jako mosesaH jecte Di. OBO Huje jeIMHCTBEHO
TAKBO OpujeHTHCame, nurpa¢ Do je jomr jeman takaB npumep koju ce ox (G1 pas-
JIUKYje caMo_;/ opujerTtanuju jenue rpane. lakne, u D; n Dy GucMo MOram 03-
mauntu ca (Go. HapaBHo, Kana jeman on BUX 03HAYMMO TaKO, OHIA OHAj APYTHU
HEe MO:KEMO O3HAUYaBaTHU HA Taj HAUYMWH, jep cy oBa gBa aurpada mehycobHO pas-
JINYUTA. A

Teopema 9.11. Ceaxu Ojaepoe u ceaxu Xamuamornos zpad je opujenmadbusan.

Hoxas. Hera je G Ojmepos rpa¢ u HEKa je v1vs . ..V, Herosa 3arBopena Ojreposa
crasa. AKO TpaHe OpUjeHTUIIEeMO Ha ciaenehu HAUUH: V] — Vg — - -+ —> V), OHIA j€
OBaKO OpUjeHTHCAH rpad jako moBe3aH.

Heka je caga G XaMuaToHOB rpag u v1vs . . . Uy HEroBa XaMUJITOHOBA KOHTYPA.
Ako rpame oBe KOHTYDPE OPUjEHTUIIEMO U] — Vg — -+ + — Uk, JOK MPEOCTAJe IPAHe
OPUjEeHTUIIEMO Ha NMPOM3BOJbAH HAUMH, NOOKjaMO jako moBe3aH qurpad. ]

Teopema 9.12. Hexa je G noseszan epaf ca bap 2 wsopa. I'pag G je opujenmaburan
aKO U CAMO GKO HeMa MOCMOoSe.

Jloxas. Aro mpernocrasumo na je G opujeHTabuiiaH, oHma je 8 jaKO TOBE3aH.
Y KOMUKO OM mOCTOjajia TpaHa € = X — Y KOja je MOCT, OHZa He Ou MOCTOjao Yy — T
IyT, IOMITO OU Ce Yy WM T HAJA3WIU y PAa3IUdNTUM KOMIOHeHTama rpada G — e.

Heka canma rpad G mema mocrtoBe u Hera je H markcumasnan moarpad rpada G
no 6pojy rpasa koju je opujenrabunan. (Takas noarpa¢ ysek mocroju, jep rpad
KOjer umMHU jenaH 4BOp jecte opujenrabunan.) Pasmukyjmo msa caydaja:
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1. V(H) =V (G). Y oBoum cayuajy je G opujenrabunas, jep rpane u3z FE(G)\
E(H) M0eMO OpUjeHTUCATU IPOU3BOJLHO.

2. V(H)#V(G). Heka cy u € V(H) nu v € V(G) \ V(H) npoussomuu. Karo
G HeMa MOCTOBa, MOCTOje Hap ABa T'PDAHCKU OUCJYHKTHA u — v myTa. Heka cy
YBOPOBU T W Y ,,OCIAEmHU“ Ha OBUM MyTeBMMa Koju ce Hamgasze y H. Kako je
H opwujenrabunan, nocroju opujertucan u — r nyT. Cama meo u — v myTa KOju
CAIpP/KU X U KOjU ce Haja3u BaH H, Tj. n1eo x—v, OPUjeHTHUIEMO TaKO na ce nobuje
opujeHTHCAH ¥ — v myT. Tama oo omucaHa OBA MyTa OOOMjaMO OPUjEHTUCAH U — V

oyt y G.
g fo N
v

Amnasoruo, y H mocToju opujeHTHCaH Yy — U IIYT, IIa C€ He0 APYror U — ¥ IyTa
OPUjEHTUIIE TAKO 1a Ha Kpajy mobujemo opujerntucan v—u nyT y G. Ha oBaj nauun
moarpad koju ce nobuja ox H 1 OBUX IOJATHUX OPWjEHTUCAHUX FPaHA 3ajE€IHO Ca
CBUM YBODOBUMA KOJU Cy MHOWIEHTHU CA MONATHAM I'DAHAMA aje OPUjeHTAbMIaH
noarpad rpada G koju je sehim on H. [Ipema Tome, monazuMo K0 KOHTPAIUKIM]E
ca mpeTmocTaBKOM ma je H maxkcumanan opujenradbuias moarpad. ]

Typnup je murpadp T = (V,E) ca ocobuHoM na 3a CBAKM HAD PA3IUUUTUX
4YBOpOBa I,y € V BaKK TAYHO jeOHO O T —> Yy U Y — T.

IIpumep 9.13. Ha caumnu noje je mpura3aH jeqaH IpuUMep TYPHUPA KOjU UMAa TET
YBOPOBA.

Ly

A
Hamomena 9.14. DGaza cBakor TypHupa je KOMIIeTaH rpad. &

TypHUpPHU ce jaBspajy Kao MOOENM CIOPTCKUX TYpPHUPA y KOjuUMa HeMa Hepe-
meHuX MedveBa. | 'paHa mpeacTaBsba jeJaH MeY W yCMepeHa je Oon MoOeTHUMKa Ka
rybuTHURY, na ce dT(z) Ha3zuBa U cxop u o3HadaBa ca S(z).

TYPHUD
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TypHUD je mpansumuear aKO 3a CBAKA TPU PA3IMUUTA UBODA X,Y, 2 € V Baxn
(x—=yAy—z) =22

ITpumep 9.15. CropoBu TypHUpaA K3 IPUMEPA cy: s(z1) = 0, s(z2) = 3,
s(xz3) = 2, s(z4) = 3, s(x5) = 2. OBaj TypHUD HUje TPAH3UTUBAH, j€p T4 — T3 U
X3 — T U IPU TOME HE BAyKU T4 — T3. A

Hapenuno tBpbheme Baskm ¢ 063upom Ha TO nma je 6asza TypHUpPA KOMILIETAH
rpadg.

Teopema 9.16. Axo je T myprup ca n weoposa, onda:
1. d*(v)+d (v)=n—13a ceeve V(T),

2. EUGV(T) d*(v) = ZveV(T) d~(v) = |E(T)| = (g)

Tepbhemwe y macraBry maje Besy mehy TPaH3UTUBHAM U ANUKIUNYHUM TYDHU-
p¥Ma ca CTeleHnMa CKOPOBHMAa YBOPOBA.

Teopema 9.17. Hexa je T mypnup ca n wsopoea. Caedeha mephewa cy exeusa-
AEHMMHA:

1. T je auyuxauuar myprup.
2. T je mpansumusar mypHup.
3. Cxoposu wsoposa myprupa T cy 0,1,...,n— 1.

Jokas. (1 = 2) Heka je T auuknuuas ¥ OIPETHOCTABUMO Ia 32 HEKE X,Y,Z BasKU
r—yuy— z. TypHUD MOpa camp:KaTW TAYHO jenHy O T'pDaHa T — 2 U Z — &.
Axo canpsky Ipyry rpaHy, OHIa UMaMO OPUjEeHTUCAHY KOHTYPY T — Y — zZ — T,
mro je Hemoryhe jep je T amuknuuan. lakne, cagpsku rpany x — z, Te je T
TPAH3UTUBAH.

(2 = 3) Heka je T rTpamsutuBan TypHUDP. Kako uMa n 4BOpOBA U HUXOBU
CKOpOBU MOTy ummaTu Bpennoctu on 0 mo n — 1, mMOBOJBHO je TOKa3aTu nOa He
IOCTOje [Ba YBOpa Ca MCTUM CKOpoM. lIpermocraBmMO CympoOTHO, HEKA 3a IBa
upopa = u y Baxkn s(x) = s(y) u HeKRa & — y. 3a CBAKO z 3a KOje BaAXKHA y — 2,
360 TPAH3UTUBHOCTYU BaKU U & — z. 300r Tora mMamo s(x) > s(y) + 1, mro Hac
HOBOAU IO KOHTPA,IUKI]eE.

(3 = 1) Osmaunmo usopose Typuupa 1 ca vi,vs,...,U, Tako na Baxu $(v;) =
i — 1. Tana 3a ¢ > j Mopa BawuTu v; — v;. Jokaxwnmo na je tana T anmukImdaH.
Yroauko 6u T mMajao OpUjeHTUCAHY KOHTYPY, OHAa OM MOpaJja MOCTOjaTH IpaHa
v; = v; 3a 1 > j, anu To je Hemoryhe. ]

Ilomro y mperxomuoM TBphemy mobujamMo ma y TPAH3UTUBHOM TYPHUPY MOC-
TOje YBOpOBU umju cy ckopoBu 0 m n — 1, Kao mocienurly moOMjamMO HapeTHO
TBpheme.

Teopema 9.18. Ceaxu mpanzumuear MypHUp UMG U3EOP U NOHOP.

Jom jemma ocobuHa TypHUpA jecTe MOCTOjame XaMUJITOHOBOT IIyTa.
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Teopema 9.19. Ceaxu myprup uma opujenmucar Xamuismornos nym.

Lloxas. Ilokasz pamauMoO MHOYKIWjOM IO OpOjy YBOpOBa N y TypHUDPY. JacHO, 3a
TypHUPE Ca jeOHMM WJIM OBa YBOpa TBpheme Basku. lIpermocraBuMo ma CBakm
TYypHUD ca N — 1 YBOPOBA MMa OPUjEHTUCAH XAMMUJITOHOB IIyT U AOKAKMMO 13
Taja OBaKaB IyT MMa M TYpHUD 1 ca m YBOPOBA. Y OUYMMO NPOU3BOJLAH UYBOD U Y
Typrupy 1. I'pa¢ T'— v je TypHUD ca n — 1 UYBOpOBa, Te HA OCHOBY UHIYKIW]jCKE
XUIIOTE3€ OH CANP/KU OPUjEeHTUCAH XAaMUJITOHOB myT. Heka je To v; — vg — -+ —
Vp_1. YKOIUKO TypHUp 1 camp:Ku rpany v — v1 WU Up_1 — U, OHIA je jaCHO Ia u
T uma opujenTucan XamuaToHoB myT. Heka cama T camap:ku rpane vi — v U v —
vp—1. Tama Mopa mocrojaTtu i € {1,...,n—2} Tako ma cy v; — v U v — v; 41 TpaHe
rypuupa T (ako He 6U MOCTOjaso, TO OM 3HAUMIO Ha WM U Tyde CBe YBOPOBE
VIV je TYy4YeH O CBUX, IITO je HeMorylie 360r TOra mTO BAKU U] — U U U — Up_1).
Tana je Tpaskenn XaMUITOHOB YT U] — +-+ —> U; — U —> Vigp1 —> *+* —> Up—_1. OJ

Usop « typuupa T je kuMz aKO 3a CBAKU YUBOP Y F# & MOCTOJU OPUjEHTUCAH
IyT U3 T y Yy Oy:KUHE HajBUIIe 2.

Teopema 9.20. Ceaxu myprup uma 6ap jednoz KuHza.

Jokas. 3a TYpHUAD ca jeAHNM YBOPOM TPHBHjAJIHO Baku Oa mMma kuHra. Crora
pa3marpajmo 1" ca n uBopoBa, rae n > 2. Heka je v uBop typrHupa 1' ca mak-
cumasHuM ckopoM u Heka je u € V(T) \ {v} npousBossHO. YKOINKO BaKU U — U,
TO je opujeHTuCaH myT u3 v y u aysxkube 1. Heka cama u — v. Ako Ou 3a CBako
W TAKBO Oa U — W BAKUIO Aa & — w, oHAa 0u Owmno s(u) = s(v) + 1, mebhyTum
TO HAC OOBOOU MO KOHTPAIOUWKIMjE jep je v ca MaKCUMAaJHUM CKODPOM, Tj. BakKu
s(v) = s(u). IIpema ToMe, mOCTOjU HEKO w Tako ma v — w U w — u. Cazxa je
U — W — U OPUJEHTUCAH ¥ — % OyT OY:KUHE 2, T€ MOKEMO 3aKJbYUUTHU 4 j€ U KUHT
Typuupa T. ]

TypHUD MOKEe UMATH jeAMHCTBEHOT KUHTa, aju He Mopa. Y npumepy [9.13] natn
TYPHUD MMa TPU KWHTA, TO Cy UBODOBH T, T3 U T4. 1loTpebaH u MOBOHAH YCIOB
KaJa TypPHUD MMa jeIUHCTBEHOT KUHTa je HaT y HapeIHOM TBphemy.

Teopema 9.21. Typrup uma jeduncmeenoz Kukzea aKo U CAMO GKO UM U3EOP.

Jloxas. Heka je x jemumuctBen kuar TypuUpa 1. [lomro & mva najsehu ckop, ouga
je HmeroB yJja3HU CTeleH HajMalhU U je IMHCTBEH je Takas. Crora je oH je IMHU YBOD
y TypHUDPY KOju MOske Outum u3Bop. IIpermocraBumo ma x muje m3sop. Tanma je
CKyIl uBOpoBa V, koju Tyky x HempasaH. [locmarpajMo moarpad MHIYKOBaH OBUM
ckynom uBopoBa. OH je TypHuUp, Te uma kmHra. Heka je to uBop y. Iloraskwmmo
na je tama y kuHr TypHupa T, Tj. ma u 3a cse uBopose z u3 V(T)\ V, Baxu na
MOCTOjU OPUjEHTUCAH Yy — 2z TyT ay:kuue HajBume 2. [lomro y € V,, Basku y — .
A rako cy y V,, cBu onm uBoposu koju tyry =, y V(T)\ (V, U{z}) ce namnase csn
ouu koje x tyue, 1j. 3a z € V(T)\ (V, U{z}) Bakm ¢ — z. Ilakse, 3a OBaKBe z
UMaMO OPUjEeHTUCAH ImyT ¥y — & — 2. Ha oBaj HaumH moja3uMoO 10 3aK/bYYKa Ia
je y KuHr TypHUpa 1 pasauduT O T, HITO je Y CYIPOTHOCTU Ca HPETIOCTABKOM
na T uMa je AMHCTBEHOT KUHTA.

O6puyToO, HeKa TypHUD nMa n3Bop z. Taxa x Tyde cBe ocTaje YBOPOBe, 1A je
u jemuau Ttakas. /lakie, x MOpa OUTH KUHT KOjU je jeIMHCTBEH. O

KWHD
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Opucame yBopa, 52 KOMITIeTaH rpad, 49
KOMIIOHEHTA IOBEe3aHOCTH, 62
BeqmuuHa rpada, 47 KOHTYDa, 60
suceha rpana, 47 KOHTYpHa rpana, 66
sucehu usop, 47 KOPEHCKO cTabmio, 73
rpane, 46 Jlukaosu Gpojesu, 43
rpa¢ (mpoct), 46
mocTt, 65
nepamkMan, 31 MyJITAHOMHU KOE(PUIUjeHT, 22
murpag, 105 MyaTucky, 20
Hupuxnaeos npuumum, 11
Oy;KWHA IIyTa W KOHType, 60 Hanrpad, 52
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Heo3HaueHU rpad, H1l

o3HaueHU rpag, 51
Ojnepos rpad, 86
Ojneposa cra3sa, 86
opujentabunan rpad, 108

ITackanoB umenturet, 23

ITackamxoB Tpoyrao, 23

nepmyTanuja, 18

noBesaH rpad, 61

noarpadg, 52

moarpad MHIYKOBAH CKYIIOM YBOPOBA,
53

nokpuBajyhe, pazanumyjyhe crabmno, 72

mosryojaepos rpad, 86

IOJIyXaMUJITOHOB rpad, 89

nonop, 106

IIOYETHU YCJIOBU, 35

npa3sas rpad, 49

mpecek rpadosa, 53

IIpumos anropuram, 75

OpUHIUI Oujekuuje, 7

npuHun 36upa, 8

IPUHIVI Tpou3Boaa, 9

IPUHIUI YKIBbYYEHha U UCKIYUena, 28

oyT, 60

pacTojame, 62

pacTpoj mopeTka, 31
perynapas rpag, 48

pen rpada, 47
pPEeKypeHTHa pesanuja, 33
peu, 15

CaMOKOMILIIEMEeHTapHU rpad, 54
cnabo nmoBe3zaH murpad, 107
cioBa, 15

crabmo, 69

crasa, 59

cTeneH yBopa, 47

cycenue rpane, 47

cycemHu YBOpOBU, 47
cycencTBO 4yBOpa, 47

TeRUHA, 74
TEeXRUHCKU rpad, 74
Tejgeckonupame, 34
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TpaH3uTuBaH TypHUp, 110
TypHUp, 109

yHHIja rpadoBa, 53
yonmrerun upuxiaeos npusiunm, 12

¢axTop rpada, 93
¢axTopmsanuja, 93
¢arxropujen, 18
PubonaunjeBu 6pojenu, 41

Xamuaronos rpad, 89

XaMuaToroB myT, 89

XaMuaITOHOBA KOHTYpa, 89

XOMOT€eHe JIMHeapHe PEKYyPEHTHEe pea-
nuje ca KOHCTAHTHUM KOe(UIu-
jenruma pena k, 36

xpomaTcku 0poj rpada, 96

xpomaTcku maaexc, 101

yBOopoBHU, 46

merma, 59
myMma, 69
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