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PREDGOVOR

Ovaj u
benik je nameǌen studentima prve godine osnovnih studija smera
Primeǌena matematika na Departmanu za matematiku i informatiku Pri-
rodno-matematiqkog fakulteta u Novom Sadu koji sluxaju kurs Diskretna
matematika 2. Nastao je prilikom dr�aǌa ovog kursa. Iako postoje puno
u
benika i kǌiga sa sliqnom temom, zbog promena plana i programa doxlo
je do potrebe da se na jednom mestu obuhvati gradivo predvi�eno novim
planom predmeta. U praksi se pokazalo da studentima na prvoj godini naj-
vixe odgovara kada ne moraju koristiti vixe razliqitih izvora i na ovaj
naqin im se olakxava savla�ivaǌe gradiva. Poxto kǌiga sadr�i teme koje
uvode studente u kombinatoriku i teoriju grafova, kǌigu mogu koristiti i
studenti drugih studijskih programa i fakulteta koji se prvi put susre�u
sa ovim granama diskretne matematike.

Kǌiga se sastoji od 9 glava. Najpre se obra�uju osnovni pojmovi kom-
binatorike i to: osnovni principi prebrojavaǌa, ure�eni i neure�eni iz-
bori, binomni i multinomni koeficijenti, princip ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa,
rastroj poretka, rekurentni nizovi, Fibonaqijevi brojevi. Prestali deo
je posve�en teoriji grafova. Osim osnovnih pojmova, tu su povezanost u
grafovima, stabla, neki algoritmi na grafovima, Ojlerovi i Hamiltonovi
grafovi, bojeǌe grafova i digrafovi.

Ovom prilikom se zahvaǉujem recenzentima na pa�ǉivom qitaǌu i vrlo
korisnim savetima i sugestijama koji su doprineli boǉem kvalitetu ovog
u
benika, kao i studentima koji su qitali preliminarne verzije i redovno
javǉali na koje grexke i nedoumice su nailazili. Zahvalnost dugujem i
profesorima koji su mi ove oblasti predavali, ali i onima sa kojima sam
sara�ivala prilikom dr�aǌa nastave iz ovog i srodnih predmeta.

Novi Sad, decembar 2022. Ana Slivkova
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GLAVA 1

OSNOVNE TEHNIKE PREBROJAVAǋA

Ve�ina problema kojima �emo se baviti na poqetku poqiǌu sa: ,,Na ko-
liko naqina...“ Zapravo, jedna od osnovnih oblasti diskretne matematike,
taqnije kombinatorike, jeste prebrojavaǌe skupova, razliqitih mogu�nosti,
prebrojavaǌe razliqitih objekata sa odre�enim osobinama. Na primer:

1. Na koliko naqina mogu biti izabrani brojevi za dobijaǌe sedmice na
lotou?

2. Na koliko razliqitih naqina mo�emo formirati parove za ples od
10 braqnih parova, tako da nijedna osoba ne igra sa svojim braqnim
partnerom?

3. Na koliko oblasti n pravih dele krug?

Upravo zbog izuqavaǌa ovakvih vrsta problema, kombinatoriku qesto nazi-
vaju umetnost brojaǌa. Kombinatorika je oblast matematike qija su glavna
interesovaǌa: prebrojavaǌe odre�enih objekata, grupisaǌem, sparivaǌem i
sliqnim metodama, ispitivaǌe postojaǌa objekata i struktura koji zadovo-
ǉavaju unapred date kriterijume, konstrukcija ovakvih objekata i struk-
tura, kao i optimizacija, to jest nala�eǌe ,,najboǉe“ strukture koja ispu-
ǌava date uslove.

Brojaǌe mo�e biti jednostavno, ali kada ima puno objekata sa odre-
�enom osobinom, potrebno je na�i xto br�i i efikasniji naqin za pre-
brojavaǌe. ǈudi su se odavno susreli sa ovakvim problemima. Najstariji
pisani tragovi prebrojavaǌa datiraju oko 1600 p. n. e. u Ahmesovom pa-
pirusu (nazvanom po egipatskom pisaru Ahmesu koji ga je prepisao ne pomi-
ǌu�i originalnog autora; ovaj papirus je tako�e poznat i kao Rajndov – po
xkotskom antikvaru). U ovom papirusu se koriste kombinatorne tehnike na
geometrijskom nizu koji prebrojava broj jedinica i dvojki koji daju unapred
zadatu sumu. Indijski lekar Suxruta je u IV veku p. n. e. prebrojavao na ko-
liko naqina se mogu kombinovati 6 razliqitih ukusa (uzimaju�i samo jedan,
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6 GLAVA 1. OSNOVNE TEHNIKE PREBROJAVAǋA

pa dva i tako daǉe). Jedno od najpoznatijih prebrojavaǌa jeste Fibonaqi-
jevo1 prebrojavaǌe zeqeva (ovo �emo detaǉnije izuqavati u poglavǉu 3.3)
koje objavǉuje u svojoj kǌizi Liber Abaci iz 1202. godine. Ovaj naqin prebro-
javaǌa se zapravo pojavǉuje jox u sanskritskim spisima iz II–III veka p. n.
e.

Razvoju izuqavaǌa naqina prebrojavaǌa su tako�e doprinele igre na
sre�u: Kardano2 je izuqavao problem bacaǌa dve kocke, Galilej3 problem
bacaǌa tri kocke, te su u XVII veku na scenu nastupili Paskal4 i Ferma5

koji su radi analize igara na sre�u zapoqeli teoriju verovatno�e i u ǌi-
hovom radu je u osnovi bilo prebrojavaǌe povoǉnih ishoda, qime su do-
prineli i kombinatorici. Nakon ǌih je kombinatorika krenula vixe da se
razvija i tako dolazimo do moderne kombinatorike.

Naravno, kombinatorika se ne bavi samo prebrojavaǌima, ona ima razne
podoblasti i srodne oblasti. Neke od ǌih su: kombinatorna geometrija,
teorija grafova, kombinatorika na reqima, kombinatorna teorija igara,
Remzijeva teorija, topoloxka kombinatorika, kombinatorna teorija grupa,
probabilistiqka kombinatorika. Osim primena u najrazliqitijim oblas-
tima matematike, kombinatorika ima primenu i van ǌe, kao na primer: u
hemiji (prouqavaǌe rasporeda atoma u molekulu), biologija (prouqavaǌe
strukture gena i proteina), i prevashodno u raqunarskim naukama (analiza
efikasnosti algoritama, problemi raspore�ivaǌa i premextaǌa resursa)
itd.

1.1 Osnovni principi prebrojavaǌa

Kao xto smo ve� rekli, prebrojavaǌe objekata sa odre�enom osobinom je
jedan od osnovnih problema diskretne matematike. Najjednostavniji naqin
prebrojavaǌa jeste da se svi objekti sistematiqno navedu a zatim da se
prebroje.

Primer 1.1. Ivana je na putovaǌe od ode�e ponela tri majice: �utu, ǉu-
biqastu i roze, xorts i sukǌu i, od obu�e, patike i cipele. Koliko razli-
qitih odevnih kombinacija ima na raspolagaǌu?

Ispiximo sve mogu�nosti paze�i pri tome da neku ne propustimo ili da

1Leonardo Fibonacci (?1175–1250), italijanski matematiqar
2Gerolamo Cardano (1501–1576), italijanski matematiqar, lekar, fiziqar, astronom
3Galileo Galilei (1564–1642), italijanski matematiqar, fiziqar, filozof i astronom
4Blaise Pascal (1623–1662), francuski matematiqar, fiziqar i filozof
5Pierre de Fermat (1607–1665), francuski matematiqar i pravnik
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neku ne brojimo vixe puta.
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Dakle, prebrojavaǌem dobijamo da ima na raspolagaǌu 12 mogu�nosti. 4

Naravno, retko kad se dexava da sluqajeva ima malo i da ih je mogu�e
relativno lako izlistati. Ali xta smo u suxtini uradili prilikom rexa-
vaǌa prethodnog problema? Napravili smo bijekciju izme�u skupa mogu�-
nosti i skupa prirodnih brojeva od 1 do 12. To je jedan od osnovnih prin-
cipa prebrojavaǌa – da uspostavimo bijekciju izme�u skupa koji �elimo da
prebrojimo i skupa za koji znamo koliko ima elemenata.

Princip bijekcije princip
bijekcijeDva skupa imaju isti broj elemenata ako i samo ako se izme�u ǌih

mo�e uspostaviti bijekcija.

Znamo da za preslikavaǌe f iz skupa A u skup B, gde |A| = n i |B| = m,
imamo:

– ako je f injektivno, onda va�i n 6 m,

– ako je f sirjektivno, onda va�i n > m.

Odavde sledi da, ako je f bijekcija, onda su A i B iste kardinalnosti.
Pogledajmo sada primere gde se broj objekata koje posmatramo ne odre-

�uje tako lako kao u prvom primeru.

Primer 1.2. Dokazati da me�u nenegativnim celim brojevima maǌim od 106

ima isti broj onih qiji je zbir cifara jednak 21 i onih qiji je zbir cifara
jednak 33.

Uvedimo oznake

A = {a1a2a3a4a5a6 : a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 = 21},
B = {b1b2b3b4b5b6 : b1 + b2 + b3 + b4 + b5 + b6 = 33},

gde oznaka a1a2a3a4a5a6 predstavǉa konkatenaciju cifara a1, a2, . . . , a6.

Konkatenacija (ili nadovezivaǌe) cifara, gde a1, . . . , an ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}
i n ∈ N, definixe se kao a1a2 . . . an = a110

n−1 + a210
n−2 · · ·+ an−110 + an.
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Na primer, na ovaj naqin broju 777 odgovara zapis 000777.
Ako definixemo funkciju

f(a1a2a3a4a5a6) = (9− b1)(9− b2)(9− b3)(9− b4)(9− b5)(9− b6),

nije texko pokazati da je ona bijekcija izme�u skupova A i B, te ova dva
skupa imaju isti broj elemenata. 4

Primer 1.3. U ravni su uoqene 2022 taqke od kojih je jedna crvena a pre-
ostale su plave. Da li me�u podskupovima ovog skupa taqaka ima vixe onih
koji sadr�e crvenu taqku ili onih koji je ne sadr�e?

Oznaqimo skup taqaka A = {c, p1, p2, . . . , p2021}, gde je c crvena taqka, a
p1, p2, . . . , p2021 su plave taqke. Neka je X proizvoǉan podskup skupa A koji ne
sadr�i taqku c. Tada preslikavaǌe

ϕ(X) = X ∪ {c}

predstavǉa bijekciju izme�u podskupova od A koji ne sadr�e taqku c i onih
koji je sadr�e. Dakle, posmatranih podskupova ima podjednako. 4

Osim principa bijekcije imamo jox dva osnovna principa prebrojavaǌa:
princip zbira i princip proizvoda.

Princip zbiraprincip
zbira Ako su A1, A2, . . . , An neprazni skupovi po parovima disjunktni (to

jest Ai ∩Aj = ∅, za 1 6 i < j 6 n), onda va�i

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|.

Neka su dati disjunktni skupovi A = {a1, a2, . . . , ai} i B = {b1, b2, . . . , bj}.
Jasno, |A| = i i |B| = j. Poxto nemaju zajedniqkih elemenata, ǌihovu uniju
mo�emo zapisati kao

A ∪B = {c1, c2, . . . , ci, ci+1, ci+2, . . . , ci+j},

gde ck = ak, za k = 1, 2, . . . , i, i ck = bk−i, za k = i + 1, i + 2, . . . , i + j. Dakle,
mo�emo zakǉuqiti da va�i |A ∪ B| = i + j = |A| + |B|. Prema tome, za dva
skupa va�i princip zbira. Princip zbira va�i i za n skupova i to se mo�e
pokazati pomo�u matematiqke indukcije.

Primer 1.4. Bacaju se dve kocke, jedna je bela i jedna plava. Na koliko
naqina se mo�e dobiti zbir deǉiv sa 5?

Prilikom bacaǌa kockica mogu�e je dobiti dva zbira koji su deǉivi
sa 5, to su: 5 i 10. S obzirom na to da su kocke razliqitih boja, piximo
broj dobijen na beloj kocki na prvoj koordinati a broj dobijen na plavoj na
drugoj koordinati ure�enog para. Prvi zbir mo�e da se dobije na 4 naqina:
(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1). Sliqno, zbir 10 se mo�e dobiti na 3 naqina: (4, 6),
(5, 5), (6, 4). Ova bacaǌa su grupisana u dva disjunktna skupa, te na osnovu
principa zbira ukupno postoji 4 + 3 = 7 naqina. 4
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Primer 1.5. Koliko ima prirodnih brojeva u qijem se dekadnom zapisu ne
javǉa 0 a qiji je zbir cifara jednak 5?

Razmotrimo xta mogu biti cifre takvih brojeva i grupiximo brojeve na
osnovu toga. Kako na taj naqin dobijamo disjunktne skupove brojeva, konaqan
rezultat mo�emo dobiti na osnovu principa zbira.

cifre brojevi
1,1,1,1,1 11111
1,1,1,2 1112

1121
1211
2111

1,1,3 113
131
311

cifre brojevi
1,4 14

41
1,2,2 122

212
221

2,3 23
32

5 5

Dakle ima ukupno 1 + 4 + 3 + 2 + 3 + 2 + 1 = 16 takvih brojeva. 4

Razmotrimo sada malo drugaqiji tip problema.

Primer 1.6. U restoranu se u okviru ponude ,,dnevni meni“ dobija meso,
pirinaq i sos. Koliko razliqitih obroka se mo�e dobiti ukoliko u ponudi
ima 3 vrste mesa, 2 vrste piriniqa i 3 vrste sosa (i pri tome od svega se
mora odabrati taqno jedna vrsta)?

Oznaqimo mogu�nosti za meso M = {m1,m2,m3}, za pirinaq P = {p1, p2} i
za sos S = {s1, s2, s3}. Kako se svako jelo sastoji od tri dela: mesa, pirinqa
i sosa, svaku mogu�nost za obrok mo�emo predstaviti ure�enom trojkom,
jer je svaki izbor okarakterisan sa tri nezavisne osobine. Neka na prvoj
koordinati stoji vrsta mesa, na drugoj vrsta pirinqa a na tre�oj vrsta sosa.
Promenom samo jedne od ǌih, na primer sosa, dok su preostale dve ostale
fiksirane, dobijamo novi izbor. Stoga za svaki fiksiran izbor na prva dva
mesta imamo tri razliqita konaqna izbora – za svaku mogu�nost izbora
sosa. Prema tome, broj svih izbora jednak je proizvodu svih mogu�nosti
izbora na prve dve koordinate i broja tri. Za svaki fiksiran izbor na
prvom mestu, na drugom mestu ima dve mogu�nosti. Poxto na prvom mestu
ima tri mogu�nosti, dobijamo da ukupno ima 3 ·2 ·3 = 18 razliqitih izbora.

Ispisivaǌem svih mogu�nosti dobijamo: (m1, p1, s1), (m1, p1, s2), (m1, p1, s3),
(m1, p2, s1), (m1, p2, s2), (m1, p2, s3), (m2, p1, s1), (m2, p1, s2), (m2, p1, s3), (m2, p2, s1),
(m2, p2, s2), (m2, p2, s3), (m3, p1, s1), (m3, p1, s2), (m3, p1, s3), (m3, p2, s1), (m3, p2, s2),
(m3, p2, s3). Primetimo da su to zapravo svi elementi skupa M×P×S. Dakle,
va�i: |M × P × S| = 3 · 2 · 3 = |M | · |P | · |S|. 4

U prethodnom primeru smo iskoristili princip proizvoda, qiju formu-
laciju dajemo u nastavku. To je uopxteǌe rezonovaǌa u datom rexeǌu i mo�e
se mo�e pokazati matematiqkom indukcijom.

Princip proizvoda princip
proizvodaAko su A1, A2, . . . , An konaqni neprazni skupovi, onda va�i

|A1 ×A2 × · · · ×An| = |A1| · |A2| · . . . · |An|.
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Primer 1.7. Koliko ima razliqitih petocifrenih brojeva qije su cifre
na parnim mestima neparni brojevi a cifre na neparnim mestima parni
brojevi?

Ako petocifreni broj zapixemo kao a1a2a3a4a5, onda a1 mo�e biti 2, 4, 6
ili 8 (ne mo�e biti 0, jer tada posmatrani broj vixe ne�e biti petocifren),
xto je 4 mogu�nosti. Cifre a3 i a5 imaju 5 mogu�nosti jer oni mogu biti i
0, dok i cifre a2 i a4 imaju isto toliko mogu�nosti jer postoje pet neparnih
cifara. Dakle, na osnovu principa proizvoda dobijamo da postoji 4·5·5·5·5 =
2500 ovakvih brojeva. 4

Jedno od osnovnih tvr�eǌa u matematici jeste tvr�eǌe vezano za broj
svih podskupova datog konaqnog skupa i ǌegov dokaz se zasniva upravo na
principu proizvoda i principu bijekcije.

Teorema 1.8. Ako |A| = n, onda va�i |P(A)| = |{0, 1}n| = 2n.

Dokaz. Neka A = {a1, a2, . . . , an}. Svakom podskupu X skupa A pridru�i�e-
mo ure�enu n-torku (x1, x2, . . . , xn), gde su koordinate odre�ene na slede�i
naqin:

xi =

¨
1, ai ∈ X,
0, ai /∈ X.

Ovime smo definisali funkciju f : P(A)→ B koja svakom X ⊆ A pridru�uje
ovakvu n-torku, gde B = {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ {0, 1}}.

Primer slike skupa X = {a1, a2, a4, a7}.

Funkcija f jeste bijekcija. Stoga na osnovu principa bijekcije va�i
|P(A)| = |B|. Sada, kako za svaku koordinatu imamo dve mogu�nosti, na os-
novu principa proizvoda zakǉuqujemo |B| = 2n, te sledi tvr�eǌe.

Qesto, u raznim oblastima, treba da odredimo broj delioca prirodnog
broja.

Primer 1.9. Odrediti koliko pozitivnih delioca ima broj 360.
Rastavimo broj 360 na proste faktore: 360 = 23 · 32 · 5. Prema tome, svaki

pozitivan delilac broja 360 mora biti oblika 2i · 3j · 5k, gde eksponenti
mogu biti: i ∈ {0, 1, 2, 3}, j ∈ {0, 1, 2} i k ∈ {0, 1}. Dakle, na osnovu principa
proizvoda, ovakvih brojeva ima 4 · 3 · 2 = 24. 4

Rezonovaǌe iz prethodnog primera mo�emo uopxtiti na proizvoǉan pri-
rodan broj.



1.2. DIRIHLEOV PRINCIP 11

Teorema 1.10. Neka je n prirodan broj i pα1
1 · p

α2
2 · . . . · p

αk

k ǌegovo razlagaǌe na
proste delioce (kanoniqki oblik). Broj pozitivnih delioca prirodnog broja n
je tada

τ(n) =
k∏
i=1

(αi + 1).

Dokaz. Ako je d delilac broja n, onda je oblika pβ1

1 · p
β2

2 · . . . · p
βk

k , gde βi ∈
{0, 1, . . . , αi}. Prema tome, na osnovu principa proizvoda dobijamo da je broj
pozitivnih delioca broja n jednak

∏k
i=1 (αi + 1).

1.2 Dirihleov princip
Posmatrajmo grupu od 13 osoba. Od ǌih sigurno bar dve osobe imaju ro-

�endan u istom mesecu. Zaista, ako bismo pretpostavili da svakog meseca
samo jedna osoba slavi ro�endan, na taj naqin bi ǌih 12 bilo raspore�eno
po mesecima. Tada ostaje jedna osoba qiji ro�endan mora biti u nekad u toku
godine, te �e meseca kada je ova osoba ro�ena, ro�endan imati dve osobe iz
posmatrane grupe. Ovde smo iskoristili takozvani Dirihleov6 princip,
qija je popularna formulacija slede�a:

Ako se n + 1 zeqeva smesti u n kaveza, onda �e bar dva zeca da se na�u u
jednom kavezu.

Na engleskom se ovaj princip naziva the Pigeonhole principle, jer popularnu
fomulaciju navode preko golubova. Formalnija formulacija ovog principa
navedena je u nastavku.

Dirihleov princip Dirihleov
principAko su A i B konaqni skupovi i |A| > |B|, onda ne postoji injektivno

preslikavaǌe skupa A u skup B.

Ovaj princip se mo�e preformulisati tako da umesto o funkcijama go-
vorimo o particijama skupa.

Dirihleov princip – preko particije
Ako je A skup od n elemenata i ako je dato r ∈ N, gde r < n, onda
svaka particija skupa A sa r klasa ima najmaǌe jednu klasu sa bar
dva elementa.

Primer 1.11. (Teorema Erdex7–Sekerex8) Svaki niz od mn + 1 me�usobno
razliqitih realnih brojeva sadr�i rastu�i podniz od m + 1 brojeva ili
opadaju�i podniz od n+ 1 brojeva.

Posmatrajmo niz razliqitih realnih brojeva

a1, a2, . . . , amn+1.

6Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859), nemaqki matematiqar
7Erdős Pál (1913–1996), ma�arski matematiqar
8Szekeres György (1911–2005), ma�arski matematiqar
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Pretpostavimo suprotno: rastu�i podnizovi ovog niza su du�ine najvixe
m i opadaju�i podnizovi su du�ine najvixe n.

Svakom broju ai u posmatranom nizu dodeli�emo dva broja (ri, oi), gde �e
ri predstavǉati du�inu najdu�eg rastu�eg podniza niza a1, a2, . . . , amn+1 koji
poqiǌe sa ai, dok �e oi predstavǉati du�inu najdu�eg opadaju�eg podniza
posmatranog niza koji tako�e poqiǌe sa ai.

Na primer, ako posmatramo niz 2, 4, 3, 5, 1, 6, 7, va�i a4 = 5. Najdu�i rastu-
�i niz koji poqiǌe sa 5 je 5, 6, 7 i du�ine je 3. Najdu�i opadaju�i podniz
koji poqiǌe sa 5 je 5, 1 i du�ine je 2, te u ovom sluqaju qlanu a4 dodeǉu-
jemo ure�eni par (3, 2).

Na ovaj naqin dobijamo funkciju f(ai) = (ri, oi), qiji domen ima mn + 1
elemenata a ǌen kodomen je {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n}, to jest kodomen ima
mn elemenata. Stoga na osnovu Dirihleovog principa ova funkcija ne mo�e
biti injektivna. S druge strane, za i < j va�i slede�e:

ai < aj ⇒ ri > rj ⇒ (ri, oi) 6= (rj , oj);
ai > aj ⇒ oi > oj ⇒ (ri, oi) 6= (rj , oj).

Prema tome, f mora biti injektivna, te dolazimo do kontradikcije. 4

Nexto opxtiji oblik Dirihleovog principa se dobija primenom prin-
cipa zbira. Ako odre�ene objekte raspore�ujemo u k kutija i ako Ai pred-
stavǉa skup objekata u i-toj kutiji (1 6 i 6 k), gde se u svakoj kutiji nalazi
najvixe n elemenata, onda �e ukupan broj objekata biti

|A1|+ |A2|+ · · ·+ |Ak| 6 n+ n+ · · ·+ n = nk.

Uopxteni Dirihleov principuopxteni
Dirih-
leov
princip

Neka je S konaqan skup takav da |S| > nk + 1, za neke prirodne bro-
jeve n i k. Tada u svakom razbijaǌu skupa S na particiju od k klasa
postoji bar jedan blok sa n+ 1 elemenata.

Primer 1.12. Koliko najmaǌe karata treba izvu�i iz standardnog xpila
sa 52 karte da bi se me�u izvuqenim kartama morale nalaziti qetiri sa
istim znakom?

Pretpostavimo da prilikom izvlaqeǌa karata izvuqene karte sla�emo na
4 gomile tako da su karte grupisane na osnovu znaka. Dakle, svaka gomila
predstavǉa jednu klasu karata i ona je odre�ena znakom. Odavde imamo k = 4.
�elimo da budemo sigurni da u nekoj od tih klasa imamo bar 4 karte, te
imamo n + 1 = 4, tj. n = 3. Ako skup izvuqenih karata oznaqimo sa S, na
osnovu uopxtenog Dirihleovog principa sledi |S| > 4 · 3 + 1 = 13, tj. broj
izvuqenih karata mora biti najmaǌe 13. 4

Primer 1.13. Koliko najmaǌe karata treba izvu�i iz standardnog xpila
sa 52 karte da bi se me�u izvuqenim kartama morale nalaziti qetiri sa
znakom srca?

S obzirom na to da u ovom sluqaju jeste bitno da su karte unapred odre�e-
nog znaka, sada ne mo�emo posmatrati problem preko klasa (poxto su klase
u particiji ravnopravne a ovde je sluqaj da je znak srce izdvojen kao pose-
ban jer nas samo on zanima). Sada moramo razmixǉati na drugaqiji naqin.
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Dakle, na raspolagaǌu imamo 13 karata koje nam odgovaraju i preostalih
39 koje nam ne odgovaraju. Sve dok u skupu izvuqenih karata imamo maǌe od
39 karata moglo se desiti da nijedna od ǌih nije sa znakom srca, ve� da su
tu samo one nepo�eǉne, pa sa toliko karata ne mo�emo biti sigurni da smo
izvukli ono xto nam treba. Prema tome, ako imamo izvuqenih 39 + 4 = 43
karte tada se u tom skupu moraju na�i qetiri sa znakom srca. 4
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GLAVA 2

IZBORI

Biraǌe odre�enih objekata se javǉa u svakodnevnom �ivotu u najrazno-
vrsnijim oblicima i qesto nas interesuje koliko razliqitih mogu�nosti
imamo na raspolagaǌu. Na primer, na koliko naqina mo�emo napraviti lo-
zinku du�ine 6 ako su nam na raspolagaǌu 26 slova i 10 cifara; na koliko
naqina mo�emo odabrati 3 predstavnika skupa gra�ana od 100 ǉudi ili
na koliko razliqitih naqina mo�emo istovremeno izvu�i tri kuglice iz
kutije sa crnim i belim kuglicama. Ono xto mo�emo primetiti jeste da
nije uvek u pitaǌu ista vrsta izbora, nekad je redosled bitan, nekad nije,
nekad je ponavǉaǌe dozvoǉeno a nekad ponavǉaǌa nema. Zbog toga imamo
qetiri osnovna tipa izbora. Ako iz skupa sa n razliqitih elemenata biramo
k elemenata, postoje slede�e mogu�nosti.

– Bitan je redosled izabranih elemenata (u literaturi se ovakvi izbori
qesto nazivaju k-permutacije a negde i varijacije):

– sa dozvoǉenim ponavǉaǌem,
– bez ponavǉaǌa.

– Nije bitan redosled izabranih elemenata (nazivaju se i kombinacije):

– sa dozvoǉenim ponavǉaǌem,
– bez ponavǉaǌa.

Qesto �emo prilikom izbora i prilikom predstavǉaǌa razliqitih kom-
binatornih pojmova koristiti reqi. Za definiciju reqi u matematiqkom
smislu potrebno je definisati azbuku.

Azbuka je proizvoǉan neprazan konaqan skup A. Elemente tog skupa nazi- azbuka

vamo slova.
Req du�ine k nad azbukom A je proizvoǉan elemenat skupa Ak. Obiqno req

umesto reqi (a1, a2, . . . , ak) pixemo samo a1a2 . . . ak. Primetimo da dati niz
simbola ne mora imati znaqeǌe. Tako su, na primer, u matematiqkom smislu
i abba i baba i bbaa reqi du�ine 4 nad azbukom {a, b}.

15
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Primer 2.1. Primer reqi koje imaju xiroku upotrebu u raqunarstvu su
binarne reqi ili 01-reqi. To su reqi nad azbukom {0, 1}. Neke od ǌih su, nabinarne

reqi primer, 0101, 00011111, 111111, 0110100110010110. 4

2.1 Ure�eni izbori elemenata sa ponavǉaǌem
Vratimo se na prvi problem prebrojavaǌa izbora koji smo pomenuli na

poqetku glave.

Primer 2.2. Na koliko naqina mo�emo napraviti lozinku du�ine 6 ako na
raspolagaǌu imamo 26 slova i 10 cifara?

U lozinki je oqigledno bitno koji simbol na koje mesto pixemo, stoga
je izbor ure�en. Tako�e, ne postoji ograniqeǌe o ponavǉaǌu simbola te
je ponavǉaǌe dozvoǉeno. Dakle, imamo 6 mesta na koje treba da upixemo
simbole koji su nam na raspolagaǌu i ǌih ima ukupno 28 + 10 = 38. Prime-
timo: broj mogu�nosti kada na prvom mestu fiksiramo da stoji 0 i broj
mogu�nosti kada tu stoji 1 je isti, ali smo u ova dva sluqaja dobili raz-
liqite mogu�nosti. Xtavixe, tako �e va�iti za svaki drugi simbol koji
stoji na prvom mestu. Prema tome, princip proizvoda �e nam dati krajǌi
rezultat:

38 38 38 38 38 38 −→ 386.

4

Istim rezonovaǌem kao u prethodnom primeru mo�emo do�i do zakǉuqka
o broju svih ure�enih izbora k elemenata sa ponavǉaǌem iz skupa sa n
elemenata.

Teorema 2.3. Broj ure�enih izbora k elemenata sa ponavǉaǌem iz skupa sa n
elemenata, jednak je nk.

Dokaz. Ure�ene izbore k elemenata obiqno predstavǉamo pomo�u ure�enih
k-torki, poxto je u ǌima redosled elemenata bitan. Dakle, na svakom od k
mesta imamo n mogu�nosti kako ih popuniti, te na osnovu principa proizvo-
da dobijamo da ukupno imamo nk razliqitih ure�enih izbora k elemenata
sa ponavǉaǌem iz skupa sa n elemenata.

Na ovakav naqin dolazimo i do broja svih mogu�ih preslikavaǌa iz
konaqnog u konaqan skup, jer je odre�ivaǌe slika elemenata iz domena upra-
vo izbor u kojem je poredak bitan i u kojem je ponavǉaǌe dozvoǉeno.

Teorema 2.4. Neka su K i N skupovi takvi da |K| = k i |N | = n. Broj svih
mogu�ih preslikavaǌa iz skupa K u skup N je nk.

Dokaz. Neka K = {x1, x2, . . . , xk} i N = {y1, y2, . . . , yn}. Treba razmotriti na
koliko naqina mo�emo popuniti mesta u definiciji funkcije f .

f :

�
x1 x2 . . . xk

. . .

�
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Kako na svakom od k mesta imamo n mogu�nosti, princip proizvoda nam daje
ukupno nk mogu�nosti.

Ure�eni izbori sa dozvoǉenim ponavǉaǌem su i reqi. Te dobijamo da
va�i i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 2.5. Broj razliqitih reqi du�ine k nad n-elementnom azbukom je nk.

2.2 Ure�eni izbori bez ponavǉaǌa
Primer 2.6. Na svetskom prvenstvu uqestvuju 32 zemǉe. Na koliko razli-
qitih naqina je mogu�e da �e biti podeǉena prva tri mesta?

Jasno, jedna zemǉa ne mo�e da zauzme istovremeno vixe mesta na prven-
stvu, a svakako je bitno kakav je poredak. Prema tome, razmatramo ure�ene
izbore bez ponavǉaǌa. Prvo mesto mogu zauzeti 32 zemǉe. Kad je izbor prve
zemǉe gotov, za drugo mesto ostaje 31 mogu�nost a za tre�e samo 30. Prema
tome, broj mogu�nosti je ukupno 32 · 31 · 30. 4

Ukoliko posmatramo funkcije koje su injektivne, imamo ograniqeǌe da
dva razliqita elementa nemaju istu sliku, te ponavǉaǌe nije dozvoǉeno.
Stoga se broj injektivnih funkcija mo�e odrediti kao i broj ure�enih izbo-
ra elemenata iz kodomena pri qemu nije dozvoǉeno ponavǉaǌe. Naravno,
da bi funkcija mogla biti injektivna, kodomen mora imati bar onoliko
elemenata koliko ih ima u domenu funkcije.

Teorema 2.7. Neka su K i N skupovi takvi da |K| = k i |N | = n, gde k 6 n.
Broj svih mogu�ih injektivnih preslikavaǌa iz skupa K u skup N je

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1).

Dokaz. Ako �elimo da prebrojimo sluqajeve kada je

f :

�
x1 x2 . . . xk

. . .

�

injektivno preslikavaǌe, razmotrimo najpre koliko imamo mogu�nosti za
popuǌavaǌe mesta u definiciji funkcije f . Na prvom mestu imamo n mogu�-
nosti; na drugom imamo za jednu mogu�nost maǌe, da se ne bi ponovio eleme-
nat upisan na prvom mestu; zatim na tre�em mestu za jox jednu maǌe, dakle,
n− 2 mogu�nosti, i tako daǉe. Na posledǌem, k-tom, mestu osta�e n− (k− 1)
mogu�nosti, te dobijamo da ukupno imamo n ·(n−1) · . . . ·(n−k+1) mogu�nosti.

Ve� smo konstatovali da je broj injektivnih funkcija koje preslikavaju
k-toelementni skup u n-toelementni isti kao broj ure�enih izbora k eleme-
nata bez ponavǉaǌa iz skupa sa n elemenata, stoga va�i naredno tvr�eǌe.

Teorema 2.8. Broj ure�enih izbora k elemenata bez ponavǉaǌa iz skupa sa n
elemenata, gde k 6 n, jednak je

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1).
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2.3 Permutacije
Bijektivno preslikavaǌe iz konaqnog skupa X u sebe samog se naziva

permutacija skupa X.permutacija

Primer 2.9. Permutacija skupa {1, 2, 3, 4, 5} je funkcija α definisana sa

α :

�
1 2 3 4 5
4 2 1 3 5

�

Skra�eno, permutaciju α zapisujemo kao 42135. 4

Znamo da je kod bijektivnih preslikavaǌa konaqnih skupova dovoǉno da
funkcija bude injektivna i da su domen i kodomen iste kardinalnosti. Kako
je kod permutacije domen i kodomen isti skup i s obzirom na to da je bijek-
cija injektivna, prebrojavaǌe permutacija datog skupa se svodi na prebro-
javaǌe injektivnih funkcija. Stoga va�i slede�i rezultat.

Teorema 2.10. Broj permutacija skupa X, gde |X| = n, jeste

n! = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1.

Napomena 2.11. Broj n! se qita n faktorijel. Posebno se definixe 0! =faktorijel

1. ♦

Primer 2.12. Na koliko naqina Aca, Beca, Ceca, Daca, Eca i Faca mogu
stati u red tako da Aca i Ceca ne stoje jedno pored drugog?

Broj svih mogu�nosti rasporeda u redu jeste broj permutacija skupa
{A,B,C,D,E, F}, i ǌih ima 6!. Od toga treba oduzeti nepo�eǉne rasporede
a to su one permutacije gde se A i C nalaze jedno do drugog, tj. tamo gde se
AC i CA ne nalaze kao podreqi. Stoga u oba ova sluqaja AC, odnosno CA,
posmatramo kao jedan simbol i tako dobijamo da nepo�eǉnih rasporeda ima
2 · 5!. Dakle, konaqan rezultat je 6!− 2 · 5! = 4 · 5! razliqitih rasporeda. 4

Primer 2.13. Na koliko naqina je mogu�e n osoba rasporediti za okruglim
stolom?

Raspored oko okruglog stola podrazumeva da nam je bitno samo ko kome
sedi s leve a ko s desne strane, to jest da ne razlikujemo stolice. Treba
primetiti da ako raspored zarotiramo oko centra stola, da �e na taj naqin
raspored ostati isti, to jest ne�e se promeniti ko sedi pored koga.

Iako zarotirana, gorǌa dva rasporeda sedeǌa su ista.

Stoga je bitno da jednu osobu fiksiramo. Tada na ostala mesta mo�emo
raspore�ivati preostale osobe. Dakle, na prvom mestu desno od fiksirane
osobe imamo n − 1 mogu�nosti, na drugom n − 2 i tako daǉe dok ne do�emo
do posledǌe osobe koja �e sedeti sa leve strane osobe koja je u startu bila
fiksirana. Prema tome, dobijamo da postoji (n− 1)! mogu�nosti. 4
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2.4 Neure�eni izbori bez ponavǉaǌa
Znamo da u skupu poredak elemenata nije bitan, te kada prebrojavamo

podskupove nekog skupa, tada brojimo izbore gde nam ure�eǌe nije bitno.

Teorema 2.14. Broj k-toqlanih podskupova skupa X, gde |X| = n, jednak je

n!

k!(n− k)!
.

Dokaz. Do tra�enog rezultata �emo do�i tako xto �emo na dva razliqita
naqina prebrojati broj ure�enih k-toqlanih podskupova skupa sa n eleme-
nata. Naravno, ve� znamo da je broj takvih podskupova n ·(n−1) · . . . ·(n−k+1).
Ovaj isti broj se mora dobiti i kad ovakve podskupove prebrojavamo na dru-
gaqiji naqin. Neka je A proizvoǉan k-toqlani podskup datog skupa. Broj
takvih oznaqimo sa α. Svaki ovakav skup A se mo�e urediti na k! naqina,
prema tome sledi

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1) = α · k!.

Odavde konaqno dobijamo

α =
n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
.

Za nenegativne cele brojeve k i n definixe se binomni koeficijent sa binomni
koefici-
jent

�
n

k

�
=

¨
n!

k!(n−k)! , za k 6 n,

0, za k > n.

S obzirom na to da je svaki izbor k elemenata bez ponavǉaǌa iz skupa sa
n elemenata jedan k-toelementni podskup skupa sa n elemenata va�i naredno
tvr�eǌe.

Teorema 2.15. Broj neure�enih izbora k elemenata bez ponavǉaǌa iz skupa sa
n elemenata jednak je �

n

k

�
.

Primer 2.16. Odrediti broj dijagonala konveksnog n-tougla.
Neka su A1, A2, . . . , An temena konveksnog n-tougla. Svaka dijagonala je

odre�ena sa dva temena. Pri tome, A1A3 i A3A1 je jedna te ista dijagonala,
tj. prilikom biraǌa temena koja odre�uju dijagonalu nije bitan poredak.
Dakle, zanima nas koliki je ukupan broj dvoqlanih podskupova skupa temena,
i on je

(
n
2

)
. Od tog broja je potrebno oduzeti stranice n-tougla, te je broj

dijagonala
(
n
2

)
− n. 4

Primer 2.17. Koliko ima strogo rastu�ih nizova du�ine k qiji su ele-
menti iz skupa {1, 2, . . . , n}?

Za prebrojavaǌe strogo rastu�ih nizova ponovo �e biti dovoǉno posma-
trati podskupove kardinalnosti k. To je zato xto odabirom podskupa pore-
dak je jedinstveno odre�en, s obzirom na to da svaki broj u nizu mora biti
ve�i od prethodnog. Dakle, broj takvih nizova je

(
n
k

)
. 4
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2.5 Neure�eni izbori sa ponavǉaǌem
Pogledajmo slede�i primer.

Primer 2.18. U kutiji se nalaze bele i crne kuglice. Iz kutije istovre-
meno vadimo tri kuglice. Koliko razliqitih mogu�nosti postoji za dobi-
jene kuglice?

S obzirom na to da su sve kuglice iste boje ravnopravne i poxto se
kuglice iz kutije vade istovremeno, postoje qetiri mogu�nosti prikazane u
nastavku.

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ • • • • •
4

Ono xto mo�emo primetiti u ovakvom izboru jeste da redosled nije bi-
tan, dakle za predstavǉaǌe ovakvih izbora ure�ene n-torke nam ne�e biti
od pomo�i. Kada redosled nije bitan, za predstavǉaǌe koristimo skupove.
No, problem sa skupovima jeste da kod skupova nema ponavǉaǌa, tj. ako se
desi da imamo slede�i skup {b, b, c}, onda je on isto xto i {b, c}. Stoga nam
trebaju objekti koji su uopxteǌe skupova, ali koji dozvoǉavaju ponavǉaǌe
elemenata.

Kada u skupu dozvolimo ponavǉaǌe elemenata, onda takav objekat nazi-
vamo multiskup.multiskup

Prema tome, u prethodnom primeru, razliqite mogu�nosti koje se po-
jave nakon va�eǌa kuglica mogli smo predstaviti multiskupovima: {b, b, b},
{b, b, c}, {b, c, c}, {c, c, c}.

Napomena 2.19. Ako objekat {0, 1, 1} posmatramo kao multiskup, onda on ima
tri elementa i razlikuje se od {0, 1}. Poklapa se sa multiskupom {1, 0, 1},
jer imaju iste elemente i poxto, kao i kod skupova, redosled nabrajaǌa
elemenata u multiskupu nije bitan. Ako ova tri objekta posmatramo kao
skupove, onda se oni svi poklapaju. ♦

Primer 2.20. Koliko rexeǌa ima jednaqina

x1 + x2 + x3 + x4 = 15

u skupu celih nenegativnih brojeva?
U ovom sluqaju ima dovoǉno mnogo mogu�nosti da bi nam bilo puno da

ih sve ispisujemo. Zbog toga, posmatrajmo ovaj problem na slede�i naqin.
Neka x1, x2, x3, x4 predstavǉaju qetiri kutije u koje treba rasporediti 15
istih kuglica. Tako �e, na primer,

| • •| | | | • • • • • • • • • • • | | • •|
x1 x2 x3 x4

predstavǉati rexeǌe x1 = 2, x2 = 0, x3 = 11, x4 = 2. U svakom ovakvom
predstavǉaǌu rexeǌa ima�emo 15 kuglica, tj. 15 simbola •, i tri pregrade
me�u kutijama koje mo�emo predstaviti simbolima | (ako posmatramo ovako
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u nizu qetiri kutije, onda je sa tri pregrade jasno kakav je qiji sadr�aj).
Dakle, gorǌi primer predstavǉaǌa mo�emo uprostiti na

• • | | • • • • • • • • • • • | • •

i mo�emo zakǉuqiti da je svako rexeǌe predstavǉeno preko niza saqiǌenog
od 15 + 3 simbola. Na 15 mesta se nalaze simboli •. Prema tome, broj rexe-
ǌa je broj naqina da se od 18 mesta odabere ǌih 15 na kojima �e biti
raspore�ene kuglice. ǋih ima

(
18
15

)
.

4

Pristup prethodnom problemu mo�emo uopxtiti i na taj naqin videti
kako u opxtem sluqaju odrediti broj neure�enih izbora sa dozvoǉenim po-
navǉaǌem.

Teorema 2.21. Broj neure�enih izbora k elemenata sa ponavǉaǌem iz skupa sa
n elemenata jednak je �

n+ k − 1

k

�
.

Dokaz. Svaki neure�en izbor k elemenata sa ponavǉaǌem mo�emo predsta-
viti preko k kuglica i n − 1 pregrada na jedinstven naqin: kuglice pred-
stavǉaju odabrane elemente iz datog skupa, pregrade razvrstavaju kuglice
na n grupa i broj kuglica u datoj grupi predstavǉa broj ponavǉaǌa odgo-
varaju�eg elementa u datom izboru.

Na primer, na narednoj slici je predstavǉen izbor 5 elemenata iz skupa
{x, y, z} pomo�u 5 kuglica i 2 pregrade

• • | | • • •

i ovaj niz simbola predstavǉa izbor kada je dva puta izabran elemenat
x, nijednom y i tri puta z.

Prema tome, imamo niz saqiǌen od n− 1 + k simbola. Od toliko mesta u
nizu treba odabrati k mesta na kojima �e biti raspore�ene kuglice. Takvih
izbora ima

(
n+k−1

k

)
.

Primer 2.22. Na koliko naqina mogu pet osoba podeliti 17 jednakih qoko-
lada tako da niko ne ostane bez qokolade?

Brojeve qokolada koje dobiju pet osoba mo�emo obele�iti sa x1, x2, . . . , x5.
Poxto je bitno da xi > 1, za i = 1, 2, . . . , 5, najpre dodelimo svakoj osobi
jednu qokoladu a zatim preostalih 12 qokolada mo�emo deliti bez dodatnih
ograniqeǌa. Dakle, ako zapixemo xi = yi + 1, to znaqi da treba da odredimo
koliko postoji razliqitih rexeǌa jednaqine y1 + y2 + · · · + y5 = 12 u skupu
nenegativnih celih brojeva. Ovakvih rexeǌa postoji

(
5+12−1

12

)
=
(
16
12

)
, te je

toliko i naqina da pet osoba podele 17 qokolada tako da niko ne ostane bez
qokolade. 4
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2.6 Permutacije sa ponavǉaǌem
Posebna vrsta permutacija jesu permutacije gde ima ponavǉaǌa eleme-

nata.

Primer 2.23. Koliko postoji razliqitih reqi (ukǉuquju�i i besmislene)
koje se mogu dobiti od slova reqi MATEMATIKA (tj. koliko ima anagrama
ove reqi)?

Primetimo da odgovor nije 10!. Slovo M se javǉa dva puta i oba po-
javǉivaǌa su ravnopravna, to jest, ako im zamenimo mesta to je kao da nixta
nismo uradili. Znaqi, ako tra�imo sve anagrame, treba da prebrojimo sve
permutacije, ali moramo voditi raquna o ponavǉaǌu odre�enih slova. Na
raspolagaǌu imamo niz od 10 slova: M, M, A, A, A, T, T, E, I, K. U ovom
nizu treba da odaberemo dve pozicije za slovo M. Kada to uradimo, od pre-
ostalih 8 mesta treba da odaberemo tri pozicije za slovo A, zatim dve
pozicije za slovo T od preostalih 5 mesta, jedno od tri mesta za slovo E,
jedno od preostala dva mesta za slovo I i onda nam ostaje taqno jedno mesto
na koje �emo staviti slovo K. Stoga anagrama date reqi imamo

�
10

2

�
·
�

8

3

�
·
�

5

2

�
·
�

3

1

�
·
�

2

1

�
,

xto mo�emo zakǉuqiti na osnovu principa proizvoda. 4

Teorema 2.24. Broj permutacija reqi du�ine n = n1 + n2 + · · ·+ nk u kojoj se
slovo ai javǉa ni puta (1 6 i 6 k) jednak je

n!

n1! · n2! · . . . · nk!
.

Dokaz. Kako ukupno ima n slova u nizu, za prvo slovo sa n1 ponavǉaǌa treba
odabrati n1 pozicija. Daǉe, od preostalih n − n1 mesta, za drugo slovo
treba odabrati n2 mesta. Za tre�e slovo tako ostaje n − n1 − n2 mesta od
kojih treba odabrati n3, i tako daǉe. Za pretposledǌe slovo �e tako ostati
n−n1−· · ·−nk−2 mesta od kojih se bira nk−1 mesta, dok �e preostalih nk mesta
morati da se popuni posledǌim slovom. Sada na osnovu principa proizvoda
dobijamo da je broj ovakvih permutacija sa ponavǉaǌem�

n

n1

�
·
�
n− n1

n2

�
·
�
n− n1 − n2

n3

�
· . . . ·

�
n− n1 − n2 − · · · − nk−2

nk−1

�
=

n!

n1! · n2! · . . . · nk!
.

Multinomni (polinomni) koeficijent
(

n
n1,n2,...,nk

)
se definixe kaomultinomni

koefici-
jent �

n

n1, n2, . . . , nk

�
=

n!

n1! · n2! · . . . · nk!
,

gde n, k ∈ N, n = n1 + n2 + · · ·+ nk i ni ∈ N0.
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2.7 Binomni koeficijenti

Binomne koeficijente smo ve� definisali na strani 19. Sada �emo ana-
lizirati neke ǌihove osobine.

Teorema 2.25. Neka su n, k ∈ Z. Tada va�i:

1.
(
n
k

)
=
(
n

n−k
)
, za sve 0 6 k 6 n;

2.
(
n
k

)
=
(
n−1
k−1
)

+
(
n−1
k

)
, za sve 1 6 k 6 n. Paskalov

iden-
titet

Dokaz. Oba dela teoreme ostaju qitaocu za ve�bu da doka�e po defini-
ciji binomnih koeficijenata. No, ipak �emo deo pod 2. dokazati drugaqijom
metodom. Posmatrajmo skup X za koji va�i |X| = n. Fiksirajmo jedan ele-
menat a ∈ X i prebrojmo koliko ima k-toqlanih podskupova koji sadr�e a i
koliko onih k-toqlanih podskupova koji ga ne sadr�e. Naravno, zbir svih
ǌih je broj svih k-toqlanih podskupova skupa X. Prema tome, va�i

�
n− 1

k − 1

�
+

�
n− 1

k

�
=

�
n

k

�
.

Identitet iz prethodne teoreme pod 2. se naziva Paskalov identitet.
Jedan od glavnih razloga zaxto se tako naziva jeste to xto je usko povezan sa
takozvanim Paskalovim trouglom. On se dobija tako xto prvi red sadr�i 1,
zatim su ispod dve jedinice, jedna malo ulevo, jedna udesno. Svaki naredni
red se dobija tako xto se na krajeve stavi po jedna jedinica a izme�u se popu-
ǌavaju mesta tako xto se tu upisuju brojevi dobijeni kao zbir dva broja
koja se nalaze iznad ǌega. Tako je u tre�em redu 1, 2, 1, u qetvrtom 1,3,3,1,
itd. Brojevi koji se nalaze u Paskalovom trouglu su zapravo binomni koe-
ficijenti a novi redovi se dobijaju korix�eǌem Paskalovog identiteta.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

. .
. ...

. . .

Paskalov trougao
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Trougao binomnih koeficijenata

Paskal nije prvi matematiqar koji je doxao do ovakvog trougla. Ovakav
objekat je bio poznat jox vekovima ranije u Indiji, Kini, Persiji, pa i u
Italiji matematiqarima Tartaǉi1 i Kardanu2, ali je ipak na zapadu ostao
poznat kao Paskalov trougao.

Naredna teorema koju �emo dokazati jeste jedna od najpoznatijih formula
koje se koriste u matematici, ali i xire. U pitaǌu je binomna formula
koja se qesto naziva i razvoj stepena binoma, ali i ǋutnova3 i ǋutn–Laj-
bnicova4 formula.

Teorema 2.26 (Binomna formula). Za svaki nenegativan ceo broj n va�ibinomna
formula

(a+ b)n =
n∑
k=0

�
n

k

�
an−kbk.

Dokaz. Dokaz �emo raditi indukcijom po n. Za n = 0 obe strane su jednake
jedinici, te baza indukcije va�i. Doka�imo da, ako formula va�i za neko
n > 0, onda va�i i za n+ 1. Sada imamo

1Niccoló Fontana Tartaglia (1500–1577), italijanski matematiqar i in�eǌer
2Gerolamo Cardano (1501–1576), italijanski matematiqar, fiziqar i filozof
3Isaac Newton (1643–1727), engleski matematiqar, fiziqar, astronom i teolog
4Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716), nemaqki matematiqar, filozof i diplomata
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(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n = (a+ b)
n∑
k=0

�
n

k

�
an−kbk

= a
n∑
k=0

�
n

k

�
an−kbk + b

n∑
k=0

�
n

k

�
an−kbk

=
n∑
k=0

�
n

k

�
an−k+1bk +

n∑
k=0

�
n

k

�
an−kbk+1

=
n∑
k=0

�
n

k

�
an−k+1bk +

n+1∑
k=1

�
n

k − 1

�
an−k+1bk

=

�
n

0

�
an+1b0 +

n∑
k=1

�
n

k

�
an−k+1bk +

n∑
k=1

�
n

k − 1

�
an−k+1bk +

�
n

n

�
a0bn+1

=

�
n+ 1

0

�
an+1b0 +

n∑
k=1

��
n

k

�
+

�
n

k − 1

��
an−k+1bk +

�
n+ 1

n+ 1

�
a0bn+1

=

�
n+ 1

0

�
an+1b0 +

n∑
k=1

�
n+ 1

k

�
an−k+1bk +

�
n+ 1

n+ 1

�
a0bn+1

=
n+1∑
k=0

�
n+ 1

k

�
an−k+1bk.

Qetvrti red smo dobili tako xto smo promenili brojaq u drugoj sumi, u
petom redu smo izdvojili po jedan sabirak iz svake od suma. Xesti red smo
dobili koriste�i distributivnost za sabirke u sumama i tako�e jednakosti(
n
0

)
= 1 =

(
n+1
0

)
i
(
n
n

)
= 1 =

(
n+1
n+1

)
. Daǉe smo iskoristili Paskalov identitet

i na kraju smo sve sabirke grupisali u jednoj sumi.

Mo�e se primetiti da su koeficijenti koje dobijamo u razvoju n-tog ste-
pena binoma zapravo binomni koeficijenti n-tog reda Paskalovog trougla
(ako raqunamo prvu jedinicu kao nulti red).

Primer 2.27. Dokazati:
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n
n

)
= 2n.

Gorǌu jednakost mo�emo dokazati tako xto koristimo binomnu formulu
i umesto a i b stavimo jedinice. Drugi naqin je da primetimo da zbir sa leve
strane predstavǉa zbir broja svih praznih podskupova skupa sa n elemenata,
jednoqlanih podskupova, dvoqlanih i tako daǉe, k-toqlanih podskupova, sve
do n-toqlanih podskupova. To su zapravo svi podskupovi skupa sa n eleme-
nata, a znamo da ǌih ima 2n. 4

Mo�e se primetiti da identitet iz prethodnog primera zapravo daje
zbir brojeva u n-toj vrsti Paskalovog trougla.

2.8 Multinomni koeficijenti
Multinomne (polinomne) koeficijente smo ve� definisali na strani 22.

Sliqno kao xto binomni koeficijenti figurixu u binomnoj formuli tj. u
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razvoju stepena binoma, tako i multinomni koeficijenti uqestvuju u razvoju
stepena multinoma.

Primer 2.28. Razmotrimo razvoj tre�eg stepena izraza x1 + x2 + x3.

(x1 + x2 + x3)
3 = (x1 + x2 + x3) · (x1 + x2 + x3) · (x1 + x2 + x3)

= x1x1x1 + x1x1x2 + x1x1x3 + x1x2x1 + x1x2x2 + x1x2x3 + x1x3x1 + x1x3x2 + x1x3x3

+x2x1x1 + x2x1x2 + x2x1x3 + x2x2x1 + x2x2x2 + x2x2x3 + x2x3x1 + x2x3x2 + x2x3x3

+x3x1x1 + x3x1x2 + x3x1x3 + x3x2x1 + x3x2x2 + x3x2x3 + x3x3x1 + x3x3x2 + x3x3x3

Primetimo da, poxto smo tra�ili tre�i stepen, u svakom proizvodu
uqestvuju tri elementa iz skupa {x1, x2, x3}. Daǉe, neki proizvodi se javǉaju
vixe puta (poxto va�i komutativnost mno�eǌa), te ih mo�emo grupisati
(zbog komutativnosti sabiraǌa). Stoga dobijamo

(x1 + x2 + x3)
3 = x3

1 + x3
2 + x3

3 + 3x2
1x2 + 3x2

1x3 + 3x1x
2
2 + 3x1x

2
3 + 3x2

2x3 + 3x2x
2
3 + 6x1x2x3.

Svaki sabirak koji dobijamo na kraju ima osobinu da zbir stepena od x1,
x2 i x3 daje 3. Tako�e, koeficijenti koje dobijamo jesu prebrajaǌa pojavǉi-
vaǌa odgovaraju�ih multiskupova sa istim elementima. 4

Gorǌi primer se, naravno, mo�e uopxtiti i to je dato u nastavku.

Teorema 2.29 (Multinomna (polinomna) formula). Za sve prirodne brojeve
n i k va�i:

(x1 + x2 + · · ·+ xk)n =
∑

n1+n2+···+nk=n,
n1,n2,...,nk>0

�
n

n1, n2, . . . , nk

�
xn1
1 xn2

2 . . . xnk

k .

Dokaz. Kada raspixemo izraz

(x1 + x2 + · · ·+ xk) · (x1 + x2 + · · ·+ xk) · . . . · (x1 + x2 + · · ·+ xk)︸ ︷︷ ︸
n zagrada

dobi�emo kn sabiraka. Svaki sabirak je neka req a1a2 . . . an, gde su slova ai
iz skupa {x1, x2, . . . , xk}. Poxto va�i komutativnost, mo�emo grupisati sve
sabirke istog tipa (sa n1 pojavǉivaǌa x1, n2 pojavǉivaǌa x2 i tako daǉe
do nk). Jasno, va�i n1 +n2 + · · ·+nk = n i n1, n2, . . . , nk > 0. Tako�e, sabiraka
oblika xn1

1 xn2
2 . . . xnk

k �e biti onoliko koliko postoji permutacija slova x1,
x2, ..., xk sa datim ponavǉaǌem i ǌih ima

(
n

n1,n2,...,nk

)
. To objaxǌava opxti

qlan u sumi.

Primer 2.30. Koji koeficijent u razvoju izraza (x + y − z)8 stoji uz qlan
xy4z3?

Ovde va�i n1 = 1, n2 = 4, n3 = 3 i poxto je dodatno uz z koeficijent −1,
dobijamo koeficijent uz posmatrani qlan:

(
8

1,4,3

)
· (−1)3 = −

(
8

1,4,3

)
= −280. 4
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2.9 Princip ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa
Prilikom primene principa zbira zahtev koji skupovi treba da ispune

jeste da su svi skupovi qije elemente prebrajamo me�usobno disjunktni.
Me�utim, ne mora uvek va�iti da neka grupa skupova ima sve preseke prazne.
Stoga nam treba uopxteǌe ovog principa. Posmatrajmo naredni primer.

Primer 2.31. U grupi od 50 studenata ǌih 30 je u januarsko-februarskom
ispitnom roku polo�ilo Algebru, ǌih 28 Analizu i ǌih 13 i Algebru i
Analizu. Koliko studenata iz grupe nije polo�ilo nijedan od ova dva pred-
meta?

Ovakav problem je najjednostavnije rexiti koriste�i Venov5 dijagram
tako xto odredimo koliko ima elemenata u kojem disjunktnom delu.

Dakle, onih koji su polo�ili samo Algebru ima 30 − 13 = 17, onih koji su
polo�ili samo Analizu ima 28−13 = 15, te onih koji su polo�ili bar jedan
predmet ima 17 + 15 + 13 = 45. Zato je ostalo 50− 45 = 5 studenata koji nisu
polo�ili ni jedan od data dva predmeta. 4

U prethodnom primeru smo prebrojavali objekte koji su bili okarak-
terisani sa dve osobine – studente koji su polagali dva predmeta. Pristup
preko Venovih dijagrama je koristan kada imamo dve ili tri osobine, tj. dva
ili tri skupa koji se posmatraju. Me�utim, ve� qetiri skupa umeju biti
problematiqna prilikom crtaǌa Venovog dijagrama. I zato �e taj naqin
biti dosta komplikovan da se uopxti na n skupova. Stoga problem kada
objekti imaju tri osobine koje ih klasifikuju sada posmatrajmo na malo
drugaqiji naqin.

Primer 2.32. Koliko ima prirodnih brojeva od 1 do 1000 koji su deǉivi
bar jednim od brojeva 2, 3 i 5?

Definiximo slede�e skupove

A = {x : 1 6 x 6 1000, 2 | x} = {2, 4, 6, . . . , 1000},
B = {x : 1 6 x 6 1000, 3 | x} = {3, 6, 9, . . . , 999},
C = {x : 1 6 x 6 1000, 5 | x} = {5, 10, 15, . . . , 1000}.

Stoga imamo |A| = 500, |B| = 333 i |C| = 200. Nas zanima koliko ima elemenata
u uniji skupova A, B i C. Moramo paziti da se elementi u presecima ne broje

5John Venn (1834–1923), engleski matematiqar, logiqar i filozof
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vixe puta. Va�i

|A ∩B| = |{x : 1 6 x 6 1000, 6 | x}| = 166,

|A ∩ C| = |{x : 1 6 x 6 1000, 10 | x}| = 100,

|B ∩ C| = |{x : 1 6 x 6 1000, 15 | x}| = 66,

|A ∩B ∩ C| = |{x : 1 6 x 6 1000, 30 | x}| = 33.

Konaqno imamo

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|
= 500 + 333 + 200− 166− 100− 66 + 33 = 734.

Broj elemenata u preseku A ∩ B smo oduzeli jer smo te elemente brojali
dva puta – i prilikom brojaǌa elemenata u skupu A i prilikom brojaǌa
elemenata u skupu B. Isto i za preseke A ∩ C i B ∩ C. Me�utim, ovako smo
elemente u preseku sva tri skupa najpre brojali tri puta (u A, u B i u C),
pa ih tri puta izbacili (u svakom od preseka dva skupa), te ih moramo na
kraju jox jednom prebrojati. 4

Ovakav pristup se mo�e uopxtiti za n skupova. Dakle, prvo �emo sabrati
kardinalnosti svih posmatranih skupova. Zatim zbog duplog brojaǌa oduze-
ti brojeve elemenata svih preseka dva razliqita skupa. Onda dodati brojeve
elemenata svih preseka tri razliqita skupa i tako naizmeniqno dodavati
i oduzimati brojeve elemenata preseka sa vixe i vixe skupova, sve dok
ne do�emo do preseka svih posmatranih skupova. Ovakav pristup se naziva
Princip ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa (skra�eno PUI). Doka�imo da je ovakav
princip legitiman.

Teorema 2.33 (PUI). Neka su A1, A2, . . . , An podskupovi konaqnog skupa S. Tada
va�i slede�a formula ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa:

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| =
∑

16i6n

|Ai| −
∑

16i<j6n

|Ai ∩Aj |

+
∑

16i<j<k6n

|Ai ∩Aj ∩Ak| − · · ·+ (−1)n−1|A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An|.

Dokaz. Svaki element koji se nalazi u skupu doprinosi ǌegovoj kardinal-
nosti sa 1. Fiksirajmo x ∈ A1∪A2∪· · ·∪An. Dakle, x doprinosi levoj strani
sa 1. Izraqunajmo koliko doprinosi sa desne strane. Neka se x nalazi u k
skupova koji uqestvuju u uniji A1∪A2∪· · ·∪An. Tada na desnoj strani imamo

k −
�
k

2

�
+

�
k

3

�
− · · ·+ (−1)k−1

�
k

k

�
+ 0 + · · ·+ 0

= 1−
�
k

0

�
︸ ︷︷ ︸

0

+

�
k

1

�
−
�
k

2

�
+

�
k

3

�
− · · ·+ (−1)k−1

�
k

k

�

= 1− (1− 1)k = 1.

Dakle, svaki elemenat i na levoj i na desnoj strani je prebrojan jedanput,
te jednakost va�i.
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Primer 2.34. Koliko ima permutacija multiskupa M = {a, a, a, b, b, b, c, c, c}
tako da nikoja tri uzastopna slova nisu jednaka?

Ako sa P oznaqimo skup svih permutacija multiskupa M , sa A (respek-
tivno sa B i sa C) skup onih permutacija skupa M u kojima se a (respek-
tivno b i c) nalazi na tri uzastopna mesta, onda nas zapravo interesuje
|P | − |A ∪B ∪ C|. Koriste�i princip ukuǉuqeǌa i iskǉuqeǌa dobijamo

|P | − |A ∪B ∪C| = |P | − |A| − |B| − |C|+ |A ∩B|+ |A ∩C|+ |B ∩C| − |A ∩B ∩C|.

Izraqinajmo vrednosti u izrazu:

|P | = 9!

3! · 3! · 3!
= 1680,

|A| = 7!

3! · 3!
= 140 = |B| = |C|,

|A ∩B| = 5!

3!
= 20 = |A ∩ C| = |B ∩ C|,

|A ∩B ∩ C| = 3! = 6.

Dakle, va�i

|P | − |A ∪B ∪ C| = 1680− 3 · 140 + 3 · 20− 6 = 1314.

4

Ono xto mo�emo da primetimo u prethodnom primeru jeste da su slova
a, b i c ravnopravna, te su kardinalnosti pomo�nih skupova jednake, a i
preseci dva razliqita pomo�na skupa imaju istu kardinalnost. U ovakvim
primerima va�i specijalan oblik principa ukuǉuqeǌa i iskǉuqeǌa upravo
zbog tih olakxavaju�ih okolnosti.

Teorema 2.35 (Specijalan sluqaj PUI). Neka je

|Ai| = M1, za sve i ∈ {1, 2, . . . , n},
|Ai ∩Aj | = M2, za sve i < j, i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
|Ai ∩Aj ∩Ak| = M3, za sve i < j < k, i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n},
...
|A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An| = Mn.

Tada va�i

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| = nM1 −
�
n

2

�
M2 +

�
n

3

�
M3 − · · ·+ (−1)n−1

�
n

n

�
Mn.

Dokaz. Kako su preseci k skupova iz niza A1, A2, . . . , An iste kardinalnosti,
to jest Mk, za svaku sumu iz formule PUI va�i da ima

(
n
k

)
sabiraka Mk,

xto daje formulu iz ovog tvr�eǌa.

Dosad smo odredili koliko ima razliqitih preslikavaǌa iz skupa sa k
u skup sa n elemenata, koliko je od ǌih injektivnih i koliko bijektivnih.
Sada mo�emo odrediti i koliko od ǌih je sirjektivnih.
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Teorema 2.36. Neka su K i N skupovi takvi da |K| = k i |N | = n, gde k 6 n.
Broj svih mogu�ih sirjektivnih preslikavaǌa iz skupa K u skup N je

n−1∑
i=0

(−1)i
�
n

i

�
(n− i)k.

Dokaz. Rezultat mo�emo dobiti primenom principa ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa.
Svih funkcija koje preslikavaju skup K u skup N je nk. Od ukupnog broja
oduzimamo broj onih koje imaju elemente kodomena koji ostaju bez originala,
to jest funkcije koje preskaqu neki od elemenata kodomena.

Bez umaǌeǌa opxtosti, neka va�i N = {1, 2, . . . , n}. Za 1 6 i 6 n, oznaqimo
sa Ai skup svih funkcija iz K u N koje preskaqu i. Tada je broj svih sir-
jekcija iz K u N jednak nk − |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|. Va�i:

|Ai| = (n− 1)k, za sve i ∈ {1, 2, . . . , n},
|Ai ∩Aj | = (n− 2)k, za sve i < j, i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
|Ai ∩Aj ∩Ak| = (n− 3)k, za sve i < j < k, i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n},
...
|A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An| = 0.

Sada zbog specijalnog sluqaja PUI imamo

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| =
= n(n− 1)k −

(
n
2

)
(n− 2)k +

(
n
3

)
(n− 3)k − · · ·+ (−1)n−2

(
n
n−1
)
(n− (n− 1))k + 0.

Konaqno, tra�eni broj je

nk − |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| = nk −
n−1∑
i=i

(−1)(i−1)
�
n

i

�
(n− i)k

=
n−1∑
i=0

(−1)i
�
n

i

�
(n− i)k.

2.10 Rastroj poretka
Primer 2.37. Leǌi profesor testira grupu od n studenata. Nakon testa
pokupi radove, izmexa ih i proizvoǉno podeli studentima da ih ocene.
Kolika je verovatno�a da nijedan student ne�e dobiti svoj rad?

Verovatno�a nekog doga�aja je broj povoǉnih ishoda podeǉen sa brojem
svih mogu�ih ishoda.

verovatno�a doga�aja =
broj povoǉnih ishoda

broj svih ishoda

Prema tome, nas zanima koliko ima ishoda da nijedan student ne dobije svoj
rad i koliko je svih mogu�ih ishoda. Svih ishoda je ukupno n! – kao broj
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svih permutacija skupa od n elemenata. Povoǉni ishodi su oni kada se u
permutaciji skupa {1, 2, . . . , n} na i-tom mestu ne nalazi i, za sve i = 1, 2, . . . , n,
poxto to za nas predstvǉa da i-ti uqenik nije dobio i-ti, to jest svoj rad.
Broj ovakvih permutacija oznaqi�emo sa Dn, pa �emo se kasnije vratiti da
zavrximo problem. Dakle, ono xto zasad znamo jeste da je verovatno�a Dn

n!
i ostaje odrediti Dn. 4

Za permutaciju a1a2 . . . an skupa {1, 2, . . . , n} ka�emo da je rastroj poretka
(besporedak, deran�man) ako se za sve i ∈ {1, 2, . . . , n} na i-tom mestu ne nalazi rastroj

poretkabroj i, to jest ai 6= i. Broj svih ovakvih permutacija skupa sa n elemenata
oznaqavamo sa Dn.

Teorema 2.38. Za n ∈ N va�i

Dn = n! ·
n∑
k=0

(−1)k
1

k!
.

Dokaz. Oznaqimo sa Ai skup permutacija skupa {1, 2, . . . , n} koje imaju osobinu
da na i-tom mestu stoji bax i. Prema tome, zanimaju nas permutacije koje su
u komplementu unije svih ovakvih skupova. Odatle va�i

Dn =
∣∣A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An

∣∣ = n!− |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An|

= n!− n · (n− 1)! +

�
n

2

�
(n− 2)!−

�
n

3

�
(n− 3)! + · · ·+ (−1)n

�
n

n

�
1!

= n!− n!

1!
+
n!

2!
− n!

3!
+ · · ·+ (−1)n

n!

n!

= n!

�
1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

1

n!

�
= n!

n∑
k=0

(−1)k
1

k!
.

Dakle, sada mo�emo zakǉuqiti da je verovatno�a iz primera 2.37 jednaka∑n
k=0 (−1)k 1

k! .

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Dn 0 1 2 9 44 265 1 854 14 833 133 496 4 334 961 14 684 570

Tabela vrednosti Dn za n 6 11.

Primer 2.39. Na koliko naqina je mogu�e ofarbati poǉa xahovske table
sa 8 boja tako da svaka vrsta sadr�i svih 8 boja i da ne postoje dva poǉa
sa zajedniqkom stranicom koja su obojena istom bojom?

Kako u svakoj vrsti moraju biti iskorix�ene sve boje, po vrstama �emo
imati permutacije datih osam boja. Krenuvxi od prve vrste, tu su sve per-
mutacije dozvoǉene, te imamo 8! mogu�nosti. Kada je prva vrsta obojena, u
narednoj vrsti nisu dozvoǉene premutacije boja takve da se boje poklapaju
na poǉima koja se nalaze jedno ispod drugog. Broj ovakvih permutacija je
D8. Kada se oboji i druga vrsta, sliqno kao za drugu vrstu, dolazimo do
zakǉuqka da sada imamo D8 mogu�nosti za bojeǌe tre�e vrste i tako daǉe
sve do posledǌe vrste. Dakle, ukupno ima 8! ·D7

8 mogu�nosti. 4
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Brahmina kula

Bog je pri stvaraǌu sveta u jednom hramu u Benaresu postavio
kulu sa 64 zlatna diska i poverio monasima zadatak da sve diskove
prebace sa jednog stuba na drugi. Oni su u istom trenutku krenuli
da ih prebacuju. Onog trenutka kada zavrxe svoj zadatak i kula
bude potpuno premextena, do�i �e do smaka sveta.

Zapadnom svetu je ovaj problem 1883. godine predstavio francuski mate-
matiqar Eduar Lika.1 U istoqnom delu sveta je on bio poznata pod raz-
liqitim imenima sa varijacijama u lokacijama i temi u zavisnosti od re-
ligija i regiona u kojoj je prenoxen (jedno od najqex�ih imena koja se jav-
ǉaju je Legenda o hanojskoj kuli), no suxtina je svugde ista. Ona se sastoji
u slede�em.

Diskovi su na poqetku pore�ani na stubu tako da je prvi odozdo
najve�i i svaki slede�i je maǌi od prethodnog. Kulu treba pre-
baciti na drugi stub i pri tome mo�e se koristiti pomo�ni stub.
(Dakle, ukupno ima tri stuba na raspolagaǌu.) U svakom potezu
se premexta taqno jedan disk. Sme se premextati disk koji je na
vrhu jednog stuba i staviti ga na vrh drugog stuba. Ni u jednom
trenutku se ne sme ve�i disk na�i iznad maǌeg. Pitaǌe je koliko
najmaǌe poteza treba za premextaǌe kule?

Rexavaǌem ovog i sliqnih problema bavi�emo se u ovoj glavi. Za to �e
nam najpre trebati jedna specijalna vrsta nizova.

Neka je dat niz t : a0, a1, . . . , an, . . . Ako je poqevxi od nekog n, n-ti qlan
niza mogu�e zapisati kao funkciju prethodnih qlanova, tj.

an = fn(a0, a1, . . . , an−1),

onda se gorǌi izraz naziva rekurentna relacija niza t, dok se niz t naziva rekurentna
relacija

1François Édouard Anatole Lucas (1842–1891), francuski matematiqar

33
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rekurentni niz. Ka�emo i da niz t zadovoǉava (ili ispuǌava) ovu rekurentnurekurentni
niz relaciju. Tako�e, svaki niz koji zadovoǉava datu rekurentnu relaciju jeste

ǌeno rexeǌe.

Primer 3.1. Posmatrajmo niz faktorijela 1!, 2!, 3!, . . . , n!, . . . Opxti qlan
niza je an = n! i ovaj niz ispuǌava relaciju

an = n · an−1.

4

3.1 Teleskopiraǌe
Rekurentna relacija koju niz zadovoǉava nam daje dosta informacija o

nizu, jer dovoǉno je da znamo nekoliko poqetnih qlanova i na taj naqin
mo�emo odrediti sve naredne qlanove koriste�i rekurentnu relaciju.

Pogledajmo primer aritmetiqkog niza. Podsetimo se da je aritmetiqki
niz onaj qija je razlika dva uzastopna qlana konstantna i jednaka d. Ovakav
niz ispuǌava rekurentnu relaciju an = an−1 + d.

Primer 3.2. Neka je poqetni qlan aritmetiqkog niza a0 = 11 i razlika
dva uzastopna qlana ovog niza neka je d = 5. To znaqi a1 = 16, a2 = 21,
i tako daǉe. Ako �elimo da izraqunamo xta je a2022 u ovom nizu, onda je
potrebno da 2022 puta primenimo rekurentnu relaciju na qlanove niza i
tako dolazimo do a2022 = 10121. 4

Ovo, naravno, nije bilo texko izraqunati s obzirom na rekurentnu rela-
ciju koja je priliqno jednostavna, no svakako bi bilo jox jednostavnije da
iz datih uslova dobijemo vezu izme�u poqetnog qlana niza i n-tog qlana koji
nas zanima. Xtavixe, kada je rekurentna relacija komplikovanija, bi�e nam
jox od ve�e koristi da n-ti qlan niza izrazimo pomo�u poqetka niza. Jednu
metodu za ovakvo odre�ivaǌe prikaza�emo upravo preko primera aritme-
tiqkog niza.

Metodom teleskopiraǌa opxti qlan niza mo�emo odrediti na slede�i
naqin.

an=���an−1 + d

���an−1=XXXan−2 + d
XXXan−2=���XXXan−3 + d

...

��ZZa1= a0 + d


+ ⇒ an = a0 + n · d

Dakle, teleskopiraǌe se zapravo sastoji u ispisivaǌu rekurentne rela-
cije za an, zatim an−1 i tako sve do poqetnog qlana a zatim svo�eǌem arit-
metiqkim operacijama na oblik koji nam odgovara. Odgovara nam da dobi-
jemo an izra�eno preko xto maǌe prethodnih qlanova niza i to takvih da
su sa poqetka niza, tj. da su ǌihovi indeksi xto je mogu�e maǌi.

Primer 3.3. Geometrijski niz je niz qiji je koliqnik dva uzastopna qlana
konstantan i jednak q. Ovakav niz ispuǌava rekurentnu relaciju an = an−1 ·q,
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dok se opxti qlan niza mo�e dobiti teleskopiraǌem i za ǌega va�i an =
a0 · qn. 4

Za rekurentnu relaciju ka�emo da je reda k ako je k najmaǌi broj takav
da je an jednoznaqno odre�eno sa an−1, an−2, . . . , an−k, tj. sa k prethodnih
qlanova. U tom sluqaju, za odre�ivaǌe svih elemenata niza pomo�u rekuren-
tne relacije reda k dovoǉno je znati prvih k qlanova niza. Vrednosti a0, a1,
. . . , ak−1 tada nazivamo poqetnim uslovima i ka�emo da rekurentna relacija poqetni

uslovizajedno sa poqetnim uslovima generixu niz t.

Primer 3.4. Rekurentna relacija fn = fn−1

fn−2
je reda 2, dok je rekurentna

relacija an = 2an−2 + 3an−3 reda 3. Iako je an izra�eno samo preko dva
qlana koja se nalaze pre ǌega u nizu, da bismo ga izraqunali pomo�u date
rekurentne relacije, moramo znati qak qlan koji se nalazi tri mesta pre
ǌega. (Najlakxi naqin odre�ivaǌa reda rekurentne relacije je da se oduzme
najmaǌi od najve�eg indeksa qlanova niza koji se javǉaju datoj u relaciji.)

Niz parnih prirodnih brojeva 2, 4, 6, 8, . . . generisan je pomo�u rekurentne
relacije an = an−1 + 2 i poqetnog uslova a0 = 2. Promenom poqetnog uslova
dobija se drugaqiji niz. Na primer, za a0 = 1 dobijamo neparne brojeve,
dok za a0 = −100, osim svih parnih prirodnih brojeva, u nizu imamo i 50
negativnih parnih brojeva i nulu. 4

Vratimo se na Brahminu kulu.
Oznaqimo sa hn najmaǌi broj koraka potrebnih da se kula od n diskova

premesti sa jednog na drugi stub. Prvih nekoliko qlanova niza mo�emo
praktiqno da odredimo preslagaǌem diskova: h1 = 1, h2 = 3, h3 = 7, . . .

Daǉe, odredimo rekurentnu relaciju koju ovaj niz ispuǌava. Za pre-
slagaǌe n diskova najpre je potrebno preslo�iti gorǌih n − 1 diskova sa
poqetnog stuba na pomo�ni (za xta je potrebno hn−1 koraka), zatim posled-
ǌi, najve�i, disk premestiti na konaqan stub i na kraju onih n− 1 diskova
sa pomo�nog stuba preslo�iti na konaqan stub. Dakle, dobijamo rekurentnu
relaciju

hn = hn−1 + 1 + hn−1.

Sada mo�emo pomo�u teleskopiraǌa da odredimo opxti qlan niza.

hn= 2hn−1 + 1
hn−1= 2hn−2 + 1 / · 21
hn−2= 2hn−3 + 1 / · 22

...
h3= 2h2 + 1 / · 2n−3
h2= 2h1 + 1 / · 2n−2
h1= 1 / · 2n−1


+ ⇒ hn = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1

hn = 2n−1
2−1 = 2n − 1

Prema tome, dobijamo opxti qlan niza hn = 2n−1. Te ako na raspolagaǌu
imamo 64 diska, potrebno je 264 − 1 poteza.

Ako bismo pretpostavili da za svaki potez treba jedna sekunda, onda za
premextaǌe treba

18 446 744 073 709 551 615 s ≈ 585 000 000 000 godina.

(To je oko 42 puta du�e od trenutne starosti univerzuma.)



36 GLAVA 3. REKURENTNI NIZOVI

3.2 Homogene linearne rekurentne relacije sa
konstantnim koeficijentima

Nije svaka rekurentna relacija takva da se opxti qlan mo�e odrediti
pomo�u teleskopiraǌa. Jedna klasa rekurentnih relacija kod koje telesko-
piraǌe ne poma�e u opxtem sluqaju jesu homogene linearne rekurentne rela-
cije sa konstantnim koeficijentima i u ovom odeǉku �emo izuqavati kako
kod ovakvih relacija do�i do opxteg rexeǌa.

Neka je data rekurentna relacija an = fn(a0, a1, . . . , an−1). Za ovu relaciju
ka�emo da je: homogena ako je zadovoǉava nula-niz, tj. niz an = 0, za sve
n ∈ N; linearna ako va�i da je funkcija fn linearna po svim argumentima;
sa konstantnim koeficijentima ako se fn mo�e definisati preko konaqno
mnogo konstantih parametara.

Dakle, ka�emo da niz ispuǌava homogenu rekurentnu relaciju sa konstan-
tnim koeficijentima (HLRRKK) reda k ako je oblika

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k,

gde su c1, c2, . . . , ck konstante (realne ili kompleksne) i ck 6= 0.

Primer 3.5. an = an−1 · an−2 je homogena i sa konstantnim koeficijentima,
ali nije linearna.
hn = 2hn−1+1 je linearna sa konstantnim koeficijentima, ali nije homogena.
gn = ngn−2 je linearna i homogena, ali nije sa konstantnim koeficijentima.
Fn = Fn−1 + Fn−2 i an = 1

2an−2 −
1
3an−3 jesu primeri HLRRKK. 4

Za rexavaǌe ovakvih rekurentnih relacija bi�e nam potrebne dodatne
definicije.

Neka je niz a0, a1, . . . , an, . . . odre�en sa an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k,
gde ck 6= 0. Ovom nizu odgovara karakteristiqna jednaqinakarak-

teris-
tiqna
jedna-
qina

xk = c1x
k−1 + c2x

k−2 + · · ·+ ck−1x+ ck.

Rexeǌa (ne nu�no razliqita) ove jednaqine x1, x2, . . . , xk nazivamo karak-
teristiqni koreni.karak-

teris-
tiqni
koreni

Primer 3.6. Rekurentnoj relaciji

Fn = Fn−1 + Fn−2

odgovara karakteristiqna jednaqina

x2 = x+ 1, tj. x2 − x− 1 = 0.

ǋeni karakteristiqni koreni su x1 = 1+
√
5

2 i x2 = 1−
√
5

2 . 4

Za rexavaǌe HLRRKK koristimo naredno tvr�eǌe.

Teorema 3.7. Neka je dato an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k, gde ck 6= 0.

1. Ako je r karakteristiqni koren, onda je an = rn jedno rexeǌe rekurentne
relacije.
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2. Ako su a′n, a
′′
n, . . . , a

(k)
n rexeǌa rekurentne relacije i C1, C2, . . . , Ck proiz-

voǉne konstante, onda je

an = C1a
′
n + C2a

′′
n + · · ·+ Cka

(k)
n

tako�e jedno rexeǌe rekurentne relacije.

3. Ako su x1, x2, . . . , xk razliqiti karakteristiqni koreni, onda se svako HLRRKK
sa raz-
liqitim
korenima

rexeǌe rekurentne relacije mo�e zapisati u obliku

an = C1x
n
1 + C2x

n
2 + · · ·+ Ckx

n
k ,

za neke konstante C1, C2, . . . , Ck.

Napomena 3.8. Suxtina dela 3. prethodnog tvr�eǌa jeste da se za razliqite
poqetne uslove (koji mogu biti zadati proizvoǉno) mogu odabrati konstante
C1, C2, . . . , Ck tako da je an = C1x

n
1 +C2x

n
2 + · · ·+Ckx

n
k rexeǌe za date poqetne

uslove. ♦

Najpre �emo na primeru demonstrirati kako nam ova teorema poma�e, a
posle �emo je i dokazati.

Primer 3.9. Data je rekurentna relacija

an+3 = 9an+2 − 26an+1 + 24an

sa poqetnim uslovima a0 = 1, a1 = −3, a2 = −29.
Karakteristiqna jednaqina je x3 − 9x2 + 26x − 24 = 0 a ǌeni karakteris-

tiqni koreni su x1 = 2, x2 = 3 i x3 = 4.
Opxte rexeǌe je

an = A · 2n +B · 3n + C · 4n,

gde su A,B,C neke konstante i to smo dobili na osnovu teoreme 3.7. Ostaje
da odredimo konstante A,B,C.

Kada poqetne uslove ubacimo u opxte rexeǌe, dobijamo slede�i sistem:

A+B + C = 1,

2A+ 3B + 4C = −3;

4A+ 9B + 16C = −29.

Sledi A = 2, B = 3, C = −4, pa je konaqno

an = 2 · 2n + 3 · 3n − 4 · 4n.

4

Dokaz teoreme 3.7. Za datu rekurentnu relaciju karakteristiqna jednaqina
je

xk = c1x
k−1 + c2x

k−2 + · · ·+ ck−1x+ ck.

Ako je r rexeǌe ove jednaqine, onda va�i

rk = c1r
k−1 + c2r

k−2 + · · ·+ ck−1r + ck.
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Kada ceo izraz pomno�imo sa rn−k, dobijamo

rn = c1r
n−1 + c2r

n−2 + · · ·+ ck−1r
n−k+1 + ckr

n−k,

odakle direktno sledi da je rn jedno rexeǌe za an. (Time je dokazan deo 1.)
Ubacivaǌem rexeǌa a′n, a

′′
n, . . . , a

(k)
n u relaciju dobijamo

a′n = c1a
′
n−1 + c2a

′
n−2 + · · ·+ cka

′
n−k,

a′′n = c1a
′′
n−1 + c2a

′′
n−2 + · · ·+ cka

′′
n−k,

...

a(k)n = c1a
(k)
n−1 + c2a

(k)
n−2 + · · ·+ cka

(k)
n−k.

(Treba imati u vidu da ova rexeǌa predstavǉaju funkcije koje zavise od
n, te ako znamo a′n, onda je i a′n−i tako�e poznato – samo se umesto n u izraz
ubacuje n− i.)

Mno�e�i i-tu jednakost sa Ci, za 1 6 i 6 k, a zatim sabiraǌem svih
jednakosti, dobijamo

C1a
′
n + C2a

′′
n + · · ·+ Cka

(k)
n = c1(C1a

′
n−1 + C2a

′′
n−1 + · · ·+ Cka

(k)
n−1)

+c2(C1a
′
n−2 + C2a

′′
n−2 + · · ·+ Cka

(k)
n−2) + · · ·+ ck(C1a

′
n−k + C2a

′′
n−k + · · ·+ Cka

(k)
n−k).

Odavde sledi da je i an = C1a
′
n + C2a

′′
n + · · · + Cka

(k)
n tako�e rexeǌe date

rekurentne relacije (te je dokazan i deo 2).
Neka su sada poqetni uslovi: a0 = b0, a1 = b1, . . . , ak−1 = bk−1. Ako su

x1, x2, . . . , xk razliqiti karakteristiqni koreni, onda zbog ve� dokazanih de-
lova teoreme imamo

an = C1x
n
1 + C2x

n
2 + · · ·+ Ckx

n
k .

Dokaza�emo da su konstante C1, C2, . . . , Ck jedinstveno odre�ene na osnovu
poqetnih uslova. Koriste�i poqetne uslove dobijamo:

C1 + C2 + · · ·+ Ck = b0,

C1x1 + C2x2 + · · ·+ Ckxk = b1,

C1x
2
1 + C2x

2
2 + · · ·+ Ckx

2
k = b2,

...

C1x
k−1
1 + C2x

k−1
2 + · · ·+ Ckx

k−1
k = bk−1.

Znamo da ovakav sistem ima jedinstveno rexeǌe za C1, C2, . . . , Ck ako i samo
ako je determinanta sistema razliqita od nule. Prema tome, hajde da vidimo
qemu je ona jednaka.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xk
x21 x22 . . . x2k
...

...
. . .

...
xk−11 xk−12 . . . xk−1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
16i<j6k

(xi − xj)
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Dakle, determinanta2 sistema je razliqita od nule ako i samo ako su vred-
nosti x1, x2, . . . , xk razliqite, xto nam je i dato u pretpostavci i time je
dokaz zavrxen.

Kao xto smo mogli da vidimo, zasad umemo da reximo rekurentnu relaci-
ju kada su karakteristiqni koreni razliqiti. Naravno, rexeǌa karakteris-
tiqne jednaqine ne moraju nu�no biti razliqita i opisani postupak u tom
sluqaju nam ne bi dao opxte rexeǌe. Tada nam u posledǌoj etapi rexavaǌa
poma�e naredna teorema.

Teorema 3.10. Ako karakteristiqna jednaqina ima s-tostruki koren r, onda HLRRKK
sa vixe-
strukim
korenima

su
a′n = rn, a′′n = n · rn, . . . , a(s)n = ns−1rn

rexeǌa date rekurentne relacije.
Korenu r odgovara onaj deo opxteg rexeǌa koji je oblika

(C1 + nC2 + n2C3 + · · ·+ ns−1Cs)r
n.

Zbir takvih izraza po svim razliqitim korenima daje opxte rexeǌe rekuren-
tne relacije.

Dokaz. Neka je x1 = x2 = · · · = xs = r s-tostruko rexeǌe karakteristiqne
jednaqine

xk = c1x
k−1 + c2x

k−2 + · · ·+ ck.

Posmatrajmo funkciju

P (x) = xk − c1xk−1 − c2xk−2 − · · · − ck.

Jasno: P (r) = 0. Xtavixe, r je s-tostruki koren ovog polinoma. Definiximo
novih s funkcija:

P0(x) : = xn − c1x
n−1 − c2x

n−2 − · · · − ckx
n−k,

P1(x) : = x · P ′0(x) = nxn − c1(n− 1)xn−1 − c2(n− 2)xn−2 − · · · − ck(n− k)xn−k,

P2(x) : = x · P ′1(x) = n2xn − c1(n− 1)2xn−1 − c2(n− 2)2xn−2 − · · · − ck(n− k)2xn−k,

...

Ps−1(x) : = x · P ′s−2(x) = ns−1xn − c1(n− 1)s−1xn−1 − · · · − ck(n− k)s−1xn−k.

Poxto je r s-tostruki koren, dobijamo da P0(r) = P1(r) = · · · = Ps−1(r) = 0.
Iz ovih uslova daǉe imamo

P0(r) = 0 ⇒ rn − c1r
n−1 − · · · − ckr

n−k = 0 ⇒ rn je rexeǌe za an,
P1(r) = 0 ⇒ nrn − · · · − ck(n− k)rn−k = 0 ⇒ nrn je rexeǌe za an,
P2(r) = 0 ⇒ n2rn − · · · − ck(n− k)2rn−k = 0 ⇒ n2rn je rexeǌe za an,

...
Ps−1(r) = 0 ⇒ ns−1rn − · · · − ck(n− k)s−1rn−k = 0 ⇒ ns−1rn je rexeǌe za an.

2Ova konkretna dobijena determinanta poznata je u linearnoj algebri kao Vandermondova
determinanta.
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Kako su sva ova rexeǌa razliqita, mo�emo iskoristiti zakǉuqak iz teo-
reme 3.7, te dobijamo da je C1r

n + C2nr
n + · · ·+ Csn

s−1rn, tj.

(C1 + C2n+ · · ·+ Csn
s−1)rn

tako�e rexeǌe, za neke konstante C1, C2, . . . , Cs.

Primer 3.11. Data je rekurentna relacija

an = 5an−1 − 6an−2 − 4an−3 + 8an−4

sa poqetnim uslovima a0 = 1, a1 = 8, a2 = 12, a3 = 38.
Karakteristiqna jednaqina ove relacije je x4 − 5x3 + 6x2 + 4x − 8 = 0 i

ǌeni karakteristiqni koreni su x1 = x2 = x3 = 2 i x4 = −1.
Opxte rexeǌe je

an = (A+Bn+ Cn2) · 2n +D · (−1)n.

Iz poqetnih uslova dobijamo slede�i sistem

A+D = 1,

2A+ 2B + 2C −D = 8,

4A+ 8B + 16C +D = 12,

8A+ 24B + 72C −D = 38.

Sledi A = 3, B = − 1
4 , C = 1

4 i D = −2, pa konaqno imamo

an =

�
3− 1

4
n+

1

4
n2
�
· 2n − 2 · (−1)n.

4

3.3 Fibonaqijevi brojevi

Italijanskog matematiqara Leonarda iz Pize nazivaju jox i Leonardo
Pizano, Leonardo Bonaqi, ali je najpoznatiji kao Leonardo Fibonaqi, gde
je prezime doxlo od italijanskog izraza ,,filius Bonacci“ xto znaqi ,,sin
Bonaqija“. On je jedan od najznaqajnijih sredǌovekovnih evropskih matema-
tiqara. Obrazovao se u Al�iru. Autor je vixe matematiqkih kǌiga koje su
imale veliki uticaj na povratak matematike u nauqni �ivot sredǌovekovne
Evrope. U svojoj kǌizi Kǌiga o raqunu (Liber abaci , 1202) uvodi arapsko-
-indijski pozicioni sistem koji je nauqio od trgovaca mediterana, tu opi-
suje kako se koristi, poredi sa drugim brojevnim sistemima i naqinima
raqunaǌa. Tako�e navodi niz kombinatornih problema i izme�u ostalog
opisuje i problem sa zeqevima.
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Problem sa zeqevima

Par odraslih zeqeva, poqev od navrxenog drugog meseca, svakog
meseca donosi na svet jedan novi par zeqeva. Poqetkom meseca neki
qovek je dobio par tek ro�enih zeqeva. Koliko �e parova zeqeva
biti na poqetku n-tog meseca (pod uslovom da svi pre�ive)?

Da bismo rexili ovaj problem, broj parova zaqeva na poqetku n-tog
meseca oznaqimo sa Fn. Vrednosti za prvih nekoliko meseci nije texko
izraqunati, one �e biti: F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, itd.

Broj parova na poqetku n-tog meseca se sastoji od broja parova prethod-
nog meseca (to jest Fn−1) i broja novoro�enih parova zeqeva kojih ima ono-
liko koliko je parova bilo pre dva meseca (to jest Fn−2), jer je to broj
parova koji mogu dobiti potomstvo. Dakle, dobijamo rekurentnu relaciju

Fn = Fn−1 + Fn−2 (za n > 3),

koju ispuǌavaju brojevi iz niza koji predstavǉaju brojeve parova zeqeva.
Obiqno se ovaj niz proxiruje sa nultim qlanom F0 = 0, te se Fibonaqijevi

brojevi najqex�e definixu preko Fibona-
qijevi
brojeviF0 = 0, F1 = 1; Fn = Fn−1 + Fn−2 (za n > 2).

Reximo sada gorǌu rekurentnu relaciju.
Karakteristiqna jednaqina je x2−x−1 = 0 a ǌeni karakteristiqni koreni

su x1 = 1+
√
5

2 i x2 = 1−
√
5

2 . Odavde dobijamo opxte rexeǌe

Fn = A ·
�

1 +
√

5

2

�n
+B ·

�
1−
√

5

2

�n
.

Iz poqetnih uslova dobijamo slede�i sistem

A+B = 0,

A · 1 +
√

5

2
+B · 1−

√
5

2
= 1.

Sledi A = 1√
5
i B = − 1√

5
, te je opxti qlan Bineova

formula

Fn =
1√
5

��
1 +
√

5

2

�n
−
�

1−
√

5

2

�n�
.

Prethodna formula za opxti qlan Fibonaqijevog niza je poznata i pod
imenom Bineova3 formula.

n 0 1 2 3 4 5 6 6 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987

Tabela Fibonaqijevih brojeva za n 6 16.
3Jacques Philippe Marie Binet (1786–1856), francuski matematiqar, fiziqar i astronom
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Fibonaqijevi brojevi imaju puno zanimǉivih osobina i javǉaju se na
razliqitim mestima u prirodi. Zanimǉivo je, na primer, xto ve�ina cve-
tova ima broj latica koji je jednak nekom od Fibonaqijevih brojeva. Tako�e,
odnosi dva uzastopna Fibonaqijeva broja konvergiraju ka broju koji se kao
proporcija javǉa na mnogim mestima: od rasporeda listova i grana na stab-
lu, preko muziqkih akorda i proporcija ǉudskog tela, do konfiguracija
minerala. Izraqunajmo vrednost ove konstante.

lim
n→∞

Fn
Fn−1

= lim
n→∞

Fn−1 + Fn−2
Fn−1

= lim
n→∞

�
1 +

Fn−2
Fn−1

�
= 1 + lim

n→∞

Fn−2
Fn−1

Odavde, ako limes oznaqimo sa L, dobijamo

L = 1 +
1

L
,

odakle sledi L2 −L− 1 = 0, te imamo dva rexeǌa ove jednaqine L1,2 = 1±
√
5

2 .
No, kako su Fibonaqijevi brojevi pozitivni a drugo rexeǌe ove jednaqine
je negativan broj, sledi

lim
n→∞

Fn
Fn−1

=
1 +
√

5

2
.

Ova konstanta se obiqno oznaqava sa ϕ i naziva se zlatni presek. S obziromzlatni
presek na to da se smatra da su objekti u ovakvoj proporciji najprijatniji ǉudskom

oku, ϕ se naziva i bo�anska proporcija. Broj ϕ je bio poznat jox Starim
Grcima i igrao je veliku ulogu u tadaxǌoj arhitekturi, umetnosti, es-
tetici, xto je ostalo do danas. Vrednost konstante zlatnog preseka iznosi

ϕ = 1, 6180339887 . . .

Kada su dve veliqine a i b u odnosu jednakom ϕ, za ǌih ka�emo da su
u zlatnom odnosu. Jedan od najjednostavnijih geometrijskih oblika gde se
ovakav odnos javǉa jeste u pravilnom petouglu, gde jedna dijagonala seqe
drugu u ovom zlatnom odnosu. Pored toga va�i da je stranica tog petougla
jednaka du�em delu dijagonale.

Dijagonale pravilnog petougla se seku u zlatnom odnosu.

Za veliqine a i b koje su u zlatnom odnosu va�i i da je ǌihov zbir prema
ve�oj tako�e u zlatnom odnosu, to jest

a+ b

a
=
a

b
= ϕ.
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Pravougaonik sa stranicama a i a+b se naziva zlatni pravougaonik . Pomo�u
ǌega i lukova ku�nica mo�emo konstruisati geometrijsku krivu koju nazi-
vamo zlatna spirala.

Zlatni pravougaonik i zlatna spirala.

Zlatna spirala se tako�e qesto javǉa u prirodi: u rasporedu atoma u
rexetki kvazikristala, u strukturi cvetova suncokreta, u xkoǉci pu�a
nautilusa, u uraganima i galaksijama.

Navedimo jox nekoliko osobina Fibonaqijevih brojeva.

Teorema 3.12. Za sve n ∈ N va�i

F1 + F2 + · · ·+ Fn = Fn+2 − 1.

Dokaz. Ovu osobinu mo�emo dokazati teleskopiraǌem.

Fn+2 =��
�Fn+1+ Fn

��
�Fn+1 = ZZFn +Fn−1
ZZFn =��

�HHHFn−1+Fn−2
...

��ZZF3 = ��F2 + F1

��F2 = 1


+ ⇒ Fn+2 = Fn + Fn−1 + · · ·+ F2 + F1 + 1

Teorema 3.13. Za sve n ∈ N va�i Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n.

Dokaz. Dokaza�emo indukcijom po n. Lako se mo�e proveriti da ovaj iden-
titet va�i za nekoliko poqetnih qlanova niza. Pretpostavimo da va�i za n
i poka�imo da onda mora va�iti i za n+ 1.

Fn+2Fn − F 2
n+1 = (Fn+1 + Fn)Fn − F 2

n+1 = Fn+1Fn + F 2
n − F 2

n+1

= Fn+1(Fn − Fn+1) + F 2
n = Fn+1(−Fn−1) + F 2

n = −(−1)n = (−1)n+1

Ako rekurentnoj relaciji koja odgovara Fibonaqijevim brojevima dodamo
neke druge poqetne uslove, na taj naqin dobijamo brojeve Fibonaqijevog tipa.
Jedni od najpoznatijih takvih brojeva su Likaovi brojevi. Oni se definixu Likaovi

brojevina slede�i naqin:

L0 = 2, L1 = 1; Ln = Ln−1 + Ln−2 (za n > 2).
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Teorema 3.14. Opxti qlan Likaovog niza je

Ln =

�
1 +
√

5

2

�n
+

�
1−
√

5

2

�n
.

Dokaz. Opxte rexeǌe Likaovog niza se dobija isto kao opxte rexeǌe Fi-
bonaqijevog niza i ono je

Ln = A ·
�

1 +
√

5

2

�n
+B ·

�
1−
√

5

2

�n
.

Iz poqetnih uslova dobijamo slede�i sistem

A+B = 2,

A · 1 +
√

5

2
+B · 1−

√
5

2
= 1.

Sledi A = B = 1, odakle dobijamo opxti qlan iz tvr�eǌa.

n 0 1 2 3 4 5 6 6 8 9 10 11 12 13 14 15
Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843 1 364

Tabela Likaovih brojeva za n 6 15.

Zanimǉiva je i veza izme�u Fibonaqijevih i Likaovih brojeva data u
narednom tvr�eǌu.

Teorema 3.15. Za sve n ∈ N va�i Ln = Fn+1 + Fn−1.

Dokaz. Ova osobina se lako proverava za prvih nekoliko qlanova niza. Doka-
�imo da, ako tvr�eǌe va�i za sve k < n, tada mora va�iti i za n.

Ln = Ln−1+Ln−2 = Fn+Fn−2+Fn−1+Fn−3 = Fn+Fn−1+Fn−2+Fn−3 = Fn+1+Fn−1
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OSNOVNI POJMOVI TEORIJE GRAFOVA

Teorija grafova je grana matematike koja prouqava grafove – matema-
tiqke objekte koji modeliraju binarne relacije me�u objektima. Grafovi se
obiqno prikazuju preko taqaka koje predstavǉaju objekte i linija koje ih
spajaju; ove linije predstavǉaju relacije me�u datim objektima.

Prijateǉstva u grupi ǉudi prikazana pomo�u grafa i skica povezanosti
okoline Novog Sada putniqkim �elezniqkim saobra�ajem.

Grafove mo�emo posmatrati kao prirodne modele za razliqite strukture
iz prirode, tehnike pa i druxtvenih nauka. Primeri van matematike gde se
grafovi javǉaju su: saobra�ajne mape; social graphs; neuronske mre�e i vex-
taqka inteligencija; predstavǉaǌe algoritama; dizajn qipova, procesora;
molekularne strukture, prouqavaǌe migracija, epidemija, razmno�avaǌa;
dinamika fiziqkih procesa...

Istorijski gledano, poqetak teorije grafova je nastupio 1736. godine,
kada je Leonard Ojler1 objavio rad u kojem je rexio problem mostova Ke-
nigsberga, xto se smatra za prvi rad iz teorije grafova. Tek vek i po kasnije
Silvester2 prvi put koristi termin graf. Prvi u
benik iz teorije grafova

1Leonhard Euler (1707–1783), xvajcarski matematiqar, fiziqar, astronom, geograf i in�e-
ǌer

2James Joseph Sylvester (1814–1897), engleski matematiqar

45
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se pojavio tek dva veka posle Ojlerovog rada sa problemom mostova. Napisao
ga je Denex Kenig3 1936. godine.

U danaxǌe vreme je teorija grafova vrlo aktuelna oblast matematike
koja ne interaguje samo sa drugim oblastima matematike, ve� i sa drugim
naukama. Ima i raznolike podoblasti, neke od ǌih su: klasiqna teorija
grafova, algebarska, geometrijska, verovatnosna, ekstremalna, topoloxka
teorija grafova i mnoge druge.

4.1 Definicija i osnovni pojmovi
Graf G (prost graf) je ure�eni par G = (V,E), gde je V konaqan neprazangraf

skup, a E podskup skupa svih dvoelementnih podskupova skupa V . Elemente
skupa V nazivamo qvorovi a elemente skupa E nazivamo grane. Qesto kada
govorimo o nekom grafu G ǌegov skup qvorova oznaqavamo i sa V (G) a skup
grana sa E(G).

Primer 4.1. Neka je dat graf qiji je skup qvorova V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6}
a skup grana E = {{v1, v2}, {v1, v6}, {v2, v3}, {v3, v4}, {v3, v5}, {v3, v6}}. Ovaj graf
mo�emo predstaviti kao na slici dole.

4

Napomena 4.2. Bitno je napomenuti da grafiqko predstavǉaǌe grafa nije
jedinstveno odre�eno. U nastavku dajemo jox dva naqina kako mo�emo prika-
zati graf iz primera 4.1.

Ponekad se i crte� identifikuje sa grafom, ali tada sa ǌega mora biti
jasno xta je skup qvorova a xta skup grana. ♦

Za grane se obiqno koriste kra�i zapisi, te tako granu {v1, v2} kra�e
oznaqavamo i sa v1v2 ili samo sa e. Pri tome su v1 i v2 krajǌi qvorovi grane
e = v1v2.

3Kőnig Dénes (1884–1944), ma�arski matematiqar jevrejskog porekla
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Osim prostih grafova, postoji jox puno srodnih objekata koji u svojoj
osnovi imaju proste grafove. Neki od ǌih su:

– digrafovi, tj. usmereni ili orijentisani grafovi – ǌihov skup grana
je oblika E ⊆ {(x, y) ∈ V 2 : x 6= y};

– multigrafovi – dozvoǉeno je vixe grana koje spajaju iste qvorove, tj.
skup grana je multiskup;

– hipergrafovi – uopxteǌe grafa u smislu da grane mogu biti pod-
skupovi sa vixe od dva qvora, to jest E ⊆ P(V );

– beskonaqni grafovi – dozvoǉava se beskonaqan skup qvorova ili grana;

– random grafovi – qvorovi kojima su grane dodate nasumiqno;

– te�inski grafovi – grafovi qije grane imaju pridru�enu te�inu;

– usmereni te�inski grafovi (engl. networks) itd.

Primer digrafa, multigrafa, hipergrafa, beskonaqnog grafa i usmerenog
te�inskog grafa.

Neka je dat graf G = (V,E). Red grafa G, u oznaci n(G), jeste broj ǌegovih red i
veliqina
grafa

qvorova, dok je veliqina grafa G, u oznaci m(G), broj ǌegovih grana. tj.
n(G) = |V | i m(G) = |E|.

Qvorovi u i v grafa G se nazivaju susedni qvorovi ako je uv grana grafa
G.

Ako je e = uv grana grafa G, onda ka�emo da su qvorovi u i v incidentni
sa granom e i da je e incidentna sa qvorovima u i v.

Dve grane grafa su susedne grane ako su incidentne sa istim qvorom. susedne
grane

Primer 4.3. Vratimo se na graf iz primera 4.1. Negov red i veliqina su
n(G) = 6 i m(G) = 6. Primer susednih qvorova su v2 i v3, dok v4 i v5 nisu
susedni. Grana v2v3 je susedna grana sa granom v1v2. Qvor v6 je incidentan
sa granama v1v6 i v3v6. 4

Skup susednih qvorova qvora v se naziva susedstvo qvora v i oznaqava se susedstvo
i stepen
qvora

sa N(v). Stepen qvora v je broj ǌegovih suseda u grafu G i oznaka je dG(v),
ili samo d(v) ukoliko je jasno u kom se grafu posmatra. Dakle, d(v) = |N(v)|.

Qvor koji nema susede, to jest stepena 0, nazivamo izolovan qvor. Qvor izolovan
i vise�i
qvor

stepena 1 nazivamo vise�i qvor. Vise�a grana je grana incidentna sa vise�im
qvorom.

Qvor je (ne)paran ako je ǌegov stepen (ne)paran.
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Primer 4.4. Neka je dat graf G kao na slici dole.

U G va�i d(v1) = 3, d(v2) = d(v6) = 2, d(v3) = 1, d(v4) = 0 i d(v5) = 4. Qvor
v4 je izolovan qvor. Qvor v3 je vise�i qvor. Primer vise�e grane je v3v5.
Qvorovi v1 i v3 su neparni qvorovi, ostali su parni. 4

Posebno se izdvajaju grafovi koji imaju specifiqne stepene qvorova.
Graf qiji su svi qvorovi istog stepena nazivamo regularan graf . Ako je tajregularan

graf stepen k, onda ka�emo jox i k-regularan.
Poluregularan graf je graf qiji je skup stepena qvorova dvoelementan.

Ka�emo i da je (p, q)-regularan ako je {p, q} skup stepena qvorova.

Primeri 3-regularnog, 2-regularnog i (1, 6)-regularnog grafa.

Pre�imo sada na neke osobine grafova koje su vezane za stepene qvorova.
Prvo tvr�eǌe koje navodimo je poznato i kao Prva teorema teorije grafova.

Teorema 4.5. Zbir stepena qvorova grafa (ali i multigrafa) jednak je dvo-
strukom broju grana, to jest, za graf G = (V,E) va�i∑

u∈V
d(u) = 2 · |E|.

Dokaz. Neka je uv proizvoǉna grana grafa G = (V,E). Ona sumi stepena
qvorova doprinosi dva puta: jednom za qvor u a drugi put za qvor v. Dakle
kada saberemo stepene svih qvorova, svaku granu brojimo dvaput, odakle se
dobija formula iz tvr�eǌa.

Naredno tvr�eǌe je posledica prethodnog.
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Teorema 4.6. Broj neparnih qvorova u grafu je uvek paran.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je graf G = (V,E) takav da je broj
neparnih qvorova u ǌemu jednak 2k+1, za neko k > 0, i bez umaǌeǌa opxtosti
neka su to qvorovi u1, u2, . . . , u2k+1. Oznaqimo |V | = n i |E| = m. Sada va�i

2|E| = 2m =
∑
u∈V

d(u) = d(u1) + · · ·+ d(u2k+1)︸ ︷︷ ︸
neparni brojevi

+ d(u2k+2) + · · ·+ d(un)︸ ︷︷ ︸
parni brojevi

.

Prema tome, sledi da je paran broj jednak zbiru neparnog (jer imamo neparan
broj neparnih sabiraka) i parnog broja (zbir parnih sabiraka), xto nas
dovodi do kontradikcije. Pretpostavka je bila netaqna, te sledi tvr�eǌe.

Qesto bitnu ulogu igraju stepeni qvorova koji su minimalni odnosno
maksimalni u datom grafu. Sa δ(G) oznaqavamo minimalan a sa ∆(G) mak-
simalan stepen qvorova grafa G, tj.

δ(G) = min
v∈V (G)

d(v) i ∆(G) = max
v∈V (G)

d(v).

Primer 4.7. Za graf G iz primera 4.4 va�i δ(G) = 0 i ∆(G) = 4. 4

Jasno, va�i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 4.8. Za graf G sa n qvorova ispuǌeno je

0 6 δ(G) 6 ∆(G) 6 n− 1.

Iz velikog broja razliqitih grafova izdvajaju se jox neki specijalni
grafovi. Pomenimo neke od ǌih.

Kompletan (potpun) graf Kn je graf sa n qvorova u kom su svaka dva kompletan
grafqvora susedna. Prema tome, va�i da je Kn (n−1)-regularan graf i |E(Kn)| =(

n
2

)
.
Prazan (potpuno nepovezan) graf Kn je graf sa n qvorova koji nema grane. prazan

grafVa�i da je Kn 0-regularan.

Kompletni i prazni grafovi za n ∈ {1, 2, 3, 4}.

Ako se V (G) mo�e razbiti na m nepraznih disjunktnih skupova X1, X2, . . . ,
Xm tako da svaka grana spaja qvorove iz razliqitih skupova particije (tj.
nijedna grana grafa G ne spaja qvorove unutar iste klase particije), onda
takav graf nazivamo m-partitan graf i oznaqavamo sa G(X1, X2, . . . , Xm). m-

partitanSpecijalno, za m = 2 takav graf nazivamo bipartitan graf.
bipartitanKompletanm-partitan graf, u oznaci Kn1,n2,...,nm

, jestem-partitan graf
u kojem su svaka dva qvora iz razliqitih delova particije povezana. Speci-
jalno, za m = 2 takav graf nazivamo kompletan bipartitan i oznaqavamo
sa Kp,q. Jox izdvojeniji sluqaj, graf K1,n nazivamo zvezda. zvezda



50 GLAVA 4. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE GRAFOVA

Qesto su u teoriji grafova zanimǉive osobine grafa koje zavise samo
od apstraktne definicije, a ne od ǌegovog oznaqavaǌa qvorova i konkretnog
predstavǉaǌa. Zbog toga, razlikujmo slede�e definicije.

Neka su dati grafovi G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2). Ka�emo da su G1 i G2:

– jednaki, ako va�i V1 = V2 i E1 = E2, (oznaka G1 = G2)jednaki i
izomorfni
grafovi – izomorfni, ako postoji bijektivno preslikavaǌe ϕ : V1 → V2 tako da

je susednost qvorova oquvana (ovakvu bijekciju nazivamo izomorfizam
grafova G1 i G2), tj.

uv ∈ E1 ⇔ ϕ(u)ϕ(v) ∈ E2. (oznaka G1
∼= G2)

Primer 4.9. Na slici su data qetiri grafa.

Grafovi G1 i G2 su jednaki, jer V (G1) = V (G2) i u oba grafa su svaka
dva qvora susedna. Mo�emo primetiti da su oni zapravo dva razliqita
predstavǉaǌa kompletnog grafa sa qetiri qvora. Graf G4 nije jednak sa
G1 i G2, poxto mu se skup qvorova razlikuje, ali jeste izomorfan sa ǌima.
Jedan od izomorfizama koji ovo potvr�uje je

f :

�
a b c d
u v w t

�
.

Graf G3 nije izomorfan sa ǌima, jer qvorovi y i z nisu susedni, dok su u
kompletnom grafu (kakvi jesu G1, G2 i G4) svaka dva qvora susedna. 4

Ako dva grafa nemaju isti broj qvorova, jasno je da se ne mo�e defini-
sati bijekcija me�u skupovima ǌihovih qvorova. Ali ako imaju isti broj
qvorova i pri tome nisu izomorfni, onda nije tako jednostavno proveriti
da li sve mogu�e bijekcije me�u qvorovima kvare susednost qvorova ili
postoje neke koje susednost oquvavaju. Tu nam u pomo� pristi�u osobine
koje se ne meǌaju prilikom dozvoǉene transformacije grafa, koje nazivamo
invarijante izomorfizma grafa. Neke od invarijanti su: broj qvorova, brojinvarijante

izomor-
fizma

grana, niz stepena qvorova, postojaǌe kontura, du�ine tih kontura.
Dakle, dva grafa nisu izomorfna ukoliko postoji invarijanta izomor-

fizma grafova koju jedan graf ima a drugi ne.
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Primer 4.10. Posmatrajmo tri grafa G1, G2 i G3 prikazana na slici dole,
qiji su redom skupovi qvorova V (G1) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6}, V (G2) = {s, t, u, v,
x, y} i V (G3) = {a1, a2, a3, a4, a5, a6}.

Grafovi G1 i G2 su izomorfni, o tome svedoqi funkcija

φ :

�
v1 v2 v3 v4 v5 v6
s v x t u y

�
,

dok G3 nije izomorfan ni sa G1, ni sa G2, jer se ne mo�e na�i bijekcija me�u
qvorovima ovih grafova koja oquvava susednost qvorova. Mo�emo primetiti
da, ako se u G3 kre�emo po granama iz qvora a1, posle tri koraka mo�emo
se vratiti natrag u a1 kre�u�i se redom po qvorovima a1, a5, a6, a1. U
grafovima G1 i G2 se u tri koraka ne mo�e tako nexto uraditi ni za jedan
qvor. U odeǉku 5.1 �emo videti da se ovakva putaǌa kretaǌa naziva kontura
du�ine tri. Dakle, grafovi G1 i G2 nemaju konturu du�ine tri, dok je G3

ima, a da bi bili izomorfni i oni bi morali imati ovakvu konturu. 4

Izomorfnost grafova jeste relacija ekvivalencije na skupu svih grafo-
va, xto nije texko pokazati. Ekvivalencija deli ovaj skup na klase; u svakoj
klasi su me�usobno izomorfni grafovi. Biraǌem predstavnika ovih klasa
i brisaǌem odgovaraju�ih oznaka dobijamo neoznaqene grafove. neozna-

qeni i
oznaqeni
graf

Graf je oznaqeni ako je svakom ǌegovom qvoru dodeǉena oznaka.

Teorema 4.11. Broj oznaqenih prostih grafova nad skupom od n qvorova jeste
2(n

2).

Dokaz. Ukoliko imamo oznaqeni graf, onda na raspolagaǌu imamo ukupno(
n
2

)
grana odre�enih tim qvorovima. Ostaje da vidimo koliko je razliqitih

mogu�nosti da od tih grana odaberemo koje �e biti u skupu grana – to
znaqi da razliqitih oznaqenih grafova sa n qvorova ima onoliko koliko i
podskupova svih grana odre�enih ovim qvorovima. ǋih ima 2(n

2).

Teorema 4.12. Broj oznaqenih prostih grafova nad skupom od n qvorova sa m

grana jeste

�(
n
2

)
m

�
.

Dokaz. Sa n oznaqenih qvorova odre�eno je ukupno
(
n
2

)
grana. Prema tome,

od toliko treba odabrati ǌih m. Odatle dobijamo tra�eni broj.
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Primer 4.13. Oznaqenih grafova sa 4 qvora i 5 grana ima

�(
4
2

)
5

�
= 6.

Primetimo da postoji samo jedan neoznaqeni graf sa 4 qvora i 5 grana. To
va�i jer su svi dobijeni grafovi me�usobno izomorfni, tj. kada obrixemo
oznake dobijamo isti neoznaqeni graf. 4

Treba napomenuti da formula za odre�ivaǌe broja neoznaqenih grafova
ne postoji. Bez obzira na to da li je zadat samo broj qvorova ili i broj
grana, da bismo odredili ǌihov broj, moramo analizirati koje mogu�nosti
postoje a zatim ih prebrojati.

4.2 Podgrafovi i operacije na grafovima

Neka je dat graf G = (V,E). Za graf G1 = (V1, E1) ka�emo da je podgrafpodgraf

grafa G ako i samo ako je ispuǌeno V1 ⊆ V i E1 ⊆ E. Tako�e, tada se G
naziva nadgraf grafa G1.nadgraf

Podgrafovi zapravo nastaju vixestrukom primenom lokalnih operacijalokalne
oper. na
grafu

na grafu. To su:

– odstraǌivaǌe (brisaǌe) qvora G− v – kada brixemo qvor v i sve grane
incidentne sa ǌim;

– odstraǌivaǌe (brisaǌe) grane G− e – kada brixemo samo granu e.

Primer 4.14. Na slici dole sa leve strane se nalazi graf G, u sredini je
G− a, dok je na desnoj strani G− ab.

4

Ukoliko iz grafa brixemo vixe qvorova odjednom, neka su to qvorovi
skupa S = {a1, a2, . . . , ak} ⊆ V (G), onda umesto G− a1 − a2 − · · · − ak koristimo
kra�i zapis G− S.

Pokrivaju�i podgraf G1 grafa G je podgraf sa istim skupom qvorova kao i
G. Mo�emo re�i i da je pokrivaju�i podgraf dobijen samo pomo�u brisaǌa
grana.
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Primer 4.15. Na slici su dati primeri dva podgrafa istog grafa. Is-
prekidanim linijama su oznaqene grane koje su obrisane, dok su obrisani
qvorovi predstavǉeni praznim kru�i�em. Prvi je nastao brisaǌem dva
qvora, te su sa ǌima obrisane i grane incidentne sa ǌima (ima ih tri) i
brisaǌem jox tri grane osim toga. Drugi je dobijen samo brisaǌem grana.

Tako�e, mo�emo primetiti da je drugi primer pokrivaju�i podgraf, dok
prvi to nije. 4

Neka je dat graf G = (V,E) i skupovi U i F takvi da va�i ∅ 6= U ⊆ V
i ∅ 6= F ⊆ E. Podgraf grafa G indukovan skupom qvorova U , u oznaci G[U ], indukovan

podgrafjeste graf (U,E1), gde je E1 ⊆ E skup svih grana qija su oba krajǌa qvora iz
skupa U . Podgraf grafa G indukovan skupom grana F , u oznaci G[F ], jeste graf
(V1, F ), gde je V1 ⊆ V skup svih qvorova koji su incidentni sa bar jednom
granom iz skupa F .

Navedimo jox neke operacije na grafovima. Presek grafova G1 i G2, u presek

oznaci G1 ∩G2, definisan je sa:

V (G1 ∩G2) = V (G1) ∩ V (G2),
E(G1 ∩G2) = E(G1) ∩ E(G2).

Unija grafova G1 i G2, u oznaci G1 ∪G2, definisana je sa: unija

V (G1 ∪G2) = V (G1) ∪ V (G2),
E(G1 ∪G2) = E(G1) ∪ E(G2).

Tako�e, u specijalnom sluqaju, ako grafu G dodajemo granu xy, gde se qvorovi
x i y ve� nalaze u V (G), tada pixemo G+ xy.

Neka G = (V,E). Graf G je komplement grafa G ako G = (V,E), za E = komplement

{uv : u, v ∈ V (G) ∧ uv /∈ E(G)}.
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Primer 4.16. Neka su dati grafovi G1 i G2.

U nastavku mo�emo videti G1 ∪G2, G1 ∩G2 i G1.

4

Kako znamo koliko ima grana u kompletnom grafu sa n qvorova, nije texko
videti da va�i naredno tvr�eǌe.

Teorema 4.17. Ako je G graf sa n qvorova i m grana, onda je G graf sa n qvorova
i
(
n
2

)
−m grana.

Samokomplementaran graf je graf izomorfan svom komplementu.samokomple-
mentaran

Primer 4.18. Na slici su primeri dva samokomplementarna grafa. Sa leve
strane je graf C5, koji ima 5 qvorova i ǌegove grane su predstavǉene preko
punih linija, dok je ǌegov komplement predstavǉen isprekidanim granama.

Oni su izomorfni zahvaǉuju�i izomorfizmu φ :

�
a1 a2 a3 a4 a5
a1 a3 a5 a2 a4

�
. Sa

desne strane je samokomplementaran graf sa 4 qvora P4 (tako�e su ǌegove
grane pune linije, dok su grane komplementa isprekidane). Samokomplemen-

taran je zbog izomorfizma θ :

�
b1 b2 b3 b4
b2 b4 b1 b3

�
. Naravno, taj izomorfizam ne

mora biti jedinstven. Primer jox jednog izomorfizma izme�u ova dva grafa

je τ :

�
b1 b2 b3 b4
b3 b1 b4 b2

�
. 4
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U narednom tvr�eǌu mo�emo videti koliko qvorova mo�e imati samokom-
plementaran graf.

Teorema 4.19. Ako je G samokomplementaran graf sa n qvorova, onda va�i
n ≡ 0 (mod 4) ili n ≡ 1 (mod 4).

Dokaz. Neka je graf G sa n qvorova izomorfan svom komplementu G. To znaqi
da oba imaju isti broj grana, tj. va�i |E(G)| = |E(G)|. Tako�e, kako je unija
ova dva grafa kompletan graf Kn i ǌihov presek prazan graf Kn, va�i

|E(G) ∪ E(G)| = |E(Kn)| =
�
n

2

�
i |E(G) ∩ E(G)| = |E(Kn)| = 0.

Sada sledi |E(G) ∪ E(G)| = 2 · |E(G)|, te va�i

|E(G)| = 1

2

�
n

2

�
=
n(n− 1)

4
.

Broj grana u grafu mora biti nenegativan ceo broj. To znaqi da imamo tri
mogu�nosti:

1. 4 | n,

2. 4 | n− 1,

3. 2 | n i 2 | n− 1.

Me�utim, kako su n i n − 1 dva uzastopna broja, jedan od ǌih mora biti
neparan, te tre�a mogu�nost otpada. Stoga dobijamo da mora da va�i 1.
ili 2, tj. n ≡ 0 (mod 4) ili n ≡ 1 (mod 4).

Primer 4.20. Na�i jedan samokomplementaran graf (ukoliko postoji) sa:

(a) 7 qvorova;

(b) 8 qvorova;

(v) 9 qvorova.

(a) Kako va�i 7 ≡ 3 (mod 4), na osnovu teoreme 4.19 sledi da samokom-
plementaran graf sa 7 qvorova ne postoji.

(b) Sada imamo 8 ≡ 0 (mod 4), te nam u ovom sluqaju teorema 4.19 ne
poma�e, poxto daje samo potreban uslov, ali ne i dovoǉan. Pokuxajmo onda
konstruisati takav graf. Oznaqimo sa G8 graf koji tra�imo. Krenu�emo od
samokomplementarnog grafa koji nam je ve� poznat iz primera 4.18 i to je P4.
Ovaj graf ima 4 qvora, pa dve kopije ovakvog grafa imaju ukupno 8 qvorova,
koliko se i tra�i. Daǉe, da bi G8 bio samokomplementaran, treba da ima
8(8−1)

4 = 14 grana. Dve kopije P4 imaju ukupno 6 grana, prema tome treba na
zgodan naqin dodati 8 grana, da bi se konaqno dobio samokomplementaran
graf. To mo�emo uraditi tako xto poqetni i krajǌi qvor iz druge kopije
P4 spojimo sa svakim qvorom prve kopije P4.
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Zaista, ovaj graf je samokomplementaran, jedan izomorfizam koji o tome
svedoqi jeste

ϕ :

�
v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8
v3 v1 v4 v2 v6 v8 v5 v7

�
.

(v) Sliqno kao u delu pod (b), za osnovu samokomplementarnog grafa G9

sa 9 qvorova mogli bismo uzeti grafove iz primera 4.18, s obzirom na to da
jedan ima 5 a drugi 4 qvora. Tako�e mo�emo izraqunati koliko grana takav
graf treba da ima: 9(9−1)

4 = 18. Prema tome treba dodati 10 grana. ǋih �emo
sliqno kao u prethodnom delu dodati tako da spajaju krajǌe qvorove u P4 sa
svakim od 5 qvorova u C5. Tako dobijamo graf koji je samokomplementaran.

Prilikom tra�eǌa izomorfizma, bitno je da primetimo da qvorovi grafa
koji potiqu od C5 treba da se preslikaju u taj isti skup, a da pri tome
ostane oquvana povazanost kao i u originalu. Isto i sa qvorovima koji
potiqu od P4. Ono xto je dodatno pogodno, a i potrebno da bi graf bio
samokomplementaran, jeste da se onih 10 dodatnih grana na ovaj naqin taman
,,presele“ tako da spajaju sve qvorove iz dela C5 i sada nove krajǌe qvorove
u delu P4. 4

Kao xto smo videli, tvr�eǌe 4.19 nam daje potreban uslov da bi graf
sa n qvorova bio samokomplementaran. Za konkretne prirodne brojeve n
koji ispuǌavaju ovaj uslov morali smo konstrukcijom proveriti da li pos-
toji samokomplementaran graf sa toliko qvorova. Xtavixe, konstrukcija iz
primera 4.20 se mo�e uopxtiti, i to tako da poka�emo da je uslov tvr�eǌa
4.19 i dovoǉan za postojaǌe samokomplementarnog grafa sa n qvorova.

Teorema 4.21. Za svaki prirodan broj n takav da n ≡ 0 (mod 4) ili n ≡ 1
(mod 4) postoji samokomplementaran graf sa n qvorova.

Dokaz. Ovo tvr�eǌe pokazujemo indukcijom po broju qvorova grafa n. Najpre
poka�imo da postoje samokomplementarni grafovi sa 1, odnosno 4 qvora.
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Ukoliko imamo jedan qvor, onda taj graf mora biti K1. S druge strane, K1 =
K1, te je trivijalno da je samokomplementaran. Daǉe, na osnovu primera
4.18 znamo da postoji samokomplemetaran graf sa 4 qvora.

Doka�imo sada da, ako postoji samokomplementaran graf Gn sa n qvorova
za neko n (n > 1) koje je kongruentno sa 0 ili 1 po modulu 4, da se onda mo�e
konstruisati samokomplementaran graf sa n+ 4 qvora.

Neka je Gn samokomplementaran graf sa n qvorova i neka je f izomor-
fizam izme�u Gn i Gn. Definiximo nov graf Gn+4 tako da va�i

V (Gn+4) = V (Gn) ∪ {u1, u2, u3, u4},
E(Gn+4) = E(Gn) ∪ {u1v : v ∈ V (Gn)} ∪ {u4v : v ∈ V (Gn)} ∪ {u1u2, u2u3, u3u4}.

To jest, na Gn dodajemo P4 tako xto krajǌe qvorove iz P4 spajamo sa svim
qvorovima iz Gn.

Posmatrajmo sada preslikavaǌe

φ :

�
v1 v2 . . . vn u1 u2 u3 u4

f(v1) f(v2) . . . f(vn) u3 u1 u4 u2

�

gde V (Gn) = {v1, v2, . . . , vn}. Jasno, ovo je bijekcija, poxto je f bijekcija na
skupu V (Gn), dok φ permutuje preostale qvorove. Proverimo i da li je oqu-
vana susednost qvorova. Izomorfizam f oquvava susednost u Gn, te je i φ
oquvava me�u qvorovima v1, v2, . . . , vn. Tako�e, nije texko videti da φ oquvava
susednost me�u qvorovima u1, u2, u3, u4. Ostaje jox da vidimo xta se dexava
sa granama qiji je jedan qvor iz skupa V (Gn) a drugi iz {u1, u2, u3, u4}, tj.
sa {u1v : v ∈ V (Gn)} ∪ {u4v : v ∈ V (Gn)}. Ove susednosti �e pomo�u φ pos-
tati {u3f(v) : v ∈ V (Gn)} ∪ {u2f(v) : v ∈ V (Gn)}, xto je zapravo {u3x : x ∈
V (Gn)} ∪ {u2x : x ∈ V (Gn)}, jer je f bijekcija na skupu V (Gn). To su upravo
susednosti koje nam trebaju s obzirom na to da kad se Gn+4 preslika pomo�u
φ, onda u2 i u3 postaju krajǌe taqke dela grafa koji potiqe od P4. Dakle,
Gn+4 jeste samokomplementaran.



58 GLAVA 4. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE GRAFOVA



GLAVA 5

POVEZANOST U GRAFOVIMA

Ve� smo pomiǌali da se grafovi qesto koriste da prika�u strukture
iz realnosti kao xto su saobra�ajne mape, dizajn procesora ili socijalnu
povezanost nekog skupa ǉudi. Jedan od aspekata koji nas zanima prilikom
prouqavaǌa takvih struktura jeste da li se u mapi puteva mo�e sti�i od
jednog mesta do drugog, koliko stanica postoji izme�u ǌih, da li se to mo�e
skratiti, itd. Osnovni pojmovi koji nam pri tome poma�u prilikom priqe
o grafovima jesu putevi.

5.1 Putevi i konture
Xetǌa u grafu G je konaqan niz xetǌa

W = v0e1v1e2v2 . . . vk−1ekvk,

gde su v0, v1, . . . , vk ∈ V , e1, . . . , ek ∈ E i grana ei je incidentna sa qvorovima
vi−1 i vi, za i = 1, . . . , k. Ka�emo jox i v0 − vk xetǌa.

U prostom grafu xetǌa je odre�ena qvorovima. Zbog toga prilikom navo-
�eǌa xetǌe obiqno izostavǉamo grane, jer je jasno koja grana mora da se
nalazi izme�u dva navedena qvora. Qvor v0 je poqetak xetǌe, a vk je kraj
xetǌe. Qvorovi v1, . . . , vk−1 su unutraxǌi qvorovi xetǌe. Za k ka�emo da je
du�ina xetǌe.

Napomena 5.1. U xetǌi je dozvoǉeno vixestruko pojavǉivaǌe qvorova i
grana. ♦

U odnosu na specifiqne osobine definixu se i specijalne xetǌe:

– trivijalna xetǌa je xetǌa bez grana,

– zatvorena xetǌa je xetǌa u kojoj se poqetak i kraj poklapaju,

– staza je xetǌa u kojoj se svaka grana javǉa najvixe jednom, staza

59
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– zatvorena staza je zatvorena xetǌa koja je staza,

– put je staza u kojoj se svaki qvor javǉa najvixe jednom (put sa nput

qvorova obiqno oznaqavamo sa Pn),

– kontura je zatvoren put (konturu sa n qvorova obiqno oznaqavamo sakontura

Cn).

Za put Pn ka�emo da je du�ine n−1, jer ima n−1 grana. Sliqno, konturadu�ina
puta i
konture

Cn je du�ine n.

Primer 5.2. Neka je dat graf na slici dole.

Primer xetǌe u ovom grafu je v2v5v6v4v5v8v6v5. Ova xetǌa nije staza je
se grana v5v6 javǉa dva puta. Xetǌa v5v8v6v9v5v4v2v5 je zatvorena. Primer
staze koja nije put je v1v3v2v4v3v8v6v5v8v10 (v3 se javǉa vixe puta). Primer
zatvorene staze je v3v2v4v6v9v5v4v3 i ona nije kontura jer se qvor v4 u ǌoj
javǉa vixe od jednom. Jedan put ovog grafa je v1v3v4v5v9v7v6 i on je du�ine
6. Primer konture du�ine 6 je v2v3v8v6v4v5v2. 4

Napomena 5.3. Mo�emo primetiti da je Pn uvek (1, 2)-regularan graf sa
taqno dva vise�a qvora, dok je Cn uvek 2-regularan graf. ♦

Napomena 5.4. Korisno je znati da postojaǌe konture i puta date du�ine
jesu invarijante izomorfizma grafova. Dakle, ako su dva grafa izomorfna
i jedan ima konturu du�ine k, onda takvu konturu mora imati i drugi. Ako
to nije ispuǌeno, onda posmatrani grafovi ne mogu biti izomorfni. Isto
va�i i za puteve. ♦

U narednom tvr�eǌu dajemo potreban i dovoǉan uslov za postojaǌe puta
izme�u dva qvora u grafu.

Teorema 5.5 (Egzistencija puta). U nekom grafu postoji u − v xetǌa ako i
samo ako postoji u− v put.

Dokaz. Neka va�i da u grafu G postoji u− v xetǌa i neka je to uv1v2 . . . vkv.
Doka�imo da tada postoji i u − v put. Ako se neki qvor x javǉa vixe puta
u posmatranoj xetǌi, onda sve xto se nalazi izme�u prvog i posledǌeg
pojavǉivaǌa qvora izbacimo. Ako na ovaj naqin dobijemo xetǌu bez ponav-
ǉaǌa qvorova – zavrxili smo, ova xetǌa je put. Ako i daǉe postoji qvor
koji se ponavǉa, onda ponovimo postupak i tako nastavimo dok ne do�emo
do toga da nema ponavǉaǌa qvorova. Ovakav postupak se mora zavrxiti u
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konaqno mnogo koraka, jer radimo sa konaqnim grafovima, te i xetǌa mora
biti konaqna.

Sada, ako u G postoji u− v put, onda postoji i u− v xetǌa, jer je put po
samoj definiciji specijalna vrsta xetǌe.

Qesto je korisno znati da li neki graf sadr�i konturu. Jedan od do-
voǉnih uslova za ǌeno postojaǌe je dat u nastavku.

Teorema 5.6 (Egzistencija konture). Ako u grafu G va�i δ(G) > 2, onda G
sadr�i konturu.

Dokaz. Krenimo od proizvoǉnog qvora grafa G, oznaqimo ga sa v1. Budu�i
da d(v1) > 2, postoji grana incidentna s ǌim, xto znaqi da postoji neko
v2 ∈ V (G) tako da v1v2 ∈ E(G). Sada, poxto d(v2) > 2, postoji neko v3 ∈ V (G),
v3 6= v1, tako da v2v3 ∈ E(G). Na taj naqin dobijamo put v1v2v3. Daǉe, kako
d(v3) > 2, postoji neko v4 ∈ V (G) tako da v3v4 ∈ E(G). Ako se v4 poklapa sa v1
(sa v2 i v3 se ne mo�e poklapati zbog definicije prostog grafa), dobijamo
tra�enu konturu. Ako se ne poklapa, onda dobijamo put v1v2v3v4. I za v4 va�i
d(v4) > 2, te postoji bar jox jedna grana incidentna sa ovim qvorom, neka je
to v4v5. Ponovo, ako se v5 poklapa sa v1 ili v2 dobijamo konturu v1v2v3v4v1,
odnosno v2v3v4v2. Ako se v5 ne poklapa ni sa jednim od qvorova koje imamo u
putu, nastavǉamo postupak. U jednom momentu se mora desiti da je krajǌi
qvor nove grane koju dodajemo neki od qvorova koji smo ve� ranije dodali.
U suprotnom bi znaqilo da imamo beskonaqno mnogo qvorova u grafu, xto
je u kontradikciji sa definicijom prostog grafa. Dakle, postoji neko k

tako da smo opisanim postupkom doxli do staze v1v2 . . . vi . . . vk i za koje va�i
da vkvi ∈ E(G). Tada �e tra�ena kontura biti C = vivi+1 . . . vk−1vi.

5.2 Povezanost i komponente povezanosti
Qvor u je povezan sa qvorom v u grafu G, ako u grafu G postoji u − v

xetǌa. Odavde odmah sledi da tada postoji i u− v put u grafu G. Ka�emo
i da su u i v povezani u G. Graf G je povezan ako su svaka dva qvora grafa povezan

grafG povezana. U suprotnom graf G je nepovezan.

Teorema 5.7. Relacija povezanosti qvorova je relacija ekvivalencije na skupu
qvorova grafa G.

Dokaz. Jasno, svaki qvor v ∈ V (G) je povezan sam sa sobom, jer je v tri-
vijalna xetǌa. Neka va�i da su u i v povezani qvorovi u G. Prema tome,
postoji u − v xetǌa ux1x2 . . . xkv u grafu G. Tada je vxk . . . x1u v − u xetǌa
te su i v i u povezani. Tako smo pokazali refleksivnost i simetriqnost
relacije povezanosti, ostaje jox da poka�emo da va�i i tranzitivnost ove
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relacije. Neka su u i v povezani i v i t povezani. Stoga znamo da u grafu
G postoje xetǌe ux1x2 . . . xkv i vy1y2 . . . ylt. Odavde dobijamo u − t xetǌu:
ux1x2 . . . xkvy1y2 . . . ylt. Dakle, u i t su povezani i time je dokaz zavrxen.

Rastojaǌe izme�u qvorova u i v u grafu G (ozn. dG(u, v)) je du�ina naj-rastojaǌe

kra�eg u−v puta. Nije texko videti da va�i dG(u, u) = 0 i dG(u, v) = dG(v, u),
za sve qvorove u i v u grafu G. Tako�e, ako u i v nisu povezani, tada pixemo
dG(u, v) =∞.

Primer 5.8. Ako posmatramo graf iz primera 5.2, primer puta koji spaja
v1 i v6 je v1v3v4v5v9v7v6. Me�utim rastojaǌe izme�u ova dva qvora nije 6, jer
postoji kra�i v1 − v6 put: v1v3v4v6. Ovaj put je i najkra�i v1 − v6 put, dakle
va�i dG(v1, v6) = 3. 4

Posmatrajmo sada grafove G i H na slici dole.

Iako na prvi pogled deluje da su u grafu H svi qvorovi povezani, kao
xto to jesu qvorovi u grafu G, kada se boǉe zagledamo, mo�emo videti
da graf H qine dve konture du�ine tri koje su disjunktne. Dakle, ovaj
graf nije povezan i ima dve zasebne celine. Te celine nazivamo komponente
povezanosti i one se definixu na slede�i naqin.

Podgraf indukovan skupom qvorova jedne klase ekvivalencije relacije
povezanosti qvorova naziva se komponenta povezanosti grafa G. Broj kom-komponenta

povezanosti ponenata povezanosti oznaqavamo sa ω(G).

Primer 5.9. Neka je dat graf G = (V,E), gde V = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j} i
E = {ad, af, bd, cd, cf, df, ei, hi, ij}.
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Graf G ima tri komponente povezanosti, tj. ω(G) = 3. To su G[{a, b, c, d, f}],
G[{e, h, i, j}] i G[{g}]. 4

Nije texko dokazati da va�i naredno tvr�eǌe.

Teorema 5.10. Neka je G graf sa n qvorova. Tada va�i

1 6 ω(G) 6 n.

Dokaz. Ako su svi qvorovi grafa povezani, jasno, va�i ω(G) = 1 i to je
najmaǌe komponenata koliko neki graf mo�e imati. S druge strane, graf
ima najvixe komponenata povezanosti kada nema nijednu granu, to jest kada
su svi qvorovi izolovani i tada va�i ω(G) = n.

Jedan od potrebnih i dovoǉnih uslova za povezanost datog grafa dat je
u narednom tvr�eǌu.

Teorema 5.11. Graf G = (V,E) je povezan ako i samo ako za svaku particiju
(V1, V2) skupa V postoji grana koja spaja neki qvor iz V1 sa nekim qvorom iz V2.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je G povezan graf i doka�imo da tada va�i
uslov iz tvr�eǌa. Pretpostavimo suprotno, neka postoji particija (V1, V2)
skupa V (dakle, ispuǌeno je V1 ∪ V2 = V i V1 ∩ V2 = ∅) takva da ne postoji
grana koja spaja neki qvor iz V1 i qvor iz V2. Posmatrajmo sada proizvoǉne
qvorove x ∈ V1 i y ∈ V2. S obzirom na to da je graf G povezan, postoji put
P koji povazuje x i y. Ukoliko je P bax grana xy, onda je to grana koja
nam treba. Razmotrimo sada sluqaj kada P = xv1v2 . . . vky, k > 1. Kre�u�i se
ovim putem po grafu G poqevxi od x koji se nalazi u delu particije V1 u
nekom trenutku se moramo na�i u delu V2, jer se tu nalazi qvor y. Neka je
vi ,,posledǌi“ qvor iz V1 na putu P . Tada je vi+1 ,,prvi“ u skupu V2. Prema
tome, grana vivi+1 spaja V1 i V2, te dolazimo do kontradikcije.

Poka�imo i drugi smer ovog tvr�eǌa. Neka va�i uslov da za svaku par-
ticiju (V1, V2) skupa V postoji grana koja spaja neki qvor iz V1 sa nekim
qvorom iz V2. Ako pretpostavimo suprotno, da je G nepovezan, onda va�i
ω(G) = k > 2. Oznaqimo komponente povezanosti sa G1, G2, . . . , Gk. ǋihovi
skupovi qvorova su disjunktni i ǌihova unija je jednaka V , te mo�emo bi-
rati V1 = V (G1) i V2 = V (G2) ∪ · · · ∪ V (Gk) i tada je (V1, V2) jedna particija
skupa V . Na osnovu pretpostavke, postoji grana uv ∈ E takva da u ∈ V1 i
v ∈ V2. Qvor v stoga mora biti u V (Gi), gde 2 6 i 6 k.
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To znaqi da G1∪Gi qini jednu komponentu, te va�i ω(G) = k−1, pa dolazimo
do kontradikcije. Time je dokaz zavrxen.

Teorema 5.12. U svakom povezanom grafu G sa n qvorova i m grana va�i m >
n− 1.

Dokaz. Dato tvr�eǌe je ekvivalentno sa:
Ako graf G sa n qvorova (gde n > 2) ima strogo maǌe od n − 1 grana, onda
je nepovezan, dok je za n = 1 graf G uvek povezan.

Za n = 1 graf G je K1, te je jasno da je povezan. Za n > 2 tvr�eǌe
pokazujemo indukcijom po n. Proverimo najpre xta se dexava kada n = 2.
Tada u G va�i m < 2− 1 = 1 grana, te ima m = 0 grana. Dakle, G mora biti
K2. Prema tome, nepovezan je.

Pretpostavimo sada da za fiksirano n i svaki graf sa n qvorova i maǌe
od n− 1 grana (tj. m < n− 1) nije povezan. Posmatrajmo sada graf G = (V,E)
za koji va�i |V | = n+1 i |E| < n. Poka�imo da tada i on mora biti nepovezan.

Primetimo prvo da mora postojati x ∈ V tako da d(x) 6 1. Zaista, ako
bi va�ilo da ne postoji takav qvor, tj. da je stepen svakog qvora u G bar 2,
tada bismo na osnovu teoreme 4.5 imali

|E| = 1

2

∑
v∈V

d(v) >
1

2
· 2(n+ 1) = n+ 1,

a to je u suprotnosti sa |E| < n.
Prema tome, imamo dva sluqaja:
1. d(x) = 0. Tada je x izolovan qvor, a kako G ima bar 2 qvora, sledi da

je G nepovezan graf.
2. d(x) = 1. Neka N(x) = {y} i definiximo G′ = G− x. Za G′ va�i

|V (G′)| = n i |E(G′)| = |E| − 1 < n− 1.

Dakle, za G′ je ispuǌena indukcijska hipoteza, te sledi da je nepovezan.
Neka su G1, G2, . . . , Gk komponente grafa G′, k > 2.
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Stoga, za neko i ∈ {1, 2, . . . , k} va�i y ∈ Gi. Konaqno, mo�emo zakǉuqiti V =
V (G′) ∪ {x} i E = E(G′) ∪ {xy}. To znaqi ω(G) = ω(G′) = k, te kako imamo
k > 2, sledi da je G i u ovom sluqaju nepovezan.

Naredno tvr�eǌe nam daje klasifikaciju bipartitnih grafova. Ovo tvr-
�eǌe je bitno i korisno, no dokaz prevazilazi zahteve ovog kursa, te ga
navodimo bez dokaza (dokaz se mo�e na�i u [9]).

Teorema 5.13 (Klasifikacija bipartitnih grafova). Netrivijalan graf je
bipartitan ako i samo ako ne sadr�i konturu neparne du�ine.

5.3 Artikulacioni qvorovi i mostovi
Kada priqamo o povezanosti grafa, posebnu ulogu igraju qvorovi koje

nazivamo artikulacioni i grane koje nazivamo mostovi. Ovi elementi grafa
su specifiqni po tome xto igraju ulogu ,,najslabijih karika“ s obzirom na
to da se ǌihovim uklaǌaǌem iz grafa graf raspada na vixe komponenata
povezanosti.

Most je grana e grafa G qijim se brisaǌem pove�ava broj komponenata most

u grafu, tj. ω(G− e) > ω(G).
Artikulacioni qvor je qvor v grafa G qijim se brisaǌem pove�ava broj artiku-

lacioni
qvor

komponenata u grafu, tj. ω(G− v) > ω(G).

U grafu G grana e je most, dok je v artikulacioni qvor grafa H.

Napomena 5.14. Mostovi i artikulacioni qvorovi su invarijante izomor-
fizma grafova. ♦

U nastavku dajemo karakterizacije i osobine ovih elemenata grafa.

Teorema 5.15. Grana e grafa G je most ako i samo ako u G postoje qvorovi u
i v takvi da svaki u− v put u grafu G sadr�i granu e.

Dokaz. Neka je e most grafa G. Prema tome, postoji komponenta grafa G koja
se brisaǌem grane e raspada na bar dve komponente: iz jedne uzmimo jedan
qvor i obele�imo ga sa u a iz druge qvor koji obele�imo sa v. Dakle, svaki
put koji povezuje ova dva qvora mora sadr�ati granu e, poxto bez ǌe ne
postoji u− v put.

Neka sada svaki put od u do v prolazi kroz granu e. To znaqi da su u
i v u istoj komponenti. Ako obrixemo e, vixe ne�e postojati u − v put, te
ova dva qvora vixe nisu povezana. Time je pove�an broj komponenata grafa.
Dakle, grana e je most.

Teorema 5.16. Grana e grafa G je most ako i samo ako ne pripada nijednoj
konturi grafa G.
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Dokaz. Neka je grana e = uv most grafa G. Pretpostavimo suprotno, neka e
pripada konturi C = ueve1x1e2x2 . . . xk−1eku. Poxto je e most, ǌenim brisa-
ǌem dobijamo da �e se u i v nalaziti u razliqitim komponentama grafa.
Me�utim, u i v su i daǉe povezani putem dobijenim od C nakon brisaǌa
grane e, to jest ve1x1e2x2 . . . xk−1eku. Te dolazimo do kontradikcije.

Neka je sada grana e = uv takva da ne le�i ni na jednoj konturi i pret-
postavimo da nije most. To znaqi da ǌenim brisaǌem broj komponenata os-
taje isti, te nakon ovog brisaǌa u i v su i daǉe povezani, to jest postoji
u − v put. Vra�aǌem grane e u graf ova grana zajedno sa postoje�im u − v
putem qini konturu, te ponovo dolazimo do kontradikcije.

Grana koja nije most naziva se konturna grana.konturna
grana

Teorema 5.17. Ako je e most grafa G, onda va�i ω(G− e) = ω(G) + 1.

Dokaz. Doka�imo najpre tvr�eǌe za povezane grafove. Neka je G povezan
graf, tj. ω(G) = 1, i neka je e = xy most grafa G. Prema tome, ciǉ je da
poka�emo da va�i ω(G− e) = 2.

Kako je e most, nakon uklaǌaǌa grane e iz grafa G qvorovi x i y �e se
nalaziti u razliqitim komponentama povezanosti grafa G; neka su to redom
G1 i G2. Ako bi se desilo da se prilikom uklaǌaǌa grane e dobije jox neka
nova komponenta povezanosti, na primer G3, tada vra�aǌem grane e, kako je
ona incidenta samo sa qvorovima x i y, poveza�e se samo komponente G1 i
G2. S druge strane kako smo vratili jedinu granu koja je bila obrisana, do-
bili smo ceo graf G. Me�utim, sada imamo bar dve komponente povezanosti,
onu koju qine G1 i G2 povezane sa e kao i G3, xto je kontradikcija sa pret-
postavkom da je G povezan graf. Dakle, povezan graf se nakon ukǉaǌaǌa
mosta raspada na taqno dve komponente.

Neka je sad G nepovezan i neka se most e nalazi u komponenti povezanosti
G′. Uklaǌaǌe grane e jedino utiqe na povezanost komponente G′, koja �e se
od jedne komponente na osnovu prethodno pokazanog raspasti na dve, dok se
ostale komponente povezanosti ne�e meǌati. Prema tome, va�i ω(G − e) =
ω(G) + 1.

Teorema 5.18. Qvor u povezanog grafa G je artikulacioni qvor ako i samo ako
u G postoje qvorovi v i w (u /∈ {v, w}) takvi da svaki v − w put u G sadr�i
qvor u.

Dokaz. Komponenta povezanosti grafa G u kojoj se nalazi qvor u se posle
brisaǌa ovog qvora raspada na bar dve komponente, te za v i w biramo
qvorove iz razliqitih komponenata. To znaqi da svaki v − w put u G mora
prolaziti kroz u.

Obrnuto, ako svaki v − w put u G sadr�i qvor u, brisaǌem qvora u
dobijamo da v i w nisu povezani, to jest nalaze se u razliqitim komponen-
tama povezanosti. Pre brisaǌa su bili u istoj komponenti povezanosti, xto
znaqi da se broj ω(G) pove�ao, te je u artikulacioni qvor.

Teorema 5.19. U grafu G sa n qvorova, (n > 2) ima najvixe n − 2 artikula-
cionih qvorova.
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Dokaz. Neka je prvo G povezan. Posmatrajmo put maksimalne du�ine u G,
neka je to Ps = v1v2 . . . vs, za neko s > 2 (qija je du�ina s− 1). Pokaza�emo da
tada v1 i vs ne mogu biti artikulacioni qvorovi.

Pretpostavimo suprotno, neka su v1 i vs artikulacioni qvorovi. Stoga
G− v1 je nepovezan graf i neka su ǌegove komponente G1, G2, . . . , Gk. Kako je
v1 artikulacioni qvor, to znaqi da za svako Gi postoji xi ∈ V (Gi) tako da
v1xi ∈ E(G). Tako�e, put P ′ = v2 . . . vs (ili, ako s = 2, onda samo qvor v2) se
mora nalaziti u nekoj od komponenata, neka je to Gi.

Sada ako posmatramo Ps+1 = xjv1v2 . . . vs, gde xj 6= v2, imamo da je Ps+1 put
u G du�ine s. To znaqi da smo naxli put u G du�i od maksimalne du�ine
puta u G, te dolazimo do kontradikcije. Analogno se pokazuje da vs ne mo�e
biti artiklacioni qvor. Dakle, kako imamo dva qvora koji ne mogu biti
artikulacioni, sledi da G ima najvixe n− 2 artikulacionih qvorova.

Neka je sada G nepovezan graf. Ukoliko ima bar jednu komponentu poveza-
nosti koja ima bar dva qvora, na osnovu gore pokazanog, u toj komponenti pos-
toje bar dva qvora koji ne mogu biti artikulacioni, te tvr�eǌe sledi. Ako
su sve komponente povezanosti saqiǌene od jednog qvora, onda su svi qvorovi
izolovani. Kako izolovani qvor nije artikulacioni, i u ovom sluqaju va�i
tv�eǌe.
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GLAVA 6

STABLA

Jedan od najva�nijih pojmova u teoriji grafova jeste stablo. Stabla
su najjednostavniji povezani grafovi, imaju zanimǉive i korisne osobine,
stoga i dosta primena. Primer primene jeste ǌihova uloga u pretrazi gra-
fova xto �emo videti na kraju ove glave.

6.1 Osnovne osobine stabala

Acikliqan graf (ili xuma) je (prost) graf bez kontura. Stablo T je xuma

stablopovezan acikliqan graf. Stablo sa n qvorova qesto oznaqavamo sa Tn. Mo�e-
mo primetiti da su stabla komponente povezanosti xume.

Grafovi T1, T2 i T3 su jedinstveno odre�eni, ali ve� stablo sa qetiri
qvora, T4, mo�e predstavǉati dva razliqita grafa. Sa pove�aǌem broja
qvorova n pove�ava se i broj stabala Tn.

U literaturi se mo�e nai�i na drugaqije definicije stabla. Ono xto je
zanimǉivost kod stabala jeste da se mogu definisati na vixe razliqitih

69
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i pri tome ekvivalentnih naqina. Svaki od tih naqina nam daje neki dru-
gaqiji aspekat ovakvih grafova. Naredna teorema nam daje karakterizaciju
stabala, to jest xest ekvivalentnih definicija stabla.

Teorema 6.1 (Karakterizacija stabala). Neka je T graf sa n qvorova. Slede�a
tvr�eǌa su ekvivalentna:

1. T je stablo.

2. T je acikliqan i ima n− 1 grana.

3. T je povezan i ima n− 1 grana.

4. Svaka dva qvora u T su povezana taqno jednim putem.

5. T je povezan i svaka ǌegova grana je most.

6. T nema kontura, ali dodavaǌem bilo koje nove grane dobija se graf sa
taqno jednom konturom.

Dokaz. Dokaz �emo dati tako xto �emo pokazati narednih xest implikacija:
1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 5 ⇒ 6 ⇒ 1. Tako�e, za n ∈ {1, 2} lako se proverava da su za
T1 i T2 svi ovi uslovi ispuǌeni, te u nastavku dokaza imamo n > 3.

(1⇒ 2) Neka je T stablo. Kako je stablo acikliqan i povezan graf, treba
da poka�emo da ima n−1 grana. Primetimo najpre da stablo (sa bar 3 qvora)
ima bar jedan vise�i qvor. Zaista, ako stablo nema qvorova stepena 1, onda
svi qvorovi moraju biti stepena bar 2, te na osnovu tvr�eǌa 5.6 sledi da
T sadr�i konturu, xto je nemogu�e jer je T acikliqan graf.

Odstraǌivaǌem vise�eg qvora broj qvorova se smaǌuje za jedan i broj
grana se smaǌuje isto za jedan. Time od T dobijamo stablo Tn−1. I ovo sta-
blo mora imati bar jedan vise�i qvor, pa ǌegovim odstraǌivaǌem dobijamo
stablo Tn−2. Ovaj postupak nastavǉamo dok ne do�emo do T2. Ovo stablo ima
jednu granu i dva qvora. Dakle, posle n−2 koraka skidaǌa vise�ih qvorova
dolazimo do jedne grane, xto implicira da je na poqetku bilo n− 1 grana.

(2 ⇒ 3) Neka je T acikliqan graf sa n − 1 grana. Doka�imo da je tada
T povezan graf. Oznaqimo ω(T ) = k i neka su G1, G2, . . . , Gk komponente
povezanosti grafa T . Sada va�i

|E(T )| =
k∑
i=1

|E(Gi)| =
k∑
i=1

(|V (Gi)| − 1) = n− k,

gde druga jednakost va�i na osnovu ve� pokazanog (1 ⇒ 2) da u acikliqnom
povezanom grafu sa t qvorova ima t− 1 grana. Prema tome, kako T ima n− 1
grana, sledi k = 1, te je T povezan graf.

(3 ⇒ 4) Neka je sada T povezan graf sa n − 1 grana. Uoqimo proizvoǉan
qvor u grafa T . Zbog povezanosti grafa T , za svaki qvor v ∈ V (T )\{u} va�i
d(u, v) = i, za neki prirodan broj i. Podelimo stoga preostale qvorove na
klase tako da se u klasi Vi nalaze svi qvorovi grafa T na rastojaǌu od u koje
iznosi taqno i. Posmatrajmo sad podgraf grafa T koji dobijamo na slede�i
naqin: krenuvxi od qvora u dodajemo najpre qvorove koji su na rastojaǌu
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1 od u i uz svaki qvor dodajemo i jednu granu iz E(T ) koja svedoqi o toj
udaǉenosti. Zatim dodajemo qvorove koji su na udaǉenosti 2 od u, dakle to
moraju biti susedni qvorovi qvorova iz klase V1. Ponovo sa svakim qvorom
dodajemo samo jednu granu iz E(T ) tako da je dodat qvor susedan sa nekim
qvorom iz prethodne klase. Ovaj postupak dodavaǌa klasa nastavimo dok ne
potroximo sve qvorove. Situacija koju dobijemo �e izlgedati pribli�no
kao xto je prikazano na slici dole.

Kako smo sa svakim dodavaǌem qvora dodavali taqno jednu granu, to znaqi
da smo ovim postupkom potroxili taqno svih n− 1 grana grafa T . Tako�e,
na ovaj naqin do svakog qvora u T od qvora u mo�emo do�i na jedinstven
naqin, jer do svakog qvora od prethodne klase vodi samo jedna grana.

(4 ⇒ 5) Neka su svaka dva qvora u T povezana taqno jednim putem. To
znaqi da je T povezan. Poka�imo jox da je svaka grana grafa T most. Pret-
postavimo suprotno, neka je grana e = xy konturna grana. Dakle, e se nalazi
na nekoj konturi xyv1v2 . . . vkx. Me�utim, to znaqi da od x do y postoji bar
jox jedan put: xvk . . . v1y, kontradikcija.

(5 ⇒ 6) Neka je T povezan i neka je svaka ǌegova grana
most. Dakle, T nema kontura, jer bi u suprotnom znaqilo da
postoji konturna grana. Razmotrimo xta se dexava ako dodamo
proizvoǉnu granu xy gde x i y nisu bili susedni qvorovi u
T . Kako je T povezan, to znaqi da su i x i y povezani putem,
te dodavaǌem grane xy dobijamo bar jednu konturu. Ukoliko
bismo dobili dve konture, npr. C1 i C2, onda bi to znaqilo
da smo ve� pre dodavaǌa grane xy imali konturu C1 ∪C2 − xy,
ali je to nemogu�e, jer T nema konturnih grana.

(6 ⇒ 1) Neka sada va�i uslov 6. Kako T nema konturnih grana, T je
acikliqan. Neka su sada u, v ∈ V (T ) proizvoǉni. Treba da poka�emo da su
oni povezani. Ukoliko va�i uv ∈ E(T ), jasno je. Ukoliko va�i uv /∈ E(T ),
zbog uslova 6. dodavaǌem ove grane dobija se kontura u grafu T , xto znaqi
da postoji u−v put u grafu T , te su i u ovom sluqaju ova dva qvora povezana.
Dakle, T je povezan graf.

U dokazu prethodnog tvr�eǌa zakǉuqili smo da svako stablo sa bar dva
qvora ima najmaǌe jedan vise�i qvor. Va�i i jaqe tvr�eǌe koje navodimo u
nastavku.

Teorema 6.2. Svako netrivijalno stablo ima bar dva vise�a qvora.

Dokaz. Neka je T stablo sa n qvorova, n > 2. Poxto ve� znamo da u stablu
postoji bar jedan vise�i qvor v, pretpostavimo da je on jedinstven. Prema
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tome, za sve ostale qvorove u grafa T va�i d(u) > 2. Neka T ′ = T −v. U ovom
grafu va�i |V (T ′)| = n− 1 i |E(T ′)| = n− 2. Sada imamo

2(n− 2) = 2|E(T ′)| =
∑

u∈V (T ′)

d(u) > (n− 2) · 2 + 1,

xto nas dovodi do kontradikcije. Dakle, kako stablo T ne mo�e imati samo
jedan vise�i qvor, mora ih imati bar dva.

Prema tome, ukoliko u stablu imamo bar 2 qvora znamo koliki je mini-
malan broj vise�ih qvorova. Tako�e mo�emo odrediti i maksimalan broj
vise�ih qvorova u stablu.

Teorema 6.3. Za n > 2, maksimalan broj vise�ih qvorova u stablu Tn je n− 1.

Dokaz. Primer stabla sa n qvorova i taqno n−1 vise�ih qvorova jeste zvezda
K1,n−1. Poka�imo da ne postoji stablo Tn sa vixe, tj. n, vise�ih qvorova.
Ako pretpostavimo suprotno, dobijamo∑

v∈V (Tn)

d(v) = n · 1 = 2|E(T )| = 2(n− 1) = 2n− 2,

xto implicira n = 2, kontradikcija.

Naredno tvr�eǌe je posledica klasifikacije bipartitnih grafova.

Teorema 6.4. Svako stablo sa bar dva qvora je bipartitan graf.

Dokaz. Kako stablo nema kontura, nema ni kontura neparne du�ine, te na
osnovu tvr�eǌa 5.13 sledi da je stablo bipartitan graf.

Sliqno, svaka xuma je bipartitan graf a tako�e se mo�e odrediti i
taqan broj grana u xumi.

Teorema 6.5. Svaka xuma sa n qvorova (n > 2) je bipartitan graf. Ako ima k
komponenata, onda je broj grana u toj xumi jednak n− k.

Dokaz. Neka su komponente povezanosti xume G: G1, G2, . . . , Gk. Svaka kompo-
nenta je stablo, te dobijamo

|E(G)| =
k∑
i=1

|E(Gi)| =
k∑
i=1

(|V (Gi)| − 1) = n− k.

Prilikom izuqavaǌa grafova posebno dolazi do izra�aja vrsta pod-
grafova koji su stabla.

Pokrivaju�e stablo (razapiǌuju�e stablo) je pokrivaju�i podgraf kojipokrivaju�e
stablo je stablo.

Teorema 6.6. Graf sadr�i pokrivaju�e stablo ako i samo ako je povezan.



6.1. OSNOVNE OSOBINE STABALA 73

Dokaz. Ako graf sadr�i pokrivaju�i podgraf koji je stablo, to znaqi da su
svaka dva qvora povezana, te je i sam graf povezan.

Obrnuto, ako je graf G sa n qvorova povezan, na osnovu tvr�eǌa 5.12
znamo da ima bar n − 1 grana. Pomo�u indukcije po broju grana u grafu
dokaza�emo da posmatrani graf ima pokrivaju�e stablo. Neka va�i |E(G)| =
n − 1. Kako je G povezan, sledi da je G sam po sebi stablo, te trivijalno
sadr�i pokrivaju�e stablo. Poka�imo sada da, ako svaki povezan graf sa
n qvorova i m grana, gde m > n − 1, sadr�i pokrivaju�e stablo, onda i
graf sa m + 1 grana mora sadr�ati pokrivaju�e stablo. Dakle, neka je G
povezan graf sa n qvorova i m+ 1 grana. Poxto va�i m+ 1 > n, sledi da G
ima konturnu granu e. Kako e nije most, G − e je povezan graf za koji va�i
da ima n qvorova i m grana. Te na osnovu indukcijske hipoteze G − e ima
pokrivaju�e stablo. Ovo je pokrivaju�e stablo i grafa G.

Prethodno tvr�eǌe nam, izme�u ostalog, govori da svaki povezan graf
mo�emo pojednostaviti tako xto izbacimo vixak grana a da svi qvorovi os-
tanu povezani u najjednostavnijem povezanom grafu – stablu. Ovo se koristi
kada nam je bitno da radimo sa xto maǌim grafom (u smislu broja grana)
a da povezanost qvorova iz poqetnog grafa ne bude naruxena.

Napomena 6.7. Graf mo�e imati nekoliko razliqitih pokrivaju�ih sta-
bala.

Na slici su data dva razliqita pokrivaju�a stabla kompletnog grafa
K4 i ona su predstavǉena podebǉanim granama. ♦

Pomenimo jox jednu posebnu vrstu stabala. Korensko stablo je stablo u korensko
stablokojem je jedan qvor posebno oznaqen i naziva se koren i time se uspostavǉa

odre�ena hijerarhija qvorova. Da bi se to naglasilo, obiqno se korenska
stabla prikazuju po nivoima tako xto se krene od gore gde se smesti ko-
ren, zatim su ispod ǌega svi qvorovi ǌemu susedni, te ispod ǌih ǌihovi
preostali susedi i tako daǉe. Qvor koji se nalazi direktno ,,iznad“ posma-
tranog qvora je ǌegov roditeǉ, dok su susedni qvorovi neposredno ,,ispod“
posmatranog qvora ǌegova deca. Tako�e, sve qvorove koji se nalaze na putu
od qvora do korena nazivamo preci a sve koji se nalaze ispod nazivamo
potomci. Kao xto vidimo iz terminologije, primer ovakvih stabala su
porodiqna stabla, ali ona imaju xiroku primenu. U narednim odeǉcima
�emo videti jednu od ǌih.

Primer 6.8. Na narednoj slici je prikazano korensko stablo T sa korenom
v0.
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Deca qvora v7 su v10 i v11, dok su ǌegovi potomci v10, v11, v16, v17, v18, v19 i
v20. ǋegov roditeǉ je qvor v2. Preci qvora v9 su v0, v1 i v5. 4

6.2 Te�inski grafovi i Primov algoritam
Graf G je te�inski ako je svakoj ǌegovoj grani dodeǉena te�ina, tj. akote�inski

graf G = (V,E,w), gde w : E → R+. Te�ina grane e je w(e), dok je te�ina grafa
G zapravo w(G) =

∑
e∈E w(e).

Primer 6.9. Neka je dat te�inski graf G na slici dole, gde su te�ine
grana napisane pored svake grane, i neka je T ǌegovo pokrivaju�e stablo,
koje je predstavǉeno podebǉanim granama.

Te�ina grafa G je w(G) = 1 + 4 + 5 + 2 + 1 + 2 + 1 + 3 + 3 + 2 = 24, dok je
w(T ) = 4 + 1 + 1 + 2 + 2 = 10 te�ina stabla T . 4

Posmatrajmo sada naredni problem. Avio-kompanija je odluqila da pove-
�e sedam gradova jugoistoqne Evrope: Atinu, Beograd, Zagreb, Istambul,
Podgoricu, Sofiju i Tiranu. Nakon istra�ivaǌa tr�ixta i uslova, dobila
je slede�u tabelu sa koeficijentima koji odgovaraju linijama koje spajaju
ove gradove. Pri tome va�i da xto je koeficijent maǌi, to je za kompaniju
povoǉnije da uspostavi let na toj liniji. Ciǉ je da se uspostave letovi
me�u ovim gradovima tako da se svaka dva grada mogu povezati letovima ove
kompanije (ne nu�no direktnim letovima) i, naravno, da kompanija pro�e
xto je povoǉnije mogu�e.
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B Z I P S T
A 14,2 24,5 5,1 16 10,5 12,2
B − 12,7 8,1 11,7 10 15,7
Z − − 13 27,2 34 26,7
I − − − 12,1 5,6 9,5
P − − − − 23,8 22
S − − − − − 19,2

Na osnovu datih informacija mo�emo dobiti kompletan graf sa 7 qvoro-
va kojem su dodate te�ine iz tabele. Tada se problem svodi na nala�eǌe
pokrivaju�eg (jer treba svi gradovi da budu povezani) stabla (da ima mini-
malno grana) qija �e te�ina biti minimalna.

Postoje postupci koji nam poma�u prilikom rexavaǌa ovakvih problema
koje nazivamo algoritmi, te �emo najpre malo govoriti o algoritmima uop-
xteno, pa �emo se vratiti na nax konkretan problem.

Algoritam je postupak (pravilo, ,,recept“) za rexavaǌe matematiqkih algoritam

problema. Sastoji se od niza instrukcija koje, ako se prate korak po korak,
vode ka rexeǌu problema. Svaki korak u algoritmu mora biti precizno i
jednoznaqno definisan i algoritam se mora zavrxiti rexavaǌem problema
u konaqno mnogo koraka.

Svaki algoritam (po Donaldu Knutu1 kojeg qesto nazvaju ,,ocem ana-
lize algoritama“ zbog ǌegovog doprinosa razvoju i sistematizaciji analize
slo�enih raqunarskih algoritama koriste�i matematiqki ugao posmatraǌa)
mora imati slede�ih pet va�nih osobina: konaqnost, definisanost, ulaz
(eng. input), izlaz (eng. output) i efektivnost.

Kriterijumi za odre�ivaǌe efikasnosti algoritma jesu memorija koja je
potrebna za izvrxavaǌe posmatranog algoritma i vreme izraqunavaǌa kao
funkcija veliqine ulaza, tj. ulaznih informacija. Mi se ne�emo baviti tim
aspektima algoritama, niti ǌihovom analizom, ali treba imati u vidu da
ove osobine igraju vrlo bitnu ulogu u korix�eǌu samih algoritama.

Poxto se mi bavimo izuqavaǌem grafova, u naxem sluqaju ulaz je graf,
a veliqina ulaza je predstavǉena brojem qvorova n i brojem grana m.

Vratimo se sada na problem odre�ivaǌa minimalnog pokrivaju�eg sta-
bla povezanog te�inskog grafa G. Algoritam koji nas vodi do rexeǌa nazi-
vamo po Robertu Primu2, koji je do ovog algoritam doxao 1957. godine, no
nezavisno od ǌega do ovog postupka su doxli i Vojtjeh Jarǌik3 1930. i
Edsger Dajkstra4 1959.

Primov algoritam Primov
algori-
tam

Ulaz: povezan te�inski graf G.
Korak 1. Odaberi proizvoǉan qvor v grafa G. Tada T1 := v.

1Donald Knuth (1938–), ameriqki informatiqar i matematiqar
2Robert Clay Prim (1921–), ameriqki matematiqar i informatiqar
3Vojtěch Jarńık (1897–1970), qexki matematiqar
4Edsger W. Dijkstra (1930–2002), holandski informatiqar
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Korak 2. Na�i granu najmaǌe te�ine incidentnu sa v i ǌu dodaj
u stablo T1 i novodobijeno stablo oznaqi sa T2. Ako ima vixe
takvih grana, od ǌih odaberi bilo koju.
Korak 3. Za i > 2, Ti+1 se dobija dodavaǌem grane najmaǌe te�ine
incidentne sa qvorovima grafa Ti i da pri tome va�i da je ona
vise�a grana u Ti+1. Ako ima vixe takvih, odaberi bilo koju od
ǌih.
Korak 4. Za i = |V (G)| stani, u suprotnom ponovi korak 3.
Izlaz: pokrivaju�e stablo minimalne te�ine.

Primer 6.10. Neka je dat te�inski graf G, gde V (G) = {v1, v2, v3, v4v5, v6} i
grane i ǌihove te�ine su kao na slici dole.

Primenom koraka iz Primovog algoritma na graf G, za koji va�i |V (G)| = 6,
dobijamo slede�e.

1. T1 = v1,
i = 1

2. T2 : V (T2) = {v1, v4}
E(T2) = {v1v4},
i = 2

3. T3 : V (T3) = {v1, v4, v6}
E(T3) = {v1v4, v1v6},
i = 3

3. T4 :
V (T4) = {v1, v3, v4, v6}
E(T4) = {v1v4, v1v6, v1v3},
i = 4

3. T5 :
V (T5) = {v1, v2, v3, v4, v6}
E(T5) = {v1v4, v1v6, v1v3,
v2v3},
i = 5

3. T6 :
V (T6) = V (G)
E(T6) = {v1v4, v1v6, v1v3,
v2v3, v5v6}
i = 6 KRAJ
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Te�ina ovako dobijenog pokrivaju�eg stabla te�inskog grafa G je
w(T6) = 1 + 1 + 2 + 1 + 4 = 9. 4

Naravno, postojaǌe algoritma nam ne daje garanciju da je rezultat ǌe-
gove primene upravo ono xto nam treba. Stoga, da bismo bili sigurni da
Primov algoritam stvarno daje kao rezultat pokrivaju�e stablo minimalne
te�ine (koje nazivamo i minimalno pokrivaju�e stablo), potrebno nam je
naredno tvr�eǌe.

Teorema 6.11. Primov algoritam, primeǌen na povezan te�inski graf, daje
pokrivaju�e stablo minimalne te�ine.

Dokaz. Neka je G povezan te�inski graf sa n qvorova i neka je Tn podgraf
grafa G dobijen pomo�u Primovog algoritma.

Prvo treba da poka�emo da je Tn pokrivaju�e stablo grafa G. Graf T1
je trivijalno stablo, te je povezan. T2 dobijamo dodavaǌem jednog qvora
i grane incidentne sa oba ǌegova qvora, te je i T2 povezan graf. U svakom
narednom koraku dodajemo jednu vise�u granu sa qvorom incidentnim s ǌom,
te je svaki od dobijenih grafova povezan i bez konturnih grana. Prema tome,
graf Tn je stablo. Kako sadr�i sve qvorove grafa G, ono je i pokrivaju�e
stablo.

Poka�imo sada da je Tn pokrivaju�e stablo minimalne te�ine. Neka su
grane grafa Tn oznaqene sa e1, . . . , en−1 tako da su stabla dobijena prilikom
primene Primovog algoritma Tk = G[e1, . . . , ek−1], 2 6 k 6 n. Neka je t mini-
malna te�ina pokrivaju�eg stabla grafa G. Pretpostavimo suprotno, neka
va�i t < w(Tn) i neka postoji neko pokrivaju�e stablo grafa G koje je te�ine
t. Od svih takvih pokrivaju�ih stabala grafa G izaberimo ono koje ima
prvih i zajedniqkih grana sa Tn, gde je to i maksimalno takvo. Oznaqimo
ovo stablo sa S. Prema tome, kako S 6= Tn, va�i 0 6 i 6 n − 1. Tada va�i
e1, . . . , ei ∈ E(S) i ei+1 /∈ E(S). Daǉe, neka ei+1 = uv, tako da u ∈ V (Ti+1) i
v /∈ V (Ti+1). Poxto je S pokrivaju�i podgraf i povezan, sledi da u S postoji
u − v put i ovaj put mora sadr�ati neku granu e = xy za koju je ispuǌeno
x ∈ V (Ti+1) i y /∈ V (Ti+1).

Zbog Primovog algoritma i ǌegovog koraka 3, s obzirom na to da je za Ti+2

odabrana grana ei+1 a ne grana e, sledi w(e) > w(ei+1).
Neka sada S′ = S−e+ei+1. Graf S′ je pokrivaju�e stablo, poxto je povezan

pokrivaju�i podgraf sa n − 1 grana. Tako�e va�i w(S′) 6 w(S) = t. Kako je
t minimalna te�ina pokrivaju�eg stabla grafa G, sledi w(S′) = t. Prema
tome, i S′ je minimalno pokrivaju�e stablo. S druge strane, S′ ima i + 1
zajedniqkih grana sa Tn, xto je u kontradikciji sa izborom stabla S.



78 GLAVA 6. STABLA

Na kraju, osvrnimo se na problem avio-kompanije sa poqetka. Nakon pri-
mene Primovog algoritma na odgovaraju�i te�inski graf dolazi se do zak-
ǉuqka da je za kompaniju najpovoǉnije da uspostavi linije predstavǉene na
grafu gore.

6.3 Algoritmi pretrage
Jedan od problema na koje se nailazi prilikom izuqavaǌa struktura

koje se predstavǉaju preko grafova jeste odrediti komponente povezanosti
grafa.

Dva algoritma koja se koriste u rexavaǌu ovakvog problema jesu BFS
(eng. Breadth-first search ili pretraga u xirinu) i DFS (eng. Depth-first search
ili pretraga u dubinu). Ovi algoritimi imaju i drugaqije primene, na
primer pretra�ivaǌe grafa (odakle i naziv pretraga u xirinu, odnosno
dubinu) s obzirom na to da se prilikom obila�eǌa grafa pomo�u ovih al-
goritama, prolazi kroz sve qvorove posmatrane komponente povezanosti. To
jest, pretra�uje se svaki qvor u toj komponenti.

BFS algoritamBFS al-
goritam Ulaz: graf G i ǌegov fiksiran qvor u (bez oznake).

Korak 1. Oznaqi qvor u sa 0.
Korak 2. Dodeli brojaqu i vrednost 0, tj. i := 0.
Korak 3. Prona�i sve neoznaqene qvorove koje imaju bar jednog
suseda oznaqenog sa i. Ako takvih nema, zaustavi se.
Korak 4. Oznaqi sve qvorove prona�ene u koraku 3 sa i+ 1.
Korak 5. Pove�aj vrednost brojaqa i za jedan, tj. i := i+1, i vrati
se na korak 3.
Izlaz: qvorovi grafa G oznaqeni ǌihovim udaǉenostima od u.

Mo�emo primetiti da BFS algoritam kre�e od jednog qvora, zatim iz-
dvoji sve ǌegove susede, pa sve susede suseda i tako daǉe. Na taj naqin
se xiri kroz graf dok ne iscrpi sve qvorove u komponenti povezanosti.
Dodatna pogodnost ovog algoritma jeste da odre�uje rastojaǌe qvorova od
poqetnog qvora, te se koristi i za odre�ivaǌe rastojaǌa qvorova u grafu.
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Primer 6.12. Na slici dole mo�emo videti oznaqeni graf koji se dobije
pomo�u BFS algoritma ako se krene od qvora koji je prikazan ve�i od os-
talih.

4

Napomena 6.13. Qvorovi koji ostanu neoznaqeni su oni koji se ne nalaze u
istoj komponenti povezanosti kao u.

Ukoliko nas zanima samo rastojaǌe qvora v od qvora u i �elimo da skra-
timo postupak, uvedemo dodatan korak (izme�u koraka 4 i 5) koji zaustavǉa
algoritam qim se oznaqi qvor v. ♦

Doka�imo sada da BFS algoritam stvarno daje ono xto nam je potrebno.

Teorema 6.14. BFS algoritam izraqunava rastojaǌe od qvora u do svakog qvora
grafa G koji se nalazi u istoj komponenti povezanosti.

Dokaz. Jasno, primenom ovog algoritma �e biti oznaqeni samo qvorovi u
istoj komponenti kao qvor u.

Neka je l oznaka proizvoǉnog qvora v koja je dobijena pomo�u BFS al-
goritma. To znaqi dG(u, v) 6 l. Doka�imo da va�i jednakost. Ako pret-
postavimo suprotno, tj. dG(u, v) < l, onda sledi da postoji u − v put koji
je kra�i od l. Odavde dobijamo da postoji neka grana e = xy ∈ E(G) takva da
x ∈ Gi i y ∈ Gj, gde i + 1 < j i pri tome Gk oznaqava skup qvorova grafa G
koji su oznaqeni sa k.

Me�utim, ako e ∈ E(G), onda bi y moralo biti obele�eno sa i+1, tj. y ∈ Gi+1.
No, kako va�i i+1 < j, dolazimo do kontradikcije, jer svaki qvor prilikom
primene BFS algoritma mo�e biti obele�en samo jednim brojem.

Pokrivaju�a stabla povezanih grafova koja nastaju prilikom izvrxa-
vaǌa BFS algoritma nazivamo BFS-stabla: svaki put kada se oznaqava novi BFS-

stabloqvor dodaje se i grana incidentna sa tim i ve� oznaqenim qvorom. Mo�emo
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primetiti da je ovakvo stablo zapravo primer korenskog stabla sa korenom
0.

BFS-stablo koje se dobija u primeru 6.12.

Primer 6.15. Na slici dole je skica metro-linija i stanica. Potrebno je
do�i od stanice A do stanice B xto kra�im putem (gde su u realnosti svake
dve stanice direktno spojene metrom na pribli�no istom rastojaǌu).

Primenom BFS algoritma, gde je ulaz dati graf i qvor A, dobijamo da
je qvor B na rastojaǌu 8 od qvora A i put kojim se to mo�e posti�i jeste
deo BFS-stabla koji se dobija prilikom primene BFS algoritma.

4
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Za razliku od BFS algoritma, DFS algoritam ide u dubinu grafa. Iz
skupa suseda posmatranog qvora se izdvaja jedan koji dotad nije bio obele-
�en. Ako takvog nema, onda se vra�a na najbli�i prethodni koji ima neoz-
naqenog suseda. Ako ima takvog suseda, onda algoritam daǉe nastavǉa da
ispituje ǌegove susede. Drugim reqima, ide daleko koliko god mo�e.

DFS algoritam DFS al-
goritamUlaz: graf G i ǌegov fiksiran qvor u (bez oznake).

Korak 1. Oznaqi u kao 0.
Korak 2. Brojaqu i dodeli vrednost 0, tj. i := 0.
Korak 3. Ako i ima suseda koji je neoznaqen, tog suseda oznaqi sa
i+ 1.
Korak 4. Ako i nema takvog suseda, vrati se na najve�e k < i koje
ima neoznaqenog suseda i tog suseda oznaqi sa i+ 1.
Korak 5. Ako ne postoji nijedno k < i qiji je sused neoznaqen,
zaustavi se.
Korak 6. Pove�aj vrednost i za jedan, tj. i := i + 1, i vrati se na
korak 3.
Izlaz: graf G sa oznaqenim svim qvorovima koji su povezani sa
u.

Kao i u primeni BFS algoritma, i prilikom primene DFS algoritma
gradimo korensko stablo T sa korenom u koji je oznaqen sa 0. Stablo T je
zapravo pokrivaju�e stablo komponente povezanosti posmatranog grafa G u
kojoj se nalazi uoqeni qvor u. Dobijeno stablo T nazivamo DFS-stablo. U DFS-

stablosluqaju ovog algoritma jasno je da naredno tvr�eǌe va�i.

Teorema 6.16. DFS algoritam oznaqava svaki qvor koji se nalazi u istoj kom-
ponenti povezanosti kao u.

Kada DFS algoritam (ali i BFS) koristimo za odre�ivaǌe kompone-
nata povezanosti u grafu i pri tome �elimo da odredimo sve komponenete
povezanosti, u DFS algoritam (isto i za BFS) na kraju dodamo korak koji
nam ka�e da pretra�imo da li postoji neoznaqen qvor. Kad na�emo jedan
takav, onda ǌega odredimo kao ulazni qvor u i ponovimo ceo algoritam koji
�e odrediti komponentu u kojoj se nalazi ovaj novi qvor u. Tako nastavǉamo
dok ne iscrpimo sve qvorove. Time se dobijaju pokrivaju�a stabla svih kom-
ponenata posmatranog grafa, gde �e broj stabala biti broj komponenata u
grafu.

Primer 6.17. Na narednoj slici mo�emo videti oznaqene qvorove i odgo-
varaju�e DFS-stablo koje se dobija primenom DFS algoritma, ako se krene od
qvora koji je prikazan ve�i od ostalih. Sa desne strane je dobijeno stablo
prikazano kao korensko stablo.
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4

Osim odre�ivaǌa komponenata povezanosti, DFS algoritam ima jox jednu
primenu znaqajnu za nas a to je odre�ivaǌe artikulacionih qvorova grafa.
Teoremu koja nam ovo garantuje navodimo bez dokaza, a one koje zanima dokaz
mogu na�i u [1].

Teorema 6.18. Neka je T DFS-stablo dobijeno od povezanog grafa G. Tada va�i:

1. Koren u stabla T je artikulacioni qvor grafa G ako i samo ako u stablu
T qvor u ima najmaǌe dva deteta.

2. Vise�i qvorovi stabla T nisu artikulacioni qvorovi grafa G.

3. Za preostale qvorove stabla T va�i: qvor v je artikulacioni qvor grafa
G ako i samo ako ima dete qiji nijedan potomak u grafu G nema granu koja
ga povezuje sa nekim od predaka qvora v.

U narednom primeru mo�emo videti primenu navedene teoreme.

Primer 6.19. Na slici dole mo�emo videti graf G i jedno DFS-stablo
grafa G (oznaqeno podebǉanim granama).
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Koren stabla 0 ima dvoje dece, te je artikulacioni qvor grafa G. Vise�i
qvorovi stabla T su 5, 9, 11 i 12, te ovi qvorovi nisu artikulacioni qvorovi
grafa G. Od preostalih qvorova tra�imo one koji imaju dete qiji ni-
jedan potomak u originalnom grafu nema granu koja ga povezuje sa nekim
od predaka posmatranog qvora. Takvi su 2 (dete koje ima opisanu osobinu je
3), zatim qvor 3 (deca sa osobinom su i 4 i 5) i 7 (deca 8 i 9).

Qvor 1 nije artikulacioni, jer je jedino ǌegovo dete 2 i u grafu G
postoji grana izme�u potomka, 7, i pretka, 0. Zbog ove grane artikulacioni
qvor nije ni 6. Tako�e, ni 4 nije artikulacioni zbog grane izme�u 5 i 3.
Qvor 8 nije artikulacioni zbog grane izme�u 9 i 7. Konaqno, artikulacioni
qvor nije ni 10 zbog grane izma�u 12 i 0. 4

Jox jedna prednost DFS algoritma u odnosu na BFS (koju ovako bez pro-
gramiraǌa ne mo�emo lako videti) jeste da je za ǌega dovoǉno maǌe memo-
rije, jer radi na drugaqiji naqin. Maǌe je slo�en, te se i br�e izvrxava.
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GLAVA 7

OJLEROVI I HAMILTONOVI GRAFOVI

U ovoj glavi �emo se upoznati se specijalnim vrstama grafova nazvanim
po dvojici matematiqara: Ojleru i Hamiltonu1. Problemi koji se svode
na ovakve grafove su na primer: da li mo�emo neki crte� nacrtati bez
podizaǌa olovke sa papira u jednom potezu, kako odrediti optimalan put za
gradsku qisto�u prilikom skupǉaǌa �ubreta ili da li se mo�e proxetati
kroz neki grad tako da se pre�e kroz svaki trg da se uz to ne vra�a na
pose�ene trgove.

7.1 Ojlerovi grafovi

Leonard Ojler je xvajcarski matematiqar koji je �iveo u XVIII veku
i ve�inu �ivota je proveo u Sankt Peterburgu i Berlinu. Doprineo je
mnogim oblastima matematike od analize, geometrije, preko logike, algebre,
do teorije brojeva; zaqetnik je disciplina kao xto su topologija, teorija
grafova, analitiqka teorija brojeva; bavio se i fizikom, astronomijom,
geografijom, in�eǌerstvom. Osim znaqajnih nauqnih rezultata, bitan je
ǌegov doprinos u popularizaciji notacija: f(x) za funkciju, sinx, cosx, π,
i, e, Σ (uveo je sve pomenute sem π).

Ve� smo pomiǌali da je Ojler 1736. godine objavio rad u kojem je rexio
problem mostova Kenigsberga. Problem je bio slede�i.

U Kenigsbergu na reci Pregel se nalazi sedam mostova koji spa-
jaju obale ove reke i ostrva koja se nalaze na ǌoj. Da li je mogu�e
organizovati xetǌu kroz grad tako da se svaki most pre�e taqno
jednom?

1William Rowan Hamilton (1805–1865), irski matematiqar, fiziqar i astronom

85
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Sa leve strane je skica reke Pregel i mostova koji su se
nalazili na ǌoj u doba kada je Ojler �iveo. Sa desne strane su

delovi kopna Kenigsberga predstavǉena pomo�u qvorova i
mostovi koji ih spajaju predstavǉeni pomo�u grana.

Ojler je dokazao da takav obilazak preko svih mostova ne postoji. Odatle
i naziv posebnih grafova koji su dobili ime upravo po Ojleru.

Ojlerova staza je staza grafa G koja prolazi kroz svaku granu grafa G.Ojlerova
staza Zatvorena Ojlerova staza je Ojlerova staza grafa G qiji se poqetak i kraj

poklapaju.
Poluojlerov graf je graf koji sadr�i Ojlerovu stazu.poluojlerov

graf Ojlerov graf je graf koji sadr�i zatvorenu Ojlerovu stazu.
Ojlerov
graf Primer 7.1. Na slici dole su dati grafovi G1 i G2.

Graf G1 je poluojlerov a jedna ǌegova Ojlerova staza je bdeabcdac. Graf
G2 je primer Ojlerovog grafa. Jedna ǌegova zatvorena Ojlerova staza je
xuvstyusyvtx. 4

Prema tome, ako �elimo grafove iz prethodnog primera nacrtati bez
podizaǌa olovke i bez prela�eǌa neke grane vixe puta, mo�emo to uraditi
upravo prate�i Ojlerovu, odnosno Ojlerovu zatvorenu stazu.

Napomena 7.2. Definicije i tvr�eǌa koje navodimo u ovom poglavǉu va�e
i za multigrafove. ♦

Teorema 7.3 (Karakterizacija Ojlerovih grafova). Povezan graf je Ojlerov
ako i samo ako su mu svi qvorovi parnog stepena.

Dokaz. Neka je G Ojlerov graf i neka je ǌegova zatvorena Ojlerova staza
w = v0e1v1e2 . . . ekv0. To znaqi da se svaka grana grafa G javǉa taqno jednom u
stazi w, dok se qvorovi mogu ponavǉati. Kretaǌem po ovoj stazi se u svaki
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qvor mora u�i i iza�i (osim v0 koji na poqetku ima izlazak a na kraju
ulazak), te sledi da za svaki qvor v grafa G mora va�iti 2 | d(v).

Drugi smer dokazujemo indukcijom po broju grana grafa. Najmaǌe grana
u povezanom grafu qiji su svi qvorovi parnog stepena jeste 3. Tada on
mo�e biti samo K3 i jasno je da ovaj graf ima zatvorenu Ojlerovu stazu.
Doka�imo da ako je svaki povezan graf sa strogo maǌe od m grana qiji su svi
qvorovi parni Ojlerov graf, onda je i povezan graf sa parnim qvorovima i
taqno m grana tako�e Ojlerov. Neka je G povezan sa parnim qvorovima i m
grana. Kako je povezan, mora va�iti d(v) > 2 za sve v ∈ V (G). Stoga sledi da
G sadr�i konturu C = v0e1v1 . . . etv0. Neka je G′ podgraf grafa G koji se do-
bija brisaǌem grana konture C. Neka su G1, . . . , Gk komponente povezanosti
grafa G′. Kako va�i |E(G′)| < m, u svakoj komponenti ima maǌe od m grana.
Daǉe, za stepene qvorova grafa G va�i:

dG′(v) = dG(v)− 2 za v ∈ C, i dG′(v) = dG(v) za v /∈ C.

Prema tome, za svaku komponentu Gi koja nije izolovani qvor va�i induk-
cijska hipoteza, te u svakoj od ǌih postoji zatvorena Ojlerova staza wi.

Sada mo�emo konstruisati zatvorenu Ojlerovu stazu w grafa G tako
xto, kre�u�i se po konturi C u svakom qvoru kojim se jox nismo xetali, a
nalazi se u komponenti povezanosti Gi, proxetamo stazom wi. Kad zavrximo
ovu stazu, nastavimo da se kre�emo konturom C dok ne do�emo do novog qvora
u kojem jox nismo bili, pa se ponovo proxetamo stazom komponente u kojoj
se taj qvor nalazi i tako nastavimo dok ne zatvorimo konturu C.

Neka, na primer, imamo situaciju kao na slici dole. Kontura C = v0v1 . . . v9v0
je obele�ena debǉim granama, dok se nakon brisaǌa ǌenih grana graf
raspada na 6 komponenata povezanosti G1, G2, . . . , G6.

Zatvorena Ojlerova staza komponente G1 jeste v0a1a2a3v0, komponente G2

staza v1b1b2v2b3v3b2v1. Komponente G3 i G4 su izolovani qvorovi. A zatvorene
Ojlerove staze komponenata G5 i G6 su redom v6c1c4v6c2v9c5c4c3v6 i v7d1v8d2v7.
Stoga zatvorena Ojlerova staza celog grafa jeste

v0a1a2a3v0v1b1b2v2b3v3b2v1v2v3v4v5v6c1c4v6c2v9c5c4c3v6v7d1v8d2v7v8v9v0.
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Posledica dokaza prethodnog tvr�eǌa jeste slede�a osobina Ojlerovih
grafova.

Teorema 7.4. Povezan graf je Ojlerov ako i samo ako se skup ǌegovih grana
mo�e razbiti na disjunktne (po granama) konture.

Naredno tvr�eǌe nam daje karakterizaciju poluojlerovih grafova.

Teorema 7.5. Povezan graf je poluojlerov ako i samo ako ima najvixe dva
neparna qvora.

Dokaz. Neka je G poluojlerov graf. Prema tome, G sadr�i Ojlerovu stazu.
Ako se prvi i posledǌi qvor ove staze poklapaju, onda je graf Ojlerov, te
su svi qvorovi parni. Ako se oni ne poklapaju, ta dva qvora su neparni dok
su preostali parni.

Poka�imo i obrnuti smer. Neka u povezanom grafu G va�i da ima najvixe
dva neparna qvora. Ako su svi qvorovi parni, na osnovu tvr�eǌa 7.3 sledi
da je G Ojlerov graf, pa je i poluojlerov. Kako graf ne mo�e imati jedan
neparan qvor, preostaje da vidimo sluqaj kada graf ima taqno dva neparna
qvora, neka su to x i y. Definiximo sada novi graf G′ tako da

V (G′) = V (G) ∪ {z}, gde z /∈ V (G),
E(G′) = E(G) ∪ {xz, yz}.

Sada za G′ va�i da je povezan i da je svaki ǌegov qvor parnog stepena.
Na osnovu tvr�eǌa 7.3 sledi da je G′ Ojlerov graf, te sadr�i zatvorenu
Ojlerovu stazu. Izbacivaǌem qvora z i grana xz i yz dobijamo Ojlerovu
stazu grafa G.

Ideju iz dokaza prethodnog tvr�eǌa mo�emo uopxtiti. Stoga va�i tvr�e-
ǌe u nastavku.

Teorema 7.6. Povezan graf sa 2k neparnih qvorova mo�e se razlo�iti na k
staza.

Dokaz. Grafu dodamo k novih qvorova i svaki od ǌih pove�emo sa dva nepar-
na qvora prvobitnog grafa. Tako dobijen graf ima zatvorenu Ojlerovu
stazu, te uklaǌaǌem dodatih k qvorova ona se raspada na k staza.

Primer 7.7. Vratimo se na problem sa obilaskom mostova u Kenigsbergu.
Ako posmatramo multigraf koji predstavǉa delove kopna i mostove, za-
kǉuqujemo da su stepeni qvorova: d(A) = 5 i d(B) = d(C) = d(D) = 3. Prema
tome, kako ovaj multigraf ima qetiri qvora i svi su neparni qvorovi, ovaj
graf nije ni poluojlerov ni Ojlerov, tj. xetǌa koja vodi preko svakog mosta
taqno jednom ne postoji. 4
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7.2 Hamiltonovi grafovi
Vilijam Hamilton je bio irski nauqnik koji se bavio matematikom, fizi-

kom i astronomijom. Sada ga pomiǌemo jer je on napravio igru Put oko sveta
(eng. Around the world). Igra se sastoji u tome da dodekaedar predstavǉa
zemaǉsku kuglu, ǌegova temena predstavǉaju 20 gradova sveta, dok ǌegove
ivice predstavǉaju puteve koji spajaju gradove. (Dakle, susedni gradovi su
oni koji su susedni u dodekaedru.) Ciǉ igre je obi�i sve gradove tako da
se kroz svaki grad pro�e taqno jednom i pri tome da se vrati u grad odakle
je putovaǌe poqelo.

London
Pariz
Berlin
Rim
...
London

Odatle i motivacija za terminologiju koju navodimo u nastavku.
Hamiltonov put je put grafa G koji sadr�i svaki qvor grafa G. Hamil-

tonova kontura je kontura grafa G koja sadr�i svaki qvor grafa G.
Poluhamiltonov graf je graf G koji sadr�i Hamiltonov put.
Hamiltonov graf je graf G koji sadr�i Hamiltonovu konturu. Hamil-

tonov i
poluha-
miltonov
graf

Primer 7.8. Ako dodekaedar iz igre Put oko sveta projektujemo na ravan,
dobi�emo graf prikazan na slici levo. On jeste Hamiltonov jer sadr�i
Hamiltonovu konturu koja je prikazana podebǉanim granama.

Sa desne strane je primer poluhamiltonovog grafa. Ovaj konkretan graf se
naziva Petersenov2 graf. 4

U prethodnom poglavǉu smo videli da Ojlerovi grafovi imaju dobru
karakterizaciju. Dobra je u smislu da, ako imamo zadat graf i razmatramo
da li je on Ojlerov, to se mo�e rexiti tako xto se odrede parnosti ǌegovih
qvorova, proverimo jesu li svi parni ili nisu i to je relativno lako da se
uradi. Za razliku od Ojlerovih grafova, za Hamiltonove zasad ne postoji
karakterizacija koja ne zahteva puno dodatnih provera. Odrediti potreban
i dovoǉan uslov da je graf Hamiltonov a da se pri tome taj uslov lako

2Julius Peter Christian Petersen (1839–1910), danski matematiqar
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proverava je jox uvek otvoren problem. Stoga, bavi�emo se uslovima koje je
lakxe proveriti, najpre posebno potrebnim a zatim dovoǉnim uslovima.

Teorema 7.9. Neka je G Hamiltonov graf i neka ∅ 6= S ⊆ V (G). Tada va�i

ω(G− S) 6 |S|.

Dokaz. Neka je C = v1v2 . . . vnv1 Hamiltonova kontura grafa G. Daǉe, neka je
S proizvoǉan neprazan podskup skupa qvorova grafa G i neka |S| = k > 1.
Posmatrajmo graf C−S. Va�i ω(C−S) 6 k. S druge strane, kako je C podgraf
grafa G, i C−S je podgraf grafa G−S, te imamo ω(G−S) 6 ω(C−S). Dakle,
dobijamo ω(G− S) 6 k = |S|.

Primetimo da obrnuti smer prethodne teoreme ne va�i. Primer za to je
Petersenov graf. Za ovaj graf va�i da, ako mu oduzmemo neprazan podskup
qvorova, broj komponenata koji se dobije je maǌi od broja oduzetih qvorova.
No, Petersenov graf nije Hamiltonov.

Potrebni uslovi su najkorisniji prilikom dokazivaǌa da neki graf nije
Hamiltonov. To jest, ako graf ne ispuǌava potreban uslov, onda ne mo�e
biti Hamiltonov. Ovakvu primenu mo�emo videti u narednom primeru.

Primer 7.10. Neka je dat graf G na slici dole.

Ako biramo S = {v2, v4, v6, v9, v11}, dobijamo ω(G − S) = 6. To je strogo vixe
od broja izbaqenih qvorova, te na osnovu tvr�eǌa 7.9 dati graf je primer
grafa koji nije Hamiltonov. 4

Teorema 7.11. Hamiltonov graf nema mostove i artikulacione qvorove.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je G Hamiltonov graf i neka je v ar-
tikulacioni qvor ovog grafa. Sada va�i ω(G−v) = 2, xto je u kontradikciji
sa rezultatom iz teoreme 7.9.

U sluqaju da Hamiltonov graf G ima most e = uv, tada su qvorovi u i v
artikulacioni u grafu G, a to po prethodno pokazanom nije mogu�e.

Dakle, na osnovu prethodnog tvr�eǌa, ako uoqimo most ili artikula-
cioni qvor u nekom grafu, onda odmah mo�emo zakǉuqiti da on ne mo�e
biti Hamiltonov. Pre�imo sada na dovoǉne uslove.
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Teorema 7.12 (Ore3). Neka je G graf sa n qvorova, n > 3, takav da za svaka
dva nesusedna qvora u, v ∈ V (G) va�i

d(u) + d(v) > n.

Tada je G Hamiltonov.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji graf G sa n qvorova koji nije Hamiltonov,
ali va�i uslov iz tvr�eǌa. Dodatno, neka je G maksimalan takav u smislu
da dodavaǌem bilo koje grane on postaje Hamiltonov.

Ako su u i v nesusedni qvorovi u grafu G, onda je po prethodno pret-
postavǉenim uslovima G+uv Hamiltonov. Kako u ǌemu postoji Hamiltonova
kontura C, dok u G takva kontura ne postoji, sledi da grana uv mora biti
na konturi C. Prema tome, u G postoji Hamiltonov u − v put. Oznaqimo ga
u = x1x2 . . . xn = v.

Poka�imo sada: ako x1xi ∈ E(G), za 2 6 i 6 n− 1, onda xi−1xn /∈ E(G). Ako bi
va�ilo da xi−1xn ∈ E(G), tada bi x1 . . . xi−1xnxn−1 . . . xix1 bila Hamiltonova
kontura grafa G, xto je nemogu�e jer G nije Hamiltonov.

Izraqunajmo sada koliko najvixe mo�e biti d(v):

d(v) 6 n− 1− d(u),

jer v = xn ne mo�e biti sused sam sebi i za svako xi koje je sused qvora
u = x1 va�i da xi−1 ne mo�e biti sused qvora v. Time dobijamo da

d(v) + d(u) 6 n− 1 < n,

xto nas vodi do kontradikcije sa pretpostavkom da za svaka dva nesusedna
qvora u i v va�i d(u) + d(v) > n.

Obrnuti smer prethodnog tvr�eǌa ne va�i: graf C5 je Hamiltonov, ali
uslov iz tvr�eǌa za dva nesusedna qvora u i v glasi 4 = d(u) + d(v) > 5, xto
je netaqno.

U nastavku navodimo teoremu Diraka qije je uopxteǌe tvr�eǌe 7.12.
Hronoloxki gledano, prvo je Dirak dokazao ǌegovo tvr�eǌe a desetak go-
dina kasnije je Ore doxao do ǌegovog rezultata. No, kako je Dirakova
teorema direktna posledica teoreme 7.12, nema potrebe navoditi Dirakov
dokaz.

Teorema 7.13 (Dirak4). Neka je G graf sa n qvorova, n > 3, takav da za svaki
qvor u ∈ V (G) va�i

d(u) >
n

2
.

3Øystein Ore (1899–1968), norvexki matematiqar
4Gabriel Andrew Dirac (1925–1984), britanski matematiqar ma�arskog porekla
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Tada je G Hamiltonov.

Primetimo da se uslov iz teoreme 7.12 ne mo�e oslabiti, tj. nejednakost
se ne mo�e zameniti sa d(u) + d(v) > n− 1. Tome nam svedoqi graf na slici
dole.

U ovom grafu za svaka dva nesusedna qvora u i v va�i

d(u) + d(v) = 3 + 3 = 6 > 7− 1 = 6,

dakle ispuǌen je oslabǉeni uslov. Me�utim, kako ovaj graf ima artikula-
cioni qvor, on ne mo�e biti Hamiltonov.



GLAVA 8

BOJEǋE GRAFOVA

Kako odrediti raspored ispita tako da ima minimalno termina za po-
lagaǌe i tako da se dva ispita sa iste godine studija ne odr�avaju isto-
vremeno? Koliko minimalno boja nam je potrebno da obojimo mapu sa raz-
liqitim dr�avama tako da nikoje dve susedne nisu obojene jednom bojom?
Ovakvi i sliqni problemi se rexavaju pomo�u bojeǌa grafova. Pre nego
xto pre�emo na bojeǌe grafova, najpre uvodimo osnovne stvari vezane za
dekompoziciju grafova. Iako je ova tema opxirna, uradi�emo samo osobine
koje su nam potrebne u nastavku gde se bavimo bojeǌima.

8.1 Dekompozicija grafova
Dekopozicija (faktorizacija) grafa predstavǉa razlagaǌe grafa na ǌe-

gove pokrivaju�e podgrafove. Definiximo najpre faktore grafa.
Faktorom grafa G nazivamo pokrivaju�i podgraf H grafa G. Ako je H faktor

pri tome i k-regularan, ka�emo da je u pitaǌu k-faktor grafa G.

Petersenov graf (levo) i primeri jednog ǌegovog 2-faktora (u sredini) i
1-faktora (desno).

Napomena 8.1. 1-faktor se naziva i savrxeni meqing. ♦

Pod faktorizacijom grafa G podrazumevamo ǌegovo razlagaǌe na faktore
tako da su svaka dva faktora granski disjunktna a da je unija grana svih

93
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faktora jednaka skupu svih grana grafa G. Ako su svi faktori koji uqes-
tvuju u faktorizaciji k-faktori, tada govorimo o k-faktorizaciji, tj. G je
k-faktorabilan ako i samo ako va�e slede�i uslovi

E(G) = E(G1) ∪ E(G2) ∪ · · · ∪ E(Gs),
E(Gi) ∩ E(Gj) = ∅ za i 6= j,
G1, G2, . . . , Gs su ǌegovi k-faktori.

Primer 1-faktorabilnog grafa.

Primer 2-faktorabilnog grafa.

Teorema 8.2. K2k+1 nema 1-faktorizaciju. K2k ima 1-faktorizaciju.

Dokaz. Neka va�i n = 2k+ 1. Tada K2k+1 nema 1-faktor, jer u 1-faktoru svi
qvorovi moraju biti stepena 1 a graf ne mo�e imati neparan broj neparnih
qvorova.

Neka sada n = 2k. Jasno, za k = 1, K2 je sam 1-faktor. Za k = 2, K4 mo�emo
razlo�iti na tri 1-faktora, kao xto je prikazano na slici dole.

1-faktorizacija grafa K4.

Uradimo sada konstrukciju 1-faktora za k > 2. Neka V (K2k) = {v1, . . . , v2k}.
Prvih 2k−1 qvorova smestimo na mesta temena pravilnog 2k−1-tougla (ozna-
qimo ga sa U2k−1), dok posledǌi qvor stavimo u sredinu ovog mnogougla.
Oznaqimo pokrivaju�e podgrafove sa M1, . . . ,M2k−1. ǋihovi skupovi grana
su:

E(M1) = {v2kv1, v2v2k−1, v3v2k−2, . . . , vkvk+1},
E(M2) = {v2kv2, v3v1, v4v2k−1, . . . , vk+1vk+2},

...
E(Mi) = {v2kvi, vi+1vi−1, vi−2vi+2, . . . , vi+k−1vi+k},

...
E(M2k−1) = {v2kv2k−1, v1v2k−2, v2v2k−3, . . . , vk−1vk}.
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Faktori M1, M2 i M3 za k = 5.

Poka�imo da je ovo stvarno faktorizacija grafa K2k. Mo�emo primetiti
da ako dat graf posmatramo kao pravilan 2k− 1-tougao U2k−1, onda je svaka
stranica i dijagonala normalna na taqno jedan ,,polupreqnik“ v2kvi. Mi je
konstruisan tako da pokupi sve one dijagonale i stranicu koje su normalne
na v2kvi. Prema tome, ove grane nisu susedne, dva razliqita Mi i Mj nemaju
zajedniqkih grana a unija daje ceo K2k. Prema tome,M1, . . . ,M2k−1 su faktori
1-faktorizacije grafa K2k.

Teorema 8.3. K2k nema 2-faktorizaciju. K2k+1 ima 2-faktorizaciju. Xtavixe,
K2k+1 se mo�e razlo�iti na Hamiltonove konture.

Dokaz. Neka va�i n = 2k. Tada K2k nema 2-faktorizaciju, jer su svi qvorovi
neparnog stepena, dok se unijom 2-faktora dobijaju qvorovi parnog stepena.

Neka sada n = 2k+ 1. Za k = 1, jasno, K3 je sam po sebi 2-faktor. Za k > 2
neka va�i V (K2k+1) = {v1, v2, . . . , v2k+1} i neka prvih 2k qvorova formiraju
pravilni 2k-tougao U2k dok je posledǌi qvor u centru ovog mnogougla. Kon-
struixemo pokrivaju�e podgrafove F1, F2, . . . , Fk tako da su ǌihovi skupovi
grana slede�i:

E(F1) = {v2k+1v1, v2k+1vk+1, v1v2, v2kv3, v2k−1v4, . . . , vk+2vk+1,
v2v2k, v3v2k−1, . . . , vkvk+2},

E(F2) = {v2k+1v2, v2k+1vk+2, v2v3, v1v4, v2kv5, . . . , vk+3vk+2,
v3v1, v4v2k, . . . , vk+1vk+3},

...
E(Fi) = {v2k+1vi, v2k+1vk+i, vivi+1, vi−1vi+2, . . . , vi+k+1vi+k,

vi+1vi−1, vi+2vi−2, . . . , vi+k−1vi+k+1},
...

E(Fk) = {v2k+1vk, v2k+1v2k, vkvk+1, vk−1vk+2, . . . , v1v2k,
vk+1vk−1, vk+2vk−2, . . . , v2k−1v1}.
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Faktori F1 i F2 za k = 5.

Ukoliko krenemo od pravilnog mnogougla U2k koji se dobija od qvorova
v1, . . . , v2k, podgrafove Fi smo zapravo dobili preko dve grane koje spajaju
centar sa dva naspramna temena vi i vi+k mnogougla U2k, zatim grane koja
predstavǉa stranicu vivi+1 i ǌoj paralelne stranice, svih dijagonala para-
lelnih sa ovom stranicom, i grana koje su dijagonale paralelne sa vi+1vi−1.
Ovako posmatrano, lako je zakǉuqiti da je Fi zapravo Hamiltonova kontura,
te je 2-faktor. S druge strane grana vsvt (s 6= t) se nalazi taqno u jednom
podgrafu Fi. Prema tome, F1, . . . , Fk qine 2-faktorizaciju grafa K2k+1.

8.2 Bojeǌe qvorova
Pravilno bojeǌe ili kra�e bojeǌe qvorova grafa G je pridru�ivaǌe boja

svakom qvoru grafa G tako da susedni qvorovi nisu iste boje. Ako je u
bojeǌu korix�eno k boja, onda takvo bojeǌe nazivamo k-bojeǌe. Za graf G
ka�emo da je k-obojiv ako za G postoji neko l-bojeǌe gde l 6 k.

Hromatski broj grafa G je najmaǌi broj k takav da je G k-obojiv. Hro-hromatski
broj matski broj grafa G oznaqavamo sa χ(G). Ako va�i χ(G) = k, ka�emo i da je

G k-hromatski.

Primer 8.4. Na slici levo mo�emo videti pravilno bojeǌe grafa pomo�u
5 boja. Dakle, graf je 5-obojiv.

Na slici desno je 3-bojeǌe grafa. Kako ne mo�emo na�i pravilno bojeǌe
ovog grafa sa maǌe boja (svaki qvor u grafu ima samo jedan koji mu je
nesusedan, te maksimalno dva mogu biti iste boje, pa je u svakom sluqaju
potrebno najmaǌe 3 boje), va�i χ(G) = 3. 4
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Napomena 8.5. S obzirom na to da je u grafovima sa velikim brojem qvorova
i grana ǉudskom oku texko da razlikuje veliki broj nijansi, qesto se umesto
bojeǌa qvorova konkretnim bojama svakom qvoru pridru�uje prirodan broj
koji predstavǉa boju.

5-bojeǌe grafa

♦

Pozabavimo se sada nekim osnovnim osobinama hromatskog broja.

Teorema 8.6. 1. χ(Kn) = n.

2. Ako va�i H ⊆ G, onda χ(H) 6 χ(G).

3. Ako va�i Kn ⊆ G, onda n 6 χ(G).

4. χ(C2k) = 2, χ(C2k+1) = 3.

Dokaz. 1. Kako su u Kn svaka dva qvora susedna, proizvoǉan qvor mora biti
razliqite boje od svih ostalih, te va�i χ(Kn) = n.

2. Svi qvorovi koji su susedni u H, oni moraju biti susedni i u G. Stoga
za bojeǌe qvorova grafa G nam treba bar onoliko boja koliko je potrebno
za bojeǌe grafa H.

3. Ako va�i Kn ⊆ G, onda je n qvorova me�usobno susedno, te svi moraju
biti razliqitih boja.

4. Konturu parne du�ine v1v2 . . . v2kv1 mo�emo obojiti sa dve boje tako
xto qvorove sa parnim indeksima obojimo jednom bojom a one sa neparnim
indeksima drugom bojom. Naravno, to je i najmaǌe potrebnih boja, poxto
ako bismo sve obojili jednom bojom, susedni qvorovi bi bili iste boje.
Daǉe, za konturu neparne du�ine v1v2 . . . v2k+1v1 nam nisu dovoǉne 2 boje.
Ako bismo koristili bojeǌe kao kod konture parne du�ine, na kraju bi v1 i
v2k+1 bili iste boje, no oni su susedni i takvo bojeǌe nije pravilno. Ipak,
3 boje jesu dovoǉne: jednu boju koristimo za qvorove v1, v3, . . . , v2k−1, drugu
za v2, v4, . . . , v2k i kad tre�om obojimo qvor v2k+1, dobijamo pravilno bojeǌe
ove konture.
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Mo�e se odrediti kada graf ima hromatski broj 1, 2 ili bar 3, xto �emo
videti u nastavku.

Teorema 8.7. χ(G) = 1 ako i samo ako je G prazan graf.

Dokaz. Va�i χ(G) = 1 ako i samo ako ne postoje susedni qvorovi u grafu. To
je ekvivalentno sa uslovom da je G prazan.

Teorema 8.8. χ(G) = 2 ako i samo ako je G bipartitan i ima bar jednu granu.

Dokaz. Neka va�i χ(G) = 2. Tada moraju postojati bar dva qvora koji su
susedni, te graf ima bar jednu granu. Daǉe, neka je X skup svih qvorova
prve boje a Y skup svih qvorova druge boje. Dva qvora iz X ne mogu biti
susedna, jer bi to znaqilo da nisu iste boje. Isto va�i i za qvorove u Y .
Prema tome, G je bipartitan sa particijom (X,Y ).

Neka je sada G = G(X,Y ) bipartitan i neka ima bar jednu granu. Qvorove
iz X obojimo jednom bojom a qvorove iz Y drugom. Dakle, χ(G) 6 2. Kako
E(G) 6= ∅, va�i χ(G) 6= 1, te sledi tvr�eǌe.

Teorema 8.9. χ(G) > 3 ako i samo ako G sadr�i neparnu konturu.

Dokaz. Ako va�i χ(G) > 3, onda va�i χ(G) 6= 1 i χ(G) 6= 2, te graf G nije
prazan, niti bipartitan. Odavde sledi da mora sadr�ati neparnu konturu,
jer znamo da je graf bipartitan ako i samo ako ne sadr�i neparnu konturu.

Obrnuto, ako G sadr�i neparnu konturu, zbog teoreme 8.6 znamo da su
nam za bojeǌe ovakvog grafa potrebne bar tri boje.

Naredno tvr�eǌe nam daje grubu ali korisnu procenu hromatskog broja
grafa.

Teorema 8.10. Svaki graf G je (∆(G) + 1)-obojiv, tj. χ(G) 6 ∆(G) + 1.

Dokaz. Dokaz radimo indukcijom po n = |V (G)|. Ako G ima jedan qvor, jasno
∆(G) = 0, χ(G) = 1, te tvr�eǌe va�i za n = 1. Doka�imo sada da, ako
tvr�eǌe va�i za sve grafove sa strogo maǌe od n qvorova, onda mora va�iti
i za graf G sa taqno n qvorova. Neka je v ∈ V (G) proizvoǉno. Definiximo
G′ = G − v. Tada va�i ∆(G′) 6 ∆(G). Na osnovu indukcijske hipoteze va�i
χ(G′) 6 ∆(G′) + 1. Dakle, graf G′ je (∆(G) + 1)-obojiv. No, kako va�i dG(v) <
∆(G)+1, postoji bar jedna boja takva da ǌom nije obojen nijedan sused qvora
v. Tom bojom mo�emo obojiti v, te je i graf G (∆(G) + 1)-obojiv.

Naredna korisna teorema je rezultat Bruksa iz 1941. godine i ǌu dajemo
bez dokaza. ǋen dokaz se mo�e na�i u [9].

Teorema 8.11 (Bruks1). Neka je G povezan graf koji nije ni neparna kontura
ni kompletan graf. Tada va�i χ(G) 6 ∆(G).

Jedna od primena bojeǌa qvorova jeste u problemima koji se izuqavaju u
raqunarstvu i to su takozvani problemi raspore�ivaǌa.

1Rowland Leonard Brooks (1916–1993), engleski matematiqar
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Primer 8.12. Potrebno je napraviti raspored kolokvijuma iz predmeta:
Diskretna matematika 1 (D1), Diskretna matematika 2 (D2), Algebra 1
(A1), Algebra 2 (A2), Linearna algebra (LA), Bulove algebre (BA), Teorija
grafova (TG) i Kombinatorika (K), tako da je ukupna du�ina polagaǌa xto
kra�a (svi kolokvijumi isto traju). Neki od kolokvijuma se ne smeju odr�a-
vati u isto vreme, zbog profesora koji treba da budu prisutni na ǌima. U
tabeli dole stoji × kod parova predmeta iz kojih kolokvijumi ne mogu biti
istovremeno. Tako�e treba imati u vidu da su samo dva amfiteatra dovoǉno
velika da mogu primiti sve studente koji pola�u predmete.

D1 D2 A1 A2 LA BA TG K
D1 × × × × ×
D2 × × × × ×
A1 × × ×
A2 × ×
LA × ×
BA × × ×
TG × × ×
K × × ×

Napravimo graf G na slede�i naqin: qvorovi su predmeti koji se po-
la�u a oni koji ne mogu istovremeno biti u rasporedu povezujemo granama.
Sada �emo svakom qvoru pridru�iti boju gde �e boje predstavǉati zase-
ban termin za polagaǌe. Dakle, ako odredimo hromatski broj grafa, to �e
nam odrediti i minimalan broj termina za polagaǌe datih kolokvijuma, a
samim tim �e du�ina polagaǌa biti minimalna. Kako je K4 podgraf grafa
G, znamo χ(G) > 4. Pokuxajmo stoga da na�emo neko 4-bojeǌe grafa G. Jedno
4-bojeǌe je:

1 : D1, A1;
2 : D2, LA;
3 : K,A2, TG;
4 : BA.

Me�utim, sa ovakvim rasporedom po terminima u tre�em terminu bi tre-
balo da se pola�u tri ispita a na raspolagaǌu su nam samo dve prostorije.
Stoga moramo pokuxati da jedan od ǌih prebacimo u qetvrti termin. Kom-
binatorika je susedan qvor sa Bulovim algebrama, tako da ova dva qvora
ne mogu biti iste boje. Kako Algebra 2 nije susedna sa Bulovim algebrama,
mo�emo ǌu prebaciti u qetvrti termin. Stoga je zakǉuqak da minimalno
trajaǌe polagaǌa je u qetiri termina i jedan raspored koji to omogu�ava
jeste:

1 : D1, A1;
2 : D2, LA;
3 : K,TG;
4 : BA,A2.

4

Primer 8.13. Mapu opxtina u Ju�nobaqkom okrugu potrebno je obojiti sa
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xto maǌe boja tako da, radi preglednosti, susedne opxtine ne budu obojene
istom bojom.

Mapu �emo predstaviti pomo�u grafa: qvorovi �e predstavǉati opxti-
ne a grane susedstva opxtina. Time dati problem svodimo na tra�eǌe hro-
matskog broja datog grafa. On mora biti ve�i od 2, jer ima konturu du�ine
3. Na osnovu slike desno mo�emo videti da su nam dovoǉne tri boje. 4

Kao xto smo videli, jox jedna primena bojeǌa qvorova jeste bojeǌe mapa.
Mape se zapravo mogu predstavǉati kao planarni grafovi (grafovi koje je
mogu�e predstaviti u ravni tako da se grane ne seku). Jedan od najpoznatijih
problema teorije grafova jeste upravo vezan za bojeǌe planarnih grafova
poznat kao Problem qetiri boje:

Svaki planaran graf se mo�e obojiti sa 4 boje.

Dakle, ciǉ bojeǌa mapa jeste da budu pregledne i da se koristi xto maǌe
boja. Da bi se postigla preglednost, potrebno je da susedne oblasti ne budu
iste boje. Kartografima je iz iskustva vekovima bio poznato da je za tako
nexto potrebno najvixe 4 boje. Me�utim, nije se znalo da li je to mogu�e
za svaku mapu. Verovalo se da jeste tako uvek, ali dokaz za to nije postojao.
Godine 1852. student Londonskog univerzitetskog kole
a je postavio to pi-
taǌe svom profesoru De Morganu2 i on nije znao da mu odgovori. Problem
je predstavio svojim kolegama i tako je poqelo rexavaǌe koje je trajalo
vixe od jednog veka. Posle raznih pokuxaja i pristupa, godine 1976. je
konaqno ameriqkim matematiqarima Apelu, Hakenu i Kohu (Kenneth Appel,
Wolfgang Haken, John Koch) poxlo za rukom da uz pomo� raqunara i doka�u
ovu hipotezu.

8.3 Bojeǌe grana
Sliqno kao xto se boje qvorovi mo�emo bojiti i grane.
Bojeǌe grana grafa G je pridru�ivaǌe boje svakoj grani grafa G tako da

susedne grane nisu iste boje. Ako je u bojeǌu grana korix�eno k boja, onda

2Augustus De Morgan (1806–1871), britanski matematiqar i logiqar
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ga nazivamo gransko k-bojeǌe. Za graf G ka�emo da je granski k-obojiv ako za
G postoji neko l-bojeǌe grana gde l 6 k.

Hromatski indeks grafa G je najmaǌi prirodan broj k takav da je G hromatski
indeksgranski k-obojiv. Oznaqavamo ga sa χl(G). Ako va�i χl(G) = k, ka�emo i da

je G granski k-hromatski.

Primer grafa qiji je hromatski indeks 4.

Sliqno kao kod osobina hromatskog broja, nije texko ispitati neke os-
novne osobine hromatskog indeksa.

Teorema 8.14. 1. χl(G) > ∆(G).

2. Ako va�i H ⊆ G, onda χl(H) 6 χl(G).

3. χl(C2k) = 2, χl(C2k+1) = 3.

Dokaz. 1. Kako susedne grane ne mogu biti obojene istom bojom, onda hro-
matski indeks mora biti najmaǌe onoliko koliko iznosi najve�i stepen
qvora u grafu.

2. Poxto je svaka grana podgrafa H tako�e u grafu G, za bojeǌe grana
grafa G nam treba bar onoliko boja koliko je potrebno za bojeǌe grafa H.

3. Ovaj deo tvr�eǌa se dokazuje analogno kao tvr�eǌe za vrednosti hro-
matskog broja za konture parne, odnosno neparne du�ine. U ovom sluqaju
ulogu qvorova preuzimaju grane poxto je svaki qvor stepena 2 i svaka grana
incidentna sa 2 qvora, dok je broj grana i broj qvorova isti.

Za kompletne grafove mogu�e je odrediti vrednost hromatskog indeksa
i on zavisi od toga da li je broj qvorova paran ili neparan.

Teorema 8.15. χl(K2k) = 2k − 1.

Dokaz. Na osnovu teoreme 8.2 znamo da je K2k 1-faktorizabilan i da ga
mo�emo razlo�iti na 2k − 1 faktora M1, . . . ,M2k−1. Kako su ovo disjunk-
tni faktori i svaki od ǌih je saqiǌen od grana koje nisu susedne, svaki
faktor mo�e biti obojen jednom bojom. S obzirom na to da ima ukupno 2k−1
faktora, sledi χl(K2k) 6 2k− 1. S druge strane, poxto va�i ∆(K2k) = 2k− 1,
va�i i obrnuta nejednakost, te smo zavrxili dokaz.

Teorema 8.16. χl(K2k−1) = 2k − 1.
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Dokaz. Poka�imo najpre da va�i χl(K2k−1) > 2k−1. Pretpostavimo suprotno,
neka va�i χl(K2k−1) = s < 2k − 1. Tada mo�emo K2k−1 razlo�iti na s pod-
grafova G1, . . . , Gs, tako da podgraf Gi qine grane obojene i-tom bojom i
qvorovi incidentni sa ovim granama. Prema tome, va�i

E(G1) ∪ · · · ∪ E(Gs) = E(K2k−1),
E(Gi) ∩ E(Gj) = ∅ za i 6= j.

Pri tome, kako su grane iste boje nesusedne, svaka grana u Ei je incidentna
sa dva qvora koja su u tom podgrafu incidentni samo sa ǌom. Zbog toga va�i

|E(Gi)| 6
|V (K2k−1)|

2
=

2k − 1

2
< k − 1.

Sada dobijamo da va�i

|E(K2k−1)| = |E(G1)|+ · · ·+ |E(Gs)| < s · (k − 1) < (2k − 1) · (k − 1).

S druge strane imamo

|E(K2k−1)| =
�

2k − 1

2

�
=

(2k − 1) · (2k − 2)

2
= (2k − 1) · (k − 1),

xto nas dovodi do kontradikcije. Dakle, hromatski indeks grafa K2k−1 mo�e
biti najmaǌe 2k− 1. Da bismo pokazali da va�i jednakost, dovoǉno je na�i
jedno (2k − 1)-bojeǌe grana grafa K2k−1. Dodajmo qvor v na graf K2k−1 i
pove�imo ga sa svim qvorovima. Na taj naqin dobijamo graf K2k. Na osnovu
teoreme 8.15, sledi da je ovaj graf (2k − 1)-obojiv. Odstraǌivaǌem qvora v
dobijamo graf K2k−1 koji je obojen sa 2k−1 boja. To je tra�eno (2k−1)-bojeǌe
grana.

Naredne dve teoreme su vrlo korisne, ali su im dokazi slo�eniji, te ih
dajemo bez dokaza. Qitaoci dokaze ovih tvr�eǌa mogu na�i u [9].

Teorema 8.17 (Kenig). Za svaki bipartitni multigraf G va�i χl(G) = ∆(G).

Teorema 8.18 (Vizing3). Za svaki graf G va�i ∆(G) 6 χl(G) 6 ∆(G) + 1.

Bojeǌe grana grafa ima xiroku primenu u raqunarstvu, sliqno kao i
bojeǌe qvorova, i veliki deo zauzimaju problemi raspore�ivaǌa. Oni se
daǉe primeǌuju u praktiqnim problemima u industriji, tehnologiji, ali i
xire.

Primer 8.19. Pet studenata treba da pola�u tri usmena ispita kod razli-
qitih profesora. Redosled polagaǌa ispita nije bitan, bitno je da svako
ima svoj termin polagaǌa i da ukupan broj termina bude minimalan.

Predstavi�emo studente i profesore preko qvorova {s1, . . . , s5, p1, p2, p3} a
polagaǌe usmenog �e biti predstavǉeno granom koja spaja studenta i pro-
fesora kod kojeg pola�e ispit. Tako dobijamo graf K3,5 qije grane treba
obojiti sa xto maǌe boja, jer �e svaka boja predstavǉati jedan termin, tj.
grane koje su iste boje �e predstavǉati usmene koji �e se odvijati istovre-
meno.

3Vadim Georgiǐoviq Vizing (1937–2017), ukrajinski matematiqar
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Neko bi rekao da je dovoǉno da najpre prva tri studenta ispola�u svoje
usmene, tako xto �e se izmeǌati kod profesora u cikliqnom redu, a kad oni
zavrxe preostalih dvoje pola�u svoje ispite. Jedan od takvih rasporeda
jeste

1 : s1p1, s2p2, s3p3;
2 : s1p2, s2p3, s3p1;
3 : s1p3, s2p1, s3p2;
4 : s4p1, s5p2;
5 : s4p2, s5p3;
6 : s4p3, s5p1.

Dakle, u ovakvom sluqaju je potrebno 6 termina. Me�utim, kako smo
dobili kompletan bipartitan graf, na osnovu Kenigove teoreme dobijamo
χl(K3,5) = ∆(K3,5) = 5. Dakle, mogu�e je na�i bojeǌe grana sa 5 boja, tj.
napraviti raspored koji �e zahtevati samo 5 termina. Jedan od takvih ras-
poreda je dat u nastavku.

1 : s1p1, s2p2, s3p3;
2 : s2p1, s3p2, s4p3;
3 : s3p1, s4p2, s5p3;
4 : s4p1, s5p2, s1p3;
5 : s5p1, s1p2, s2p3.

4
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GLAVA 9

DIGRAFOVI

U ovoj posledǌoj glavi se bavimo digrafovima, tj. usmerenim grafovima.
Poxto su ǌihove grane orijentisane, digrafovi su pogodni za predstav-
ǉaǌe struktura gde postoji neki tok; to mo�e biti protok informacija
me�u razliqitim raqunarima, tok saobra�aja, vrxeǌe razliqitih procesa
koji mogu biti izvrxavani samo u nekim odre�enim redosledima. Neki od
problema su i da li se mo�e orijentisati mre�a puteva tako da se putuje
xto efikasnije, gde se problem svodi na orijentisaǌe grafova tako da se
dobije jako povezan digraf. U druxtvenim naukama, kao xto su ekonomija
i politiqke nauke, posebnu ulogu imaju turniri koji se izme�u ostalog
koriste prilikom rangiraǌa i predvi�aǌa druxtvenog izbora.

9.1 Osnovne osobine digrafova

Digraf D (orijentisani ili usmereni graf) je ure�eni par (V,E), gde je digraf

V skup qvorova a E skup orijentisanih grana me�u qvorovima digrafa D,
tj. E = {(x, y) : x, y ∈ V }.

Grana (x, y) se qesto oznaqava sa x→ y ili samo xy i ka�emo da x vodi ka
y, x tuqe (ili dominira, pobe�uje) y, i y je tuqen (ili dominiran, pobe�en)
od x. Qvor x je poqetak, a qvor y kraj grane x→ y.

Baza digrafa je graf (multigraf) koji se dobija kada se zanemare ori-
jentacije grana.

Primer 9.1. Na narednoj slici levo mo�emo videti primer digrafa D =
(V,E), gde E = {x, y, z, t} i V = {x→ t, y → x, t→ y, t→ x, t→ z}.

105
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Na slici desno je baza digrafa D. 4

Napomena 9.2. Mi �emo izuqavati samo grafove qija je baza prost graf
(tj. samo proste digrafove). ♦

Izlazni (ulazni) stepen qvora x u digrafu D jednak je broju grana kojeizlazni
i ulazni
stepen
qvora

izlaze (ulaze) iz x i oznaqava se sa d+(x) (d−(x)).

Totalni stepen qvora x u digrafu D je d(x) = d+(x) + d−(x). Ako va�i
d−(x) = 0, qvor x se naziva izvor. Ako va�i d+(x) = 0, qvor x se naziva ponor.izvor

ponor
Primer 9.3. Vrednosti izlaznog i ulaznog stepena qvorova digrafa D iz
primera 9.1 su: d+(x) = 1 = d+(y), d+(z) = 0, d+(t) = 3; d−(x) = 2, d−(y) =
d−(z) = d−(t) = 1; dok su totalni stepeni qvorova d(x) = 3, d(y) = 2, d(z) = 1,
d(t) = 4. Digraf D ima ponor i to je qvor z, ali izvor nema. 4

Veza izme�u sume izlaznih i sume ulaznih stepena je data u narednom
tvr�eǌu.

Teorema 9.4. Neka je D = (V,E) digraf sa n qvorova i m grana. Tada va�i

n∑
i=1

d+(vi) =
n∑
i=1

d−(vi) = m.

Dokaz. Jednakosti va�e s obzirom na to da svaka grana ima jedan poqetak i
jedan kraj. Prvi od ǌih doprinosi zbiru izlaznih stepena a drugi zbiru
ulaznih stepena.

Naredna dva tvr�eǌa nam daju uslove za postojaǌe orijentisane xetǌe,
odnosno orijentisane konture u digrafu.

Teorema 9.5. Svaka orijentisana u− v xetǌa sadr�i orijentisan u− v put.

Dokaz. Ovo tvr�eǌe je posledica teoreme 5.5.

Teorema 9.6. Neka je D digraf sa bar jednom granom. Ako D nema ponor (izvor),
onda D sadr�i orijentisanu konturu.

Dokaz. Neka D nema ponor. Uoqimo proizvoǉan qvor v koji je incidentan sa
bar jednom granom. Kako v nije ponor, postoji grana v → x1. Ni x1 nije ponor,
te postoji grana x1 → x2. Poxto nijedan qvor nije ponor, svaki naredni qvor
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�e imati neki qvor koji �e tu�i. S obzirom da je skup qvorova digrafa D
konaqan skup, mora postojati neko i tako da va�i

v → x1 → x2 → · · · → xi → xi+1 → · · · → xk → xi.

Tada je tra�ena orijentisana kontura xi → xi+1 → · · · → xi.
Ako D nema izvor, dokaz je analogan.

9.2 Neke vrste digrafova
Digraf je acikliqan ako ne sadr�i orijentisanu konturu. acikliqan

Teorema 9.7. Acikliqan digraf sa bar jednom granom ima i izvor i ponor.

Dokaz. Posmatrajmo put maksimalne du�ine v1 → v2 → · · · → vk. Tada je v1
izvor. Zaista, ako bi postojala grana x → v1, onda posmatrani put ne bi
mogao biti maksimalne du�ine. Analogno se zakǉuquje da je vk ponor.

Acikliqan digraf se naziva i DAG (od engleskog izraza directed acyclic
graph). Ova klasa digrafova je jox jedna od vrsta grafova qije je izuqavaǌe
i primena xiroka. Na slici dole je prikazan primer jednog digrafa koji je
DAG.

Digraf je slabo povezan ako je ǌegova baza povezan graf, a jako povezan, slabo
i jako
povezan
digraf

ako za svaki par qvorova x, y ∈ V , x 6= y, postoji orijentisan x− y put.

Primer 9.8. Na slici dole mo�emo videti primer digrafa D1 koji je jako
povezan. Sa desne strane se nalazi digraf D2 koji nije jako povezan, jer ne
postoji orijentisan put izme�u svaka dva qvora (npr. ne postoji orijentisan
y1 − y2 put). Oba digrafa imaju kao bazu graf koji je povezan, te su i D1 i
D2 slabo povezani.

4

Imaju�i u vidu prethodni primer i kako nakon brisaǌa orijentacija
grana qvorovi ostaju povezani, va�i naredno tvr�eǌe.
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Teorema 9.9. Svaki jako povezan digraf je i slabo povezan. Obrnuto ne va�i.

Graf (prost ili multigraf) je orijentabilan ako je povezan i ako seorijenta-
bilan
graf

ǌegove grane mogu orijentisati tako da dobijeni digraf bude jako povezan.
Digraf koji je nastao orijentisaǌem grana grafa G oznaqavamo sa

−→
G .

Primer 9.10. Na slici dole mo�emo videti primer grafa koji nije ori-
jentabilan. To je graf G1. Ovaj graf ima vise�i qvor, te ako vise�u granu
orijentixemo ka vise�em qvoru, onda ne�e postojati nijedan orijentisani
put koji kre�e od posmatranog vise�eg qvora. Sliqno i ako vise�u granu
orijentixemo obrnuto.

Graf G2 sa slike gore jeste orijentabilan, jedan primer orijentisaǌa grana
tako da dobijeni digraf bude jako povezan jeste D1. Ovo nije jedinstveno
takvo orijentisaǌe, digraf D2 je jox jedan takav primer koji se od G1 raz-
likuje samo u orijentaciji jedne grane. Dakle, i D1 i D2 bismo mogli oz-
naqiti sa

−→
G2. Naravno, kada jedan od ǌih oznaqimo tako, onda onaj drugi

ne mo�emo oznaqavati na taj naqin, jer su ova dva digrafa me�usobno raz-
liqita. 4

Teorema 9.11. Svaki Ojlerov i svaki Hamiltonov graf je orijentabilan.

Dokaz. Neka je G Ojlerov graf i neka je v1v2 . . . vk ǌegova zatvorena Ojlerova
staza. Ako grane orijentixemo na slede�i naqin: v1 → v2 → · · · → vk, onda je
ovako orijentisan graf

−→
G jako povezan.

Neka je sada G Hamiltonov graf i v1v2 . . . vn ǌegova Hamiltonova kontura.
Ako grane ove konture orijentixemo v1 → v2 → · · · → vk, dok preostale grane
orijentixemo na proizvoǉan naqin, dobijamo jako povezan digraf.

Teorema 9.12. Neka je G povezan graf sa bar 2 qvora. Graf G je orijentabilan
ako i samo ako nema mostove.

Dokaz. Ako pretpostavimo da je G orijentabilan, onda je
−→
G jako povezan.

Ukoliko bi postojala grana e = x→ y koja je most, onda ne bi postojao y− x
put, poxto bi se y i x nalazili u razliqitim komponentama grafa G− e.

Neka sada graf G nema mostove i neka je H maksimalan podgraf grafa G
po broju grana koji je orijentabilan. (Takav podgraf uvek postoji, jer graf
kojeg qini jedan qvor jeste orijentabilan.) Razlikujmo dva sluqaja:



9.2. NEKE VRSTE DIGRAFOVA 109

1. V (H) = V (G). U ovom sluqaju je G orijentabilan, jer grane iz E(G) \
E(H) mo�emo orijentisati proizvoǉno.

2. V (H) 6= V (G). Neka su u ∈ V (H) i v ∈ V (G) \ V (H) proizvoǉni. Kako
G nema mostova, postoje bar dva granski disjunktna u − v puta. Neka su
qvorovi x i y ,,posledǌi“ na ovim putevima koji se nalaze u H. Kako je
H orijentabilan, postoji orijentisan u − x put. Sada deo u − v puta koji
sadr�i x i koji se nalazi van H, tj. deo x−v, orijentixemo tako da se dobije
orijentisan x− v put. Tada od opisana dva puta dobijamo orijentisan u− v
put u G.

Analogno, u H postoji orijentisan y − u put, pa se deo drugog u − v puta
orijentixe tako da na kraju dobijemo orijentisan v−u put u G. Na ovaj naqin
podgraf koji se dobija od H i ovih dodatnih orijentisanih grana zajedno sa
svim qvorovima koji su incidentni sa dodatim granama daje orijentabilan
podgraf grafa G koji je ve�i od H. Prema tome, dolazimo do kontradikcije
sa pretpostavkom da je H maksimalan orijentabilan podgraf.

Turnir je digraf T = (V,E) sa osobinom da za svaki par razliqitih turnir

qvorova x, y ∈ V va�i taqno jedno od: x→ y i y → x.

Primer 9.13. Na slici dole je prikazan jedan primer turnira koji ima pet
qvorova.

4

Napomena 9.14. Baza svakog turnira je kompletan graf. ♦

Turniri se javǉaju kao modeli sportskih turnira u kojima nema nere-
xenih meqeva. Grana predstavǉa jedan meq i usmerena je od pobednika ka
gubitniku, pa se d+(x) naziva i skor i oznaqava sa s(x).



110 GLAVA 9. DIGRAFOVI

Turnir je tranzitivan ako za svaka tri razliqita qvora x, y, z ∈ V va�i

(x→ y ∧ y → z)⇒ x→ z.

Primer 9.15. Skorovi turnira iz primera 9.13 su: s(x1) = 0, s(x2) = 3,
s(x3) = 2, s(x4) = 3, s(x5) = 2. Ovaj turnir nije tranzitivan, jer x4 → x3 i
x3 → x2 i pri tome ne va�i x4 → x2. 4

Naredno tvr�eǌe va�i s obzirom na to da je baza turnira kompletan
graf.

Teorema 9.16. Ako je T turnir sa n qvorova, onda:

1. d+(v) + d−(v) = n− 1 za sve v ∈ V (T ),

2.
∑
v∈V (T ) d

+(v) =
∑
v∈V (T ) d

−(v) = |E(T )| =
(
n
2

)
.

Tvr�eǌe u nastavku daje vezu me�u tranzitivnim i acikliqnim turni-
rima sa stepenima skorovima qvorova.

Teorema 9.17. Neka je T turnir sa n qvorova. Slede�a tvr�eǌa su ekviva-
lentna:

1. T je acikliqan turnir.

2. T je tranzitivan turnir.

3. Skorovi qvorova turnira T su 0, 1, . . . , n− 1.

Dokaz. (1 ⇒ 2) Neka je T acikliqan i pretpostavimo da za neke x, y, z va�i
x → y i y → z. Turnir mora sadr�ati taqno jednu od grana x → z i z → x.
Ako sadr�i drugu granu, onda imamo orijentisanu konturu x → y → z → x,
xto je nemogu�e jer je T acikliqan. Dakle, sadr�i granu x → z, te je T
tranzitivan.

(2 ⇒ 3) Neka je T tranzitivan turnir. Kako ima n qvorova i ǌihovi
skorovi mogu imati vrednosti od 0 do n − 1, dovoǉno je pokazati da ne
postoje dva qvora sa istim skorom. Pretpostavimo suprotno, neka za dva
qvora x i y va�i s(x) = s(y) i neka x → y. Za svako z za koje va�i y → z,
zbog tranzitivnosti va�i i x → z. Zbog toga imamo s(x) > s(y) + 1, xto nas
dovodi do kontradikcije.

(3⇒ 1) Oznaqimo qvorove turnira T sa v1, v2, . . . , vn tako da va�i s(vi) =
i− 1. Tada za i > j mora va�iti vi → vj. Doka�imo da je tada T acikliqan.
Ukoliko bi T imalo orijentisanu konturu, onda bi morala postojati grana
vj → vi za i > j, ali to je nemogu�e.

Poxto u prethodnom tvr�eǌu dobijamo da u tranzitivnom turniru pos-
toje qvorovi qiji su skorovi 0 i n − 1, kao posledicu dobijamo naredno
tvr�eǌe.

Teorema 9.18. Svaki tranzitivan turnir ima izvor i ponor.

Jox jedna osobina turnira jeste postojaǌe Hamiltonovog puta.
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Teorema 9.19. Svaki turnir ima orijentisan Hamiltonov put.

Dokaz. Dokaz radimo indukcijom po broju qvorova n u turniru. Jasno, za
turnire sa jednim ili dva qvora tvr�eǌe va�i. Pretpostavimo da svaki
turnir sa n − 1 qvorova ima orijentisan Hamiltonov put i doka�imo da
tada ovakav put ima i turnir T sa n qvorova. Uoqimo proizvoǉan qvor v u
turniru T . Graf T − v je turnir sa n− 1 qvorova, te na osnovu indukcijske
hipoteze on sadr�i orijentisan Hamiltonov put. Neka je to v1 → v2 → · · · →
vn−1. Ukoliko turnir T sadr�i granu v → v1 ili vn−1 → v, onda je jasno da i
T ima orijentisan Hamiltonov put. Neka sada T sadr�i grane v1 → v i v →
vn−1. Tada mora postojati i ∈ {1, . . . , n− 2} tako da su vi → v i v → vi+1 grane
turnira T (ako ne bi postojalo, to bi znaqilo da ili v tuqe sve qvorove
ili je tuqen od svih, xto je nemogu�e zbog toga xto va�i v1 → v i v → vn−1).
Tada je tra�eni Hamiltonov put v1 → · · · → vi → v → vi+1 → · · · → vn−1.

Qvor x turnira T je king ako za svaki qvor y 6= x postoji orijentisan king

put iz x u y du�ine najvixe 2.

Teorema 9.20. Svaki turnir ima bar jednog kinga.

Dokaz. Za turnir sa jednim qvorom trivijalno va�i da ima kinga. Stoga
razmatrajmo T sa n qvorova, gde n > 2. Neka je v qvor turnira T sa mak-
simalnim skorom i neka je u ∈ V (T ) \ {v} proizvoǉno. Ukoliko va�i v → u,
to je orijentisan put iz v u u du�ine 1. Neka sada u → v. Ako bi za svako
w takvo da v → w va�ilo da u → w, onda bi bilo s(u) > s(v) + 1, me�utim
to nas dovodi do kontradikcije jer je v sa maksimalnim skorom, tj. va�i
s(v) > s(u). Prema tome, postoji neko w tako da v → w i w → u. Sada je
v → w → u orijentisan v−u put du�ine 2, te mo�emo zakǉuqiti da je v king
turnira T .

Turnir mo�e imati jedinstvenog kinga, ali ne mora. U primeru 9.13 dati
turnir ima tri kinga, to su qvorovi x2, x3 i x4. Potreban i dovoǉan uslov
kada turnir ima jedinstvenog kinga je dat u narednom tvr�eǌu.

Teorema 9.21. Turnir ima jedinstvenog kinga ako i samo ako ima izvor.

Dokaz. Neka je x jedinstven king turnira T . Poxto x ima najve�i skor, onda
je ǌegov ulazni stepen najmaǌi i jedinstven je takav. Stoga je on jedini qvor
u turniru koji mo�e biti izvor. Pretpostavimo da x nije izvor. Tada je
skup qvorova Vx koji tuku x neprazan. Posmatrajmo podgraf indukovan ovim
skupom qvorova. On je turnir, te ima kinga. Neka je to qvor y. Poka�imo
da je tada y king turnira T , tj. da i za sve qvorove z iz V (T ) \ Vx va�i da
postoji orijentisan y − z put du�ine najvixe 2. Poxto y ∈ Vx, va�i y → x.
A kako su u Vx svi oni qvorovi koji tuku x, u V (T ) \ (Vx ∪ {x}) se nalaze svi
oni koje x tuqe, tj. za z ∈ V (T ) \ (Vx ∪ {x}) va�i x → z. Dakle, za ovakve z
imamo orijentisan put y → x → z. Na ovaj naqin dolazimo do zakǉuqka da
je y king turnira T razliqit od x, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom
da T ima jedinstvenog kinga.

Obrnuto, neka turnir ima izvor x. Tada x tuqe sve ostale qvorove, pa je
i jedini takav. Dakle, x mora biti king koji je jedinstven.
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