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Predgovor

U ovoj knjizi izlazu se matematicke oblasti na kojima se zasniva razvoj i
rad digitalnih sistema. To su Bulovi termi i funkcije, minimizacija i osnovni
aspekti primene.

Bulove funkcije deo su algebarske teorije Bulovih algebri i ne mogu se
detaljnije razmatrati izvan nje. Zato je ovde koncizno, ali detaljno izlozena
teorija uredenih skupova, mreza i Bulovih algebri. U taj kontekst smesteni
su osnovni pojmovi, osobine i primene Bulovih terma i funkcija.

Prva glava moze koristiti i kao celovit polazni tekst o mrezama i Bulovim
algebrama, od osnovnih i posebnih svojstava (na pr. modularnost i distribu-
tivnost), do teorema reprezentacije. U drugoj glavi su osobine Bulovih ter-
ma, minimizacija i primene.

Po koncepciji, ovo je udzbenik sa zbirkom zadataka. Pored brojnih
primera i ilustracija, zadaci omogucuju da se ova oblast razume i usvoji.
Deo vaznih svojstava mreza i Bulovih algebri takode je dat u vidu resenih
zadataka. To se posebno odnosi na osobine koje nisu neophodne za primene
Bulovih funkcija (na pr. na teoreme reprezentacije za distributivne mreze i
Bulove algebre).

Od ¢itaoca se ocekuje poznavanje osnova matematike i elemenata algebre
- oblasti koji se predaju na kursevima prve godine studija matematike ili
tehnike (videti na pr. knjigu [19]).

Knjiga je nastala na osnovu prvog dela kursa pod nazivom Matematic-
ke osnove informatike, koji su viSe godina slusali studenti raznih smerova
matematike i informatike na Prirodno-matematickom fakultetu u Novom
Sadu. Osnovnu literaturu ¢inile su knjige [16] i [21]. Deo o Bulovim al-
gebrama, funkcijama i primenama oformljen je sada kao poseban predmet
Bulove algebre i optimizacija i ovo je udzbenik za taj kurs.

Za formiranje odvojenih kurseva proisteklih iz Matematickih osnova in-
formatike, zasluzan je kolega E. Aichinger (TU Linz, Austria), sa kojim su
autori vodili korisne razgovore.

Autori se zahvaljuju D. Maguloviéu, ¢ije su primedbe doprinele poboljsa-
nju teksta. J. USan ucestvovao je u nastanku ove knjige od prvih ideja, kroz
brojne razgovore sa autorima i oni su mu na tome zahvalni.

U Novom Sadu, oktobra 2005.

Autori






Predgovor drugom dopunjenom izdanju

Ovo izdanje sadrzi novo poglavlje o binarnim blok—kodovima i njihovoj
vezi sa Bulovim funkcijama. U kontekstu statisticke teorije informacija,
govori se o otkrivanju i ispravljanju gresaka u transmisiji putem binarnog
simetri¢nog kanala (BSC). Namera autora je da se pokazu aktuelnost teorije
Bulovih algebri i funkcija u savremenom rac¢unarstvu, kao i veze sa prime-
njenom statistikom.

U Novom Sadu, oktobra 2013.
Autori






Uvodne definicije, terminologija i oznake

U tekstu se koristi uglavnom standardna notacija za oznacavanje mate-
matickih pojmova.

Skupovi su oznaceni velikim slovima latinice, sa ili bez indeksa. Oznaka
praznog skupa je (). Osnovni odnos kojim se porede skupovi je inkluzija:

A C B ako i samo ako x € A povlaci x € B.

Skup svih podskupova skupa A, u oznaci P(A) je partitivni skup za A:

PA) ={X| X C A}.

Unija, presek, razlika i komplement, kao uobic¢ajene operacije na parti-
tivnom skupu P(U) proizvoljnog skupa U, oznacavaju se redom sa AU B,
ANB,A\BiA

Ako je AN B = (), skupovi A i B su disjunktni.

Kolekcija nepraznih, u parovima disjunktnih podskupova iz A ¢ija je
unija A zove se particija skupa A.

Oznaka (a,b) odnosi se na uredeni par elemenata a i b; formalna defini-
cija je

(a,0) := {{a}, {a,b}}.

Polazeéi od a' := a, dalje se za n € N, uredena n-torka elemenata
ai,as,...,ap definiSe rekurzivno:
(a17 az, . .. 7an) = ((ahaQ? sy an—l)y an)'

Ako su A i B neprazni skupovi, onda je

Ax B={(a,b) |a€ A be B} direktan proizvod skupova A i B.

Direktan proizvod nepraznih skupova Aq, Ao, ..., A, definisan je sa

Ap X Ag x -+ x Ay = {(a1,az2,...,a,) | a; € A;}.

Posebno, ako je A # (), onda je

AV={0}, Al =A A2=Ax A A"=Ax A" ! neN

Svaki od gornjih proizvoda je prazan skup, ako je bar jedan od skupova
koji ucestvuju prazan.

Binarna relacija p na nepraznom skupu A je podskup iz A%: p C A%
Umesto (x,y) € p, piSe se i zpy. Binarna relacija se u nastavku zove relacija,
jer druge relacije (n-arne, tj. podskupove iz A", za n € N) osim binarnih,
ovde ne koristimo.

Relacija p na A je refleksivna ako je xpx za sve x iz A. p je simetri¢na
ako za sve x,y € A, iz xpy sledi ypx. p je tranzitivna ako iz xpy i ypz sledi
Tpz, za sve T,y, z € A.
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Refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija p na A je relacija ekviva-
lencije (rst-relacija) na A.

Ako je p rst-relacijana Aizaa € A

la], = {x € A|apx}, (klasa ekvivalencije elementa a),
onda se skup klasa ekvivalencije {[a], | a € A}, u oznaci A/p, zove koli¢nicki
skup po relaciji p. Klase ekvivalencije su u parovima disjunktne i njihova
unija je A.

Funkcija (preslikavanje) f iz skupa A u neprazni skup B, u oznaci f :
A — B je podskup iz A x B, takav da se svaki elemenat iz A javlja tacno
jednom kao prva komponenta u nekom paru iz f. A je domen, a B ko-domen
funkcije f.

Ako je f : A — B funkcija, onda se (z,y) € f oznacava sa y = f(x).
Ako je X C A, onda je

f(X)={ye B|y= f(x), zaneko z € X}.

Svaka funkcija f : A — B indukuje relaciju ekvivalencije ~ (jezgro
funkcije f) na A:

x ~ gy ako i samo ako je f(x) = f(y).

Injekcija, ili 1 - 1 preslikavanje je funkcija f : A — B, za koju vazi:

s 3 £ y sledi f(z) £ f(y).

Ako za svako y iz B postoji x u A tako dajey = f(x),ondaje f: A — B
sirjekcija, sirjektivno ili ,na“ preslikavanje.

Injektivna i sirjektivna funkcija f : A — B zove se bijekcija iz A na B.

Ako je f: A — B bijekcija, onda je f~!: B — A funkcija definisana sa
f~'(y) = x ako i samo ako je f(z) = y. Funkcija f~! je inverzna funkcija
za f koja je isto bijekcija.

Oznaka f~! koristi se i u drugom znagenju. Ako je f : A — B proizvoljna
funkcija i C C f(A), onda je f~1(C) = {z € A| f(z) € C}. To je inverzna
slika skupa C. U tom kontekstu, ponekad se umesto f~1({c}), za c € f(4),
pise f~1(c), pod uslovom da se u istom kontekstu ne koristi inverzna funkcija.

Funkcija f: {1,2,...,n} — A zove se re¢ nad skupom A (ekvivalentno,
re¢ je uredena n-torka elemenata iz A).

Neka su I i A proizvoljni skupovi. Funkcija I — P(A) je familija pod-
skupova iz A; I je skup indeksa (indeksni skup). Familija se oznacava sa
{A;,i € I}. Familija je prazna, ako je je I = (). Kaze se da je A; i-ti ¢lan
familije. Specijalno, ako je I = N, familija je skup {A1, A, ..., Ap, ...} Ciji
elementi obrazuju niz podskupova iz A.

Broj elemenata (kardinalni broj) kona¢nog skupa A (jer se ovde veéinom
koriste konac¢ni skupovi) oznac¢avamo sa |A| ili sa card A.

Ako je f : A — B funkcija i C' neprazni podskup iz A, onda je funkcija
g : C' — B restrikcija funkcije f na skup C, ako je za sve x € C' ispunjeno
9(w) = f().

Funkcija f : A — A na nepraznom skupu A je unarna operacija na A.
Funkcija * : A2 — A je binarna operacijana A. Umesto *(x, %), pise se z*y.
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Analogno, za proizvoljno n € N, funkcija iz A™ u A je n-arna operacija na
A.
Skupovi brojeva oznaceni su sa
N={1,2,3,...}, Ng={0,1,2,3,...} - prirodni;
Z={0,—-1,1,-2,2,...} - celi;
Q - racionalni brojevi, razlomci;
R - realni brojevi.

Neprazan skup G, zajedno sa binarnom operacijom * na njemu, zove
se grupoid, u oznaci (G, *).

Grupoid je komutativan ako za sve x,y € G vazi x *xy = y * T.

Ako postoji e € G za koje je z xe = ex x = x, za svako ¢ € G, onda
je e neutralni (jedini¢ni) elemenat grupoida (G, *). Neutralni elemenat, ako
postoji, je jedinstven.

Asocijativni grupoid, tj. onaj na kome je ispunjen identitet x * (y * z) =
(x xy) * z, za sve x,y,z € G, zove se polugrupa. Polugrupa sa neutralnim
elementom zove se monoid.

Polugrupa (G, *) sa neutralnim elementom e u kojoj za svaki elemenat
r € G postoji 7! € Gtakodajerxx !t =27l xx = e (z7! je inverzni
elemenat za x), zove se grupa. Ako je operacija x komutativna, grupa je
Abelova.

Grupoid (H, ) je podgrupoid grupoida (G, *), ako je H C G, a operacija
»“ je restrikcija operacije ,*“ na skup H. Ako su pri tome josi G i H
polugrupe (grupe), onda je H potpolugrupa (podgrupa) u G.

Neprazni skup P sa dve binarne operacije @ i o, u oznaci (P, ®, o), zove
se prsten, ako je (P, @) Abelova grupa, (P,o) polugrupa, a druga operacija
(o) distributivna je prema prvoj (&):

zo(ydz)=(roy)@(xoz)i(z@y)oz=(roz)d (yoz).

Prsten je komutativan ako je druga operacija komutativna, kaze se da
je sa jedinicom, ako postoji neutralni elemenat za drugu operaciju. Prsten
je bez delitelja nule, ako iz x oy = 0 sledi z = 0 ili y = 0, gde je 0 neutralni
elemenat za prvu operaciju.

Komutativan prsten (P, ®, o) sa jedinicom i bez delitelja nule, u kome
je (P \ {0}, 0) grupa, zove se polje.

Abelova grupa (V,+) je vektorski prostor nad poljem (P,+,-), ako je
definisana funkcija iz P x V u V, ognacena sa ,, - “, tako da je za o, 8 € P i
a,b € V ispunjeno:

() a-(a+b)=(a-a)+ (a-b);

@ a=(a-a)+(B-a);

(122) a- (B-a) =(a-f)-a;

(

iv) 1-a = a, gde je 1 neutralni elemenat za drugu operaciju u polju P.
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Cetiri operacije oznacene su sa dva znaka, + i -, ali se iz konteksta (t]-
prema objektima na koje se odnose) vidi o kojim operacijama je rec. Cesto
se i proizvod « - @ oznacava sa aa.

Elementi «, 8,... polja P su skalari, a a,b,c,... iz V su vektori. Vek-
tor aja; + --- + apa, je linearna kombinacija vektora ai,...,ay,, gde su
«; proizvoljni skalari. Vektori ai,...,a, su linearno nezavisni ako vazi:
a1a1 + -+ + aga, = 0 ako i samo ako je a; = -+ = «,, = 0, inate su
linearno zavisni (tj. ako je njihova linearna kombinacija jednaka nuli i za
neke skalare koji nisu svi nule). Skup B C V linearno nezavisnih vektora je
baza vektorskog prostora V', ako se svaki vektor iz V' moze predstaviti kao
linearna kombinacija vektora iz B. Ako je B konacan skup, V' je konacno di-
menzionalan. Sve baze kona¢no dimenzionalnog vektorskog prostora imaju
isti broj elemenata i taj broj je dimenzija vektorskog prostora.

Podskup Vi vektorskog prostora V nad poljem P je njegov potprostor
ako je i sam Vj vektorski prostor nad P u odnosu na restrikcije operacija +
i - naVjiP xVjredom.

Pokazuje se da je neprazni podskup Vi iz V' njegov potprostor ako je za
a,B8 € Pia,be V) ispunjeno aa+ Bb € V.

Ako je S neprazan skup i d je funkcija iz S x S u skup realnih brojeva
R tako da je za sve a, b, c € S ispunjeno:

D1: d(a, b) = 0;

Dy: d(a,b) = 0 ako i samo ako je a = b;

Ds: d(av b) = d(b7 CL);

Dy: d(a,b) < d(a,c) +d(c,b),
onda je uredeni par (S, d) metricki prostor, a d je razdaljinska funkcijau S,
ili rastojanje.

Neka je V neprazan skup i X familija uredenih parova iz V' (u kojoj moze
biti i jednakih parova). Tada je G = (V, X)) graf, elementi iz V' su njegovi
¢vorovi, a uredeni parovi iz X su grane. Grana (a,b) povezuje ¢vorove a i
b. Grana oblika (a,a) je petlja. Skup grana (ai,a2), (az,a3),..., (an—1,an)
je put koji povezuje ¢vorove a; i a,. Graf je povezan ako su svaka dva ¢vora
povezana nekim putem. Graf moze biti definisan i tako da su u X neuredeni
parovi ¢vorova. Takav graf je neorijentisan, inace je orijentisan. Geometrij-
ska reprezentacija grafa: ¢vorovi su tacke u ravni, grane su spojnice koje ih
povezuju, sa nekim dogovorom o orijentaciji (strelicom na pr.).



GLAVA 1
Mreze i Bulove algebre

1. Uredeni skup

1.1. Definicija i primeri. Neprazan skup P je ureden ako je na nje-
mu definisana refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija, dakle relacija
poretka. Ta relacija obelezava se obi¢no oznakom < (,manje ili jednako“),
cak i ako se ne radi o uobic¢ajenom poretku na nekom skupu brojeva. Uredeni
skup! oznacava se kao par (P, <).

PrRIMER 1.1. Navodimo neke poznate uredene skupove.
a) Skup N prirodnih brojeva ureduje se kao (N, <), gde je
m < n ako isamo ako m =n ili (Ip)(m+p=n),
i kao (N, |), pri éemu je | relacija deljivosti:
m | n ako i samo ako (Ip)(m-p=n).
b) Skup Z celih brojeva ureduje se kao (Z, <), tako da je
r <y, akoisamo ako x =y ili (Iz)(z e Niz+2z=y).

¢) Uredeni skupovi su i (Q,<) i (R, <), gde su Q i R redom skupovi
racionalnih i realnih brojeva, a poredak je uobicajeni poredak za brojeve.

d) Ako je A neprazan skup, a P(A) njegov partitivni skup (skup svih
podskupova iz A), onda je (P(A), C) skup ureden inkluzijom (podseé¢amo:
ako su X 1Y podskupovi iz A, onda je

X CY akoisamo ako (Va€ A)(ae X =acY)). O

Ako je x < y ili y < x, kaze se da su z i y uporedivi s obzirom na
relaciju <, inace su neuporedivi.

Poredak na P je linearan (totalan) ako su svaka dva elementa upore-
diva, tj. ako za sve z,y € P vazi z < y ili y < x. U tom slucaju za skup P
se kaze da je linearno ili totalno ureden ovom relacijom.

U primeru 1.1 svi poreci su linearni osim deljivosti (|) na N i skupovne
inkluzije (C) na partitivnom skupu.

Uz pomo¢ poretka se definise relacija < (,manje) na istom skupu:

x <y akoisamo ako jex <yixz#uy.

IKaze se i da je P parcijalno ureden relacijom <, ¢ime se istice da poredak ne mora
biti linearan (videti definiciju u nastavku).

11
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Ova relacija je antisimetri¢na i tranzitivna, ali nije refleksivna.

1.2. Relacija pokrivanja; dijagram. Na uredenom skupu definise se
relacija pokrivanja, u oznaci <, koja se izvodi iz poretka na sledeéi nacin.
Neka je (P, <) uredeni skup i x,y € P. Tada po definiciji

x<yakoisamoakojexr <yiizax <z<ysledi z=2zili z=y;
ili ekvivalentno
x <y ako i samo ako x < yi—(3z)(z < z < y).

Kaze se da je x pokriveno sa y, ili da = prethodi y.
Nije tesko uociti da od tri osnovna svojstva relacije poretka, relacija
pokrivanja ispunjava samo antisimetri¢nost (zadatak 1.3).

PrRIMER 1.2. a) U (N, <) je ispunjeno:
m < n ako i samo ako je n sledbenik broja m (n =m + 1).

b) Uredeni skup (Q, <) racionalnih brojeva nema parova koji su u relaciji
pokrivanja.
c) U (N, |) vazi:
m < n ako i samo ako je n = m - p, za neki prost broj p.
d) U uredenom skupu (P(A), C) svih podskupova skupa A vazi:
X <Y ako isamo ako je Y = X U{a}, zanekoa € A,a ¢ X. O

Konaéni uredeni skupovi mogu se jednostavno predstavljati crtezima,
posebnim dijagramima. Elementi skupa P crtaju se kao tacke u ravni.
One se povezuju linijama (duzima) u skladu sa relacijom pokrivanja ko-
ju odreduje dati poredak: ako je x < y, onda postoji linija od = ka y. Po
dogovoru o usmerenju, x je ispod y na crtezu. Dobijena slika zove se Hase
(Hasse) - dijagram ili samo dijagram?.

Poredak se sa dijagrama ,¢ita“ na prirodan nacin: a < b, ako je a
povezan sa b linijama ,,0d dole prema gore“ na crtezu.

Jasno je da se dijagramom predstavljaju pre svega konaé¢ni uredeni sku-
povi sa manjim brojem elemenata.

PRrRIMER 1.3. Naslici 1.1 predstavljeni su dijagrami nekih uredenih sku-
pova.

Dijagram b) odgovara skupu {1,2,3,9} u odnosu na deljivost. Vidi se
dajenapr. 1|9, jer je 1 povezan linijama sa 9, od dole prema gore; elementi
2 1 9 su neuporedivi, jer nema takve povezanosti itd.

Primer d) odgovara partitivnom skupu dvoclanog skupa {a, b} u odnosu
na skupovnu inkluziju, C.

2Preciznije re¢eno, Hase dijagram uredenog skupa P je usmereni graf, ¢iji su ¢vorovi
elementi skupa P, a granama su povezani elementi u relaciji pokrivanja, odredenom datim
poretkom.
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Za poredak pod a) dovoljno je analizirati dijagram: svaki od elemenata
a 1 d je u relaciji sa oba preostala, b i ¢, a svaki je u relaciji sa sobom.

bo c 9 :g o {a &
D< g I 3 o/ \o o {a}o/ \ o{b}
N2\ N
1 w
a) b) c) d)
Slika 1.1

I uslu¢aju c) poredak se lako rekonstruise iz dijagrama: x i z su u relaciji
sa y, a w je u relaciji sa v; u nije uporediv ni sa jednim elementom (sem
naravno sa samim sobom, §to vazi i za sve ostale elemente). O

Sledec¢a lema opravdava nacin na koji se iz dijagrama odreduje poredak.

LEMA 1.4. Za dva razli¢ita elementa a, b konacnog uredenog skupa (P, <)
vazi a < b ako i samo ako jea < b, ili jea < c¢; < --- < ¢, < b, za neke
cl,...,cp € P.

Dokaz. Neka su a i b razliciti i a < b. Ukoliko ne postoji tre¢i elemenat
¢, takav da je a < ¢ < b, onda je po definiciji relacije pokrivanja a < b.
Ako postoji elemenat izmedu njih, to znaci da postoje ci,...,c,, takvi da
jea<c <---<cp <bin je maksimalan broj elemenata sa tim svojstvom
(P je konac¢an skup). Tada je a < ¢; < --- < ¢, < b, jer u protivnom n ne
bi bio maksimalan broj uporedivih elemenata izmedu a i b. Obratno, ako je
a < b ili postoje ¢1,...,c, takvidajea <c¢; < -+ < ¢, < b, onda je a < b
po definiciji relacije pokrivanja i na osnovu tranzitivnosti relacije poretka. W

Dijagramom se mogu predstavljati i neki beskonaé¢ni uredeni skupovi,
kao u sledeé¢em primeru.

! ' 12 2% 4}18 . |

8\><7\fk(g10 25 |
4\1\/7

Slika 1.2

— N W

(N, <)

PRIMER 1.5. Na slici 1.2 su dijagrami dva poretka ( < i | ) na skupu N.
Dijagrami samo delimi¢no predstavljaju te skupove, ali se po potrebi mogu
dopunjavati. O
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1.3. Uredeni podskup. Neprazan podskup ) skupa P uredenog re-
lacijom < i sam je ureden: novi poredak <g definiSe se sa:

(Vz,y € Q)(x <@y +— x < y).

Nova relacija na @) je podskup poretka na P: <g je Q? N <. Posto se radi
o restrikciji poretka < na skup @, indeks @ se izostavlja. Kaze se i da je
poredak na @@ indukovan poretkom iz P.

PRIMER 1.6. a) Jedan beskonac¢ni uredeni podskup iz (N, |) je (N*, |),
pri ¢emu je N* skup kvadratno slobodnih prirodnih brojeva. Po definiciji,
broj n je kvadratno slobodan ako nije deljiv kvadratom nijednog prostog
broja. Dakle,

n € N* akoisamo akojen=1ilin=p;-p2- ... - pg,

gde su pq, ..., pr razliciti prosti brojevi.

b) Kolekcija Sub G podgrupa proizvoljne grupe G je u odnosu na inkluziju
uredeni podskup kolekcije svih podskupova te grupe.

c¢) Ako je A neprazni skup, onda je (P*(A),C) uredeni podskup parti-
tivnog skupa P(A), gde je P*(A) skup svih nepraznih podskupova iz A.

d) Skup Pp(A) konaénih podskupova skupa A, je uredeni podskup par-
titivnog skupa za A. Jasno, ako je A konacan skup, onda je Py(A) = P(A);
za beskonacéno A te kolekcije se razlikuju.

e) Skup &(A) svih relacija ekvivalencije na nepraznom skupu A je u
odnosu na inkluziju uredeni podskup skupa P(A?). O

Neki podskupovi datog uredenog skupa (P, <) imaju posebna imena.
Linearno uredeni podskup iz P je lanac.

Suprotno, podskup A iz P koji sadrzi samo neuporedive elemente zove
se anti-lanac:

A je anti-lanac ako i samo ako za sve razlicite x,y iz A vazix € yiy £ x.

Podskup I iz P je polu-ideal ako za sve x,y iz P vazi:
izzeliy<La,slediyel.

Sli¢no, podskup F' uredenog skupa P je njegov polu-filter ako za sve x,y
iz P vazi:
izzeFix<y,slediyeF.

PRIMER 1.7. a) Svi stepeni nekog prirodnog broja n (1,n,n2, n3,...)
obrazuju lanac u uredenom skupu (N, |).

U istom skupu, jedan anti-lanac ¢ine svi prosti brojevi, a drugi na pr.
brojevi izmedu 20 i 30.

Jedan polu-ideal u (N, |) sastoji se od svih delitelja broja 10; opstije,
polu-ideali su unije skupova delitelja nekih brojeva.

Najzad, jedan polu-filter u N obrazuju na primer svi brojevi deljivi ili sa
2 ili sa 3.
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b) Na slici 1.3 predstavljeni su dijagrami jednog istog uredenog skupa,
sa redom istaknutim po jednim lancem, anti-lancem, polu-idealom i polufil-
trom. 0

AR I

1.4. Funkcije izmedu uredenih skupova. Dualnost. Akosu (P, <)
i (Q, <) dva uredena skupa, onda je funkcija f : P — () izotona (saglasna
sa poretkom) ako za x,y € P

izx <y sledi f(z)< f(y).

Injektivna funkcija f iz P u @ je obostrano izotona, ako zadovoljava
uslov

<y« flz) < fy).

Bijektivna i obostrano izotona funkcija f : P — @ zove se izomorfizam
izmedu (P, <) i (Q, <).

Ako postoji (bar jedan) izomorfizam iz uredenog skupa P u uredeni skup
@, onda se kaze da su oni izomorfni i to se oznacava sa (P, <) & (Q, <).

Izomorfizam uredenog skupa P na taj isti skup je automorfizam.

Sliéno kao i za poredak, kaze se da je funkcija f : P — () saglasna sa
relacijom pokrivanja ako za x,y € P

izx <y sledi f(z)=< f(y).

LEMA 1.8. Bijekcija f izmedu dva konacna uredena skupa je izomorfizam
ako i samo ako su f i njegovo inverzno preslikavanje saglasni sa relacijom
pokrivanja.

Dokaz. Pretpostavimo da je f izomorfizam izmedu (P, <) i (Q, <). Neka
jeu Pz <vy. Tada je x < yiodatle f(z) < f(y) (ne moze biti f(z) = f(y),
jer je f injektivno preslikavanje). Ako postoji z € @ takvo da je f(x) <
z < f(y), onda je z = f(u), za neko u € @, jer je f ,na“. Po pretpostavci
i zato §to je f funkcija, x < u < y, §to je u suprotnosti sa x < y. Zato je
f(z) < f(y). Implikacija u suprotnom smeru dokazuje se na sli¢an naéin,
pa iz izomorfizma sledi

x <y ako isamo ako f(z) < f(y).

Obratno, pretpostavimo da vazi poslednja ekvivalencija, i neka je za
z,y € P, x < y. Tada postoje z1,...,2, € P, takvida je x < 21 < -+ <
zn < y. Po gornjoj pretpostavci je i f(x) < f(z1) < -+ < f(zn) < f(y), pa
odatle f(z) < f(y). Ako je za u,v € @, ispunjeno u < v, s obzirom da je
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,na“ postoje x iy iz P, takvi da je u = f(z),v = f(y). Sada se na isti
nacin kao gore pokazuje da je x < y. f je dakle izomorfizam. |

Za dva Hase-dijagrama, Dq i Do, kazemo da su izomorfni ako postoji
bijekcija f izmedu njihovih évorova koja je u oba smera saglasna sa relacijom
pokrivanja: postoji spojnica od ¢évora x ka ¢voru y u D; ako i samo ako
postoji spojnica od f(z) do f(y) u Da.

TVRPENJE 1.9. Konacni uredeni skupovi su izomorfni ako i samo ako
su izomorfni njihovi dijagrami.

Dokaz. Ako su poseti (P, <) i (Q, <) izomorfni, onda su im po prethod-
noj lemi dijagrami izomorfni, buduéi da je dijagram jednoznacno odreden
relacijom pokrivanja. Obratno, pretpostavimo da (P, <) i (Q,<) imaju
izomorfne dijagrame. Za svaki od tih poseta postoji bijekcija sa odgovara-
juéim dijagramom, koja ocuvava relaciju pokrivanja. Kako su dijagrami
izomorfni, sledi da postoji izomorfizam i izmedu poseta. |

Prema poslednjem tvrdenju svaki dijagram reprezentuje klasu medusob-
no izomorfnih uredenih skupova. Kazemo da su ti uredeni skupovi jednaki
do na izomorfizam.

PrIMER 1.10. Na slici 1.4 prikazani su dijagrami svih uredenih skupova
sa najvise cetiri elementa: 1 sa jednim elementom, 2 sa dva, 5 sa trii 16 sa
Cetiri elementa. O

o ] e A e eee 8/

L AV ALY O
1 &AW B e ]

Slika 1.4

Ako je (P, <) uredeni skup, onda je dualni poredak > na skupu P
definisan sa
x >y akoisamo ako y < x.
Dualni poredak je po definiciji inverzna relacija za poredak < i to je isto
refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija na P (videti zadatak 1.6).

PrRIMER 1.11. Poredak predstavljen jednim dijagramom sa slike 1.5 du-
alan je poretku koji je odreden drugim dijagramom. O

Za svako tvrdenje koje se odnosi na relaciju poretka i uredene skupove
postoji dualno tvrdenje. Ono se dobija zamenom u prvom tvrdenju svih
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pojavljivanja relacije < dualnom relacijom > i svih pojavljivanja relacije
> relacijom <.

Princip dualnosti za uredene skupove: Ako neko tvrdenje vazi za sve
uredene skupove, onda za sve uredene skupove vazi i dualno tvrdenje.

{a, b} {a} {}
N NS
{a} {b} {a, b}
(P, <) (P,2)
Slika 1.5

Tac¢nost Principa dualnosti je skoro oc¢igledna. Treba samo uociti da se
dokaz dualnog tvrdenja dobija iz dokaza pocetnog, prosto zamenom relacije
poretka njoj dualnom.

1.5. Specijalni elementi. Neka je (P, <) uredeni skup i b € P.
Kazemo da je b minimalan ako za sve z iz P vazi:
iz x <b sledixz=25.
Dualno, b je maksimalan ako za sve x iz P vazi:
iz b<x sledi b=z.
Elemenat b je najmanji u P, ako je ispunjeno:
(Vx e P)(b< x).
Dualno, b je najveéi u P, ako vazi:
(Vx € P)(z <D).
Ocigledno, b je minimalan ako i samo ako je ta¢na formula:
—(3x € P)(z < b),
odnosno b je maksimalan ako i samo ako je ispunjeno:
—(FzeP)b<x).

Najmanji elemenat je i minimalan, najve¢i maksimalan; obrat ne vazi.
Ako postoji, najmanji elemenat je jedinstven (zbog antisimetriénosti, jer bi
svaki od dva takva elementa bio u relaciji < sa onim drugim) i ¢esto se zove
nula uredenog skupa (tako se i oznacava, 0). Sli¢no, ako postoji najveéi
elemenat u uredenom skupu, on je jedinstven i zove se jedinica, u oznaci 1.

Za uredeni skup koji ima najmanji i najveéi elemenat kaze se da je
ogranicen.
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PRIMER 1.12. a) Uredeni skup prikazan dijagramom na slici 1.6 (i) ima
najmanji i tri maksimalna elementa, na dijagramu (ii) svaki elemenat je i
minimalan i maksimalan; uredeni skup (iii) ima tri minimalna i tri maksi-
malna elemenata, a (iv) je primer skupa sa beskona¢no mnogo minimalnih
i maksimalnih elemenata.

O

(i) (i) (ii) (iv)
Slika 1.6

b) U (N, <) najmanji elemenat je broj 1, a u (Z7,<) (negativni celi
brojevi) najveéi je —1. (N, |) ima najmanji elemenat, broj 1; najveéi nema.
Medutim, (Np, |) (gde je No = NU{0}) ima i najveéi elemenat, broj 0, ako
se definise da za svaki prirodan broj n, n | 0.

c¢) Neka je A neprazan skup. Tada

(P(A), C) ima najmanji (0) i najveéi (A) elemenat;

(P(A)*, C) (neprazni podskupovi, primer 1.6 c), str. 14) nema najmanji,
ali ima minimalne elemente - jednoc¢lane podskupove skupa A;

ako je A beskonacan, (Pp(A),C) (kona¢ni podskupovi, primer 1.6 d))
ima samo najmanji elemenat, prazan skup. O

TVvRDENJE 1.13. U konacnom uredenom skupu postoji bar jedan mini-
malan (maksimalan) elemenat.

Dokaz. Dokazujemo postojanje minimalnog elementa. Neka je x proizvo-
ljan elemenat konacnog uredenog skupa P. Ako je x minimalan, tvrdenje
vazi, u protivnom postoji 1 € P, takav da je 1 < z. Nastavak ovog
postupka vodi do minimalnog elementa, jer bi inace konac¢an skup P sadrzao
beskonacan podskup {z1,z2,... }.

Analogno se pokazuje da postoji maksimalan elemenat iznad x. |

Beskonacni uredeni skupovi ne moraju imati minimalne i maksimalne
elemente (takvih elemenata nema na pr. u (Z,<)). Uslove pod kojima ti
elementi postoje daje tzv. Zornova lema navedena dalje u ovom odeljku.

Ako uredeni skup P ima najmanji elemenat 0, onda je svaki elemenat
kojim je on pokriven (ako takav postoji) atom:

a je atom <— 0 < a.

Dualno, ako u P postoji najveéi elemenat 1, onda se analogno definise
koatom:
a je koatom +— a < 1.
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PRIMER 1.14. a) U (P(A),C) atomi su jedno¢lani skupovi, a koatomi
su skupovi A\ {z}, x € A.

b) U (N, <) jedini atom je broj 2, a u (N, | ) atomi su prosti brojevi.
c¢) Uredeni skup ([0, 1], <) (jedini¢ni interval realne prave) nema atoma,
iako ima najmanji elemenat. O

1.6. Infimum i supremum. Neka je () neprazni podskup uredenog
skupa P.

Donje ogranicenje (donja meda) podskupa @ je svaki elemenat z iz
P sa osobinom x < b, za sve b € Q).

Slicno, gornje ogranicenje (gornja meda) skupa @ je svaki y iz P sa
osobinom da je b < y, za sve b € Q.

PRIMER 1.15. a) Gornja ogranic¢enja za podskup {c,d} uredenog skupa
prikazanog dijagramom na slici 1.7, su f,g,h i ¢. Donjih ogranicenja taj
podskup nema.

O g

o/
N

e O O,

ao °b Slika 1.7

b) Gornje ogranicenje kolekcije podskupova u partitivnom skupu je svaki
skup koji sadrzi njihovu uniju, a donje ogranicenje svaki skup sadrzan u
njihovom preseku.

¢) U (N, |) gornja ograni¢enja postoje samo za konacne skupove prirod-
nih brojeva. Ako je M takav skup, onda je njegovo gornje ogranic¢enje svaki
zajednicki sadrzalac svih brojeva u skupu. Donja ograni¢enja postoje za sve
neprazne podskupove iz N, medu kojima je uvek broj 1. O

Sada formuliSemo uslove za postojanje maksimalnih elemenata u proiz-
voljnom uredenom skupu.

TVRDENJE 1.16. Ako u uredenom skupu (P, <) svaki lanac ima gornje
ogranicenje, onda u P postoji bar jedan maksimalni elemenat. |

Ovaj stav zove se Zornova Lema (M. Zorn, 1935) i on se uzima kao ak-
siom u teoriji skupova (postoje brojna ekvivalentna tvrdenja - najpoznatije
je Aksiom izbora (videti na pr. [13])).

Donja i gornja ograni¢enja nisu jednoznacno odredeni elementi, a moze
se desiti i da ih nema (primer 1.15). Za skupove tih ograni¢enja uvodimo
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posebne oznake. Ako je P uredeni skup i Q C P, onda definiSemo

QY = {a€P|a<b, zasvako be Q};
Q7 = {a€eP|b<a, zasvako b€ Q}.

Dakle, Q¢ je skup svih donjih, a Q9 svih gornjih ograniGenja za podskup Q
iz P. Primetimo da je Q% polu-ideal, a Q9 polu-filter u P.

Najvedi elemenat skupa Q? (ako postoji) zove se infimum podskupa Q,
u oznaci inf Q).

Dualno, najmanji elemenat skupa Q¢ (ako postoji) zove se supremum
podskupa @), u oznaci sup Q.

Infimum i supremum su dakle redom najveée donje i najmanje gornje
ogranic¢enje datog podskupa; to se moze formulisati kao Sto sledi.
Ako je p € P, onda je p = inf @ ako i samo ako vazi:
(i)zasveriz Qjep<x i
(77) ako postoji y u P tako da je za sve x iz @ ispunjeno y < x
onda je y < p.
Sliéno, ako je p € P, onda je p = sup @ ako i samo ako vazi:
(Yzasvex iz Qjex<p i
(17") ako postoji y u P tako da je za sve z iz ) ispunjeno = < y, onda
jep<y.
Za razliku od donjih i gornjih ogranic¢enja, infimum i supremum datog
skupa su, ako postoje, jedinstveni. Razlog je jedinstvenost najveéeg elemen-
ta u Q%, odnosno najmanjeg u Q9.

NS 1
! t / % v
X1,

¢ d q
NS NG
a b p
@ (ii) Slika 1.8

PRIMER 1.17. a) U uredenom skupu prikazanom na slici 1.8 (i) ispunjeno
je {b,c,d}? = {b}, pa je inf{b,c,d} = b. Kako je {b,c,d}s = {e, f,g,h}, a
taj skup nema najmanji elemenat, supremum skupa {b, ¢, d} ne postoji.

b) Skup {p, s} nema ni infimum ni supremum u uredenom skupu pred-
stavljenom na slici 1.8 (ii). Prvo zbog toga &to je {p,s}¢ prazan skup, a
drugo zato $to {p, s}Y nema najmanji elemenat (ima dva minimalna, u i v).

¢) Infimum svake kolekcije podskupova u partitivnom skupu je njihov
presek, a supremum njihova unija.
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d) Infimum konaéne kolekceije prirodnih brojeva u uredenom skupu (N, | )
je njihov najvedi zajednicki delilac, a supremum najmanji zajednicki sadrza-
lac.

e) U uredenom skupu pozitivnih racionalnih brojeva podskup

{z]2?>2}
nema infimum, dok ga u skupu pozitivnih realnih brojeva ima (v/2). O

Napomenimo da svaki jednoelementni podskup uredenog skupa ima in-
fimum i supremum: inf{a} = sup{a} = a.

O infimumu i supremum praznog skupa videti zadatke 1.9 1 1.10 u nas-
tavku.

1.7. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.1. Da Ii je deljivost na skupu Z celih brojeva relacija poret-
ka?
Resenge.
Relacija ,deli®, u oznaci | se definise sa
x | y ako postoji z € Z tako da je xz = y.

Ova relacija je refleksivna i tranzitivna, jer x |z za svakoz iz z |y iy |z
sledi da = | z. Medutim, ova relacija nije antisimetri¢na! Zaista, za suprotne
brojeve, na primer 5 i -5, ispunjeno je 5| =51 —5 | 5, a nije 5 = —5. Dakle,
relacija | na skupu Z nije relacija poretka. O

ZADATAK 1.2. Dokazati da je relacija < (manje) antisimetri¢na i tran-
zitivna, a da nije refleksivna.

Resenge.
Neka je < relacija poretka na skupu P. Relacija < definiSe se na P sa
r<yakojexr<yix#y.

Iz z < yiy < x po ovoj definiciji sledi x <y, y < z i x # y. Relacija < je
antisimetri¢na, pa je x = y, Sto daje protivreénost x = y i x # y. Dakle iz
xr <y iy < x sledi kontradikcija, pa je taj iskaz netacan. Zaklju¢ujemo da
je implikacija r < y Ay < z = = = y uvek tacan iskaz, i < je antisimetricna
relacija.

Da bismo dokazali tranzitivnost, pretpostavimo da je z < y i y < z.
Dakle, x < yiax #yiy<ziyF#z odakle z < z. Vaziix # z, jer bi iz
x = z sledilo z < y, §to je prema gornjim razmatranjima nemoguce. Zato je
T <z

Da relacija < nije refleksivna sledi direktno iz definicije. O

ZADATAK 1.3. Dokazati da relacija pokrivanja <, izvedena iz poretka
< na uredenom skupu P, ima sledece svojstvo:
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Za Sve T, Y1,Y2, -, Yn € P
akox <y <y2 <--- < yy onda (%)
xFyzai=1,2,....nix Ay, zai=23,...,n.
Resenge.
Prvi deo se dokazuje indukcijom po i. Dokazuje se da je x < y; za sve
i =1,...,n, odakle po definiciji relacije < sledi x # ;. Iz z < y; sledi, po
definiciji, z < y;. Pretpostavimo da je © < y;. 1z y; < yiy1 sledi y; < yiy1,
odakle je, prema tranzitivnosti relacije < (prethodni zadatak), z < y;i1.
Dakle x < y;, pajeix #y; zasvei=1,...,n.
Kako je x < y1 i y1 < y; (za i > 1), (8to sledi iz prethodno dokazanog
dela), nije = < y;. O

ZADATAK 1.4. Neka je na skupu P data binarna relacija koja ispunjava
svojstvo (x), navedeno u zadatku 1.3. Dokazati da se pomocu takve relacije
moze definisati poredak na P.

Resenge.

Neka je < binarna relacija na P za koju je ispunjeno:

akor <y1 <y2 <--- < yp, onda
r#yzai=1,2,....n i zAAy,zait=2,3,...,n.

Definisemo relaciju < na P sa:

x < y ako je x = y ili ako postoji n € N iniz y;,...,y, elemenata iz P
takvihdajex <y1 <y2 < <yp 1 yn =v.

Direktno iz definicije sledi da je relacija < refleksivna.

Pretpostavimo da je x < y i y < x. Pretpostavimo da nije x = y; tada
postoje nizovi y1,...,Yn 1 21,. .., Zm, takvi da je

T <Y< =Y, Yn =Y 1 Y<21 <22 < <2y 2 =T
Dakle, postojao bi niz
T<Y1 <Yy <" <Y<z <22<--=<7z,

§to je nemoguce prema uslovu (k). Sledi z = y irelacija < je antisimetri¢na.
Izz <yiy <z akojex = yili y = 2 tranzitivnost sledi. Ako jednakosti
ne vaze, postoje n,m € N, i elementi y1,...,yn 1 21,..., 2y takvi da je

Ty <Y2 <= Yny Yn =Y 1Yy <21 <22 < < 2Zm, Zm = 2.
Sledi da postoji niz
T<y <Y< =Y <21 <2 < < Zm,

gde je z,, = 2z, pa je x < z i relacija < je tranzitivna. O

ZADATAK 1.5. Dokazati da u uredenom skupu (P,<) iz © # y sledi
rLyiliy«Lx.

Resenje.
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Tvrdenje zadatka je ta¢no kontrapozicija antisimetri¢nosti relacije <:
Izx<yiy<axsledi z=y. O

ZADATAK 1.6. Inverzna relacija relacije poretka na skupu P je poredak
na istom skupu. Dokazati.

Resenge.

Inverzna relacija za relaciju poretka < na skupu P je relacija > defi-
nisana sa: x > y ako i samo ako y < z. Direktno iz definicije sledi da je
relacija > refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. O

a b

X

c d
Slika 1.9

ZADATAK 1.7. Po definiciji na str. 14, podskup F iz P je polu-filter ako
za sve x,y iz F vazi: izx € F iz <y, sledi y € F. Odrediti sve polu-filtre
uredenog skupa na slici 1.9.

Resenje.
Polu-filtri ovog uredenog skupa su 0, {a}, {b}, {a,b},{a,b,c}, {a,b,d},
{a,b,c,d}. O

ZADATAK 1.8. Bijektivna funkcija f : P — @ izmedu uredenih skupova
(P, <) i (Q,<) je obostrano izotona ako i samo ako je ispunjeno: za sve

T,y €Q
fHx) < fHy) ako i samo ako x < y.

Dokazati.

Resenje.

Prema definiciji, injektivna funkcija f iz P u @ je obostrano izotona,
ako zadovoljava uslov

a<b «— f(a) < f(b).

Posto je funkcija f ovde bijektivna, postoji inverzna funkcija f~! iz Q
u P koja je takode bijekcija i za sve a,b € P postoje jedinstveni elementi
r,y € Q, takvida je a = f~1(x) i b= f~!(y). Tada je

z=f(f"H2) = fla) i y=F(f"'(y) = f)

Tvrdenje zadatka je sada ocigledno. O

ZADATAK 1.9. Odrediti §¢ i 39 u proizvoljnom uredenom skupu.

Resenje.
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Prema definiciji skupa donjih ogranic¢enja,
§?:={a € P|a<b, zasvako bec (}.

Dakle,
z € (¢ ako i samo ako (Vb)(b€ = z < b).
Iz ¢injenice da je b € () netacan iskaz za svako b, sledi da je gornja implikaci-

ja tacna za svako z € P, tj. 0% = P. Na analogan naéin se utvrduje da je
09 = P. O

ZADATAK 1.10. Odrediti infimum i supremum praznog skupa u proiz-
voljnom uredenom skupu.

Resenge.

Prema prethodnom zadatku, skup donjih i gornjih ograni¢enja praznog
skupa je ceo skup P. Zato infimum praznog skupa postoji u P ako i samo
ako u P postoji najveéi elemenat, i taj infimum je jednak najvecem elemen-
tu. Analogno, supremum praznog skupa postoji ako i samo ako u P postoji
najmanji elemenat, i supremum je jednak najmanjem elementu. O

ZADATAK 1.11.  Ako je a elemenat uredenog skupa (P,<), onda je
skup
la:={xePlx<a}
glavni ideal generisan sa a. Dualno, skup

ta:={rePla<cz}

je glavni filter generisan sa a.

Dokazati da glavni ideal i glavni filter ispunjavaju redom definicije polu-
ideala, odnosno polu-filtra (str. 14).

Resenge.

Neka je la glavni ideal u (P, <) generisan sa a i © € la. Tada je z < a.
Ako je y < z, onda je y < a, pa je iy € la. Dakle, a je polu-ideal.

Analogno se dokazuje da je glavni filter jedan polu-filter. O

ZADATAK 1.12. Drvo je uredeni skup (P, <) sa najmanjim elementom,
kod koga su svi glavni ideali lanci.

Dokazati:

(a) U drvetu nijedan par neuporedivih elemenata nema supremum.

(b) U konac¢nom drvetu svaka dva elementa imaju infimum.

Resenje.

(a) Neka je (P, <) drvoix,y € P. Neka su x i y proizvoljni neuporedivi
elementi iz P. Ako bi postojao supremum s za njih, tada bi glavni ideal

generisan sa s sadrzao elemente x i y koji su neuporedivi, pa uredeni skup
P ne bi bio drvo.
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(b) Neka je skup P konacan. Ako su z i y uporedivi, tada je infimum
onaj od njih koji je manji. Ako nisu uporedivi, skup donjih ogranic¢enja
je neprazan, jer mu pripada bar najmanji element. Ako bi u skupu donjih
ogranicenja postojali neuporedivi elementi, to bi bilo u suprotnosti sa defini-
cijom drveta. Zaista, tada bi glavni ideal generisan svakim od elemenata x,
1y, sadrzao neuporedive elemente.

Dakle, skup donjih ogranicenja je lanac i buduéi da je konacan, ima naj-
vedi elemenat; to je trazeni infimum. O

ZADATAK 1.13. Ako su B i C podskupovi uredenog skupa A, onda je:
a) B C B% N B9,

b) Iz B C C sledi C9 C B9 i C% C B

c¢) B¢ = B4 j B9 = B999.

Dokazati.
Resengje.
Prema definicijama na str. 20,
B = {a€A|a<b, zasvako b€ B};
BY = {a€A|b<a, zasvako b€ B}.

Analogno se formulisu jednakosti za C? i C9. U skladu sa tim,
BY — (Bd)g7 BY4 — (Bg)d
i sliéno.

a) Neka x € B. Tada je x < y za sve y € BY. Sledi da = € BY9?. Takode
jeiy < xzasvey € BY pajex e BY. Dakle, x € BY N B%, §to je i
trebalo dokazati.

b) Neka je BC Cix e CY9. Dakle,zasvey € C,y < x. Iz B C C, sledi
dajey<xzizasvey € B, paix € BY. Druga inkluzija se pokazuje dualno.

¢) Iz dela pod a) sledi B € B%, pa je iz dela pod b), B%¥? C B

Kad se deo pod a) primeni na B¢, dobija se B¢ C B%? odakle sledi
trazena jednakost. Druga jednakost se pokazuje dualno. O

ZADATAK 1.14. Dokazati da u proizvoljnom uredenom skupu (pod
uslovom da naznaceni infimumi i supremumi postoje), za sve x,y,z € P,
vazi:

(a) sup{z,sup{y, z}} = sup{sup{z,y}, z}.

(b) inf{z,inf{y, z}} = inf{inf{z, y}, z}.

Resenje.

(a) Neka je sup{z,sup{y, z}} = a. Po definiciji supremuma je z < a i
sup{y,z} <a,pajeiy<aiz<a Otuda je a jedno gornje ogranicenje za
elemente z, y i z. Pokazujemo da je a supremum za skup {z,y, z}. Neka je
¢ gornje ogranicenje za taj skup. Iz x < ¢, y < ciz < ¢ sledi sup{y, z} < ¢
(po pretpostavci, ovaj supremum postoji), i dalje sup{x,sup{y,z}} < ¢,
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odnosno a < ¢. Dakle, supremum za skup {z,y,z} postoji i to je upravo
elemenat a, odnosno

sup{z, sup{y, z}} = sup{z, y, z}.
Na analogan nacin se pokazuje da je

sup{sup{z,y}, z} = sup{z,y, 2},
pa je trazena jednakost ispunjena.
Zadatak pod (b) se dokazuje analogno. O

2. Mreza

2.1. Mreza kao uredeni skup. Poseban znac¢aj medu uredenim sku-
povima imaju oni ¢iji svi konaéni podskupovi, ili jo§ viSe, svi podskupovi,
imaju infimum i supremum.

Mreza je uredeni skup (L, <) u kome za svaka dva elementa a i b postoji
inf{a, b} i sup{a, b}.

Oznaka L potice od engleske reci lattice 3.

TVRDENJE 1.18. Ako je (L,<) mreza, onda inf M i sup M postoje za
svaki neprazni konacni podskup M skupa L.

Dokaz. Indukcija po broju elemenata u M. Ako je M = {a}, onda je
inf M = sup M = a; ako M ima dva elementa, onda infimum i supremum
M postoje po pretpostavci. Neka je dalje je M = {a1,...,a,} i p = inf M.
Ako je b € L, onda, bududi da je L mreza, inf(M U {b}) = inf{p, b}, Sto se
neposredno proverava. Po indukciji, svaki kona¢ni podskup iz L tako ima
infimum. Dokaz da postoje i supremumi je analogan. |

Potpuna (kompletna) mreza je uredeni skup u kome svaki podskup
ima infimum i supremum.

Dakle, u mrezi svaki neprazni kona¢ni podskup ima infimum i supre-
mum, a u potpunoj mrezi infimum i supremum postoje za sve podskupove,
uklju¢ujuéi prazan skup i sam skup L. Infimum i supremum skupa L su
redom najmanji (0) i najveéi (1) elemenat; isto vazi za prazan skup, samo
obrnutim redom (zadatak 1.10). Mreza je ograni€ena, ako je ograni¢ena
kao uredeni skup, tj. ako poseduje najmanji elemenat, 0, i najveéi, 1. Otuda
je tacan stav koji sledi.

TVRDENJE 1.19. Svaka potpuna mreZa je ogranicena (tj. ima najmanji
i najveci elemenat). |

Prema tvrdenju 1.18 za kona¢ne mreze vazi sledeci stav.

30stali termini sa sliénim znacenjem, kao net, network, grid i sl. odnose se na druge
matematicke ili tehnicke objekte.
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PosLEDICA 1.20. Svaka konacna mreza je potpuna i ogranicena. |

PRIMER 1.21. a) Svi skupovi brojeva, od prirodnih do realnih, jesu mreze
u odnosu na uobicajeni poredak <, jer u tim uredenim skupovima

inf{a,b} = min{a, b}, a sup{a,b} = max{a,b},

pa infimum i supremum za dvoelementni skup uvek postoje (videti i zadatak
1.20).

Uopste, svaki lanac je iz istih razloga mreza.

U odnosu na potpunost, navedene mreze brojeva se razlikuju. Na primer,
skup R realnih brojeva u odnosu na uobi¢ajeni poredak nije potpuna mreza,
ali se lako kompletira dodavanjem najmanjeg, —oo, i najveceg elementa, oo,
s obzirom da se definiS§e —oo < = < oo za sve z iz R. Takvo upotpunjavanje
ne daje rezultat u slucaju skupa Q racionalnih brojeva, jer i dalje skup
{r € Q| 22 < 2} kao ni sli¢ni, analogno konstruisani skupovi, nema ni
infimum ni supremum, a ima gornja i donja ogranic¢enja.

b) Partitivni skup nepraznog skupa je potpuna mreza u odnosu na
inkluziju, jer je infimum svake kolekcije podskupova njen presek, a supre-
mum unija.

c¢) Uredeni skup (N, |) je mreza, jer je

inf{z,y} = nzd(z,y), a sup{z,y} = nzs(z,y).

Ta mreza nije potpuna (dovoljno je samo utvrditi da nije ogranicena).
d) Nijedno drvo (zad. 1.12) osim lanca nije mreza, jer ne postoje supre-

mumi. O
1 N N
EEE TR ECIN GO
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Slika 1.10

Mreze su uredeni skupovi, pa se na njih prenose sva svojstva koja su veé
navedena. Zato dijagram do na izomorfizam odreduje mrezu kao uredeni
skup. Na slici 1.10 predstavljeni su dijagrami svih mreza sa najvise 6 ele-
menata.
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U slede¢em stavu formulisan je osnovni uslov pod kojim je uredeni skup
mreza.

TEOREMA 1.22. Uredeni skup u kome svaki podskup ima infimum je
potpuna mreza.

Dokaz. Treba dokazati da postoji supremum proizvoljnog podskupa Q
iz L. Tvrdimo da je to infimum skupa svih gornjih ogranic¢enja za Q. Zaista,
Q)9 postoji i neprazan je: u njemu je bar najveéi elemenat mreze, kao infi-
mum praznog skupa (zadatak 1.10). Dalje, inf Q9 je po definiciji infimuma
najve¢e donje ogranicenje za Q9. Iz ¢injenice da je ) podskup skupa svih
donjih ogranicenja za @Y, sledi da je inf Q9 najmanji od svih elemenata koji
su gornja ogranic¢enja za (), odnosno inf Q9 je po definiciji sup Q. |

Analogno se dokazuje i dualno tvrdenje:

TEOREMA 1.23. Uredeni skup u kome svaki podskup ima supremum je
potpuna mreza. |

U uredenom skupu infimum i supremum su, ako postoje, jedinstveni. S
druge strane, mreza je uredeni skup u kome infimum i supremum postoje za
svaka dva elementa (tj. za svaki dvoélani podskup). Ovo je u stvari dokaz
sledeceg tvrdenja.

TEOREMA 1.24. U svakoj mrezi (L, <) mogu se definisati binarne ope-
racije A i V,* na sledeéi nacin:

x ANy:=inf{x,y} i zVy:=sup{z,y}. [ |

Na osnovu ovih definicija i tvrdenja, u nastavku koristimo oznaku x A
y za infimum, a x V y za supremum elemenata x i y (tj. odgovarajuceg
dvoclanog skupa). Analogno, ako je M podskup mreze L, uvodimo oznake

J\M:=infM i \/M :=supM.

S obzirom da skup M ne mora biti konac¢an, ove oznake u opStem slucaju
ne oznacavaju operacije na mrezi.

TEOREMA 1.25. Operacije A 1 V na proizvoljnoj mrezi (L,<) imaju
sledeca svojstva:

TANy=yAz (komutativnost)
rVy=yVzx

TA(Yynz)=(xAy) Nz (asocijativnost)
xV(yVvVz)=(xVy)Vz

e (zVy) = apsorpcija
xV(rAy)==x (apsorpcija)

4Izgovaraju se redom 3“1 ,,ili“, terminima pozajmljenim iz iskazne logike; u srpskom
jeziku ne postoje drugi (Sire prihvadeni) nazivi za te operacije.
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Dokaz. Komutativnost sledi neposredno iz definicije infimuma i supre-
muma skupa (redosled elemenata nije svojstvo skupa). Asocijativnost je
tacna, jer se obe strane svake jednakosti odnose na isti skup {x,y, z} (videti
zadatak 1.14). Za apsorpciju treba uociti da je z < x V y, pa je na osnovu
osobina infimuma i supremuma, x A (z V y) = z i sli¢cno za drugu jednakost
(za detaljan dokaz pogledati zadatak 1.18). |

Jasno je da se infimum i supremum jednoelementnog skupa poklapaju
sa tim jedinim elementom. Otuda i ta¢nost sledeceg tvrdenja.

TVRDENJE 1.26. U svakoj mrezi je ispunjeno:

rhT =1 (idempotentnost).
rVr=zx |

O vezi izmedu poretka ( <) i operacija (A i V) na mrezi govori sledeée
tvrdenje. Dokaz sledi iz samih definicija.

TVRDENJE 1.27. U mreZi je x < y ekvivalentno sa svakom od jednakosti
zANy=x 1 xVy=uy. |

U mrezi sa najmanjim elementom mogu postojati atomi, elementi koji
pokrivaju nulu (str. 18). Mreza je atomarna ako za svaki njen elemenat z
razli¢it od najmanjeg postoji atom a, takav da je a < x.

PRIMER 1.28. (i) Mreza (N, |) je atomarna, atomi su prosti brojevi.

(74) Partitivni skup je atomarna mreza u kojoj su atomi jednoc¢lani
skupovi.

(791) Svaka kona¢na mreza je atomarna. O

2.2. Mreza kao algebarska struktura. Uzimajuéi u obzir osobine
binarnih operacija definisanih u prethodnom odeljku, definise se mreza kao
algebarska struktura.

Neka je L neprazni skup, a A i V binarne operacije na njemu. Tada je
uredena trojka (L, A,V) mreza (kaze se i mreza kao algebarska struktura,
algebra), ako vaze sledeéi identiteti (aksiome):

TANYy=yNx

ztVy=yVvuox

zAyNz)=(xAy) Az
zV(yVz)=(xVy)Vz
xA(xVy)==x
xV(rAy)==x

Iz ove definicije odmah sledi: svaki uredeni skup (L, <) koji je mreza,
istovremeno je mreza i kao algebarska struktura (L, A, V). Zaista, binarne
operacije A1V suumrezi (L, <) redom infimum i supremum i gornje aksiome
jesu njihove osobine (teorema 1.25).

(zakoni komutativnosti);
(zakoni asocijativnosti);

(zakoni apsorpcije).
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U nastavku pokazujemo da je tacan i obratan stav: na mrezi (L, A, V)
moze se definisati poredak <, tako da je uredeni skup (L, <) mreza.
Prvo se za dokazuje stav analogan tvrdenju 1.26 za mreze kao uredene
skupove.
LEMA 1.29. Na mrezi (L, A\, V) ispunjeno je:
rTNT==x

(zakoni idempotentnosti).
rVxr=x

Dokaz. Na osnovu drugog zakona apsorpcije je
zA(xV(zAzx))=xAz,
gde je y zamenjeno sa x. Ako se pak u prvom zakonu apsorpcije umesto y
stavi z A z, onda je
zA(zV(zAz)) =2
Otuda, z Az = .

Drugi zakon idempotentnosti izvodi se analogno pomocu izraza = V (z A
(x V). [ |

LEMA 1.30. Ako je (L, A,V) mreza, onda je binarna relacija <, defini-
sana sa

(1) r <y akoisamo akoje x ANy ==,
relacija poretka na L.

Dokaz. Refleksivnost relacije < sledi iz zakona idempotentnosti tAx = x
(lema 1.29). Akojex <y tj. t Ay==z1iy <z, odnosno y A z =y, onda je
x = y zbog komutativnosti operacije A. Relacija < je dakle antisimetri¢na.
Najzad, neka je x <y tj. cAy=xiy < ztj]. y\z=y. Tada je

cANz=(xAyYNz=azAN(yYANz)=xzNy=uz,
pa je x < z, odnosno < je tranzitivna relacija. |
LEMA 1.31. U mrezi (L,A\,V) jex <y ako isamo ako je xVy=y.
Dokaz. Akojex < ytj. tAy==x,ondajexVy=(xAy)Vy=uy,

na osnovu drugog zakona apsorpcije. Obratno, ako je z V y = y, onda je na
osnovu prvog zakona apsorpcije t Ay =z A (xVy)=xtj. x < y. |

LEMA 1.32. U odnosu na poredak < definisan sa (1), svaki dvoclani
podskup {x,y} mreze (L, \,V) ima infimum i supremum, pri ¢emu je:

inf{z,y} =z Ay, sup{z,y}=2zVy.
Dokaz. Elemenat x A y je donje ogranicenje za skup {x,y}, jer je
(xAyY)ANe=wyAx)Nx=yA(zAx)=yAz,

dakle z Ay < z isliéno, Ay < y. Taj elemenat je najvece donje ogranicenje
za x 1y. Zaista, ako jeiz <z, 2 <y, tj. zAx =2z Ay =z, onda je

zAN(xANy)=(Ax)Ny=2A Ay =z,
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Sto znadi da je z < x A y. Dakle, z A y je infimum skupa {x,y}.
Dokaz da je x Vy supremum skupa {z,y} izvodi se analogno, na osnovu
leme 1.31. |

TEOREMA 1.33. (a) Svaka mreza (L,A,V) je istovremeno i mreza kao
uredeni skup (L, <) u odnosu na poredak definisan sa (1).

b) Svaka mreza (L, <) jeste mreza i kao algebarska struktura (L, A, V),
gde su operacije N\ iV redom infimum i supremum.

Dokaz. (a) Na osnovu lema 1.30 i 1.32.
(b) Na osnovu teoreme 1.25. [ |

Tako je ustanovljena ekvivalentnost pojmova mreze kao uredenog skupa
i mreze kao algebre. U nastavku teksta oznaka L odnosi se na mrezu kao
algebru sa dve binarne operacije, koja je u odnosu na poredak (1) mreza kao
uredeni skup.

PRrRIMER 1.34. Skupovi brojeva kao mreze sa dve binarne operacije su
(N, min, max), (N, nzd, nzs), (R, min, max) i sli¢no.

Operacije (infimum i supremum) koje se na partitivnom skupu P(A)
proizvoljnog skupa A izvode iz poretka C su redom presek i unija. Odgo-
varajuca mreza je (P(A),N,U). O

Navodimo elementarna svojstva infimuma i supremuma koja se mogu
izvesti bilo iz definicija infimuma i supremuma, bilo iz definicije poretka na
mrezi. Neka od tih svojstava su veé¢ upotrebljena u gornjim dokazima (videti
i zadatke 1.21 i 1.22 na str. 40).

TVRDENJE 1.35. Neka je (L,A,V) mreza i a,b,c,d € L. Tada
(i)anb<a<aVb;

(i) ako jea < bia < c, onda jea < bAc;

(7i1) ako jea < bic<b,ondajeiaVc<b;

(iv) ako jea < cib<d,ondajeaNb<cANdiaVb<cVd. [ |

2.3. Termi. Identiteti. Princip dualnosti. Ovde definisemo pravil-
no konstruisane izraze, tzv. mrezne terme (u nastavku: terme), kojima se
opisuju svojstva mreza:

- promenljive z,y, z,...,x1,x2,x3,... Su termi;

- ako su A i B termi, onda su (AA B) i (AV B) isto termi,

- termi su samo oni izrazi koji se obrazuju kona¢nim brojem primena
prethodna dva pravila (uz dogovor o brisanju spoljnih zagrada).

Sa t(x1,...,2,) oznacava se tzv. n-arni term, u kome ucestvuju neke
od promenljivih x4, ..., z,.

PRIMER 1.36. Termi su na primer

xVy, (xAy)Vez, ((@Ay)Az)Vu) Vo
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i slitno. Navedeni termi su redom: binaran, ternaran i 4-aran (kaze se i:
term ¢ija je arnost Cetiri). O

S obzirom na asocijativnost (uz odgovarajuéi dogovor o brisanju zagra-
da), termima smatramo i izraze

TiANTog A+ ATy, odnosno x1 Vo V-V x,.

Svaki n-arni term odreduje n-arnu funkciju (tzv. term funkciju) na da-
toj mrezi. Ona se dobija prostom interpretacijom promenljivih elementima
mreze, a oznaka A i V odgovarajuéim operacijama. Zato, ako je t(z1,...,Zy)
n-arni term i ay, .. ., a, elementi proizvoljne mreze L, onda je i t(ay,...,ay,)
elemenat iz L koji je vrednost term funkcije za te konkretne elemente.

Mrezni identitet (u nastavku: identitet) je formula s = ¢, gde su s i
t termi. Identitet je zadovoljen na mrezi L, ako su jednake funkcije koje na
toj mrezi odreduju termi s i ¢.

PrRIMER 1.37. Aksiome su identiteti koji po definiciji vaze na svakoj
mrezi.

Idempotentnost obeju operacija se takode opisuje identitetima (xAx = z
iz Vx=x) koji vaze na svakoj mrezi.

Identitet x A y = x vazi samo na jednoelementnoj mrezi. O

Formula oblika s < ¢, gde su s i t termi, ekvivalentna je sa identitetom
s At = s, usmislu da jedna od tih formula vazi ako i samo ako vazi druga.
Zato se i zakoni koje opisuje nejednakost uvek mogu interpretirati pomocu
identiteta.

TVRDENJE 1.38. U svakoj mrezi vaze sledece nejednakosti:
a)zV(yANz) < (zVy A(zVz2)
b) (xANy)V(zAhz)<xzA(yV=z)
) (xANy)V(zAz) < ((x Ay)Vz)Az. (modularna nejednakost).

(distributivne nejednakosti);

Dokaz. a) Na osnovu tvrdenja 1.35 (i) jex < xVy, z < x V z, pa je na
osnovu (it) iz istog tvrdenja

< (zVy) A(zV2).
Slicno, yAz<y<zVyiyAz<zVz paje
yANz< (xVy) A(zV=2).
Prema tvrdenju 1.35 (4i7) sledi
xV(yAz)<(xVy A(zVz).

Formalno istim postupkom dokazuju se i nejednakosti pod b) i c). |

U nastavku razmatramo identitete:
zV(yNnz)=(xVy A(zV2) (dy)
cA(yVz)=(xAy)V(zAz). (d2)
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TVRDENJE 1.39. Identiteti (d1) i (d2) su ekvivalentni, tj. ako u mrezi L
vazi jedan od njih, onda vazi i drugi.

Dokaz. Ako u mrezi L vazi (d1), onda vazi i (dg), s obzirom da je
@Ay)V(znz) = (@Ay)Va)A((zAy)Vz)
(xVz)AN(yVz)A(xVz)A(yVz)
A (yVz),

na osnovu odgovarajucih zakona apsorpcije, idempotentnosti i komutativnos-
ti. Slicno se dokazuje da iz (dz) sledi (d1). [ |

Identiteti (d;) i (d2) zovu se zakoni distributivnosti i oni ne vaze na
svakoj mrezi.

Ako se jednakost (d;) dopuni uslovom z < z, dakle sa x A z = z, dobija
se tzv. modularni zakon:

ako jex < z,ondajexV(yAz)=(rxVy) Az (m)

TVRDENJE 1.40. Modularni zakon (m) ekvivalentan je sa svakim od
sledecih identiteta:

(xA2)V(yAz)=((xAz)Vy)Az; (mq)
2V (yA(zVz)=(xVz)A(yVz2). (ma)

Dokaz. Ako na nekoj mrezi vazi (m), onda vazi i (my), jer je z A z < z.
Obratno, ako vazi uslov (m;) i pretpostavi se da je z < z, tj. * Az = z,
onda se (my) svodi na jednakost = V (y A z) = (z V y) A z, pa vazi i uslov
(m).

Na slican nac¢in dokazuje se ekvivalentnost uslova (m) i (mg). [ |

Princip dualnosti formulisan je za poredak i njemu inverznu relaciju (str.
16). Ovde formulisemo analogno svojstvo za mreze kao algebarske strukture.

Za dati term ¢, dualan term t; dobija se tako Sto se sva pojavljivanja
operacije A zamene operacijom V i obratno. Za dati identitet s = ¢, dualni
identitet je formula s; = 4.

PRIMER 1.41.

term dualni term
xVx T A\x
xA(yVz) xV (yAz)

(@Vy)AN(zV(uAz)| (zAy)V(zA(uV))

identitet dualni identitet
xVr=xA(yVe) zrANx=zV(yAz)
zVyNz)=(@Vy AxVz)|zA(yVz)=(xAy) V(zAz)
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Sledi primer identiteta koji je samodualan:

(xAY)VYyAz)V(zAz)=(xVy AN(yVz)A(zVz).

Po definiciji, to je identitet koji se poklapa sa njemu dualnim identitetom.
a

Princip dualnosti za mreze: Dualan identitet tacnog identiteta je
tacan.

Ispravnost ovog principa sledi iz ¢injenice da su aksiome (komutativnost,
asocijativnost i apsorpcija) identiteti, dati kao dualni parovi. Dokaz proiz-
voljnog identiteta prevodi se u dokaz dualnog prostom zamenom aksioma
koje u dokazu uéestvuju odgovarajuéim dualnim aksiomama Zato nije
Dovoljno je, na primer, dokazati samo jedan zakon idempotentnosti (lema
1.29); drugi je tada tacan na osnovu ovog principa.

2.4. Podmreza. Mreza (L1, A, V) je podmreza mreze (L, A, V), ako
je L1 C L, a operacije na L; su restrikcije operacija iz L.

PRIMER 1.42. a) Skup D(n) svih delitelja proizvoljnog prirodnog broja
n je podmreza mreze (N, nzd, nzs), u odnosu na iste operacije (nzd i nzs).

b) Mreza normalnih podgrupa Suby G proizvoljne grupe G je podmreza
mreze Sub G svih podgrupa te grupe. Operacije infimum i supremum u
mrezi podgrupa su redom skupovni presek i tzv. zatvorenje unije (za dve
podgrupe to je najmanja podgrupa koja sadrzi njihovu uniju), a normalnost
podgrupa ostaje ocuvana kada se primenjuju te operacije.

c¢) Naslici 1.11 predstavljena je jedna kona¢na mreza sa sedam elemenata
i neke njene podmreze. O

AN
GIEI?I R VAR

Slika 1.11

o

Poredak se na podmrezi poklapa sa poretkom na samoj mrezi: ako su z
iy iz podmreze L1, onda je z < y u L1 ako i samo ako je x < y u L. To sledi
iz zatvorenosti podmreze za operacije. Obratno ne vazi; uredeni podskup iz
L moze i sam biti mreza u odnosu na postojeé¢i poredak, ali ne mora biti
podmreza mreze L. Zato se pojam podmreze definiSe isklju¢ivo za mrezu
kao algebru (L, A, V), a ne za uredeni skup (L, <).
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PRIMER 1.43. U primeru 1.42 ¢) (slika 1.11), ako je L1 = {0,a,d, e, 1},
onda (L1, <) jeste mreza u odnosu na poredak nasleden iz L, ali nije pod-
mreza mreze L: u L je d Ne = b, a u mrezi L1 je po definiciji infimuma
dNe=0. O

Za uredene skupove definisani su pojmovi polu-ideala i polu-filtra (strana
14). Na mrezi je pored tih, moguée posmatrati i uredene podskupove defi-
nisane u nastavku.

Ideal u mrezi L je njen neprazni podskup I koji ispunjava uslove:
(i)iza,be IslediaVbe I,
(ii)izaelic<asledicel.
Glavni ideal u mrezi L, generisan elementom a € L definiSe isto kao
analogni pojam kod uredenog skupa (str. 24):

la={zxeL|z<a}.

Filter u mrezi L je njen neprazni podskup F' koji ispunjava uslove:
(i) iz a,b € F sledi a A b € F}
(i")izae Fia<csledice F.

Glavni filter u mrezi L, generisan elementom a € L, definiSe se na

sledeéi nacin:
ta={r e L|a<z}.

Ideal (filter) u mrezi L je pravi, ako se ne poklapa sa L.

Nije tesko pokazati da glavni ideal ispunjava uslove (i) i (ii), tj. da je to
isto ideal. Analogno, glavni filter je istovremeno i filter prema uslovima (i’)
i (i)

Ideali i filtri u mrezi su njene podmreze. To se lako zakljuCuje iz samih
definicija.

PRIMER 1.44. a) Skup D(n) svih delitelja prirodnog broja n je glavni
ideal u mrezi (N, nzd, nzs), generisan sa n, a skup S(n) svih sadrzalaca broja
n je glavni filter u toj mrezi.

b) Skup svih kona¢nih podskupova beskonacnog skupa A je ideal u mrezi
(P(A),N,U). Skup svih dokonaé&nih podskupova (tj. onih ¢iji je komple-
ment konacan) je filter u toj mrezi. O

2.5. Homomorfizam i izomorfizam. Homomorfizam iz mreze (L,
A, V) umrezu (M, A, V) je funkcija f iz L u M koja je saglasna sa operaci-
jama A iV: ako su x iy iz L, onda je
(2) fany)=Ff@)Afly) 1 flavy) =fz)V ).
Ako je homomorfizam f bijekcija, on se zove izomorfizam. Ako umesto
onih pod (2), vaze jednakosti

(3) flany)=f@)Vvfly) i fl@Vvy) =[flz)Afy),
onda se odgovarajuéi pojmovi definisu kao dualni homomorfizam i dualni
izomorfizam.
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TEOREMA 1.45. Mreze (L, A\,V) i (M, A, V) su izomorfne ako i samo ako
su izomorfni odgovarajuéi uredeni skupovi (L,<) i (M, <).

Dokaz. Po definiciji na str. 15, izomorfizam iz (L, <) u (M, <) je bijekcija
f iz L u M koja zadovoljava uslov: za sve z,y iz L,

(4) x <y akoisamo ako f(z) < f(y).

Neka je bijekcija f : L — M izomorfizam izmedu (L, A,V) i (M, A, V).
Tada je f izotona funkcija. Zaista, za xz,y iz L i x < y je x = x Ay, odnosno

fx)=flzny) = flx) A fy),
tj. f(z) < fy).

Sa druge strane, ako je f(z) < f(y), onda je, s obzirom da je f izomor-
fizam, f(z Ay) = f(x) A f(y) = f(x), pa kako je f injekcija, sledi da je
x Ay =z. Otuda, z < y, tj. vazi uslov (4).

Obratno, neka je f izomorfizam iz (L, <) u (M, <) (tj. neka je f bijekcija
koja zadovoljava uslov (4)). Tada je za z,y iz L ispunjeno z Ay < x i
z ANy <y, odakle f(z Ay) < f(z) i f(xAy) < f(y). Zato je

() flxAy) < flz) A fy)
)

Sa druge strane, iz f(z) A f(y) < f(x) 1 f(z) A f(y) < f(y) je prema (4)
(videti i zad. 1.8)

FHf@ A fy) < fHf@) =2 i
FH@ A W) < W) = v

Otuda f~1(f(z) A f(y)) < = Ay, pa ponovo prema (4)
(6) f@) N fly) < fleny).

Na osnovu (5) i (6), bijekcija f je saglasna sa operacijom A.

NN

Analogno se dokazuje saglasnost sa drugom operacijom (V), pa je f
izomorfizam. |

PRIMER 1.46. Skup N* kvadratno slobodnih prirodnih brojeva (primer
1.6 a), str. 14) je mreza u odnosu na operacije nzd i nzs (podmreza mreze
svih prirodnih brojeva u odnosu na iste operacije). Ta mreza izomorfna je sa
mrezom (Py(N),N,U) svih konaénih podskupova iz N. Zaista, po definiciji
svaki broj m iz N* ima reprezentaciju m = p;, - --- - p;, pomocu razlicitih
prostih brojeva, ili je to broj 1. Ako se prosti brojevi urede po veli¢ini:
p1 = 2, po = 3, p3 = 5 itd., onda je trazeni izomorfizam preslikavanje
[ N* = Py(N), takvo da je f(pi, - --- - pi,) = {i1,...,9} 1 specijalno,
f(1) = ). Treba samo uo¢iti da je f saglasno sa poretkom |, a f~! sa C, pa
izomorfizam vazi na osnovu poslednje teoreme i zadatka 1.8. a
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2.6. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.15. Uredeni skup sa najveéim elementom u kome svaki
neprazni podskup ima infimum je potpuna mreza. Dokazati.

Resenge.

Dokaz direktno sledi iz Teoreme 1.22 na strani 28. Zaista, prema za-
datku 1.10 (strana 24) infimum praznog skupa je najveéi element u uredenom
skupu, tako da svaki podskup ima infimum i spomenuta teorema moze da
se primeni. O

ZADATAK 1.16. Uredeni skup sa najveéim elementom u kome svaki
konacan podskup ima infimum nije mreza u opstem slucaju. Obrazloziti
(analizirati uredeni skup na slici 1.12).

Resenje.

Svaki konac¢ni podskup uredenog skupa na slici 1.12 ima infimum. Zaista,
ako taj podskup sadrzi najmanji elemenat ili b i ¢ zajedno, onda je najmanji
elemenat infimum. Ako ne sadrzi najmanji, ali sadrzi samo b ili samo c, taj
elemenat (b ili ¢) je infimum. Ako podskup ne sadrzi ni najmanji elemenat
ni b ni ¢, infimum je elemenat ag, gde je k najveéi od svih indeksa i za a;
koji pripadaju tom podskupu.

Ipak, uredeni skup (P, <) sa slike nije mreza, zato $to njegov podskup
{b, ¢} nema supremum. Skup gornjih ogranicenja je {ai,...,an,...}, a taj
skup nema najmanji element u P. O

ay
az
as
.
-
9 an
(-
/N

/N
/ \
b o o C
P, < Slika 1.12
(P, <) \O/ ika

ZADATAK 1.17. Date su dve mreze (L1,<1) i (L2,<2). Na direktnom
proizvodu skupova Ly i Lo, u oznaci L1 X Lo, definiSe se relacija < na sledeéi
nacin:

(z1,72) < (y1,92) ako je x1 <1 y1 129 <2 Y2
Dokazati da je (Ly x Lg,<) mreza. Dobijena mreza se zove direktan
proizvod mreza L1 i Lo.

Resenge.

Treba pokazati da je < relacija poretka takva da za svaki dvoelementni
podskup iz L1 X Lo postoje infimum i supremum.
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Ako suxy € L1129 € Lo, tada iz 21 <1 21 1 29 <2 x9 sledi (z1,z2) <
(z1,22), pa je < refleksivna relacija.

Iz (v1,22) < (y1,92) 1 (y1,92) < (w1,22), sledi, po definiciji z1 <1 w1,
y1 <1 11, kao i wo <o Yo, Yo <2 T2, odakle, x1 = y1, x2 = y2, pa je
(z1,22) = (y1,y2); relacija je antisimetri¢na.

Tranzitivnost se pokazuje na slican nacin, imajuéi u vidu tranzitivnost
relacija <1 i1 <o.

Supremum za elemente (x1,x2) i (y1,y2) je (sup{x1,y1},sup{z2,y2}), a
infimum je (inf{z1, y1}, inf{z2,y2}), sto sledi direktno iz definicije. 0

ZADATAK 1.18. Dokazati da u svakoj mrezi (L, <) vaze identiteti:
rA(yVae)==x .
apsorpcija).
xV(yANz) == ( ja)
Resenje.
Neka je A(yVe) = u. u = inf{x,sup{y,z}}, pajeu < ziu < sup{y,z},
i za proizvoljno s, ako je s < x 1 s < sup{y,z}, vazi da je s < u. Posto je
x<zxix <sup{y,z}slediz <u Izu<xizr < usledi dajez = u,
odnosno z A (y V x) = .
Drugi deo se dokazuje dualno. O

ZADATAK 1.19. Koji parcijalno uredeni skupovi, predstavljeni dija-
gramima na slikama 1.13 i 1.14, jesu mreze?

AN 4
I <] N /I I\

N I I

a) b) ¢) d)

<N
\

S NG LN 1]
NN .,

o [©] ¢

e) o 9) h)
Slika 1.13
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% B B ¢ v

% AN N

i) 7) k)
Slika 1.14

Resenje.

Mreze su na dijagramima a), d), e), h) i k). Neposredno se proverava da
u svakom od tih uredenih skupova postoje infimumi i supremumi dvoclanih
podskupova.

Uredeni skupovi na dijagramima c), f), ¢g) i j) nisu mreze jer imaju vise
maksimalnih elemenata. Dva maksimalna elementa nikada nemaju supre-
mum, jer nemaju ni jedno zajedni¢ko gornje ogranicenje.

Uredeni skupovi na dijagramima b) i 4) nisu mreze iako svaki skup ima
gornja ogranicenja, jer ne postoji u svim slucajevima najmanje. Tako u
primeru i), elementi 1, a i b su gornja ogranic¢enja za u i v, ali ne postoji
supremum. O

ZADATAK 1.20. Pokazati da su sledeci parcijalno uredeni skupovi mreze:

a) (N,<), gde je N skup prirodnih brojeva, a relacija < uobicajeni
poredak:

a<b akoisamoako a=10b ili (3c)(a+ c=b);
b) (R, <), R je skup realnih brojeva, a < uobic¢ajeni poredak:
a <b akoisamo ako je b—a nenegativan broj;

¢) (C, <), gde je C skup kompleksnih brojeva, a relacija < definisana na

sledeci nacin : za z1 = a1 + b1i, zo = as + bei iz C:
z1 < zo akoisamo ako a1 <ao 1 by < by

Odrediti odgovarajuée mreze u algebarskom smislu.

Resenje.

a) Relacija < je poredak, pa treba pokazati postojanje infimuma i supre-
muma. To su, redom, minimum i maksimum, prema primeru 1.21 a) (str.
27). S obzirom da u (N, <) vazi tacno jedno od sledeéa tri svojstva:

a<b a=0b, a>=b,
inf{a,b} uvek postoji i to je upravo min{a,b}. Zaista, ako je na primer
a < b, onda je min{a,b} = a. Ocigledno je tada a < a i a < b (tj. infimum
je donje ogranicenje za ta dva broja). Ako je jos ¢ < aic¢ < b, onda je
ispunjeno
¢ <aAb=min{a,b} =a
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(tj. infimum je najveée donje ogranic¢enje za a i b).
Sli¢no je i za supremum, odnosno maksimum. Dakle, odgovarajuce ope-
racije su
a Ab=min{a,b} i aV b= max{a,b}.
b) Kao pod a).
c) z1 A zog = min{ay, a2} + ¢ min{by, b2 };
21V z9 = max{ay, az} + i max{by, ba}. O

ZADATAK 1.21. Dokazati da je u mrezi (L,\,V) za sve x,y,z,t iz L
ispunjeno:

iz x<z 1 y<t sledi xANy<zAt i zVy<zVLi.

Resenge.

x < z ekvivalentno jesa z Az =z, ay < tsayAt =y, odakle sledi
cANzAyANt=x Ay, odnosno x Ay < zAt.

Drugi deo dokazuje se analogno. O

ZADATAK 1.22. Dokazati da u mrezi (L,\,V) za sve y,T1,Z2,...,Ty
vazi:

() zy<zx,y<axo,...,y<zpslediy <z Azg A Axy,.

(ii) z 21 < y,22 <y, ..., xp <y sledizy Vas V-V, <y.

Resenge.

(i) Dokazuje se indukcijom po n.

Za n = 1 tvrdenje ocigledno vazi.

Pretpostavimo da

iz y<z1,y<x2,...,y <) sledi y<xy Az A Az
Za n =k + 1: po induktivnoj pretpostavci
iz y<z1,y<w2,..., Yy <xp,Y < Ty, sledi y <z Az A--- Ay,
odnosno

YANTZTI A2 AN AN =9y 1 YyANZpy1 =9,
odakle je
YNTINT2 N N NYNTpp1 =Y A Y.
Odatle se, koriséenjem komutativnih i idempotentnih zakona, dobija tvrdenje
zadatka.
Moze se uociti da resenje sledi i direktno iz ¢injenice da je x1 A--- Az,

infimum za elemente x1,...,r,. Posto je y donje ogranic¢enje za elemente
X1,...,&yn, vazi da je y manje od infimuma (najveéeg donjeg ogranicenja).
(ii) Analogno. O

ZADATAK 1.23. Pokazati da sledeci zakoni vaze na svakoj mrezi:
(i) zxANy=azVysledi x =vy;
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(i) zeAyANz=xzVyVzslediz=y=-=z.

Resenje.

() IzzAhny<z<zVyizAy=zVy,sledizAy=2zVy==z Slicno
se dobija x Ay =z Vy =y, odakle je x = y.

Deo (ii) se slicno dokazuje. O

ZADATAK 1.24. Pokazati da u svakoj mrezi vazi:

(i) (xvy)Az)Vae < (zVy) A(zV ).

(ii) zx < zsledizxV(yNz) < (xVy) Az

Resenge.

() Iz(xVvy ANz<zVyizr<zVyizadatka 1.22 (ii), sledi
((xVy)ANz)Vae <z Vy.

Dalje, iz ((z Vy) A z) < z, sledi
(xVy)Az)Ve<zVe.

Najzad se pomocu zadatka 1.22 (i) dobija

(xVvy)Az)Ve<(xVy) A (zVx).

(ii) Izx <z Vyiz < zizadatka 1.22 (i) sledi < (z V y) A z. Dalje,
izyNz<y<azVyiyAz<zizadatka 1.22 (i) slediyAz < (zVy) A z.
Najzad, na osnovu zadatka 1.22 (ii) dobija se resenje. O

U ovom zadatku i dalje, komutativnost, asocijativnost i ostale osnovne
osobine operacija A i V ¢esto podrazumevamo, ne navodimo ih eksplicitno
u dokazu.

ZADATAK 1.25. Pokazati da sledeci zakoni vaze u svakoj mreZi:

() @AYV ([AY) < (@Va) Ay Vo);

(i) (zAy)V(yAz)V(zAz)<(xVy) A(yVz)A(zVa);

(iii) ((zAy)V(zA2)A(zAY)V(yAz)=zAy.

Resenge.

(i) zzAy<z<zVy, yAz<y<zazVyizAz<z<aVy,sledi
na osnovu nejednakosti (i) u zadatku 1.22:

(xAy)V(yAz)V(zAz)<xVy.

Na slican nacin pokaze se i

(xAyY)V(yANz)V(zAz) < yVz
(xAyY)V(yAz)V(zAz) < zVa,

a iz tri poslednje nejednakosti, na osnovu nejednakosti (i) iz zadatka 1.22,
sledi trazena nejednakost.
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(i) zzAy< (zAy)V(zAz)izAy < (xAy)V(yA z), uz primenu
zadatka 1.22 (i), dobija se
(7) zAy<((@Ay)V(@Az)A(@Ay) V(YA 2).

V
IzzANy<zizAz<z, sledi (xAy)V (xAz) <z Naslican nacin je i
(zAy)V(yAz) <y, paje

(8) (@AY V(@A) A((zAY)V(YA2) ST AY.

Iz nejednakosti (7) i (8) sledi trazena jednakost.
Dokaz dela (i) je dualan dokazu za (ii). O

ZADATAK 1.26. Dokazati da u mrezi (L,N\,V) za sve a,b,c iz L vazi
nejednakost:

(aNbA(cVA)V(end) <cV(bA(aVd))V(aAd).
Resenge.
Iza<aVdslediaAb< (aVd)Ab, paje
aNbA(eVd)<aNnb< (aVd)Ab.
1z prethodnog i iz ¢ A d < ¢ sledi
(anNbA(cVA)V(eAd) < (DA (aVd)) Ve,
pa je
(aANbA(eVd)V(end) < (bA(aVd) VeV (aNd),

Sto je i trebalo pokazati. O

f
A\
Ny

\
Slikaa1.15

ZADATAK 1.27. Odrediti sve podmreze sa Cetiri i pet elemenata mreze
prikazane na slici 1.15.

Resenge.

Podmreze su:

- ¢etvoroelementni lanci, odredeni skupovima {a,b,d, f} i {a,c,e, f} (sl
1.16, 1);

- Cetvoroelementne mreze date sa {a,b,c, f}, {a,b,e, f}, {a,d,c, f} i
{a,d,e, f} (dijagram II na sl. 1.16);
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- petoelementne mreze odredene sa {a,b,d,c, f}, {a,b,d,e, f}, {a,b,c,e,
f} {a,c,dye, f} (sl 1.16, III). O

N i
.

I II II1
Slika 1.16

ZADATAK 1.28. Pokazati da je skup delitelja broja
a) 15; b) 20; c)24; d) 100; e) 140,
podmreza mreze (N, |) i nacrtati odgovarajuée dijagrame.

15 20 . e \012
N NV NI VAN
NN NN
1 2\ AN
a) b) 1 ¢) 1

Slika 1.17

Skupovi delitelja obrazuju mreze, jer sadrze nzd i nzs za svaki par svojih
elemenata. Tako dobijeni infimumi i supremumi su isti kao oni u mrezi
(N, |), pa su odgovarajuéi skupovi delitelja njene podmreze.

Dijagrami ovih mreza prikazani su na slici 1.17. a
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ZADATAK 1.29. Odrediti podmrezu mreze (N, |) generisanu skupom®

{4,6,9}.

Resenje.

Trazi se najmanja podmreza iz (N, |) koja sadrzi skup {4,6,9}. Moze
se pokazati da je to mreza Ciji su elementi brojevi 1,2,3,4,6,9,12,18 i 36.
Dijagram dobijene podmreze izomorfan je sa onim na slici 1.17 d). O

NAPOMENA. U opStem slucaju, zadatak da se odredi najmanja podmreza iz
(N, |) koja sadrzi dati neprazan kona¢ni podskup A; iz N, resava se na slede¢i
nacin. Odredi se skup As ¢iji su elementi nzd i nzs za sve neprazne podskupove iz
A;. Analogno se od skupa As konstruise skup Az itd. Brojeva koji se tako dobijaju
ima konatno mnogo, jer su svi manji od nzs A;. Zato je za neko n ispunjeno
A, = Ap,y1; tada je trazena podmreza (A, | ).

0 P({a,b,c,d},C)

Slika 1.18

ZADATAK 1.30. Koje su od mreza na slici 1.19 podmreze u mrezi par-
titivnog skupa P({a,b,c,d},N,VU) (slika 1.18)? Koja je od njih generisana
skupom {{a}, {b},{b,d}}?

Resengje.

Podmreze su pod (i) i (iv). Ova poslednja generisana je skupom {{a},
{o},{b,d}}.

Uredeni skup pod (ii) nije podmreza, iako je i sam mreza u odnosu
na poredak. Zaista, supremum za elemente {a,b} i {a,c} ovde je jednak
{a,b,c,d}, sto je razli¢ito od unije tih elemenata (Sto je supremum u mrezi
P({a,b,c,d},N,U)). Slicno, ni (iii) nije podmreza, jer je ovde @ infimum
elemanata {b,d} i {b,c} a to nije i presek tih elemenata. O

5Najmanja podmreza koja sadrzi taj skup.
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{a,b,c,d} {b,c,d} {a,b,d}

I{a, b, d} ta, bgc’ 4 N o) {a, b}o/ o {b,d}
oé l}o a, bo}/ \ga’ C%b, c} I o/ \o/
N N VAREUNAT

{b) {a} 0 0
(i) (i) (i) (iv)
Slika 1.19

ZADATAK 1.31. Dokazati da je mreza lanac (tj. da je poredak u mrezi
totalan) ako i samo ako je svaki njen podskup podmreza.

Resenje.

Ako je mreza lanac tj. totalno uredena relacijom poretka, onda je svaki
podskup zatvoren u odnosu na operacije, pa je dakle podmreza. Zaista,
svaka dva elementa su uporediva, pa je veéi od njih supremum, a manji
infimum.

Obratno, ako je svaki podskup mreze njena podmreza, onda to vazi i
za proizvoljan dvoelementni podskup Sto znac¢i da su svaka dva elementa
uporediva. O

ZADATAK 1.32. Neka je G grupa. Parcijalno uredeni skup (Sub(G), C),
gde je Sub(G) familija svih podgrupa grupe G, a C skupovna inkluzija je
mreza. Dokazati.

Resenje.

Presek svake familije podgrupa neke grupe je podgrupa, sto je u odnosu

na skupovnu inkluziju infimum u Sub(G). Najveéi elemenat je G, pa je po
zadatku 1.15 (Sub(G), C) mreza. O

ZADATAK 1.33. Neka je (G, x) grupa data Kejlijevom tablicom:

“llelalb]c “llefa|b]|c
ellelalb]|c ellelalb]|c
(a) alalelc|b (b) alalblc]|e
blblc|lel|a blb|lclel|a
clflc|blale cllclelalb

( (a) Klajnova grupa ; (b) ciklicka grupa reda 4.)
Odrediti mrezu (Sub(G),C), koju obrazuju sve podgrupe grupe G u
odnosu na skupovnu inkluziju.

Resenge.
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(a) Podgrupe odreduju skupovi: {e},{e,a},{e, b}, {e,c},G (slika 1.20

a)).
(b) Podgrupe odreduju skupovi: {e}, {e, b}, G (slika 1.20 b)). O

G G

{e,a} o< %@ {e,c} {e, b}

(Sub(G), ) {e} {e} (Sub(G), <)
a) b)
Slika 1.20

ZADATAK 1.34. Neka je S = {a,b,c,d}. Odrediti parcijalno uredeni
skup (I1(S), <), svih particija skupa S u odnosu na poredak < definisan na
sledec¢i nacin:

Ako su m i p particije, onda je

m < p ako isamo ako je svaki blok iz m podskup nekog bloka iz p.

Pokazati da je (II(S), <) mreza.

Resenje.

Slika 1.21

Particije su navedene u nastavku, a mreza particija (II(5), <) prikazana
je dijagramom na slici 1.21.
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m = {{a}, {0}, {c} {d}}s m = {{a,b},{c} {d}};
T = {{G,C},{b},{d}}; 4 = {{CL, d}v{b}v{c}}v
™S = {{bv C}?{a}a{d}}; 6 = {{a}v{b}a{c7 d}}7
T = {{a}a{c}7{b7 d}}v 8 = {{CL, b}>{ca d}}a
T = {{a7 C}v {b7 d}}> mTo — {{CL, d}: {ba C}};
m1 = {{a,b,c},{d}}; ma = {{a,b,d},{c}};
ms = {{a,c,d}, {b}}; 4 = {{a},{b,c,d}};
15 = {{CL, ba ¢, d}}

SRR

3. Modularna i distributivna mreza

3.1. Modularna mreza. Mreza (L, A, V) je modularna ako ispunjava
modularni zakon (str. 33):

izz<zsledizV(yAz)=(xVy) Az (m)

Prema tvrdenju 1.40 (str. 33), uslov (m) ekvivalentan je sa svakim od sle-
decih identiteta:

(xA2)V(yAz)=((xAz)Vy)Az; (mq)

2V (yA(xzVz)=(xVz)A(yVz). (m2)

Nije tesko primetiti da su identiteti (m1) i (m2) (uzajamno) dualni. Otuda
je tacan i slededi stav.

TVRDENJE 1.47. U klasi modularnih mreza vazi princip dualnosti. W

Osnovni primer od koga potic¢e i ime modularnih mreza odnosi se na
osobinu mreze normalnih podgrupa (zapravo mreze podmodula) proizvoljne
grupe (modula). Tvrdenje koje sledi dokazao je Dedekind 1900. god.®

TVRDENJE 1.48. Mreza normalnih podgrupa proizvoljne grupe je mo-
dularna.

Dokaz. Videti zadatak 1.39.

PRIMER 1.49. a) Na slici 1.22 predstavljeni su dijagrami mreze Suby G
svih normalnih podgrupa grupe oktaedra’ (levo), kao i mreze SubG svih
podgrupa te grupe (desno). Prva od tih mreza je modularna, a druga nije.

b) Svaki lanac je modularna mreza; nije tesko zakljuciti da operacije min
i max zadovoljavaju modularni zakon.

6Modularne mreze se zovu i Dedekindove mreze.
"To je nekomutativna grupa reda 8 sa dva generatora a i b, za koje vazi: a* =b? =e
i ba = a®b (e je neutralni elemenat).
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AN 7N

Q O

AN VAN
PubN G \ / SubG

Slika 1.22 -
3.2. Osnovni kriterijum modularnosti. Petoelementna mreza c¢iji
je dijagram skiciran na slici 1.23 zove se pentagon i oznacava se sa Nj.

/\
\/

o Slika 1.23

Pentagon nije modularna mreza, jer elementi =, y i z ne ispunjavaju
modularnu jednakost (m). Ta mreza ima osnovnu ulogu u proveri modu-
larnosti.

TEOREMA 1.50. Mreza je modularna ako i samo ako ne sadrzi N5 kao
podmrezu.

Dokaz. Ako mreza sadrzi podmrezu pentagon, na osnovu gore navedenog
ona nije modularna.

Obratno, pretpostavimo da mreza L nije modularna. To znaci da u njoj
postoje elementi a, b i ¢, takvi da je a < ¢ i da pri tome ne vazi (m), tj. da
je prema opstem svojstvu mreza (zad. 1.24, str. 41) aV (bAc) < (aVb) Ac®,
Pokazaéemo da tada u L postoji podmreza N5. Izdvojimo sledeé¢ih pet
elemenata iz L:

bAc, z=aV (bAc), y=(aVb)Ac, biaVb.
Njihov medusobni odnos u mrezi L je kao na slici 1.24, tj. oni obrazuju
podmrezu pentagon, $to se u nastavku i dokazuje.

i) Pet navedenih elemenata su razliciti.

Zaista, bAc < z, jer bi u protivnom, da je bAc = aV (bAc) bilo a < bAc,
odnosno bAc=aV (bAc) < (aVb)Ac=bAc (zboga<bAcjea<b),
sto je kontradikcija. Analognim (dualnim) rezonovanjem se dokazuje da je
y < a Vb, a na slican nacin i razli¢itost za ostale parove elemenata.

(ii) Navedeni elementi obrazuju pentagon, tj. vazi

bAx=bANy=bAcibVz=bVy=aVhb.

8Ako je a = ¢, onda po zakonu apsorpcije sledi a V (b A c) = (aVb) Ac, pa za te
elemente vazi modularni zakon.
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Zaista,

bAy=bA((aVb)Ac)=bAcA(aVb) =bAc,
a na osnovu toga je

bAc=bAy=2bAxz=bA(aV(bAc)) =bAc.

Odatle bAz =bAc.
Analognim rezonovanjem dokazuje seidajebVax=bVy=aVb.

b\/c

avb/\

/\ a\/[g/\():
\/ x—a\/ Nc

b/\c\/

o Slika 1.24
alAb
Na osnovu (i) i (ii), navedenih pet elemenata obrazuju podmrezu pen-
tagon mreze L. |

o O, o ]
Z4AN AN /N AN
N N o T
N% / \I N% \I N

[ [ J

Slika 1.25

PRrRIMER 1.51. Na slici 1.25 su dijagrami nekoliko ne-modularnih mreza.
Na svakoj je oznacena podmreza Nj. O

3.3. Distributuvna mreza. Mreza L je distributivna ako u njoj vazi
bilo koji od identiteta:

xV(yANz)=(xVy AlzVz) (dq)

cA(yVz)=(xAy)V(zAz). (d2)
Kao sto je pokazano na str. 32, svaki od gornjih identiteta implicira onaj
drugi, pa u distributivnoj mrezi vaze oba. Zato je tacan i sledeci stav.

TVRDENJE 1.52. U klasi distributivnih mreza vazi princip dualnosti. B

PRIMER 1.53. a) Svaki lanac je distributivna mreza. Lako je prover-
iti da su operacije min i max obostrano distributivne, tj. da za njih vaze
distributivne jednakosti.

b) Partitivni skup nepraznog skupa je distributivna mreza u odnosu na
presek i uniju.
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c) (N, |) je distributivna mreza.
(videti i zadatke 1.47 1 1.45.) O

1z definicija neposredno sledi da je svaka distributivna mreza i modular-
na. Zaista, ako je z < z, tj. xVz = z, ondaiz (d;) sledi 2V (yAz) = (zVy)Az.

TVRDENJE 1.54. Mreza L je distributivna ako i samo ako u njoj vazi
(xAy)V(yAz)V(eAz)=(xVy) A(yVz)AxVz) (ds).

NAPOMENA. Identitet (d3) je samodualan, i naziva se zakon medijane. Ako
se umesto = stavi <, onda odgovarajuéa formula vazi u svakoj mrezi (zadatak
1.25 (ii)).

Dokaz. Dokazujemo prvo da iz uslova (d3) sledi modularnost mreze L. Ako
je v < z, onda uslov (d3) postaje (zAy)V(yAz)Ve=(xVy AyVz) Az,
odnosno z V (y A z) = (x V y) A z, pa je L modularna mreza. Ona je i
distributivna. Da to dokazemo, oznacimo levu stranu identiteta (ds) sa u, a
desnu sa v. Sada je na osnovu apsorpcije
xAv=zA(yVz),

aiz (x Ay)V (2 Ax) < z, na osnovu modularnosti i apsorpcije sledi

zAu = zA(zAy)V(yAz)V(zAz))

(xAyANz)V(eAy)V(zAx)
= (zAy)V(xAz).
Kako je z Au =z A, sledi
xAyVz)=(xAy)V(xAz),
tj. vazi distributivni zakon.
Obratno, ako je L distributivna mreza, onda je

(xVYyY) AN(yVz)A(xzVz)

=((@vy Alyva)rna)V((EVy AyVz)Az)

=@AyVa)V(EA@EVY)

=(@Ay)V(@Az)V(zAZ)V(zAY)

= (@AY V(yAz)V(zAz),
tj. vazi identitet (d3). [ |

3.4. Pentagon i dijamant. Za proveru distributivnosti mreze postoji

jednostavan kriterijum, slicno kao i za modularnost. Mreza ¢iji je dijagram
predstavljen na slici 1.26 zove se dijamant i oznacava se sa M3. Ta mreza je
modularna, ali nije distributivna. Da bi se ovo poslednje utvrdilo, dovoljno
je primeniti distributivni zakon na elemente z,u i v sa dijagrama.

TEOREMA 1.55. Modularna mrezZa je distributivna ako i samo ako ne
sadrzi Mgy kao podmrezu.
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Dokaz. Ako mreza L ima podmrezu M3, onda ona nije distributivna,
jer nije distributivna ni ta njena podmreza.

Y

z Slika 1.26

Obratno, pretpostavimo da je L modularna mreza koja nije distributiv-
na. Na osnovu zadatka 1.25 (ii) (str. 41) i tvrdenja 1.54, tada u L postoje
elementi a,b i ¢, tako da je ispunjeno

r=(aNb)V(bAc)V(cNa)<(aVb)AN(DVec)A(cVa)=y.
Uvedimo oznake z, y, z, za elemente mreze L kao Sto sledi:

= xV(aAy)
xV (bAy)
= xV(cAy).

Kako je = < y, zbog modularnosti mreze L ispunjeno je

z (xVa)Ay
u = (zVbAy
v = (xVe)Ay.

Dokazujemo da elementi x,y, z,u i v obrazuju dijamant, tj. podmrezu
M3 (slika 1.26).
a) Vazi ZAU=2zANv=uAv=ur,

zVu=zVuv=uVov=y.

Zaista, zAu = (xV(aAy)A(xV(bAY))

modularnost, z < x V (b A y)

zV ((any) A((z VD) Ay))

xV ((aANy)A(x VD))

= zV((aN(bBVec)A(aVb)A(cVa))A
(bV(cAha)V(anb)V(bAc)))

= zV(aADBVe)A DV (cAa)))

= zV(aAN(DV(aNc)))
modularnost, cAa < a

= zV(aAb)V(cNa) ==



52 1. MREZE I BULOVE ALGEBRE

Ostale navedene jednakosti dokazuju se sli¢no, ciklickom zamenom pro-
menljivih ili na osnovu principa dualnosti.

b) Svi navedeni elementi su razli¢iti. Zaista, x # y (zbog = < y), a
jednakost bilo koja druga dva elementa ujednacava svih pet, Sto se lako
proverava na osnovu dokazanog pod a).

Prema a) i b), L sadrzi podmrezu dijamant. [ |

TEOREMA 1.56. Mreza je distributivna ako i samo ako ne sadrzi pod-
mreze pentagon i dijamant.

Dokaz. Na osnovu teorema 1.50 1 1.55. |

3.5. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.35. Dokazati da je svaka mreza sa najviSe 4 elementa dis-
tributivna.

Resenje.

Ako mreza ima 4 ili manje elemenata, tada ocigledno ne sadrzi kao pod-
mrezu mreze pentagon ni dijamant, jer one sadrze 5 elemenata. Dakle,
prema Teoremi 1.56 ta mreza je distributivna. O

ZADATAK 1.36. Dokazati da je mreza modularna ako i samo ako za sve
x,y, z iz L vazi sledeéi zakon:

(9) (zA(zVy)V(eAy) =(zV(Ay)A(zVy).
Resenje.

Pretpostavimo da je mreza modularna. Iz x Ay < z V y sledi
(xAyY)V(zA(xVy)=(zV(xtAy))A(zVy),

§to je i trebalo pokazati.
Neka vazi zakon (9), i neka jey < z. Tadajex Ay =yixVy =z, paje

(zAz)Vy=(zA(@Vy)V(zAy) =(zV(zAy)A(zVy)=(2Vy) Az,

odnosno mreza je modularna. O

ZADATAK 1.37. Koje su od mreza na slici 1.27
(i) distributivne;

(ii) modularne, ali ne i distributivne?

Resenge.

(i) a), ¢) ;

(ii) b), d), e).

Mreza pod f) nije modularna, jer ima podmrezu pentagon.
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I e
AN AN NS
X

NN XN §
NSNS AN

\ \/ A4

Slika 1.27

O

ZADATAK 1.38. Koliko ima modularnih i koliko distributivnih do na
izomorfizam razli¢itih mreza sa 6 elemenata?

Resenje.
Ima ukupno 15 mreza sa 6 elemenata (videti sliku 1.10 na strani 27), od
kojih je 8 modularnih, a od njih je 5 distributivnih. O

ZADATAK 1.39. Dokazati da je mreza normalnih podgrupa Suby G
proizvoljne grupe G modularna.

Resenge.

U mrezi Suby G (u kojoj je poredak skupovna inkluzija), modularni
zakon

HCM —- HV(KANM)=(HVEK)\NM
(gde su H, K i M normalne podgrupe) vazi, ako je ta¢na slede¢a implikacija:
HCM - HKNM CH(KNM).

Zaista, obrnuta inkluzija uvek vazi prema poznatoj mreznoj nejednakosti
(zadatak 1.24, strana 41), a HK = {hk | h € H,k € K} je supremum za H
i K u mrezi Suby G. Dakle, neka su H, K i M normalne podgrupe grupe
G ineka je HC M. Ako je tada x € HK N M, onda je x = hk za neke
he H ke Kixe M. Vazii h € M, jer je H C M. S obzirom da je
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k=hlz € M,sledi daje k € KNM, pajex € H(K N M) i trazena
inkluzija vazi. O

ZADATAK 1.40. Dokazati da je mreza L distributivna ako i samo ako
za sve x,Y, 2 iz L,

izxANz=yANzixVz=yVzsledix=y.

Resenge.

Ako L nije distributivna, onda ne vazi gornji uslov, jer on nije zadovoljen
ni na jednoj od mreza M3 odnosno N5. Obratno, ako je mreza distributivna
ivazizANz=yAz,zVy=xVz,ondajex=aA(zVz)=xA(yVz) =
@Ay V@Az)=(@Ay)VyAz)=yA@Vz)=yA(yVz)=y. O

ZADATAK 1.41. Dokazati da je svaki od sledeéih uslova ekvivalentan sa
distributivnoséu u mrezi:

a)iz(xNy<ziz<yVz)slediz<z

b)iz(xANz<yAzizVz<yVz)slediz <y,

c) @Vy)A(yV2)A(@Vz)<(@Ay)V(yAz)V(zAz);

d) zA(yVz)<(@Ay)V(zAz);

e) (xVy)A(zVz)<aV(yAz);

f)an(yVvz) <(@Ay)Vz

g) (@Vy) A=V (AY) = @AYV A2V (: Ax).

h) (zAy)V2)A(zVy)=((zVz)Ay)V(zAz).

Resenje.

a) Ovaj uslov ne vazi ni na jednoj od mreza M3 odnosno Nj za elemente
x, y iz na slici 1.28. Dakle, ako mreza nije distributivna, trazeni uslov nije
ispunjen.

AN N
NV

Slika 1.28
Obratno, pretpostavimo da je mreza distributivna i da je za sve z,y, z
ispunjeno x Ay < ziz <yVz Tada je
r=xANyVz)=(@Ay)V(eAz)<zV(xAz) =z,
tj. * < 2.

b) Pogodnim izborom elemenata pokazuje se da ovaj uslov ne vazi na
pentagonu i dijamantu. Dalje, pretpostavimo da je mreza distributivna i da
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jexANz<yAzizVz<yVz Odatle sledi

z=zV(@xAz) < zV(yAz)=(@VyA(zVz)
< (zVyA@yVz)=yV(zAz)
<

yV(ynz=y.
f) Pretpostavimo da je mreza distributivna. Tada je
cAyVz)=(@Ay)V(EeAz)<(xAy)V =z

Drugi pravac se dokazuje kontrapozicijom. Pretpostavimo da mreza nije
distributivna. Tada ona sadrzi bar jednu od podmreza M3 i N5. Za elemente
na slici 1.28 oznacene sa z, y i z (i u pentagonu i u dijamantu) nejednakost
pod f) ne vazi. Zaista, na dijamantu je zA(yVz) =zAl=zi(zAy)Vz=
0Vz = z, pa nejednakost ne vazi. Sli¢cno, na pentagonu, zA(yVz) = 2Al ==z
i(xAy)Vz=0Vz=z paniovde nejadnakost ne vazi.

Deo c) sledi na osnovu tvrdenja iz zadataka 1.25 (ii) i tvrdenja 1.54, a d)
i e) prema tvrdenju 1.38 (iz distributivnih nejednakosti). Delovi g) i h) se
reSavaju slicno kao zadatak 1.40 i delovi ovog zadatka pod a), b) i f) (videti
i tvrdenje 1.54). O

ZADATAK 1.42. Dokazati da je svaki od sledeéih uslova ekvivalentan sa
modularnoséu u mrezi:

a)iz(zNz=yANz,zVz=yVzizx<y)slediz=y;
b)izz<ysledizV(zAy) > (zV2)Ay.

Resenje.

Uputstvo za a): Sli¢no kao zadatak 1.40.

Uputstvo za b): Sledi iz zadatka 1.24 (ii). O

ZADATAK 1.43. Dokazati da u modularnoj mrezi vazi sledeé¢i identitet:

(A (yVz)VyA(zVe)=(@Vy) AyVz)A(zVez).
Resenge.

a)lzyn(zVvVe) <yVziz < zVaz naosnovu modularnog zakona,
dobija se:

(A (yVv2))V (A (VE)) = (YV2)A @V (YA (zVE))) = (YV2) M@ Vy)A(zV).
o

ZADATAK 1.44. Dokazati da je svaki totalno uredeni skup distributivna
mreza.

Resenje.
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Totalno uredeni skup je mreza zato Sto su mu svaka dva elementa upore-
diva, pa postoje infimum i supremum. Posto se ni u jednom totalno urede-
nom skupu pentagon i dijamant ne nalaze kao podmreze, ta mreza je dis-
tributivna. O

ZADATAK 1.45. Dokazati da je (N, |) distributivna mreza.

Resenge.
Odgovarajuce operacije su nzs i nzd, pa je za proizvoljne prirodne brojeve
x, y i z potrebno dokazati jednakost

nzd{nzs{z,y},nzs{x, 2z} } = nzs{x,nzd{y, z}}.

Neka je
r = pitepyte.lphn,
PPl
2 o= pl'pyep
(p1,-..,pn su svi prosti brojevi koji su ¢inioci u x, y i z, pri ¢emu neki od
izlozilaca mogu biti nule).
Tada je:

nzd{nzs{z,y},nzs{x, z}} =

nzd{pllnax{a1,,31} . 'p;r}ax{amﬂn}’prlnax{ah%} .o pznax{an,fyn}} —

pllnin{max{alﬁl}ﬂnax{alﬁl}} . min{max{can,Bn},max{an,m}} _
.. n

max{a,min{B1,71}} max{an,min{Bn,n}} _
n

Py s D
nzs{z,nzd{y, z}},

s obzirom da za operacije max i min u (NU{0}, <) vaze distributivni zakoni
prema zadatku 1.44, jer je (NU {0}, <) totalno uredeni skup. O

ZADATAK 1.46. Dati primer distributivne mreze

a) bez najmanjeg i najveéeg elementa;

b) sa najmanjim, bez najveéeg elementa;

c¢) sa najveéim, bez najmanjeg elementa.

Resenge.

a) (Z,<), gde je Z skup celih brojeva;

b) (N, |) (zadatak 1.45);

c) ((0,1],<) ((0,1] je poluotvoreni interval skupa realnih brojeva, a <
je uobicajeni poredak). O
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ZADATAK 1.47. Partitivni skup nepraznog skupa je distributivna mreza
u odnosu na presek i uniju. Dokazati.

Resenge. Sledi iz poznatih distributivnih zakona za skupove. O

ZADATAK 1.48. Skup svih ideala proizvoljne mreze ureden inkluzijom
je i sam mreza. Dokazati.

Resenge.

Neka je (L,A,V) mreza i (Z(L),C) uredeni skup svih ideala na mrezi
L. Posto je mreza L i sama ideal, a ostali ideali njeni podskupovi, ona je
najveéi elemenat u uredenom skupu (Z(L), C).

Dalje, pokazuje se da je presek proizvoljne familije ideala iz (Z(L),C)
ideal. Neka je {I; | I; € Z(L)} familija ideala. Tada je i (); I; takode ideal.
Zaista, ako = € (); I;, tada « € I; za svaki ideal iz familije, pa ako je y < z,
onda iy € I; za svaki ideal iz familije, pa y € (), I;. Takode, ako =,y € (), I;,
tada x,y € I; za proizvoljni ideal I; iz familije, pa = V y € I; za sve i, i zato

TVyeE ﬂz I;.
Posto je uredeni skup (Z(L), C) zatvoren u odnosu na presek (infimum)
i ima najveci elemenat, on je potpuna mreza prema zadatku 1.15. O

ZADATAK 1.49. Dokazati da je mreza distributivna ako i samo ako je u
mreZi njenih ideala zadovoljena jednakost IV J ={iVj|i€ l,j€ J}, gde
su I i J proizvoljni ideali mreze.

Resengje.

Pretpostavimo da je mreza L distributivna. U prethodnom zadatku je
pokazano da je skup svih ideala (Z(L), C) mreze L kompletna mreza ¢iji je
infimum presek. Treba pokazati da je supremum u toj mrezi odreden sa
IvJ={ivj|iel,je J}. Ocigledno je da najmanji ideal koji sadrzi I i
J mora sadrzati i svaki elemanat ¢V jza i € [ ij € J. Dakle, dovoljno je da
pokazemo da je skup {iVj|i€ I,j € J} ideal. Nekajex =iV jzai € I
ijeJiy<wz Tadajey=yA(EVj)=(yANi)V(yAj). KakoyAniel
iyng e J,slediy € IV J. Dalje, neka z,y € IV J. Tada x = i1 V j1
iy =13V jozaiyis € I1j1,j0€ J. SadaxVy = (i1Vi2)V(j1 \/jz) i
iWwVigelijyVjse J, takodaje{ivjliel,je J}ideal u L, paje toi
najmanji ideal koji sadrzi I i J.

Obrat dokazujemo kontrapozicijom. Pretpostavimo da mreza L nije
distributivna. Pokazujemo da tada postoje ideali I i J takvi da {i V j |
i € I,j € J} nije ideal. Prema teoremi 1.56 u mrezi L postoje podmreze
pentagon ili dijamant (na slici 1.29). Pokazujemo da za ideale definisane
sal ={z|x<a}iJ={r|x < c} supremum nije jednak {i Vj | i €
I,j € J}. Na obe mreze na slici elementi su oznac¢eni na isti na¢in, tako da
jeIVJ={x|z<aVec} Ocitojedabe IV.J,alijetatnoida b nije
jednak supremumu nekog elementa iz I i elementa iz J. Zaista, ako je x < a
iy<c iakobibilozxzVy=>5 ondabiizz=zAb<cAb, kao i zbog
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y=yANb<cAbsledilob=2zVy< (aAb)V (cAb),sto je u kontradikeiji sa
izborom elemenata. Dakle, jednakost IV J ={iVj|i€ I,j € J} ne vazi.

Y N
N N

|

Ideal I u mrezi L je prost, ako za x,y € L, iz x ANy € I sledi x € I ili
yel.

ZADATAK 1.50. Neka je I ideal, a F filter u distributivnoj mrezi L i
neka je INF = (). Tada u L postoji prost ideal P, takav da je I C P i
PN F = 1. Dokazati (u dokazu se koristi Zornova lema navedena na str.
19).

Resenge.

Pretpostavimo da je Z kolekcija svih ideala koji se ne seku sa F', a sadrze
(kao podskup) ideal I. Kolekcija Z je neprazna i uredena je inkluzijom.
Pokazujemo da u njoj svaki lanac ima gornje ogranic¢enje. Uzmimo lanac C
ideala u Z i neka je J = |JC. J je isto ideal iz Z. Zaista, ako je z,y € J,
onda je x,y € X za neki ideal X iz C, jer je C' lanac u odnosu na inkluziju.
Tada je x Vy € X, odnosno z Vy € J. Ako jex € J iy < x, onda je iz
istih razloga i y € J, pa je J ideal. Po konstrukciji je I C JiJNF = 0,
pa je J iz Z. Na osnovu toga, a prema Zornovoj lemi (str. 19), u Z postoji
maksimalni elemenat, ideal P. Jos treba pokazati da je on prost. Ako P
nije prost, onda postoje = i y koji nisu u P, a x Ay jeste. Ideal PV |z (V
je supremum u mrezi ideala nad L) sadrzi P, a kako je ovaj maksimalan
medu idealima koji ne seku F, sledi (PV |x) N F # ). 1z istog razloga je i
(PV ly)NF # (). Buduéi da se supremum ideala distributivne mreze sastoji
od supremuma elemenata (zadatak 1.49), sledi da postoje v i v u P, takvi
dauVz,vVy € F. F jefilter, pai (uVx)A(vVy) =p € F, a zbog distribu-
tivnosti je p = (uAv) V (uAy) V(zAv)V(xAy). Sviovi infimumi pripadaju
P, pajeipu P. Odatle je PN F # () sto je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da
je ideal P prost. O

ZADATAK 1.51. Ako su a ib razli¢iti elementi distributivne mreze, onda
u njoj postoji prost ideal koji sadrzi tacno jedan od ta dva elementa.

Resenge.
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Ta¢no jedna od jednakosti tan Lb =0, laN 1o = 0 uvek vazi, pa dokaz
sledi na osnovu tvrdenja u zadatku 1.50. O

ZADATAK 1.52. [Birkof, Ston] Dokazati Teoremu reprezentacije za
distributivne mreze: Svaka distributivna mreza izomorfna je sa pod-
mrezom mreze partitivnog skupa P(A), za neki skup A.

Resenge.

Neka je A skup prostih ideala distributivne mreze L. Ti ideali postoje
na osnovu tvrdenja u zadatku 1.50. Definisimo preslikavanje f iz L u P(A):

flx):={PecAlx ¢ P}.
Pokazujemo da je f injekcija saglasna sa operacijama u L.

(i) Funkcija f je injekcija, jer za razli¢ite x i y iz L, prema zadatku 1.51
postoje razli¢iti prosti ideali koji ih sadrze. Zbog toga su razli¢ite i slike
f(x) 1 f(y).

(ii) Saglasnost sa operacijom A:

flany) = {PeAlznry¢P}
= {PecA|lx¢gPiy¢P}
{PeA|lzgPIn{PecAl|ly¢P}
= fl@)nfy).
Ovo vazi zbog implikacije z Ay & P povlaéi x € P iy & P, jer je P ideal,
kao i zbog obrata koji je tacan jer je P prost ideal.
(iii) Saglasnost sa V:
flevy) = {PeAlzVy¢P}
= {PecA|lx¢gPiliy¢P}
{PeA|lzgPlU{PecA|y¢P}
= f@)Uf(y),

sve vazi po definiciji ideala. O

4. Bulova mreza i Bulova algebra

4.1. Ogranicena mreza. Komplementi. Prema definiciji na str. 26,
mreza je ograni¢ena ako ima najmanji i najveéi elemenat, oznacene redom
sa 0 (nula) i 1 (jedan). Neposredno iz definicija tih elemenata slede osobine
navedene u nastavku.

TVRDENJE 1.57. U ogranicenoj mreZi je za sve x
OVe=2x; 1Ax=2x; 0Az=0 i 1Vz=1. |

Ako se mreza definise kao algebra sa dve binarne opercije, onda se ele-
menti 0 i 1 mogu definisati pomo¢u prve dve od gornjih jednakosti; druge
dve jednakosti izvode se pomocéu zakona apsorpcije.
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U ograni¢enoj mrezi L, ' je komplement elementa z ako je
xAz' =01iaxva =1

Ako je ' komplement za z, onda je, na osnovu komutativnih zakona,
i x komplement za x’. Neposredno iz tvrdenja 1.57 sledi da su 0 i 1 uza-
jamno komplementi. Postoje ograni¢ene mreze u kojima osim 0 i 1 nema
drugih elemenata sa komplementima (ograniceni lanci, na primer). Poseb-
no, u jednoelementnoj mrezi jedini elemenat je najmanji, najveéi i sam sebi
komplement. Postoje i mreze u kojima neki elementi imaju vise od jednog
komplementa.

1
T
/ \ T I3
o o
T4
0
a) b) c d)

Slika 1.30

PRrRIMER 1.58. Na slici 1.30 predstavljene su ograni¢ene mreze kod kojih
vazi: a) nijedan elemenat nema komplement osim 0 i 1; b) osim najmanjeg
i najvedeg, samo elemenat a ima komplement (a’) i obratno; c) b ima dva
komplementa (b' i "), sli¢no i elementi ¢ i d; d) = ima ¢etiri komplementa
(1 - 24), a za svaki od njih samo je x komplement. O

Mreza je komplementirana ako u njoj svaki elemenat ima komplement.
Takva je mreza na slici 1.30 d). Mreza je jednozna¢no komplementirana
ako svaki njen elemenat ima ta¢no jedan komplement. Takav je na primer
svaki partitivni skup, kao mreza u odnosu na inkluziju; komplement se pok-
lapa sa skupovnim komplementom.

TVRDENJE 1.59. Ako elemenat distributivne mreze ima komplement,
onda je taj komplement jedinstven.

Dokaz. Neka je L distributivna mreza, z € L i 2/, 2" dva njegova kom-
plementa. To znaci da je
zAr' =zA2"=01izve =xva' =1
Odatle je, na osnovu distributivnog zakona,
¥ = dANl=2dAN@va)= (@' ANx)Vv (' AL
= @ AN)V(E' AN )Y=2"AN(@xVv)=2"AN1=2".
[ |

Iz distributivnosti dakle sledi jedinstvenost komplemenata. Zato je tacno
sledeée tvrdenje.
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TVRDENJE 1.60. Distributivna komplementirana mreza je jednoznac¢no
komplementirana. n

NAPOMENA. Obratno tvrdenje ne vazi, tj. iz jednoznacne komplementiranos-
ti mreze ne sledi njena distributivnost. Dilvort (R.P. Dilworth) je 1940. godine
dokazao da je svaka mreZa (na pr. pentagon) izomorfna sa podmrezom neke jed-
noznac¢no komplementirane mreze. Distributivnost tako nije posledica jednoznaéne
komplementiranosti.

4.2. Bulova mreza. Distributivna komplementirana mreza zove se Bu-
lova mreza®. S obzirom da je komplementirana, Bulova mreza je ogranice-
na (ima najmanji i najveéi elemenat), a zbog distributivnosti je i jednoz-

na¢no komplementirana (tvrdenje 1.60).

PRIMER 1.61. a) Kao osnovni primer Bulove mreze uzima se partitivni
skup P(A) proizvoljnog skupa A, u odnosu na skupovne operacije presek i
uniju, ureden inkluzijom. Komplement svakog elementa partitivnog skupa
je njegov skupovni komplement. Mreza P(A) je konacéna (ako je A konacan),
ili neprebrojiva (ako je A beskonacan skup).

b) Dvoelementna mreza (lanac) je Bulova mreza. Nije tesko pokazati
da je, pored jednoelementne mreze, to jedini lanac koji je komplementirana
mreza.

c) Podmreza mreze (N, |), koju ¢ine svi delitelji broja 30 je Bulova
mreza. Komplement elementa m te mreze je broj 30/m.

Uopste, mreza D(n) svih delitelja prirodnog broja n je Bulova (u odnosu
na operacije nzd i nzs) ako i samo ako je n kvadratno slobodan (tj. nije deljiv
nijednim kvadratom prirodnog broja veéeg od 1). Komplement broja m u
toj mrezi je broj n/m (videti zadatak 1.62).

d) Na skupu iskaznih formula S (definisanih rekurzivno u iskaznoj alge-
bri, videti na pr. u knjizi [19]) konstruiSe se Bulova mreza na slede¢i nacin.
Formira se koli¢nicki skup §/o u odnosu na relaciju ekvivalencije o na S,
definisanu na sledeé¢i nacin:

AoB ako i samo ako je A & B tautologija

(A i B su proizvoljne iskazne formule). Na S/o definisu se dve binarne
operacije: ako su [A] i [B] dve klase ekvivalencije o predstavljene iskaznim
formulama A i B, onda je

[AJA[B]:=[AAB] i [A]V[B]=|AVB],

gde su AAB i AV B iskazne formule, tj. sa A iV su oznacene redom logicke
operacije konjunkcija i disjunkcija. Operacije su dobro definisane: ako je
A; € [A], By € [B], onda je A< A; i B< B (tj. odgovarajuce formule su
tautologije), pa je zato A A B < Aj A By, odakle

[A] A [B] = [AA B] = [A1 A Bi] = [A1] A [By]

9Po Dzordzu Bulu (George Boole), engleskom matematicaru (1815-1864).
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i analogno za drugu operaciju. Na slican nac¢in se dalje proverava da je
(§/o, A, V) Bulova mreza; A odgovara infimumu, V supremumu, najmanji
elemenat je klasa kontradikcija, [p A —pl|, najveéi klasa tautologija, [p V —p],
a komplement klase [A] je klasa [-A] (detaljnije o ovoj Bulovoj mrezi videti
u resenom zadatku 1.64 na str. 78). O

Slede neke osobine Bulovih mreza.

TVRDENJE 1.62. U Bulovoj mrezi vazi:

a) (') =x; (involucija)

! . /.

b) (& A y)/ - a:/ v yl’ (De Morganovi zakoni)

c) (zVy) =2 Ny

Dokaz. a) Ovo sledi iz jedinstvenosti komplementa, jer su i z i (z)
(odnosno z”) komplementi za z’. To sledi iz jednakosti

zA2 =01 axva =1,
odnosno iz jednakosti
A =012V () =1,
koje se iz prethodnih dobijaju kada se z zameni sa z’.
b) Pokazujemo prvo da je 2’ V y' komplement za x A y.

@Ay A VYY) = (@Ay) )V (@ Ay)AY)
= (@A) Ay V(EA(yAY))

(OAY)V (zA0)
= 0v0=0.

@Ay V@ Vvy) = @V vy)Ayv@E vy
= ((@vad)vy)a(lyVvy)va')
= (1vy)A(1va)

1IAN1T=1.
Na osnovu jedinstvenosti komplementa zaklju¢ujemo da je
(xNy) =2 vy
Deo pod ¢) se dokazuje sli¢no kao b). [ |

TVRDENJE 1.63. Za Bulove mreze su sledeca tvrdenja ekvivalentna:
a) r <y (tj. x ANy =x);

b) zVy =y;
)z ANy =0;
d) ' Vy=1.

Dokaz. Tvrdenja pod a) i b) su ekvivalentna u svakoj mrezi.
a)=c) :
zANyY =xAyAy =xA0=0.
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c)=a) :
rAy=(xAyYVO=(zAy)V(@AY)=aAyVy)=2zA1l=u.

Ekvivalentnost jednakosti pod b) i d) dokazuje se analogno. |

4.3. Bulova algebra. U Bulovoj mrezi buduéi da je jednoznaéno kom-
plementirana, za svaki elemenat a postoji tacno jedan komplement a’. Na-
ravno, postoje i najmanji, odnosno najveéi elemenat, 0 i 1. Ako se to ima
u vidu, moze se definisati nova algebra, tako da se skup osnovnih operacija
mreze (A i V) prosiri komplementiranjem kao unarnom operacijom i dvema
konstantama (nularnim operacijama), 0 i 1. Mrezne osobine komplementi-
ranja i konstanti ugrade se u aksiome, kao sto sledi.

Bulova algebra je uredena Sestorka B = (B,A,V,’,0,1), gde je B
neprazni skup, A i V su binarne, ’ je unarna operacija, a 0 i 1 su konstante,
tako da vaze sledeéi identiteti:

bl: zAy=yAx

b2: zVy=yVux;

b3: zA(yVz)=(xAy) V(zAz)
bd: zV(yAz)=(xVy A(zVz2)

(komutativni zakoni)

(distributivni zakoni)

Egz z C (1) =7 (osobine 01 1)

L =
) ’_

E;. x C v = (1) (osobine komplementa)
LT VI =

b9: 0 #1.

Iz aksioma neposredno proizlazi tvrdenje koje u jednom smeru povezuje
Bulovu mrezu sa Bulovom algebrom.

TEOREMA 1.64. Ako je (L,A\,V) Bulova mreza sa bar dva elementa,
onda je (L,A\,V,’,0,1) Bulova algebra u kojoj su A i V binarne operacije iz
mreze, 0 i 1 su redom najmanji i najveéi elemenat iz L, a unarna operacija
je pridruzivanje elementu x njegovog komplementa x’.

Dokaz. Kako je gore obrazlozeno, na Bulovoj mrezi se pored dve binarne,
moze definisati jedna unarna operacija kao i dve konstante i tada o¢igledno
vaze sve navedene aksiome (ako L ima bar dva elementa). |

Obratno tvrdenje nije sasvim ocigledno, jer se distributivne komplemen-
tirane mreze obi¢no ne definiSu gornjim aksiomama. U nastavku se pokazuje
da i taj smer vazi: algebre koje zadovoljavaju navedene aksiome samo su
drugim jezikom opisane Bulove mreze.
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Prvo sto se moze uociti iz aksioma, jeste da su one date u dualnim
parovima (osim poslednje aksiome, koja je samodualna'®). Pri tome je du-
alno tvrdenje ono koje se iz datog tvrdenja dobija zamenom svih pojavlji-
vanja jedne binarne operacije drugom i obratno i jedne konstante drugom i
obratno. Iz ovoga je oc¢igledno da u klasi Bulovih algebri, kao i kod mreza,
vazi sledece pravilo.

Princip dualnosti za Bulove algebre: Ako se neko tvrdenje moze
izvesti iz aksioma bl - b9, onda se i odgovarajuce dualno tvrdenje moze
izvesti iz tih aksioma.

Kao i kod mreza, dokaze dualnih tvrdenja zato izostavljamo (o dualnosti
u Bulovim algebrama se preciznije govori u vezi sa Bulovim termima, na
strani 107).

TVRDENJE 1.65. U svakoj Bulovoj algebri vaze sledeéi identiteti:
a) t N0 =0;

b)xv1=1;

c)rxN(xVy)=ux;
d)zV(xAy) =ux;
e)xNx =ux;
f)xVe=uzx.

(zakoni apsorpcije)
(zakoni idempotentnosti)

Dokaz.
a) Na osnovu aksioma je

zA0 = (zA0)VO=(xA0)V(zAZ)
= zA(0Vva)=aA(@V0)=zA2 =0.

b) Dualno delu pod a).
¢) Na osnovu aksioma i tvrdenja pod a) je

xrA(xVy)=(@VOA(xVy) =xzV(0Ay) =x2V0=ur.

d) Dualno delu pod c).
e) Prema zakonu apsorpcije je

r=zAN(xV(xAz)) =2
f) Dualno delu pod e). [ |
LEMA 1.66. Ako je za neko t u Bulovoj algebri ispunjeno
yVt=zVt iyvt =zVvt,
onda je y = z.
10Ty aksioma obezbeduje da elementi koji odgovaraju konstantama 0 i 1 budu razliéiti.

Jednostavno se pokazuje da algebra koja zadovoljava aksiome bl - b8 i b9’: 0 = 1 ima
tacno jedan elemenat (videti zadatak 1.60).
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Dokaz. 1z aksioma sledi

y = yVo=yV({At)=(yVi)A(yVt)
= VH)A@EVE)=2V{HtAt)=2V0=2.

TVRDENJE 1.67. U svakoj Bulovoj algebri vaze identiteti:
a)x ANyNz)=(xAy)Az;

(zakoni asocijativnosti)
b)xV(yVz)=(xVy)Vz.

Dokaz. a) Primenjuje se prethodno dokazana lema i to tako Sto se y
zameni izrazom x A (y A z), z izrazom (x A y) A z, a t zameni promenljivom
x; dobija se

(xAN(yAz)Ve = =z i

(xAy)Az)Ve = (zAy)Vz)A(zV)

= xA(zVzx)=uw.
Iskoris¢eni su i zakoni apsorpcije i distributivnosti.
Sli¢no,
(xAyAz)Ve = (xva)A((yAz)Vva)

1/\((y/\z)\/x/)
(yAz)va, i
((m/\y)v:v) (zva
((xVva) Ay va)) A
AA@yVa)A(zva
yva)n(zva)=(ynrz)v

((xANy)ANz) Ve

)
(zva)
)

Dakle,
(xAyAz)Ve=((xzAy)A2)Ve i (zAyA2)Va' =((zAy)Az)Va,
pa je na osnovu leme 1.66,
cA(YyANz)=(xAy)Az.
b) Dualno (koristi se tvrdenje dualno onom u lemi 1.66). [
Sada se moze dokazati i drugi smer veze izmedu Bulovih mreza i Bulovih
algebri.

TEOREMA 1.68. Ako je B = (B,A,V,’,0,1) Bulova algebra, onda je
(B, A, V) Bulova mreza u kojoj su 0 i 1 redom nulti i jediniéni element, a
komplement odreduje unarna operacija ’.

Dokaz. (B,A,V) je mreza, jer su operacije komutativne (aksiome bl i
b2), asocijativne (tvrdenje 1.67) i vaze zakoni apsorpcije (tvrdenje 1.65 ¢) i
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d)). Ta mreza je distributivna na osnovu aksioma b3 i b4. Najzad, posto-
janje nultog elementa, jedini¢nog i komplemenata obezbeduju aksiome b5 -
b8. [ |

Dakle, postoji obostrana korespondencija izmedu distributivnih kom-
plementiranih (tj. Bulovih) mreza i Bulovih algebri. Zato se jednakoséu
x Ay = x na Bulovim algebrama uvodi relacija poretka (z < y) i sve ono
Sto se odnosi na mreze kao relacijske strukture vazi i za Bulove algebre. Sa
stanovista algebarskih konstrukcija (podalgebri, homomorfnih slika, direk-
tnih proizvoda) uputno je te strukture razmatrati u jeziku koji sadrzi sve
operacije (obe binarne, unarnu i konstante). Zato se u nastavku govori o
Bulovim algebrama, a kada je to pogodno, koristi se poredak i ostale osobine
Bulovih mreza. U tom smislu, kaze se da je Bulova algebra atomarna, ako
je atomarna odgovarajuc¢a Bulova mreza (str. 29). Ako u njoj ne postoje
atomi, Bulova algebra je bezatomska. Sli¢no, Bulova algebra je potpuna
(kompletna), ako je potpuna kao mreza.

PRIMER 1.69. Bulovim mrezama iz primera 1.61 odgovaraju u jeziku
sa dve binarne operacije, jednom unarnom i dve konstante, Bulove algebre
navedene u nastavku.

a) Za A # (), Bulova algebra partitivnog skupa je (P(4),N,U, ", 0, A);
ona je potpuna i atomarna, sto sledi iz prirode skupovnih operacija.

b) Ako je n kvadratno slobodan prirodni broj, onda je Bulova algebra
svih njegovih delitelja (primer 1.61 c), str. 61) Sestorka (D(n), nzd,nzs,n/z,
1,n); bududi da je kona¢na i ova Bulova algebra je potpuna i atomarna.

¢) Bulova algebra iskaznih formula je (S/o,M, U, ', 0, 1), gde su operacije
definisane kao u primeru 1.61 d) (0 je klasa kontradikcija, a 1 klasa tau-
tologija). Ova algebra nema atoma, bezatomska je (videti zadatke 1.64 i
1.77).

d) Navodimo i jednu atomarnu Bulovu algebru, koja je prebrojiva i nije
potpuna. Nju obrazuju svi konaé¢ni i dokonaéni (¢iji je komplement konacan)
podskupovi skupa N prirodnih brojeva, u odnosu na skupovne operacije
presek, uniju, komplement i uobicajene konstante () i N (videti i primer 1.44
b), str. 35). Lako se moze zakljuciti da to jeste Bulova algebra i da su
joj atomi jednoclani skupovi (kao i u P(A)). Prebrojivost ove algebre je
skupovno svojstvo same kolekcije. O

4.4. Podalgebre. Razlika izmedu Bulove algebre i Bulove mreze dolazi
do izrazaja kod pojmova podalgebre i podmreze. Podmreza Bulove mreze
moze ali ne mora i sama biti Bulova mreza. Cak i kad su obe (mreza i njena
podmreza) Bulove, to ne zna¢i ni da imaju iste nulte i jedini¢ne elemente,
niti da se unarne operacije poklapaju na podmrezi.

Bulova podalgebra B; Bulove algebre B je Bulova algebra definisana
na nepraznom podskupu Bj skupa B (nosaca algebre B), a operacije su
restrikcije na By odgovarajuéih operacija iz B. To znaci da je nosa¢ Bulove
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podalgebre neprazni podskup date Bulove algebre zatvoren za operacije,
ukljucujuéi i nularne tj. konstante 0 i 1: one moraju biti iste za obe algebre.

Slika 1.31

PRIMER 1.70. a) Svaka dvoelementna podmreza Bulove mreze je i sama
Bulova mreza. Medu tim podmrezama samo je jedna podalgebra odgovara-
juée Bulove algebre; to je ona koju ¢ine konstante 0 i 1.

b) Sve podalgebre Bulove algebre P({a, b, c}) predstavljene su dijagrami-
ma na slici 1.31 a) (zatamnjeni kruziéi).

Na istoj slici (1.31 b)) je i dijagram Bulove algebre P({a,b,c,d}) na
kome je naznacena jedna njena osmoelementna podalgebra.

c¢) Bulova algebra konaé¢nih i dokona¢nih podskupova skupa N (primer
1.69) je podalgebra Bulove algebre P(N). O

Da bi neprazni podskup Bulove algebre predstavljao njenu podalgebru,
on po definiciji mora biti zatvoren u odnosu na sve tri operacije i sadrzati
obe konstante. Zatvorenost se moze obezbediti i sa manje uslova, kao sto
sledi.

TVRDENJE 1.71. Neprazan podskup Bulove algebre je njena podalgebra
ako je zatvoren u odnosu na unarnu i bilo koju od dve binarne operacije.

Dokaz. Pretpostavimo da je By neprazni podskup Bulove algebre B =
(B,A,V,’,0,1) i da je zatvoren u odnosu na operacije A i ’. Tada je B;
zatvoren i u odnosu na V, jer je prema De Morganovom zakonu, x V y =
(' Ay')'. Konstante 0 i 1 pripadaju By, jer je taj skup neprazan pa sadrzi
neki elemenat x, a uz njega po pretpostavci i 2/, odakle x A2’ =0 € By i
0'=1¢€ By.

Analogan je dokaz i za drugu pretpostavku, da je By zatvoren u odnosu
na Vi’ [ |

Presek proizvoljnog nepraznog skupa podalgebri date Bulove algebre je
isto podalgebra (zadatak 1.91). Sledi da je i presek svih podalgebri Bulove
algebre B koje sadrze njen podskup C, zatvoren za operacije iz 5. To je dakle
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podalgebra date Bulove algebre, kaze se da je generisana skupom C. Ona
je najmanja podalgebra koja sadrzi C'. Elementi skupa C' su generatori
dobijene podalgebre.

PrRIMER 1.72. a) U svakoj Bulovoj algebri se podalgebra generisana
praznim skupom sastoji iz konstanti 0 i 1 (videti i zadatak 1.91).

b) Podalgebra Bulove algebre P({a, b, ¢, d}), generisana kolekcijom {{a},
{0}, {c,d}} je

{0,{a}, {b},{c,d},{a,b},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}

i ona odgovara slici 1.31 b), sa pogodno oznac¢enim elementima. O

Iz definicije Bulove podalgebre sledi da je ona podmreza odgovarajuée
Bulove mreze. Ali potpunost Bulove algebre (mreze) i potpunost njene po-
dalgebre nisu ni u kakvoj vezi, tj. svaka od njih moze biti potpuna, a da druga
ne bude. A i ako su obe potpune, beskonaé¢ni infimumi i supremumi se ne
moraju poklapati. Zato se potpuna podalgebra potpune Bulove algebre
B definise kao njena Bulova podalgebra C, takva da infimum i supremum (u
B) proizvoljnog podskupa iz C pripadaju C.

PRIMER 1.73. a) Bulova algebra konac¢nih i dokona¢nih podskupova
prebrojivog skupa (primer 1.70 c¢)) nije potpuna, a podalgebra je potpune
Bulove algebre odgovarajuéeg partitivnog skupa.

b) Neka je B kolekcija svih konaénih podskupova X iz N i svih skupova
oblika Ny \ X (gde je X neki konacan podskup iz N). B je podalgebra Bulove
algebre P(Np), jer su operacije u obe algebre iste tj. skupovne. Proizvoljan
supremum u B ne poklapa se uvek sa supremumom u P(Ng). Zaista, ako
je A = {{n} | n € N}, onda je supremum tog skupa u B ceo skup Ny, a
supremum istog skupa u P(Np) je N.

c¢) Svaka konacna podalgebra Bulove algebre je njena potpuna podalge-
bra.

d) U Bulovoj algebri P(N), podalgebra generisana proizvoljnom partici-
jom skupa atoma (tj. skupa {{1},{2},...,{n},...}) je potpuna podalgebra.

O

4.5. Izomorfizam. Predstavljanje konaénih Bulovih algebri.
Funkcija f iz Bulove algebre B u Bulovu algebru C je homomorfizam ako
je saglasna sa svim operacijama:

flzAy) f@) A fy);
flxvy) = flx)V fy);
f@) = (f@);
f(0) = 0;
f1) = L

(Operacije u obe algebre oznacene su istim simbolima.)
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Homomorfizam iz Bulove algebre B na Bulovu algebru C koji je bijek-
cija jeste izomorfizam. Na osnovu De Morganovih zakona, neposredno se
dokazuje slede¢i stav (videti i zadatak 1.81).

TVRDENJE 1.74. Bijekcija f iz Bulove algebre B u Bulovu algebru C je
izomorfizam ako i samo ako je za sve x,y iz B

f@) = (f(z) 1 flznry)=flx)Afy) u

Vazi i dualno tvrdenje; za izomorfizam Bulovih algebri dovoljno je pos-
tojanje bijekcije saglasne sa operacijama ' i V.

U nastavku se dokazuje da su konacne Bulove algebre izomorfne sa
Bulovim algebrama partitivnih skupova (to vazi i za neke beskona¢ne Bulove
algebre; videti zadatke nakon ovog odeljka). Ako su A i B izomorfne algebre,
onda to oznacavamo sa A = B.

LEMA 1.75. Svaka konacna Bulova algebra je atomarna.

Dokaz. Neka je z proizvoljan elemenat kona¢ne Bulove algebre B koji
nije nula. Treba pokazati da ispod njega (u odnosu na poredak) postoji
atom. Ukoliko je sam x atom, dokaz je zavrSen, a ako nije, postoji 1, tako
da je x1 # 01 1 < z. Elemenat x; moze biti atom, i tada je tvrdenje
tacno; u suprotnom, postoji ispod njega elemenat xo koji nije nula. Na ovaj
nac¢in se u kona¢nom broju koraka dolazi do atoma, jer bi u protivnhom B
bila beskonacna Bulova algebra. |

Jo§ jedno svojstvo Bulovih algebri (dato u sledeéoj lemi) koristi se u
nastavku.

LEMA 1.76. Ako je a atom u Bulovoj algebri B i x € B, onda vazi ta¢no
jedna od nejednakostia < x, a < a'.
Dokaz. 1z aksioma sledi
a=alNl=aA(xVa)=(anz)V(aAT).
Kako je a atom, elementi odredeni izrazima a A x i a A 2’ pripadaju skupu

{0,a}, pa je bar jedan od njih bas a, na pr. a Az = a, odnosno a < z. Tada
a € ', jer bi u protivnom bilo a < z A 2’ = 0, $to je kontradikcija. [ |

TEOREMA 1.77. Konac¢na Bulova algebra B izomorfna je sa Bulovom
algebrom P(A), gde je A skup atoma u B.
Dokaz. Neka je A skup atoma u konaénoj Bulovoj algebri B. Uoé¢imo
funkciju f: B — P(A), definisanu tako da je za z € B
flz) ={acAla<uz}

Dokazujemo da je f izomorfizam, tj. da je to bijekcija, koja je prema
tvrdenju 1.74 saglasna sa unarnom operacijom (') i binarnom (A).
1) f je injekcija:
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Neka je z # y 1 (recimo) = £ y (videti zadatak 1.5 na str. 22): Odatle,
prema tvrdenju 1.63 ¢) (str. 62), z Ay’ # 0, pa postoji atom a takav da je
a <z Ay'. Odatle a < z, pa a € f(x); slicno, a < ¢/, pa a € f(y) i zato
a ¢ f(y) (Jer biiza <y ia<yslediloa<yAy =0, sto ne moze). Zato
je f(x) # f(y)-

2) f je sirjekcija:

Neka je X ={ai,...,an} € P(A) iz =a1V---Va,. Dokazujemo da je
f(z) = X. Zaista, za sve i € {1,...,n} je a; < z, paje X C f(x). Sa druge
strane, ako je a € f(x), onda je a <z, tj. a < a1 V---Vay,. Zato je

a=aAz=aAN(aV---Va,) =(aNa)V(aNa)V---V(aAap).

Sledi da je za neko i, a = a;, jer bi u protivnom bilo a = 0, s obzirom da su
ia,ay,...,a, atomi. Sledi f(z) C X, pa vazi f(z) = X.

3) f je saglasno sa operacijom A:

Akoa € f(xr ANy), onda vazia < x Ay, odaklea < zia<ytj ac f(z)
iae f(y). Sledi

(10) flxny) C flx)n fy).

S druge strane, ako a € f(z) N f(y),ondaa<zia<ytj. a<zAyi
a € f(z Ay). Dakle,

(11) f@)nfly) € flzAy).
Iz (10) i (11) sledi kona¢no

f@)Nfly) = flzAy).

4) f je saglasno sa unarnom operacijom ':
Neka je a € f(2') tj. a < 2/. Tada a € x (prema lemi 1.76) odnosno
a ¢ f(z); to znaéi da a € f(x), odnosno f(z') C f(z) (sa desne strane

je skupovni komplement). Ako je a € f(x), onda a ¢ f(x), tj. a € = i

zato (prema lemi 1.76) a < 2/ tj. a € f(2'). Otuda f(x) C f(2') i najzad
f@) = (f(2)).

Na osnovu 1) - 4), f je izomorfizam. [ |

Partitivni skupovi se tako mogu smatrati glavnim predstavnicima konac-
nih Bulovih algebri. Kao $to je poznato, skup sa n elemenata ima 2" pod-
skupova. Zato neposredno iz poslednje teoreme slede naredna dva tvrdenja.

PosLEDICA 1.78. Svaka konac¢na Bulova algebra ima 2" elemenata, gde
je n broj njenih atoma. |

PosLEDICA 1.79. Ma koje dve konacne Bulove algebre sa istim brojem
elemenata su izomorfne. |

I neke beskona¢ne Bulove algebre reprezentuju se partitivnim skupovi-
ma (zadatak 1.99), ali ne sve; dovoljno je primetiti da je na pr. Bulova



4. BULOVA MREZA I BULOVA ALGEBRA 71

algebra klasa iskaznih formula (primer 1.69 ¢), str. 66) prebrojiva, a nijedan
partitivni skup nije prebrojiv.
U opstem slucaju, svaka Bulova algebra izomorfna je sa podalgebrom

neke Bulove algebre partitivnog skupa (tzv. Stonova teorema reprezentacije,
zadatak 1.100).

(1,1,1)

(1,1,0) %k (0,1,1)

(1,0,0) (O’I’(” 0.0.1) g

(0,0,0)
Slika 1.32

Konac¢ne Bulove algebre mogu se reprezentovati na jos jedan nacin. Po-
lazi se od dvoelementne Bulove algebre definisane na skupu {0,1}. Ona
se oznacava sa Bo (po broju elemenata to je najmanja Bulova algebra, s
obzirom da aksiom 0 # 1 iskljucuje algebru sa jednim elementom). Kao i
kod mreza (a i drugih algebarskih struktura), direktan stepen BY te algebre
je isto Bulova algebra, u kojoj je skupovni deo {0, 1}" (tj. skup svih uredenih
n-torki elemenata 0 i 1), a operacije se izvode po koordinatama (zadaci 1.17
i 1.88); kao primer, algebra B3 predstavljena je dijagramom na slici 1.32.

Na osnovu navedenog, predstavnici konac¢nih Bulovih algebri su i stepeni
By dvoelementne algebre, kao sto sledi.

TEOREMA 1.80. Za Bulovu algebru P(A), gde je A ={a1,...,an}, vazi:
P(A) = By.

Dokaz. Pokazujemo da je trazeni izomorfizam funkcija f : P(A) — BY
koja svakom podskupu X iz A pridruzuje njegovu karakteristi¢nu funkciju:

. [ 1, akoa; € X
f(X) = (aq,...,00), gde je O‘i_{ 0, akoa; & X.

(i) f je sirjekcija. Ako (a1,...,0p) € BY i oy = vy = -+ =
a;, = 1, a ostale komponente su nule, onda je po gornjoj definiciji za
X ={ai,,...,a;. }, F(X)=(a1,...,0n).

(ii) f je injekcija. Akosu X 1Y podskupoviiz A1 X # Y, onda postoji
bar jedan a; iz A koji je u X, a nije u Y (ili obratno). Tada je f(X) # f(Y),
jer se te dve n-torke razlikuju bar u i-toj komponenti.

(7i1) f je saglasno sa operacijom A, tj. sa skupovnim presekom. Za
X,Y C A, neka je X NY = {a;,...,q; }. Tada n-torka f(X NY) ima
jedinice ta¢no na mestima o, . .., a;, . Neposredno se zakljucuje dai f(X)A
f(Y) ima jedinice na istim mestima.
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(iv) Slicno kao pod (iii), dokazuje se da vazi f(X) = f(x)'.
Na osnovu (i) - (iv), f je izomorfizam. [ |

Poslednje tvrdenje sledi i iz ¢injenice da je direktan stepen Bulove algebre
i sam Bulova algebra sa 2" elemenata, pa se mogu primeniti posledice 1.78
i 1.79. U gornjem dokazu je, medutim, neposredno opisana funkcija koja
ostvaruje trazeni izomorfizam.

Buduéi da je svaka konacna Bulova algebra izomorfna sa skupovnom
oblika P(A) (teorema 1.77) iz poslednjeg tvrdenja neposredno se zakljucuje
da vazi sledece.

PosLEDICA 1.81. Svaka konac¢na Bulova algebra izomorfna je sa direkt-
nim stepenom dvoelementne Bulove algebre. ]

4.6. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.53. Neka je L komplementirana mreza u kojojiza Ax =0
sledi x < a’ za svaki komplement a' elementa a. Dokazati da je L mreza sa
jedinstvenim komplementima, kao i da iz a < b sledi b/ < d'.

Resenge.

Neka su a’ i a” komplementi elementa a. Iz a A a’ = 0 sledi @’ < a”
(jer je a” komplement elementa a), a iz a A a” = 0 sledi o’ < @', odakle je
a’ = a". Dakle, L je mreza sa jedinstvenim komplementima.

Ako je a < b, odnosno a A b = a, onda je
aNb =(@nb)Ab =an(bOAY)=aN0=0,

pa odatle, iz uslova zadatka sledi v’ < a'. O

ZADATAK 1.54. Data je distributivna mreZa sa najmanjim i najvecim
elementom (0 i 1). Pokazati da elementi te mreze koji imaju komplemente
obrazuju podmrezu. Pokazati da je ta podmreza Bulova mreza.

Resenge.

Neka su z i y elementi sa komplementima, i ti komplementi redom z’ i
y'. Tada i element x A y ima komplement, element 2’ V ¢/, jer je

(@AY AE@ VY)=(@Ayrnd)V(eAyAy)=0v0=0,
a takode i
(xAny)V (@' VY)=(@VvdVy)AlyvaVvy)=1A1=1.

Komplement elementa z V y je 2’ Ay, Sto se slicno pokazuje. Znadi,
skup elemenata te mreze sa komplementima je zatvoren u odnosu na mrezne
operacije, pa obrazuje podmrezu. Ona je distributivna, kao podmreza dis-
tributivne mreze; sledi da je i Bulova. O



4. BULOVA MREZA I BULOVA ALGEBRA 73

ZADATAK 1.55. Navesti primer mreze u kojoj neki elemenat ima tacno
Cetiri komplementa.

Resenje.
U oba primera na slici 1.33 elemenat x ima 4 komplementa. O
1 1
T T .
0 0
a) b)
Slika 1.33

ZADATAK 1.56. Dokazati da u Bulovoj mreZi:
a)izx ANy < zslediy<a'Vz;
b)izx <y Vzsledizhy< z.
Resenge.
a) Ako je x Ay < z, onda je
y=1Ay=(@Vva)ry= @' Ay)V(zAny) <2'Vez
b) Ako je z < y'V 2z, onda je
e ANy< WY Vva))rhy=W Ay VEAy)=2Ay<z2. O
ZADATAK 1.57. Dokazati da u Bulovoj mrezi vazi:
b < c¢ akoisamo ako za svako a, a Ac =0 implicira a ANb=0.
Resenje.
Akojeb<ciaAc=0,ondaje
anNb=aAN(bAc)=(aNc)ANb=0Ab=0.
Obratno, posto je ¢’ A ¢ = 0, iz implikacije u zadatku sledi ¢ A b = 0.
Ako je d Ab =0, onda je
b=bA1=bA(cV)=(bAc)V(BAI)=(bAc)VO=bAc,

odnosno, b < c. O

ZADATAK 1.58. U proizvoljnoj Bulovoj algebri B = (B, A,V, ,0,1), za
sve x,y, z iz B vaze sledeca tvrdenja:

a) AkojexVy=1ixAy=0,ondajey==2a.

b) (2/) = z; (involucija)

&) () (zAy) = Vi

De Morganovi zakoni
@) vy =any; (0MO® )
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d) i) 0=
(il)) 1'=0;
e) (i) zA (@' Vy)=zAvy;
(i) zv(@ ANy)=zVy;
£) ) zA(V(ezAz)=(zAy)V(xAz)

modularnost
(i) zV(yA(zVz)=(xVy A(zVz). ( )
Resenje.
a) Nekaje zVy=11ixAy=0.Tada je
y = yvOo=yV(zAz)=(yVa)A(yVa)

(xVy)Alyva)=1A(yVva)=(xVva)A(yVa)
= (@Va)A@@'Vy)=2'V(@Ay)=2'VO=1,
na osnovu pretpostavki i aksioma b6, b7, b4, b2, b8, b2, b4, i b6.
b)

@) = @)YANl=@G"NAN@va)= (@) Az)V (@) A
= (@Y AN2)vO= (" A2) V(2 Az)= (") va')rz
= 1Az =z,

na osnovu aksioma b5, b8, b3, b7, b7, b3, b8, b5, uz podrazumevanje ak-
sioma bl i b2.

c) (i) Primenjuje se ve¢ dokazano tvrdenje a), gde se umesto = stavi
izraz x Ay, a umesto y izraz =’ V /. Bududi da je
@Ay V@' Vy) = @vE@ VYAV @EVY))

(
= (@va)vy)A(yVy)Vva)
= (Ivy)A(lva)=1A1=1, i
(Ay) A2 )V ((zAy) AY)
(AT AV (@A G AY))
OAY)V(zA0)=0VvV0=0,
na osnovu aksioma b3, b4, b6 i b5, kao i tvrdenja 1.65 (a) i (b), 1 1.67 (a) i
(b), s obzirom na tvrdenje ovog zadatka pod a), dobije se kona¢no

(zAy) A2 VYY)

(xAy) =2'Vvy.
d) (i) 0’ =0"Vv0 =1, na osnovu aksioma b6 i b8.
e) (i) Redom prema aksiomama b3, b7 i b6 je
sA@'Vy) =@ A )V(@EAy) =0V (zAy)=xAy.
f) (i) Na osnovu aksiome b3, kao i tvrdenja 1.67 1 1.65 imamo
zA@yVeAz) = (zAy)V(zA(zAz))
= (zAhy)V(zAhx)ANz)=(xANy)V(zA=z).
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Sva tvrdenja pod (ii) dualna su tvrdenjima pod (i). O

ZADATAK 1.59. Dokazati da aksiome bl - b9 za Bulove algebre nisu
nezavisne.

Resenge.
Aksioma b6 je posledica preostalih aksioma (isto vazi i za aksiomu b5),
zato §to je
xV0 = zV(@Ar)=@Va)A(zve)=(xVa)Al=aVx
(xAL)V(Al)=xzAQV]1)=zA((1V1)A])
= sA(AV)AQVY))=2AQVAAL)=2A 1V (1I'AL)
= zA(1Vv1l)=zAl=12z.

Primenjene su, redom, aksiome: b7, b4, b8, b5, b5, b3, bs, b7, b4, bl, bb,
b8 i bb. O

NAPOMENA. Moze se pokazati da su skupovi aksioma bl - b4 i b6 - b9, kao
i bl - b5 i b7 - b9 nezavisni i da je nemogucée dokazati neku drugu aksiomu (osim
aksioma b5 i b6) preko preostalih 8 aksioma.

ZADATAK 1.60. Dokazati da algebra koja zadovoljava aksiome bl - b8
i umesto aksiome b9 aksiomu

' 0=1,
ima tac¢no jedan elemenat.

Resenje.
Neka su x i y proizvoljni elementi takve algebre. Tada je

r=2zAN1l=2zAN0=0=yA0=yAl=uy.

Dakle, x = y, odnosno algebra ima tacno jedan elemenat, konstantu 0. O

30

1 Slika 1.34

ZADATAK 1.61. Pokazati da je (B, A, V, ,1,30) Bulova algebra, gde je B
skup svih delitelja broja 30, x Ay = nzd{x,y}, xVy = nzs{x,y}, 2’ = 30/z,
a nulti i jedini¢ni elemenat su redom brojevi 1 i 30.
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Sta znaci a < b u ovoj algebri?

Resenje.

Operacije su ocito dobro definisane, a aksiome se neposredno prove-
ravaju. Na primer,

bl: x Ay =y Ax je isto §to i nzd{z,y} = nzd{y, =}, (tatno),

b8: z V2’ =1 znaci da je nzs{z,30/z} = 30, sto je takode tacno, itd.

Hase-dijagram ove algebre prikazan je na slici 1.34, a poredak a < b

znaci a Ab = a tj. nzd{a,b} = a, odnosno a je u relaciji sa b ako i samo ako
a|b (adelib). O

ZADATAK 1.62. Neka je n prirodan broj i B skup svih delitelja broja n,
azaa,bizB,

a Ab=nzd{a,b}; aVb=nzs{a,b}; a =n/a.

Tada je B = (B, A, V,",1,n) Bulova algebra ako i samo ako je n kvadrat-
no slobodan (nije deljiv nijednim kvadratom prirodnog broja veéeg od
jedan). Dokazati!

Resenje.

Ako n nije kvadratno slobodan, onda neka je n = p-¢?, gde su piq iz
N. Tada aksioma b8 za Bulove algebre nije ispunjena. Zaista, elemenat ¢ iz
B nema komplement:

n/q=p-q i nzs{g,n/q} =p-q#n.

Dakle, B nije Bulova algebra.

Obratno, ako je n kvadratno slobodan, onda su zadovoljene sve aksiome
za Bulove algebre. Zaista, bl - b6, kao i b9 vaze i inace za nzd i nzs (videti
i zad. 1.45), a za preostale dve je:

b7: nzd{a,n/a} = nzd{a,a A b/a}, gde je a ANb = n, i nzd{a,b} =
(uzajamno prosti brojevi). Odatle je nzd{a,n/a} = 1.

Sliéno, nzs{a,n/a} = nzs{a,b} = n, pa b8 vazi. O

S
VY

/\/w
N

1
Slika 1.35

NAPOMENA. Za svako n € N se na osnovu ovog zadatka moze posmatrati
algebra (B, A, V,1,n) (oznake kao gore), pa dakle i poredak x < y ako i samo ako
x Ay = z. Tada je na primer, Hase-dijagram takve algebre (u stvari mreze) sa
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istaknutim elementima, konstantama 1 i n, za n = 12 predstavljen na slici 1.35
(videti i zadatak 1.28).

ZADATAK 1.63. Dokazati da je skup svih funkcija {0,1}" — {0, 1},
n € N, 0 # 1 Bulova algebra, gde se operacije definisu na slede¢i nac¢in: Ako
su f i g funkcije iz {0,1}" u {0,1}, tada je za o € {0,1}"

(fAga) = fla)Agla),
(fvgla) = fla)Vgla),
fll@) = (f(a)),
O(a) = 0,
Z() 1.

(Sa desne strane jednakosti su operacije na dvoelementnoj Bulovoj algebri
B2, a O i T su, kao sto se vidi, konstantne funkcije.)

Da li se na opisani nacin dobijaju (do na izomorfizam) sve konacne
Bulove algebre?

Navesti elemente ove algebre za n € {1,2}.

Resenje.

Prvi deo dokazuje se proverom aksioma buduéi da se operacije definisu
uz pomo¢ odgovarajuéih na By .

Odgovor na drugi deo je odre¢an. Kao $to se vidi u nastavku, za n =1
odgovarajuéa Bulova algebra ima Cetiri, a za n = 2 Sesnaest elemenata'l.

Dakle, na primer Bulova algebra sa osam elemenata ne moze se predstaviti
na ovaj nacin.

et o= {(00)(01)-(3)- (1)}

Zan=2

B:{<(060) (0(,)1) (160) (161))’<(060> (0,01) (1,00) (1,11)>7
<(060) (061) (1,10) (161)>’<(060) (061) (1,10) (1,11)>’
<(060) (0,11) (160) (161)>’<(060) (0,11) (1(,)0) (1,11)>7
<(0[,)0) (0,11) (1,10) (161)>’<(060) (0,11) (1,10) (1,11)>7
((0,10) (061) (160) (161))’((010) (061) (1(,)0) (1,11)>7
((0,10) (0(,)1) (1,10) (161)>’<(010) (061) (1,10) (1,11)>7

Nz, proizvoljno n takva Bulova algebra ima 22" elemenata.
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((0,0) (0,1) (1,0) (1,1)) ((0,0) (0,1) (1,0) (1,1))
1 1 0 0 ’ 1 1 0 1 ’

<(0,10) (0,11) (1,10) (161)>’<(010) (0,11) (1,10) (1,11)>}5

ZADATAK 1.64. Neka je S skup iskaznih formula i neka je ~ binarna
relacija na S definisana sa

A~ B akoisamo ako je formula A < B tautologija.

Dokazati:

a) ~ je relacija ekvivalencije na S;

b) Ako je S/~= {[A]~ | A € S} skup klasa ekvivalencije, onda je
struktura S = (S/~,A,V,”, 0,1) Bulova algebra, gde su operacije definisane
na sledeéi nacin:

[Al~ A [Bl~ = [AN Bl

[A] Vv [B]. = [AVB];
AL = A

0 = [AN-4]y;

1 = [AVv-A]..

(Sa desne strane su A, V, - redom operacijski znaci za konjunkciju, disjunkci-
ju i negaciju koji ucestvuju u izgradnji iskaznih formula).

Resenje.

(Videti i primer 1.61 d), str. 61.)

a) Neposredna posledica osobina refleksivnosti, simetri¢nosti i tranzi-
tivnosti logicke ekvivalencije ,<“ (A ~ A ako i samo ako je A & A tau-
tologija, §to je uvek zadovoljeno, itd.).

b) Operacije su dobro definisane, tj. ne zavise od izbora predstavnika
klasa. Zaista, ako je Ay € [A]~, By € [B]~,ondaje A] & Ai By < B, paje
i AiANBy < AN B tj. [Al]N VAN [Bl]N = [Al /\Bl]N = [AAB]N = [A]N N [B]N

Sli¢no je i za ostale operacije.

Aksiome za Bulovu algebru proveravaju se direktno.

Na primer, b3:

[Al~ A ([B]~ V[C]~) =
(po definiciji za A1V )
=[AN(BVCO)|. =
(zbog tautologije pA (V1)< (pAq)V (pAT))
=[(AANB)V(ANO)]. =
(po definiciji operacija)

= ([Al~ A [Blo) Vv (1Al A [C]0)
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1 sli¢no za ostale aksiome. O

ZADATAK 1.65. Dokazati da u svakoj Bulovoj algebri za proizvoljan
elemenat x vaze nejednakosti:
<1 1 0<uz.
Resenge.
Prva nejednakost sledi direktno iz definicije relacije < i aksiome bb za
Bulove algebre:

r<1 akoisamoako xA1l=zx.

Druga nejednakost dokazuje se sli¢no. O

ZADATAK 1.66. Ako je < poredak na Bulovoj algebri, onda vazi:

iz x1<y 1 xo <y sledi x1V g <y.

Dokazati.

Resenje.

Sledi iz osobina mreze i ¢injenice da je Bulova algebra istovremeno i
Bulova mreza. O

ZADATAK 1.67. Dokazati da u svakoj Bulovoj algebri vazi:
(i) z <y ako i samo ako z Ay = 0;

(ii) ¥ < x ako i samo ako x V y = 1.

Resenge.

(i) = < ¢/ je ekvivalentno sa x Ay = x odakle sledi

rAy=(xAy)Ay=0.
S druge strane, iz x A y = 0 sledi
r=zAl=aA@yVy)=(@Ay)V@Ay)=0V(zAy)=xAy.

(ii) Dualno. O

ZADATAK 1.68. Dokazati da je u Bulovoj algebri x < y ekvivalentno sa
y <z

Resenge.

x < y je ekvivalentno sa zAy = z, $to je dalje ekvivalentno sa (xAy) = 2/
sto je ekvivalentno (na osnovu De Morganovih zakona) sa 2’ V¢’ = 2/, §to
je ekvivalentno sa 3’ < ' O

ZADATAK 1.69. Opisati poredak na Bulovoj algebri

a) P(4);

b) delitelja broja n (kvadratno slobodnog (zadatak 1.62));
c) By;
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d) svih funkcija {0,1}" — {0, 1} (zadatak 1.63);

e) klasa iskaznih formula S, (zadatak 1.64).

Resenge.

a) Poredak je skupovna inkluzija (C);

b) p < q ako i samo ako p deli ¢ (p | ¢);

c) (a1,...,an) < (B1,...,0n) ako i samo ako a; < 3;, 1 € {1,...,n};

d) f < g ako i samo ako za svako a = (ay,...,ap) € {0,1}",  vaz
flag) < glay), zasve i€ {1,...,n};

e) [A]. < [B]~ ako i samo ako [A]. A [B]. = [A]. ako i samo ako
[ANA B]. = [A]~ ako i samo ako je AN B < A tautologija ako i samo ako je
A = B tautologija. O

ZADATAK 1.70. Pokazati da je skup svih binarnih relacija na nekom
skupu Bulova algebra u odnosu na odgovarajuce skupovne operacije. Odre-
diti takvu Bulovu algebru na skupu S = {a,b}.

Koliko ima elemenata takva Bulova algebra, ako je |S| =n € N?

Resenge.

Sve binarne relacije na skupu S (kao podskupovi iz S?) éine skupovnu
Bulovu algebru (P(S52),n,U,’,0,5?).

Za S = {a,b} je $* = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}.

Otuda, py = 0, p1 = {(a,a)}, p2 = {(a,b)}, p3 = {(b;a)}, ps = {(b, D)},
ps = {(a,a),(b,b)}, ..., p15 = S? (Hase dijagram skiciran je na slici 1.36).

Broj elemenata takve Bulove algebre za |S| = n iznosi |P(S2)| = 27°. O

Slika 1.36

ZADATAK 1.71. Nadi sve podalgebre Bulove algebre delitelja broja 42.

Resenge.
42 je kvadratno slobodan broj, pa prema zadatku 1.62, skup delitelja
B =1{1,2,3,7,6,14,21,42} obrazuje Bulovu algebru.
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Treba odrediti sve podskupove skupa B, koji su zatvoreni u odnosu na
nzd i nzs, u odnosu na operaciju 42/n, i koji sadrze brojeve 1 i 42. To su:

Ay ={1,42}; Ay ={1,2,21,42}; A3 ={1,3,14,42};

Ay ={1,6,7,42}; As =B

Zaista, svaki skup koji sadrzi 2, 3, ili 7, mora da sadrzi komplemente (re-
dom) 21, 14, 6, a svi sadrze 1 i 42 (na slici 1.37 skicirane su ¢etvoroelementne

podalgebre). O
N /\014 N\
NV

Slika 1.37

ZADATAK 1.72. Ako je X CY (X # (), da li je Bulova algebra P(X)
podalgebra Bulove algebre P(Y)?

Resenge.

Nije. Nemaju isti jedini¢ni elemenat, a ni unarna operacija (komplemen-
tiranje) nije ista. O

ZADATAK 1.73. Ako podskup Bulove algebre B sadrzi konstante 0 i 1 i
zatvoren je u odnosu na obe binarne operacije, da li je on uvek podalgebra
iz B?

Resenge.

Ne mora biti; analizirati primere sa slike 1.38, imajué¢i u vidu komple-
mentiranje.

O

Slika 1.38

ZADATAK 1.74. Neka su a ib elementi Bulove algebre B = (B, \,V,’,0,1)
i neka je a < b. Dokazati da je ([a,b],0,U, , a,b) takode Bulova algebra, gde
je
[a,b] = {x € B|a <z <b} (interval)
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iza x,y iz [a, b], operacije su definisane na slede¢i nacin:
roy:=xAy; zUy:=aVy, T:=(aVa)Ab.

Konstante (najmanyji i najveci elemenat) su redom a i b.

Da li je ovo podalgebra iz B?

Resenge.

Da bismo pokazali da [a, b] obrazuje Bulovu algebru, prvo proveravamo
da li smo zaista dobili operacije na [a, b].

Za xz,y iz [a,b], elementi x o y i Uy pripadaju [a,b], s obzirom da
su to infimum i supremum za x i y. Binarne operacije su dakle restrikcije
odgovarajuéih iz B pa su ispunjene aksiome bl - b4.

Sada proveravamo da li je ~ operacija na [a,b]. Za z € [a, b,

aNT=aA(aVi)Ab=aAb=a
(prema zakonu apsorpcije i kako je a < b), pajea < T.
Pored toga,
T=(aVa)Ab<b, tj. a<Z<b, odnosno T € [a,b].

Sada proveravamo da li vaze aksiome Bulove algebre. Za aksiome b1l-b4
smo ve¢ utvrdili da vaze.

Dalje, za x € [a, b] vaze aksiome b7 i b8 :

roZ = xzA(aVa)Ab=zA(aVa)
= (zAha)V(zAZ)=zNa=a.

xUzx = zV((ava')Ab)=zV (aAb)V (z'Ab)
= V(@ Ab)=(xAb)V (2 Ab)=(zVa)AD
= 1Ab=0D.

Najzad, za z € [a, D]

xUa =z (aksioma b6), i z o b = x (aksioma b5).

Interval dakle obrazuje Bulovu algebru.

Akojea#0ib#1 (tj. [a,b] # B), interval nije podalgebra iz B, sto je
oc¢ito s obzirom na definiciju unarne operacije i konstanti. O

ZADATAK 1.75. Neka je p proizvoljna simetri¢na relacija na skupu A #
0. Za X C A kazemo da je zasiéen (s obzirom na p), ako

(12) iz veX i xzpy sledi yeX.

Dokazati da je skup S zasi¢enih podskupova iz A Bulova algebra u odno-
su na skupovne operacije. Da li je to podalgebra iz P(A)?

Resenge.

Nekasu X 1Y iz S. Tada vazi: € X NY ako i samo ako z € X i
x €Y. Ako je pri tome zpy, onda jey € X iy € Y pajey € XNY.
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Sli¢no je i za uniju. Za komplement vazi: ako x € X i xpy onda x € X (po
definiciji komplementa). Ako se uzme kontrapozicija za (12) (uz zamenu z
za y), dobija se
x ¢ X povlagi nije ypzx ili y € X.

Buduéi da jeste ypr (simetri¢nost za p), vazi y € X, tj y € X. Dakle,
XeS.

() € S jer za prazan skup (12) trivijalno vazi.

Najzad, za svako z € A je oCitoy € A, pa A € S.

S jeste podalgebra iz P(A). O
{1,2,3,4}
{1,2,3} o<>o {4}
0
Slika 1.39

ZADATAK 1.76. Odrediti jednu relaciju p uz pomo¢ koje se konstrukci-
jom iz prethodnog zadatka dobija Bulova algebra na slici 1.39, pri ¢emu je
skup A ={1,2,3,4}.

Resenge.

Jedno resenje je p = {(1,2),(2,1),(1,3),(3,1)}.

NAPOMENA. p ,lepi“ parove elemenata tj. pravi podalgebru u kojoj su neki
parovi uvek zajedno u podskupu. d

ZADATAK 1.77. Dokazati da je Bulova algebra klasa iskaznih formula &
(zad. 1.64) bezatomska (tj. da ne sadrzi nijedan atom).

Resenge.

Pretpostavi se da je [A]. atom u §. Tada je [A]. # 0, pa A ni-
je kontradikcija (nema konstantno istinitosnu vrednost L za sve vrednosti
promenljivih koje u njoj ucestvuju). Tada ni iskazna formula x A A nije
kontradikcija, ako je x promenljiva koja se ne pojavljuje u formuli A. Znagéi,
0 < [z A A]~. Kako formula z A A = A jeste tautologija, a t A A < A to
nije, sledi

0<[zAAl. < [4]~,
s obzirom na poredak u ovoj Bulovoj algebri (zadatak 1.69 e)), pa [A]~ ne
moze biti atom. O

ZADATAK 1.78. Neprazan podskup B; Bulove algebre B je njena pod-
algebra ako je zatvoren u odnosu na:

T1 obe binarne operacije;
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T2 unarnu operaciju, i binarnu operaciju g(x,y) = x V y'.

Od ta dva tvrdenja jedno je tacno, a drugo ne. Dokazati ono koje je
tacno.

Resenge.

T1 nije tacno (videti zadatak 1.73), a T2 jeste. Ako z,y € Bj, tada
iy € Bj, zato sto je By zatvoreno u odnosu na unarnu operaciju. Dalje,
iz x,y € Bj i zatvorenosti u odnosu na operaciju g sledi g(x,y’) € By, a
g(xz,y) =2V (y) =2 Vy. Dakle, iz x,y € By sledi iz Vy € By, pa je By
zatvoreno i u odnosu na jednu binarnu operaciju. Prema tvrdenju 1.71, B;
je podalgebra. O

ZADATAK 1.79. Dokazati da svaka konacna Bulova algebra sa k atoma
ima tacno I1(k) razli¢itih podalgebri, gde je II(k) broj svih particija na skupu
njenih atoma.

Resenje.

Svaka konacna Bulova algebra je izomorfna sa nekom skupovnom alge-
brom, §to sledi iz teoreme 1.77, a izomorfne Bulove algebre imaju isti broj
podalgebri. Dakle, posmatra se Bulova algebra P(A), |A| = k, kao pred-
stavnik onih sa 2¥ elemenata (tj. kona¢nih Bulovih algebri sa k atoma).
Atomi svake pojedinacne podalgebre iz P(A) obrazuju particiju skupa A.
(Zaista, njihova unija je A, a svaka dva su disjunktna). Svaka podalge-
bra jednoznac¢no je odredena svojim atomima, $to se jednostavno proverava.
Buduéi da svaka particija m atoma odreduje podalgebru obrazovanu kao par-
titivni skup nad 7, podalgebri ima ta¢no koliko i particija.

NAPOMENA. Broj particija II(n) skupa od n elemenata zadovoljava rekurzivnu

formulu:
H(n—f—l):l—i—;( i ) STI().

|

ZADATAK 1.80. Neka je f bijekcija Bulove algebre B na Bulovu algebru
By . Da bi f bio izomorfizam potrebno je i dovoljno da za sve x,y iz B vazi:

(13) x <y akoisamo ako f(x)< f(y).
Dokazati.

Resenge.

Ovde se dokaz izvodi u celini, iako bi mogao da se skrati uz koriséenje
slicnog tvrdenja za mreze (teorema 1.45 na str. 36). U dokazu se operacije
na obe Bulove algebre oznacavaju na isti nacin.

Pretpostavimo da vazi uslov (13).

IzzANy<zizAy<y, prema (13) je

flexny) < flx) i;flxny) < fy).
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Ako b € 31 tako da je b < f(z) i b < f(y), onda je za a = f~1(b) (prema
(13)) a <z ia <y, odnosno a < z Ay. Sledi

b= f(a) < f(xAy), paje

f@Ay) =inf(f(z), fy) ti

flany) = f@) A fy).
Sliéno se pokazuje i da je

flevy) = fx)Vv fy)
Kako je 0 < x za sve x € B, ocito je f(0) < f(x), tj.
f(0) =0 isliéno f(1) = 1.
Najzad, z A2’ =0 i zVa' =1 povlaci
@) A f@) =0 odnosno f(z)V f() =1 t. f(z') = (f()).

Obratno, neka je f izomorfizam i neka je za z,y iz B x < y. Tada je
x Ay =x, odnosno

flxAy) = f(x), f(2) A fly) = f(2), tj. flz) < f(y)
Ako jo f(2) < f(y), onda jo
f(@) A f(y) = f(z), odnosno f(xAy)= f(z).
f je bijekcija i otuda
rANy=uwm, tj. x<y. O
ZADATAK 1.81. Neka su A = (Al,/\l,\/l, /1,01, 11) 1Ay = (AQ,/\Q,\/Q,

5,09,19) Bulove algebre i f funkcija iz Ay u As.
f je homomorfizam ako i samo ako za sve x,y iz A vaZze jednakosti:

(14) flerry) = f@) A2 f(y)
(15) flat) = (f(x))2.

(Sli¢no tvrdenje vazi i ako se umesto prve stavi druga binarna operacija,
i dokaz je dualan.)

Resenge.
Jasno je da homomorfizam ima svojstva iskazana formulama (14) i (15).
Obratno, pretpostavimo da vaze formule (14) i (15). Tada je:

fleviy) = F(@ myh) = (Fat Ay
= (f@) A2 Fyh))E = ((F(@))! Az (F(y))b):
= f(z) V2 f(y).
FO1) = fl@Aiat) = f(2) A (f())> = O
FL) = £(0) = (F(00)r = 03 = 1.

Funkcija f je dakle homomorfizam. O
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ZADATAK 1.82. Neka je B = (B,A,V,',0,1) Bulova algebra. Dokazati
da je i By = (B,V,A,,1,0) Bulova algebra (dualna Bulova algebra algebre
B), kao i da su one izomorfne.

Resenje.

Ovo je posledica principa dualnosti. Dokazuje se jednostavnom za-
menom svake aksiome odgovarajuéim parom (1 sa 2 i obratno, 3 sa 4 i
obratno, itd.).

Izomorfizam je preslikavanje f : B — B, takvo da je f(x) = 2.

Zaista, f je 1—11 ,na*, a zbog De Morganovih zakona i svojstva unarne
operacije ’, ispunjeno je sledece:

fleny) = (xAy) =" vy = flx)V fy),
f@') = @) = (f(x)).

Ovo je prema zadatku 1.81 dovoljno da f bude izomorfizam. O

ZADATAK 1.83. Pokazati da izomorfizam kod Bulovih algebri preslikava
atome u atome.

Resenge.
Neka je f : B — Bj izomorfizam iz B na B i neka je a atom u B. Neka
je dalje y € By iy < f(a). Tada je f~(y) < a (videti zadatak 1.80) i zato

fYy)=0ili f~(y) =a. Ocito, y =0 (u By) ili y = f(a) pa je f(a) atom
u Bj. Od

komplement konacan) podskupova skupa prirodnih brojeva N, je u odnosu
na uobicajene skupovne operacije Bulova algebra. Dokazati.

Da Ii je takva Bulova algebra izomorfna nekoj skupovnoj, koja je oblika
P(X)?

Resenge.

Proverava se da je kolekcija svih konacnih i dokonac¢nih podskupova
zatvorena u odnosu na skupovne operacije. Na primer, ako su A i B
dokonacni skupovi, tada je njihov presek dokonacan jer je (ANB) = A’UB’;
A’ i B’ su konacni, pa je i njihova unija konacan skup. Komplement
kona¢nog skupa je dokonacan i obratno. Dakle, dobija se podalgebra Bulove
algebre P(N).

Uputstvo za drugi deo. Ova Bulova algebra nije izomorfna partitivnom
skupu P(X) ni za jedan skup X. Treba samo uociti da je kardinalni broj
spomenute kolekcije podskupova isti onaj koji ima i N, tj. ta kolekcija je
prebrojiva, Sto nije karakteristika nijednog partitivnog skupa (ako je skup
konacan, takav je i partitivni skup, a ako je skup beskonacan, njegov par-
titvni skup je neprebrojiv). O
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ZADATAK 1.85. Ako je f homomorfizam iz Bulove algebre B u Bulovu
algebru B, onda vazi implikacija:

(16) ako je x <y ondajei f(z)< f(y),

tj., homomorfizam Bulovih algebri je izotona funkcija (str. 15). Dokazati.

Da Ii u uslovu (16) umesto implikacije moze da stoji ekvivalencija (kao
u zadatku 1.80)7

1

0 1= f()

&5
A

\o& Lo=f(y)
0
Slika 1.40

Resenge.

Resava se sli¢no kao zadatak 1.80. Medutim, iz ¢injenice da je f homo-
morfizam ne sledi i obrnuta implikacija u formuli (16). Kontra-primer dat
je na slici 1.40; zaista, f(y) < f(x), ali i y su neuporedivi. O

’I“—.

-
N N °

T—»
0 0

Slika 1.41
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1

O,
1 /\ 1o ol
F\u o
X
0 - 0 0
e) £)
Slika 1.42

ZADATAK 1.86. Koja su od preslikavanja na slickama 1.41 i 1.42 homo-
morfizmi Bulovih algebri? Obrazloziti!

Resenge.
Homomorfizmi su pod b), c¢) i d). Preslikavanje pod a) nije homomor-
fizam zato §to za oznacene elemente x i y vazi

flany)=fz) =a#1=f(x)A[fy)
Preslikavanja pod e) i f) nisu Bulovi homomorfizmi, jer f(1) # 1 u oba
slucaja. O

ZADATAK 1.87. Ako je h homomorfizam Bulove algebre B u Bulovu
algebru B’ onda je
a) h(B) podalgebra iz B, gde je'?

h(B) ={x € B'| z = h(a), za neko a € B};
b) h~1(C) je podalgebra iz B, gde je C podalgebra iz B', a
hHC) = {z € B| h(z) € C}.

Resenge.
Za operacije na algebri i njenoj podalgebri ovde koristimo iste oznake.
a) Neka z,y € h(B), tada je z = h(a) i y = h(b) za neke a,b iz B.
Odatle,
x Ay = h(a) A h(b) = h(a Ab) € h(B).
Sliéno,
2" = (h(a)) = h(d) € h(B).
h(B) je dakle podalgebra iz B'.
b) Neka a,b € h=1(C). Tada je

h(a Ab) = h(a) A h(b) € C,
jer je C podalgebra iz B'. Otuda a Ab € h=(C).

12K a0 sto je uobicajeno, sa B je oznacen nosaé (univerzum), skup na kome je defini-
sana algebra B; slicno, C je nosa¢ algebre C itd.
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Sliéno,

h(a') = (h(a)) € C, pai a € h™1(C). O

ZADATAK 1.88. Ako su B; = (Bl,/\l,\/l, /,01, 11) iBy = (BQ,/\Q,\/Q,
7,09, 12) Bulove algebre, dokazati da je By x By = (By x B, A,V,*,0,1)
Bulova algebra, gde su nove operacije definisane preko operacija na By i Bo,
po koordinatama:

(x,y) A (z,t) = (xA1z,yNat)
(x,y)V (2,t) = (xViz,yVat)

i to su binarne operacije, a

(xay)* = (I‘/,y”), 0= (01702)7 1= (117 ]-2)

su redom unarna operacija i konstante.

Dobijena struktura je direktan proizvod Bulovih algebri.

Resenge.

Ocigledno je da se ovom konstrukcijom dobija algebarska struktura sa
dve binarne operacije, jednom unarnom i sa dve konstante. Potrebno je jos
proveriti aksiome za Bulove algebre.

Primer provere da vazi aksioma b5:

(x,y) V1= (z,y)V (11,12) = (x V1 11,y V2 12) = (,y),

na osnovu aksiome b5 u Bulovim algebrama By i Bs.
Sliéno se proveravaju ostale aksiome. O

Analogno konstrukciji iz prethodnog zadatka, moze se definisati direk-
tan proizvod n Bulovih algebri, za n € N.

ZADATAK 1.89. Dokazati da se u direktnom proizvodu II7'_; A; Bulovih

algebri Ay, ..., A, moze definisati poredak na sledeéi nacin:
(z1,22,...,2n) < (Y1,%2,--.,Yn) ako i samo ako je x; < y;
za svako i € {1,...,n} (gde je ova poslednja relacija < uobicajeni poredak
u .AZ)
Resenge.

Direktan proizvod n Bulovih algebri je isto Bulova algebra (dokaz je
analogan onom za dve algebre u prethodnom zadatku). U nastavku se
odreduje poredak na njoj.
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(x1,22,. -, 2n) < (Y1,%2,--,Yn)
— (x1,m9, . ) A (Y1, Y2, -+, Yn) = (1, T2, ..., Tn)
— (T Ay, 22 AY2, .. Ty AYn) = (21, T2, ..., Xy)
— T1IAY1 =21, T2NYs =22,...,Tpn NlYp =Ty,
> 21 <Y1, T2 Y2500 S Yne 0

ZADATAK 1.90. Neka je {A; | ¢ € I} proizvoljna familija Bulovih alge-
bri. Pod direktnim proizvodom A = Il;c1A; podrazumeva se skup svih
preslikavanja

fil— U A,
1€l
tako da je za svako i € I, f(i) € A;. Operacije na A definisu se po koordi-
natama: za svakot € I

(fAgi) = [f@)Agli);
(fvag)l) = [f@)Vg(i)
f@) = (f(@)s
O(i) = 0y
J@) = 1

0; i 1; su konstante u A; (O i J su konstante u A, a unarna i binarne
operacije su isto oznacene).

Dokazati da je A u odnosu na ovako definisane operacije jedna Bulova
algebra.

Resenje.
Proverava se da vaze aksiome bl - b9.
Neka f,g € A. Tada

(FAg)() = f@) Ag(i) = g(@) A f(i) = (g A f)(E),
jer vazi komutativnost u Bulovoj algebri A;, a f(i) i g(i) su iz A;, pau A
vazi aksioma b1.
Na slican nac¢in proveravaju se i ostale aksiome. O

ZADATAK 1.91. Dokazati da je presek proizvoljne neprazne familije
podalgebri date Bulove algebra takode njena podalgebra.

Resenje. Neka je {A; | i € I} proizvoljna neprazna familija podalgebri
neke Bulove algebre B. Neka je A = (1),.; A; presek univerzuma (nosaca) tih
algebri. Pokazujemo da je presek zatvoren za operacije iz Bulove algebre B.
Neka z,y € ();c; Ai- Tada za svako i € I vazi z,y € A;. Dakle, x/\yEA i
xVye€ A,z svako i € I, zato to je A; podalgebra. Sledi x Ay € ;o7 As
izVy € (,erAi- Slicno se pokazuje i da komplement svakog elementa
pripada preseku, jer pripada svakoj pojedina¢noj podalgebri. To vazi i za
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konstante 0 i 1. Dakle, presek je zatvoren u odnosu na sve operacije, pa je
on i podalgebra od B. O

ZADATAK 1.92. Pokazati da je presek svih podalgebri Bulove algebre
B = (B,AV,,0,1) koje sadrze kao podskup neki skup A C B, podalgebra
iz B.

Za takvu podalgebru kaze se da je generisana sa A, i ona se oznacava
sa [A]. Elementi skupa A, ukoliko je ovaj neprazan, su generatori Bulove
(pod)algebre [A].

Resenge.

U prethodnom zadatku je pokazano da presek proizvoljne neprazne fami-
lije podalgebri Bulovih algebri i sam ¢ini podalgebru. Dakle, ovo je speci-
jalan slucaj tog zadatka (videti i zadatak 1.94 u nastavku). O

ZADATAK 1.93. Pokazati da se Bulova algebra P({0,1}"), n € N, moze
generisati sa n elemenata. (tj. pomocu n-¢lane familije skupova).

Resenge.

Posmatrajmo skup A = {A1,...,A,} C P({0,1}"), gde je za i €

{1,...,n}
Ai = {(051,- . .,Oéi_1,1,067;+1,... 7an) | o € {0,1}}

(A; je skup svih n-torki kojima je i-ta koordinata 1).
Za proizvoljnu n-torku a = (aq,...,a,) € {0,1}" je

(17) a=A1“"N---NA,*",

gde jezaic {1,...,n}

A, zaa; =0

A0 — { Ay zao; =1
(A; je skupovni komplement za A; u P({0,1}")).

Zaista, svi elementi skupa A;*' imaju prvu koordinatu «, svi elementi
skupa A5*? imaju drugu koordinatu as, ... i tako dalje, A,*" ima n-tu
koordinatu «,.

Dakle njihov presek je skup koji se sastoji od elementa (ai, as, ..., ap).

Svaki elemenat iz P({0,1}") je unija uredenih n-torki, tj. moze se (po-
mocu (17)) generisati elementima skupa A:

Ako je C' = {B',..., ™} C {0,1}", pri cemu je

/81:(6%7"‘7/8’[%,)7"'7577'/:(ﬁ??"‘?ﬁ?)?

onda je ocito

C:(Alﬁ%ﬂ--‘ﬂAnﬁ'll)U”'U(Alﬁirlﬂ'-'ﬂAnﬁfT),
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Ilustracija reSenja za n = 3:

A = {(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)};
Ay = {(0,1,0),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1) };
As = {(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}.

Ako je na pr. a = (1,0, 1), onda je
a=A1""NA*?NA3"™ = A1 N AQ N As,

zbog
A1™ = Ay (jer je ag = 1),
A®? = Ay = {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0),(1,0,1)} (jer je ag = 0),
Agag = A3 (jer je a3 = 1)
Slicno, 8 = (1,1,1) = A1 N A2 N As.
Sada je na pr. {o, 8} = {(1,0,1),(1,1,1)} € P({0,1}?),
{a, B} ={a} U{B} = (AlﬂAQQAg)U(AlﬂAzﬂAg) =A1NA3. O

ZADATAK 1.94. Koju podalgebru Bulove algebre generise prazan skup

07

Resenje.
Presek svih podalgebri koje sadrze () kao podskup je dvoelementna Bulo-
va algebra Bs, koju dakle generiSe prazan skup. O

ZADATAK 1.95. Dokazati da se Bulova algebra sa 4 elementa mozZe
generisati jednoclanim skupom.

Resenje.

Neka je = jedan od dva atoma Bulove algebre sa 4 elementa. Najmanja
podalgebra koja sadrzi {x} mora sadrzati i 2/, kao i 0 i 1. Dakle, Bulova
algebra sa 4 elementa je generisana tim jedno¢lanim skupom. O

ZADATAK 1.96. Dokazati da u potpunoj Bulovoj algebri (B, A,V, ,0,1)

vaze beskonac¢ni De Morganovi zakoni:
za svako A C B,

(18) (\/ w) = A

z€A €A
!/
(19) (/\ a;) = \/ x.
x€A z€A
Resenge.

Potpunost Bulove algebre obezbeduje postojanje proizvoljnih infimuma
i supremuma.
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Iz x < \/,cq 7 za svako z € A, kao i na osnovu zadatka 1.68, dobija se
(Vaea x), < 2 za svako xz € A. Odatle je

(\/x>,< N2

z€A €A

Sa druge strane je A ., 2" < 2’ za svako x € A. Odavde, na osnovu

zadatka 1.68, z < (A,ea :z:’)/ za svako x € A izatim \/ .4z < (A,ea x’)’.
Ponovo prema zadatku 1.68 dobija se

!
(\/at) 2/\96’.
z€A €A

Tako je dokazana jednakost (18), a drugi De Morganov zakon dokazuje
se dualnim postupkom. O

ZADATAK 1.97. Dokazati da u potpunoj Bulovoj algebri (B, A,V, ,0,1)
vaze zakoni:
za svako A C B,

(20) a\/\/:r = \/(aVac);

€A z€A
(21) a/\/\a: = /\(a/\x).
€A z€EA

Resenje.

Izrazi navedeni u ovim jednakostima imaju smisla jer se po pretpostavci
oni odnose na potpunu Bulovu algebru.

Da bi se dokazala jednakost (20), pokazuje se da je aV\/, . 4 supremum
za skup {a Vz |z € A}. Ocigledno, to je gornje ogranicenje ovog skupa, jer
je vece od svakog od elemenata a V x. Pretpostavimo da je b drugo gornje
ogranicCenje, tj. da je a Vx < b za svako . Odatle a < b i x < b za svako
x € A pa zato imamo

Dalje je aV \/xgb,

pa je elemenat aV \/ .,z najmanje donje ogranicenje, dakle supremum
za skup {a V z | z € A}, s§to je i trebalo dokazati.
Zakon (21) se dokazuje dualnim postupkom. O

ZADATAK 1.98. Dokazati da u potpunoj Bulovoj algebri (B, AV, ,0,1)
vaze beskonacni distributivni zakoni:
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za svako A C B,

(22) a/\\/m = \/(a/\z:);

€A €A
(23) a\//\:): = /\(aVac).
€A z€A

Resenje.

Kao i u prethodna dva zadatka, potpunost Bulove algebre obezbeduje
postojanje trazenih infimuma i supremuma.

Dokaz zakona (22):
Izanz <aN\, ey 2, zasve z € A, sledi

a \/x} \/(a/\x).

x€A z€A
Sa druge strane, primetimo da je

Ve V@ ve) =V an@va)=

z€EA TEA z€A
V(@ Vva)a(dva)=\/(dV(@arz)=
z€EA T€EA
a v \/(a/\x)
€A

(poslednja jednakost sledi na osnovu zadatka 1.97). Prema zadatku 1.56, iz

\/xéalv \/(a/\x)

z€A €A
dobijamo
a A \/ x < \/(a/\x),
€A €A
pa vazi jednakost.
Zakon (23) dokazuje se dualnim postupkom. O

ZADATAK 1.99. Dokazati da je svaka potpuna i atomarna Bulova algebra
izomorfna sa partitivnim skupom kolekcije njenih atoma.

Resenje. Neka je A skup atoma Bulove algebre B. Trazeni izmorfizam
je funkcija f iz B u P(A) definisana (isto kao u dokazu analogne teoreme
za konacne Bulove algebre - teorema 1.77 na str. 69) na sledeéi nacin: za
r€eB

flx):={a€ A|a<z}

Ovo funkcija je dobro definisana, posto je Bulova algebra atomarna, pa
za svako x #£ 0 postoji atom a takav da je a < z.

Treba dokazati da je f izomorfizam, tj. (prema tvrdenju 1.74) da je to
bijekcija, koja je saglasna sa unarnom operacijom (') i binarnom (A).
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Dokaz da je funkcija f injekcija, kao i da je saglasna sa unarnom i bi-
narnom operacijom je identi¢an dokazu teoreme 1.77.

Jedina razlika je u dokazu da je f sirjekcija, koji se daje u nastavku.

Neka je X € P(A) i b=\ ,cx 2. Dokazujemo da je f(b) = X. Zaista,
zasve x € X jex < b, paje X C f(b). Sa druge strane, ako je a € f(b),
onda je a < b, tj. a < \/ cx . Zato je

a=aNb=aA \/x: \/(a/\x),

zeX zeX

(beskonacna distributivnost u potpunim Bulovom algebrama - zadatak 1.98).
Sledi da je za neko x € X ispunjeno a = z, jer bi u protivhom bilo a = 0, s
obzirom da su i svi elementi x € X atomi. Sledi f(b) C X, pa najzad vazi
f(b) =X. O

ZADATAK 1.100. (Stonova teorema reprezentacije za Bulove al-
gebre) Dokazati da je svaka Bulova algebra izomorfna sa podalgebrom
Bulove algebre partitivnog skupa.

Resenje. U zadatku 1.52 (str. 59) je pokazano da je svaka distributivna
mreza izomorfna podmrezi partitivnog skupa. Taj izomorfizam je definisan
kao potapanje f iz distributivne mreze u P(A), gde je A skup prostih ide-
ala te mreze. Posto je Bulova algebra i sama distributivna mreza moze se
iskoristiti isto preslikavanje kao u zadatku 1.52:

fx)={PecAl|xdgP}

Ono je injektivno i saglasno sa binarnim operacijama. Jo§ je potrebno
dokazati samo da je f saglasno sa komplementiranjem, pa se, prema za-
datku 1.81, dobija homomorfizam Bulovih algebri.

f@)={PcA|d¢P)={PcAlzcPy={PecA|zdP}=fla)

f je dakle injektivni homomorfizam, tj. potapanje date Bulove algebre
u partitivni skup kolekcije svih njenih prostih ideala. O

ZADATAK 1.101. Filter i ideal u Bulovoj algebri su filter i ideal u
odgovarajucoj Bulovoj mrezi (videti stranu 35). Ako je F' filter u Bulovoj
algebri B, onda je Ip = {x € B | 2’ € F} ideal (dualni za filter F') i obratno,
za svaki ideal I u B, F; = {2/ € B | x € I} je filter (dualan idealu I).
Dokazati.

Resenje. U dokazu se koristi tvrdenje

r <y akoisamoako 1 <7,

dokazano u zadatku 1.68.

Neka je x € I, i po definiciji x = 2’ za neko z € F'. Vazii 2’ = z. Neka
je elemenat y takav da y < x. Iz pomenutog tvrdenja sledi z = 2’ < ¢/, pa
po uslovu da je F filter, sledi 3/ € F. Dakle, y € Ip.
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Dalje, neka x,y € Ir. Tadaje xz = 2/ i y = t’ za elemente z,t € F. Posto
je F filter sledi zAt € F, pai(zAt) =2Vt € Ip, sto je trebalo pokazati.
Drugi deo zadatka se dokazuje dualno. O

ZADATAK 1.102. Neka je b proizvoljni ne-nula elemenat Bulove algebre
B=(B,A,V,,0,1). Dokazati:

a) [b:={x € B |z < b} jeideal u B (glavni ideal generisan sa b);

b) A = ({b,A,V, *0,b) je Bulova algebra, gde je za svako a € |b,
a*:=bAd.

c) Preslikavanje x — x A'b je homomorfizam iz B u A.

Resenge.

Delovi pod a) i b) se dokazuju direktno po definiciji ideala odnosno
Bulove algebre.

c) f jeste funkcija, ko-domen joj je po konstrukciji [b (za svako = € B,
x Ab€lb). Dalje je

fleny) = (@Ay)Ab=(zAb)A(yAb) = f(x)Af(y)
f@) = 2Ab=(@'Ab)VO= (@' ALV Ab) = (2" VV)AD
(@AD) Ab=bA(f(2)) = (f(z))"

Funkcija f je dakle saglasna sa operacijama A i ', pa je prema zadatku
1.81 to homomorfizam. O

ZADATAK 1.103. Ako je F filter, a I njemu dualni ideal u Bulovoj
algebri B (videti zadatak 1.101), onda je F'U I (skupovna unija) u odnosu
na restrikcije operacija iz B, njena podalgebra. Dokazati.

Resenge.
Ako suxiyiz FUI, onda je

z,yeF ili z,yel ili z€F, yel.

Filtri i ideali su neprazni podskupovi iz B, pa ni unija F'U I nije prazan
skup. Buduéidajex ANy < zizAy<y, koizVyz2zizVy=y u
svakom od navedenih slucajeva primena binarne operacije ne izvodi iz unije
(treba samo razmotriti definicije filtra, odnosno ideala). Za x € F U [ je
x € Fili x € I, pa po definiciji dualnog filtra (ideala) 2’ € I'ili 2’ € F. 0 je
uvek u I, alu F. O

ZADATAK 1.104. Ultrafilter u Bulovoj algebri je filter razli¢it od same
Bulove algebre koji nije sadrzan ni u jednom drugom pravom filtru, a mak-
simalni ideal je pojam dualan ultrafiltru (ideal i filter Bulove algebre su
definisani u zadatku 1.101).

Odrediti sve podalgebre, filtre, ideale, ultrafiltre, maksimalne ideale u
Bulovoj algebri sa 8 elemenata.

Resenje.
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Podalgebre su prikazane dijagramima na slici 1.43.

I

Slika 1.43

Pad

I@I

Na slici 1.44 predstavljeni su filtri i ideali ove Bulove algebre (tu treba
ubrojati i celu Bulovu algebru, koja je isto jedan filter, odnosno ideal).
Ultrafiltri, odnosno maksimalni ideali prikazani su, redom, kao poslednja tri
u svakoj vrsti.

PYYPPYPY

filtri

Sl

ideali

Slika 1.44 O

ZADATAK 1.105. Bulova algebra B je slobodna ako postoji skup A
koji je generiSe i ima osobinu da se svaka funkcija iz A u proizvoljnu Bulovu
algebru By moze prosiriti do homomorfizma iz B u By. Elementi skupa A
su slobodni generatori ove Bulove algebre.

Dokazati da je Bulova algebra B = P({0,1}") (videti zadatak 1.93)
slobodna Bulova algebra sa n generatora.

(Na osnovu ovog tvrdenja moze se pokazati da proizvoljna slobodna
Bulova algebra sa n slobodnih generatora ima (kao i ova) 22" elemenata.)

Resenge.

Da bismo ustanovili da je B slobodna Bulova algebra generisana skupom
{41,..., Ay} iz zadatka 1.93, preslikajmo generatore Ay, ..., A, proizvolj-
nom funkcijom f redom u elemente 1, ..., x, proizvoljne Bulove algebre D.
Pokazujemo da se f moze progiriti do homomorfizma h : B — D.

Neka je h definisano na sledeéi nacin:'3

13y ovom zadatku komplement se obelezava sa ~
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Za C ={B',...,p™} C {0,1}", pri ¢emu je
Bl=(8t,...8Y,....pm=(B",...,8™) i

PR B za o =1
Tz zaa=0

definisemo

m
n

h(C’) — (xlﬁ%/\"‘/\$n571‘)\/"’\/(1‘151n/\"'/\xnﬁ )
Moze se proveriti da je restrikcija h na {Ai,..., A, } funkcija f: h(A;) = z;

sliéno, h(A;) = &, tj. h(A;%) = 2;%, a; € {0,1}, i € {1,...,n}.
h je homomorfizam:

Ako je C’:{Bll,...,ﬁ’”/}, gde je
BY = (B, B ) B = (B, B,

onda je prema zadatku 1.93

U = 111m...m n% U--—-U(APT N N4 u. ..
h(CuUC! h((A? A,° AP AP

U(Alﬂ% ﬁ“-ﬁAn’B’ll)U---U(AlB{ m...mAnﬁﬁ))
— (:1;1511/\.../\l«nﬂvlb)\/...\/(xlﬁin/\.../\xnﬁffl)\/‘_.

’ ’

\/(xlﬁ%, /\.../\xnﬁ%)\/...\/(xlﬁf A Az
= h(C)VAH(C), kaoi
h(C) = h({0,1}"\ C) = h({b",...,tP}).

Ovde su b',...,bP iz {0,1}" i pri tome je svaki od tih elemenata razli¢it
od B,...,B™ tj. od svake n-torke u C razlikuje se bar na jednoj koordinati.
Zato, ako je: b' = (bi,...bL),..., b7 = (bY,...,bh), vazi:

h(C) = (xlb% A--- /\:L’nb%) VTR, (xlbﬁ’ A-- /\xnbﬁ)_
S obzirom na spomenute razlike u koordinatama, h(C) Ah(C) = 0 (svaka
konjunkcija u h(C') razlikuje se bar za jedno ¢ € {1,...,n} od svake u h(C),
pa je zato i njihova konjunkcija nula).

Sliéno, h(C) V h(C') = 1, bududi da se sa leve strane nalaze sve razlicite
konjunkcije u kojima ucestvuju x1, ..., x,.

Dakle, h(C) = h(C).
Na osnovu zadatka 1.81, h je homomorfizam, a B slobodna Bulova
algebra. O

ZADATAK 1.106. Da li je svaka podalgebra slobodne Bulove algebre i
sama slobodna?

Resenge.
Kako je napomenuto u prethodnom zadatku, slobodna Bulova algebra
ima 22" elemenata. Ona dakle moze imati podalgebru sa 2* elemenata, gde



5. BULOV PRSTEN 99

k nije stepen broja 2. Zato podalgebra slobodne Bulove algebre ne mora
biti slobodna. Na primer, slobodna Bulova algebra sa 16 elemenata ima
podalgebru sa 8 elemenata (slika 1.45) koja nije slobodna.

Slika 1.45 O

ZADATAK 1.107. Dokazati da je cetvoroelementna Bulova algebra slo-
bodna Bulova algebra sa jednim slobodnim generatorom.

Resenge. )
O,
N,
a d o a
NOZE
0
Slika 1.46

Pokazatemo da slobodan generator moze biti bilo koji od dva elementa
iz B, razlic¢ita od 01 1 (slika 1.46). Odista, neka je a jedan od njih. Ako sada
{a} preslikamo u neku Bulovu algebru B; funkcijom f, onda je preslikavanje
h : B — By, takvo da je h(1) = 1, h(0) = 0, h(a) = f(a), h(a@) = f(a),
trazeni homomorfizam koji prosiruje f (na pr. h(a Aa) = h(0) = 0, ali i

h(a) A (@) = f(a) A Fa) = 0, itd.). 0

5. Bulov prsten

Bulova mreza se u algebarskom smislu interpretira kao Bulova algebra.
Sledi jo$ jedan nacin da se opiSe ista struktura, uz pomo¢ prstena sa poseb-
nim svojstvima'?.

Prsten R = (R, +, -) je Bulov ako na njemu vazi identitet 22 = x (sa
22 je oznacen izraz x - ).

Slede osnovna svojstva Bulovih prstena.

140snovno o prstenima videti na pr. u knjizi [19].
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TVRDENJE 1.82. U svakom Bulovom prstenu vazi:

(a) z+x=0;

(b) z = —;

(c)z-y=y-z.

Dokaz.

(a) Po definiciji je

r+zx = (x+2z) (r+2)
2+t = r+xrx+zr+ux,

pa je x + x = 0 zbog svojstva skra¢ivanja u aditivnoj grupi prstena.

(b) Neposredno na osnovu (a), jer je inverzni elemenat u grupi jedinstven.

(¢) Sliéno kao u (a),

rt+y = (z+y)- (z+y)

= 2+ (@Y + o)ty = (@+y)+ @y + (o),

odakle (z -y) + (y-z) =0, pa je prema (b) z -y =y - x. [ ]

Definisimo sada na proizvoljnoj Bulovoj algebri B = (B, A,V,’,0,1)
binarnu operaciju + na sledeé¢i nac¢in:
r+y:=(xAy)V (@ Ny).
Ova operacija zove se simetri¢na razlika, jer se u Bulovoj algebri par-

titivnog skupa svodi na tu skupovnu konstrukciju.

TEOREMA 1.83. Ako je B = (B,A,V,’,0,1) Bulova algebra, onda je
Rp = (B,+, -) Bulov prsten sa jedinicom, gde je + simetri¢na razlika,
-y :=x Ay, a neutralni elemenat za + je 0 iz B.

Dokaz. (B,+) je Abelova grupa. Zaista, + je komutativna operacija,
jer vazi:
r+y=@AY)VE@ Ay)=wAD )V Y ANx)=y+z
Operacija + je asocijativna:
v+ (y+z) = o2+ (Y A2)V(yAZ))
(@AYVOIANY V)V (@AY A2)V (@ AyAZ))
= (@AY ALYV (@eAyA)V (@ AyAZ)V (@ Ay A2).
Na slican nacin dobija se i
(x+y)+z=@AyY ALYV (@AyAn2) V(@ AyAZ)V (& Ay A2),
pa vazi
v+ (y+2)=(z+y) + 2.
Neutralni elemenat je 0:

r+0=(xzA0)V (@ A0)=2A1l=u2,
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a inverzni za x je sam taj elemenat:
z+x=0.

Druga operacija, - je asocijativna, jer se poklapa sa operacijom A; ta
operacija je i distributivna prema +:

r-(y+2)=xA (WAL Y A2)=@AynZ) V(e Ay Az).
Sa druge strane,
@)tz = (@AYAE VD)Y@ VYA @A)
= (AyAZ)V (@AY A2),

pa distributivnost vazi sleva. PoSto je A komutativna operacija, vazi i
desna distributivnost.

Rp je tako prsten; on je Bulov, jer vazi:
=z-r=xAx=ur
Jedinica Bulove algebre je neutralni elemenat za drugu operaciju, jer je
z-l=axAl=uzx.

Tvrdenje je dokazano. |
U nastavku se pokazuje da uz pogodno definisane operacije Bulov prsten
sa jedinicom moze da se interpretira kao Bulova algebra.

TEOREMA 1.84. Neka je R = (R, +, - ) Bulov prsten sa jedinicom. Tada
je B = (R,A,V,’,0,1) Bulova algebra, gde je

TNy = x-y,
xVy = z+y+(x-y),
¥ = z+1,

a 0 i1 su redom neutralni elementi za prvu i drugu operaciju u prstenu.

Dokaz. Treba pokazati da vaze aksiome za Bulove algebre.
bl: Na osnovu tvrdenja 1.82 (¢) imamo

TANYy=z-y=y-r=yANx.
b2: Po definiciji operacije V je
sVy=z+y+(@-y)=y+ta+(y-z)=yVva
b3: Po definicijama operacija je
zAyVz)=z-(y+z+y-2)=(z-y)+(@-2)+(z-y-2) = (xAy)V(rAz).
b4: Sliéno kao u prethodnom sluc¢aju

zV(@yAz)=z+(y-2)+ (- y-2),
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a sa druge strane je
(xVy)AN(zVz) = (e+y+(z-y) (x+z+(z-2))
= 2+ (@ 2)+ (@) +(y-2)+ (v 2)
ey 2)+ (@ y)+(@y2) + (@ y2)
= z4+(x-2)+(x-2)+(@-y)+(y 2)
@y 2)+(x-y)+(@-y-2)+ (@ y-2)
= o+ (y-2)+(z-y-2),
na osnovu tvrdenja 1.82 (a) i (¢). Zato je
xV(yANz)=(xVy AzVz).
b5: U svakom prstenu je ispunjeno x - 0 = 0, pa imamo
zVO0=z+0+(z-0) ==z
b6: Po definiciji je
sANl=x-1=u=x.
b7: Kao i u prethodnom slucaju, imamo
eht =z -(z+1)=a’4+z=x+x=0.
b8: Ponovo po definiciji operacija
eve =z+2+ (@2 )=z+(@+ 1)+ (z-(z+1)=1+2°+z=1

b9: 0 # 1 po pretpostavci teoreme (jer su u prstenu sa jedinicom 0 i 1
razli¢iti elementi). [ |

Jednostavno se proverava da uzastopna primena konstrukcija iz teorema
1.83 1 1.84 daje polaznu strukturu. Simboli¢no, u nizu

Bulova algebra B — Bulov prsten R — DBulova algebra Br,,
ispunjeno je Br, = B.

Sli¢no, u konstrukciji

Bulov prsten R — Bulova algebra Bg — Bulov prsten Rp,, ,
vazi Rp, = R.

5.1. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.108. Proveriti da je struktura (R,®, -) Bulov prsten sa
jedinicom, ako je R = {0,p,q, 1}, a operacije su date tablicama:

@0 p g 1 |0 p g 1
0/0 p ¢q 1 0[0 0 0 O
plp 0 1 ¢ p|0 p 0 p
qlqg 1 0 p q|0 0 q ¢q
111 ¢g p O 110 p g 1

Resenje.
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Uputstvo. Tablica prve operacije (@) odreduje skup R kao Abelovu
grupu15: komutativnost je oc¢ita, asocijativnost se neposredno proverava,
neutralni elemenat je 0, a svaki elemenat je sebi suprotan.

Druga operacija je ocigledno komutativna; ona je i asocijativna (prove-
rava se direktno racunanjem odgovarajuéih proizvoda), neutralni elemenat
je 1. Kao i asocijativnost, distributivnost druge operacije prema prvoj se
proverava iz tablica. Ova struktura je dakle komutativan prsten sa jedini-
com. Da je on Bulov, sledi iz ¢injenice da je svaki elemenat idempotentan
(u odnosu na mnozenje). O

ZADATAK 1.109. Dokazati da je (2%,+, -) Bulov prsten, gde je 2%
kolekcija svih funkcija iz proizvoljnog nepraznog skupa X u skup {0,1} = 2,
a operacije, kao i neutralni elementi i inverzni su definisani po komponenta-
ma, kao Sto sledi.

Za f,ge 2%, x e X:

(f+9)x) = f(z)+g(z);
(f-9)x) = [flx) g(@);
—flz) = [f(x);
O(x) := 0
I(x) = 1.
Sa desne strane su operacije u dvoelementnom Bulovom prstenu:
+10 1 10 1
010 1 010 0
1110 110 1

Resenge.

(2%, +) je Abelova grupa. Zaista, komutativnost i asocijativnost opera-
cije 4+ preuzimaju se po koordinatama iz dvoelementnog Bulovog prstena.
Iz istog razloga funkcija O je neutralni elemenat a svaka funkcija je sama
sebi inverzna.

Sliéno rezonovanje odnosi se na asocijativnost druge operacije, na njen
jedini¢éni elemenat i zakone distributivnosti. O

ZADATAK 1.110. Dokazati da svi idempotentni elementi proizvoljnog
komutativnog prstena (R, +, - ) sa jedinicom obrazuju Bulov prsten u odnosu
na sabiranje definisano sa

Thy:=x+y—2xy
i restrikciju mnozenja iz R.

Da li je to potprsten u R?

157, je Klajnova grupa, videti na pr. [19].
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Koji Bulov prsten se na taj nac¢in dobija iz prstena (Z,+, -) celih bro-
jeva?

Resenje.

Elemenat x prstena je idempotentan, ako je ispunjeno x -z = x (koris-
timo i uobi¢ajeno oznacavanje 2 = x, a samu oznaku operacije mnozenja
izostavljamo). Oznacimo sa Ir skup svih idempotentnih elemenata iz R.
Taj skup nije prazan, jer su u njemu bar 0 i 1 (neutralni elementi za obe
operacije u prstenu sa jedinicom). Operacija @ je dobro definisana, tj. za
svaka dva elementa x,y € Ir postoji jedinstven elemenat x &y € Ir. Zaista,
ako su z i y idempotentni, onda je

oy (zey) = (z+y-—2zy)(z+y—2zy)
= 2? fay— 2%+ zy +y? — 229 —
222y — 2zy? + 4a?y?
= z+4+axy—2xy+ay+y—2xy — 22y — 2xy + dzy
= z+y—2zy=x9dy,

na osnovu komutativnosti mnozenja i idempotentnosti elemenata x i y. Dak-
le, i zbir x ® y je idempotentan, pa je operacija dobro definisana na skupu
Ig.
Skup idempotentnih elemenata zatvoren je za mnozenje: ako su x i y iz
IR, onda je
zy - xy = 22y° = xy.

Ovim je provereno da je (Ig,®, - ) struktura sa dve binarne operacije.
Dalje se proverava da je (Ig,®, - ) prsten i to Bulov.
Po konstrukciji je operacija @ komutativna; asocijativnost se neposredno
proverava na osnovu definicije te operacije; neutralni elemenat u odnosu na
sabiranje je 0:

rP0=2+0—-2z-0==x.
Inverzni za x je on sam:
rPzr=zxz+x—2x=0.

Moze se jednostavno proveriti distributivnost, a kako je mnozenje isto u
oba prstena, ono je asocijativno i komutativno i ima neutralni elemenat, 1.

(Ir,®, -) je na osnovu gornjeg prsten, a da je on Bulov, sledi iz ¢injenice
da su svi elementi idempotentni.

Ovaj prsten nije potprsten u R, jer sabiranje u njemu nije restrikcija
sabiranja iz R.

U prstenu celih brojeva jedini idempotentni elementi su 01i 1, pa se u tom
slu¢aju dobija dvoelementni prsten (naveden tablicama u zadatku 1.109). O
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ZADATAK 1.111. Sastaviti tablice operacija za Bulov prsten koji odgo-
vara Bulovoj algebri delitelja broja 30.

Resenje.
Operacije su u ovom sluc¢aju date jednakostima:
x @y = nzs{nzd{z,30/y},nzd{30/z,y}} i
-y = nzd{z,y}.

Uz pomo¢ tih formula, racunaju se vrednosti i popunjavaju tablice, kao §to
sledi.

|1 2 3 5 6 10 15 30
1171 2 3 5 6 10 15 30
212 1 6 10 3 5 30 15
313 6 1 15 2 30 5 10
515 10 15 1 30 2 3 6
616 3 2 30 1 15 10 o
10110 5 30 2 15 1 6 3
15115 30 5 3 10 6 1 2
30130 15 10 6 5 3 2 1
-1 2 3 5 6 10 15 30
111111 1 1 1
2112112 2 1 2
3|1 1313 1 3 3
511 115 1 5 5 5
611 2316 2 3 6
1011 2 1 5 2 10 5 10
15111 3 5 3 5 15 15
3001 2 3 5 6 10 15 30

|

ZADATAK 1.112. Na skupu I = {T, L} simbola istinitosnih vrednosti
iskazne algebre definisane su operacije date tablicama (redom ekvivalencija
i disjunkcija):

S| T viIiT L

T T Ty T T

1L LT L
\%

e I

Dokazati da je (I,<»,V) Bulov prsten.

Resenge.

Uputstvo. Aksiome se direktno proveravaju iz tablica. Treba zapaziti da
je nula ovog prstena T, a jedinica L. O






GLAVA 2
Bulove funkcije. Minimizacija

1. Bulovi termi i term-funkcije

1.1. Bulovi termi. Disjunktivne forme. Ovde navodimo definicije
pravilnih izraza u jeziku Bulovih algebri, koji, pored oznaka mreznih opera-
cija (A, V), sadrze oznake za unarnu operaciju komplementiranja (') i za
konstante (01 1).

Bulovi termi definisu se rekurzivno:

1. promenjive z,v, z, ... i konstante 0,1 su Bulovi termi;

2. ako su A i B Bulovi termi, onda su toi (AA B), (AV B) i (4);

3. Bulovi termi obrazuju se kona¢nim brojem primena prethodna dva
pravila.

Slicno kao kod mreznih terma, usvaja se pravilo o brisanju spoljnih
zagrada.

n-arni Bulov term je Bulov term f(x1,...,z,) u kome uéestvuju neke
od promenljivih z1, ..., z,.

PRIMER 2.1. Bulovi termi su na primer:
AV, (xvynd) Ve 1AL, (W Vo)A@ AV)) V.
Prva dva terma su ternarni, treéi je unaran, a Cetvrti binaran. O

Kako je veé¢ navedeno na strani 64, jedno svojstvo Bulovih algebri je
dualnost koju sada precizno obrazlazemo u okviru jezika ovih struktura.
Dualni term datog Bulovog terma f dobija se tako sto se u f sva pojavlji-
vanja operacije A zamene oznakom druge binarne operacije, V i obratno,
a sva pojavljivanja konstante 1 drugom konstantom, 0, i obratno. Za dati
identitet, kao formulu f = g, gde su f i ¢ Bulovi termi, dualni identitet
je formula f; = g4, gde su fy i g4 redom dualni termi za f i g.

Princip dualnosti za Bulove algebre (naveden na str. 64) sada se moze
formulisati slicno kao za mreze:

Dualni identitet tacnog identiteta je tacan.

Svi do sada navedeni izrazi (u okviru aksioma i tvrdenja) jesu Bulovi
termi u smislu gornje definicije. Ovde spadaju i svi mrezni termi. Po do-
govoru, a s obzirom na asocijativne zakone, Bulovim termima smatramo i

izraze
PP AT AN ATy, 2TV EgR Ve Vapn,
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gde su x4, ..., x, razlicite promenljive, o; € {0,1}, a

R za a=1
: z za a=0.

S obzirom na analogiju sa iskaznim formulama, gornji izrazi zovu se i (redom)
elementarna konjunkcija, odnosno elementarna disjunkcija. Ako se
posmatraju promenljive x1,...,x,, onda je elemenatarna konjunkcija ka-
nonska u odnosu na navedene promenljive, ako u njoj sve one ucestvuju.
Analogno se definiSe kanonska elementarna disjunkcija u odnosu na date
promenljive.

Bulov term oblika k1 V- - -V k,,, gde su k; elementarne konjunkcije zove se
(u skladu sa spomenutom analogijom sa iskaznim formulama) disjunktivna
forma, skra¢eno DF. Kada se DF vezuje uz neki skup promenljivih, onda
je ona kanonska, skraé¢eno KDF, ako su sve elementarne konjunkcije koje u
njoj ucestvuju kanonske.

PRIMER 2.2. Termi x, x A 2/, x Ay Au' Av' su elementarne konjunkcije,
axz, zVy, ' VyV 27 elementarne disjunkcije. U odnosu na promenljive
x,y, z elementarne konjukcije z Ay A z, Ay’ A 2’ su kanonske; u odnosu na
iste promenljive, term 2’ V 3/ V z je jedna kanonska elementarna disjunkcija.

Primeri DF su (z Ay )Vz, (Z'Ay)V(zAz)V (@ AyAZ).

U odnosu na promenljive z, y, KDF je na pr. (zAy')V (' Ay), a u odnosu
na x,vy, z, jedna KDF je

(xAyA)V (@ AyAL)YV (@AY ANZ)YV (@ ANy A2 O

Termi koji se definisu dualno DF i KDF su redom konjunktivna forma
i kanonska konjunktivna forma; oznake su KF i KKF (videti i zadatak
2.5).

Dva Bulova terma w i v su ekvivalentna ako se identitet v = v moze
izvesti iz aksioma za Bulove algebre.

U nastavku pokazujemo da za svaki Bulov term postoji ekvivalentan
term koji je KDF (tj, svaki se Bulov term moze transformisati u KDF).

LEMA 2.3. a) Za svaki Bulov term f postoji ekvivalentan, u kome se
unarna operacija odnosi na pojedinacne promenljive.

b) Svakom Bulovom termu f u kome se unarna operacija odnosi na
pojedinac¢ne promenljive odgovara ekvivalentan term koji je DF.

c) Svaka DF f(x1,...,zy,) ekvivalentna je nekoj KDF u odnosu na pro-
menljive x1,...,Ty,.

Dokaz. a) Indukcija po broju m operacijskih znakova u f. Ako je m =
0 ili m = 1, tvrdenje vazi. Ako ono vazi za sve terme sa manje od m
operacijskih znakova, a u termu f ih ima m, onda f = gAhili f =gV hili
f =¢. U prvom i drugom slucaju tvrdenje vazi za f jer vazi za gi h. U
tre¢em sluc¢aju na osnovu De Morganovih zakona i jednakosti, f je ponovo
ekvivalentan sa termom za koji tvrdenje vazi.
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b) Indukcija po broju operacijskih znakova, sli¢no kao u a). U dokazu se
primenjuje distributivni zakon u A (vVw) = (uAv) V (uAw), gde su u, v, w
termi.

¢) Svaka elementarna konjunkcija u, kojoj u datoj DF nedostaje promen-
ljiva z;, ekvivalentna je sa termom (uAx;)V (uAx}) (sliéno je kada nedostaje

vise promenljivih). [ |
POSLEDICA 2.4. Za svaki Bulov term t(x1,...,x,) postoji ekvivalentan
term f koji je KDF u odnosu na promenljive x1,...,x,.
Dokaz. Neposredno na osnovu leme 2.3. |

Lema 2.3 pruza postupak za konstrukciju KDF ekvivalentne datom Bu-
lovom termu: primenjuju se redom De Morganovi zakoni, distributivnost i
dopuna promenljivih. U svakom koraku koriste se, ako je potrebno, zakoni
t"” =t i idempotentnost binarnih operacija.

PRIMER 2.5. Ako je

fla,y,2) = (@Vvy) v,
onda se odgovarajuca KDF konstruise na sledeéi nacin:

/

(zVy) v =

(@ ANy) V2 =

@ AynVE))VE AxVE)AN(yVY)) =

@ ANyA)V (@ ANyAL)VE AxAy)V(E AzAY)V

AN ANy V(E AN AY) =

(@ ANyA)IV (@ ANyAYV @Ay~ )V (@eny AV (@ ANy AD).

Poslednji term je KDF i sreden je pomocu asocijativnih i komutativnih za-
kona. O

KDF su ¢esto (kao u gornjem primeru) primetno slozenije od ekviva-
lentnih Bulovih terma, a razlog zbog koga se one i pored toga razmatraju,
navodi se u nastavku.

1.2. Term-funkcije. Svaki Bulov term f(z1,...,x,) odreduje na Bu-
lovoj algebri B term funkciju B" — B, koja se zove i Bulova funkcija,
fB(z1,...,x,): promenljive se zamene vrednostima iz date Bulove algebre

B, pa se primene operacije koje u B odgovaraju znacima A,V i ' . Za
dvoelementnu Bulovu algebru By vazi i obratno.

TEOREMA 2.6. Neka je ¢ : {0,1}" — {0,1} funkcija na By. Tada pos-
toji Bulov term g(x1,...,zy), takav da se odgovarajuéa term funkcija fg,
poklapa sa .
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Dokaz. Uoctimo Bulov term

(1) g(z1,...,2,) = \/ (plon,...,on) AP Ao Aapm),
(041,...,0[")6{071}”

gde je (buduéi da je o € {0,1}) 2° =2/, a 2! = 2.

Bulov term g(z1,...,z,), definisan jednakoséu (1) je sazeto zapisan
supremum od 2" terma.
Na primer za n = 2, formula (1) u razvijenom obliku je

glz1,22) = (p(0,0) Azy Axh) V (p(0,1) Az) Ax2) V
(p(1,0) Ay Axh) V (p(1,1) Axy A x2).

Vrednosti ¢(aq, ..., a,) su iz skupa {0, 1}.

Dokazujemo da je term funkcija gg, (odredena termom (1)) jednaka sa
funkcijom .

Obe funkcije, ¢ i gB,, preslikavaju {0,1}" u {0,1}. One su jednake ako
za istu n-torku elemenata 0 i 1 odreduju istu vrednost (0 ili 1).

Neka je 1 = B1,...,2n = Bn, gde su fBy,..., By iz {0,1}. Odgovarajuca
vrednost funkcije ¢ je ¢(51,...,0,) € {0,1}. Kako je po definiciji ¢ = 1
ako i samo ako je 7 = o (0° = 11 = 1, a 0' = 19 = 0), vrednost term funkcije
gB, za navedene vrednosti promenljivih je

98, (B, Bn) = @(Br-- Bu) ABIT AL ABE
= @(/Blﬂﬂﬁn)/\l/\/\1:(10(51>76n)7

jer se u svim ostalim elementarnim konjunkcijama bar jednom javlja razlika
u osnovi i eksponentu stepena, pa je ta konjunkcija jednaka nuli.

Upravo dokazana jednakost

9B, (B1s -5 Bn) = @B, ..., Bn)

ispunjena je za svaku n-torku iz skupa {0,1}. Sledi da su funkcije gp, i ¢
jednake i tvrdenje je dokazano. |

Term g definisan sa (1) sadrzi pored promenljivih, i konstante 01 1. Zato
to nije KDF, iako podseé¢a na takav izraz. U nastavku se pokazuje kako se
term ¢ jednostavno transformiSe u ekvivalentan, koji je u obliku kanonske
disjunktivne forme.

TEOREMA 2.7. Neka je ¢ : {0,1}" — {0,1} funkcija na Bs, koja nije
nula-funkcija® i g njoj odgovarajuéi term definisan sa (1). Tada je g ekviva-
lentan sa KDF

(2) fra) =\ @A AT,

(a1,om) =1

1Nula—funkcija po definiciji ima vrednost 0 za sve nizove vrednosti promenljivih.
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Dokaz. Kako je ve¢ napomenuto, u termu g definisanom sa (1), vrednosti
o(aq,...,a,)suizskupa {0, 1}. Kanonska disjuktivna forma f je supremum
tacno onih terma oblika z{* A---Ax2" iz g, uz koje stoji vrednost 1 (postoji
bar jedan takav term jer polazno preslikavanje ¢ po pretpostavci nije nula-
funkcija). Iz te ¢injenice i iz identiteta

ONz=0,1\Nz=2i0Vz=nr,

sledi ekvivalentnost terma g i f. |

Slucaj kada je ¢ nula-funkcija posebno se razmatra. Za takvu funkciju
ne postoji term oblika (2), ali joj odgovara term (1) ili (ako ne uklju¢ujemo
konstante) na pr. term f(z1,...,2,) = 1 A 2}.

Tvrdenje 2.7 daje algoritam za konstrukciju KDF koja odgovara proiz-
voljnoj Bulovoj funkeciji ¢ : {0,1}"™ — {0,1}. Algoritam je opisan u nared-
nom primeru.

PRIMER 2.8. Funkcija ¢ : {0,1}® — {0, 1} data je prilozenom tablicom.
Na osnovu teoreme 2.7, elementarne konjunkcije u odgovaraju¢em Bulovom
termu f(x,y, z) odnose se na ta¢no one nizove vrednosti u tablici za koje
funkcija ¢ ima vrednost 1.

Nije tesko proveriti da se term funkcija fg, poklapa sa .

zly|z| elz,y2)
0]0]0

—_ === 0 OO
_ 0O OO F=O

1
0
1
0
1
0
1
)

> cor,oOoR,ROOR

[y, 2) =@ ANy AZ)V (@ AyAz)V(z Ay A2).

O

U nastavku se dokazuje (teorema 2.11) da su identiteti koji se mogu
izvesti iz aksioma za Bulove algebre ta¢no oni koji vaze na dvoelementnoj
Bulovoj algebri Bs. Prvo se navodi svojstvo koje je ve¢ spomenuto u dokazu
teoreme 2.6.

LEMA 2.9. Neka su date promenljive x1, . .., x,. Za dati niz vrednosti tih
promenljivih u Bo, ta¢no jedna kanonska elementarna konjunkcija u odnosu
na njih ima vrednost 1.

Dokaz. Ako je dat niz a, ..., a, € {0, 1} vrednosti promenljivih z1,. ..,

Ty, i ako je kao i obiéno x! := x, a 2° := 2/, onda samo konjunkcija o A

... Aaf ima vrednost 1 i nijedna druga. |
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PosLEDICA 2.10. Neka je Fj, term funkcija za KDF F(z1,...,x,). Tada
je za dati niz aq, . .., ap € {0,1}

Fg,(aq,...,ay) =1 ako i samo ako je fg,(a1,...,ap) =1,
za tacno jednu elementarnu konjunkciju f iz F. |

TEOREMA 2.11. Ako su w i v Bulovi termi, onda je identitet u = v
zadovoljen na svim Bulovim algebrama ako i samo ako taj identitet vazi na
dvoelementnoj Bulovoj algebri Bs.

Dokaz. Ako je u = v identitet koji vazi na svakoj Bulovoj algebri, onda
je jasno da je on zadovoljen i na Bs.

Sa druge strane, za svaki identitet u = v postoje KDF f i g u odnosu na
uniju promenljivih iz terma u i v, koje su redom ekvivalentne sa v odnosno
v. Ako je sada identitet u = v zadovoljen na B, to znaci da su odgovarajuce
term funkcije fg, i gB, jednake. One dakle, prema teoremi 2.7, odreduju istu
KDF. Prema posledici 2.10, postoji samo jedna KDF nad fiksiranim skupom
promenljivih ¢ija se term funkcija poklapa sa datom funkcijom na Bs. Dak-
le, f = g, odnosno identitet © = v vazi na proizvoljnoj Bulovoj algebri. W

NAPOMENA. Poslednje tvrdenje daje odgovor za tzv. problem rec¢i za Bulove
algebre. Postoji efektivan postupak (algoritam) za proveru da li je proizvoljni iden-
titet w = v tacan na svakoj Bulovoj algebri: treba taj identitet proveriti na By, na
primer tablicom odgovarajuéih term funkcija.

Na osnovu teoreme 2.11 i posledice 2.4 na str. 109, zakljucujemo da je
tacna i sledeca veza izmedu identiteta i jednakosti term funkcija na Bulovim
algebrama.

TEOREMA 2.12. Bulovi termi u i v su ekvivalentni (tj. jednakost u = v
se moze izvesti iz aksioma za Bulove algebre) ako i samo ako su odgovarajuce
term funkcije jednake nad proizvoljnom Bulovom algebrom. |

1.3. Dopune i zadaci.

ZADATAK 2.1. Dokazati da je svaki Bulov term f(x) ekvivalentan sa
termom

(a) (f(O)Va)A(f(1)Va);

() (f(0) Az v (f(1)Ax).

Resenje.

(a) Dva Bulova terma su ekvivalentna, ako se jedan moze izvesti iz dru-
gog koris¢enjem aksioma za Bulove algebre.

NN

U ovom zadatku dokaz se sprovodi indukcijom po broju n operacijskih
simbola A, Vi’ u f(x).
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,onda je f(z) =z, f(z) =01l f(z) =1. Ako je f(x) ==
i f(1) =1, paje

flx)=0Vva)A(lVva)=zAl=ux.
Ostali slucajevi se sliéno proveravaju.

Neka je tvrdenje tacno za sve Bulove terme koji imaju manje od n ope-
racijskih simbola. Tada je ispunjen jedan od slede¢a tri slucaja:

Lf(z) = (9(x))s 2.f(z) = g(z) ANh(z); 3.f(z) = g(z) V h(z).
U sva tri slucéaja g(x) i h(z) imaju manje od n operacijskih simbola, pa je
za njih tvrdenje ta¢no po induktivnoj pretpostavci.

U slucaju 1:

f@) = (9(=)) = ((9(0) Vo) A(9(1) va'))
= (9(0)va) v (g(1) va')
= ((9(0))' Aa') v ((g(1)) A )
= (fO)A2) Vv (f(1)Ax)
= (fO) VM)A FO)Va)A @V 1) A V)
= (fO) VD) V(@A) AfO)Va)A(f1)va)al
= (fO) VM) Va)A(fO)V (1) va)A(FO)Va)A(f(1)Va)
= (fO)va)A(f(1)Va'),

po zakonu apsorpcije.

U slucaju 2:
f(@) = g(z) Ah(z)
= (9(0) V) Ag(1) va') A (h(0) V) A (h(1) V2
= ((g(0) AR(0) V) A ((g(1) AR(1)) V')
(f(0) va) A (f(1)va)
U slucaju 3:
f@) = g@)Vh()
= ((g(0)va) Ag(1) va)) Vv ((h(0) V) A (R(1) V')
= (g(0)Vh(0)VazVz)A(9(1)Va Vh0)Vz)A
(g(0)vVaVvh(1)Va)A(g(1)Vva' Vi)V
= (9(0) v h(0) V) A (g(1) V h(1) V 2)
= (f(O) va)A(f)Aa).
b) Dualno resenju dela pod a). O

ZADATAK 2.2. Dati Bulov term f(x) (koji moze sadrzavati i druge
promenljive osim x) napisati u obliku

(f(0) Aa) v (f(1) A )
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(prema zadatku 2.1 (b)), ako je
a) f(z) =2V (1 Az,
b) £(z) = ((x Ay) v 2
¢) f(z) =o'V
d) f(z) = (& V (z A 2)Y.
Resenge.
a) f(0)=0v(1A0))=0Vv1i=1 f()=1v(QAl)=1v0o=1.
flx)=QAx)V(AAZ)=zVa

b) f(0) =((0Ay)ve) =24 f)=(LAy)Vz2) =(yVz)
fl@)=(E A )v((yVe) Ax).

c) f(0)=0Vvy=1; f()=1Vy=uy;
f@)=0Az)V(yrz)=2"V(yAz).
d) £(0)=(0V (0A0)) =0; f(1)=(1V(LA1)) =0;
fz)=(0Az)V(0AZ)=0.
O

ZADATAK 2.3. Dokazati da je svaki Bulov term f(z1,...,x,) ekvivalen-
tan sa termom

\/ (fBo (a1, .. an) ANzft A Axom),
(a1y...,an)€{0,1}7™
gde je sa fp, oznacena term funkcija koja odgovara termu f.
Resenge.

Za dokaz se koristi konstrukcija u teoremi 2.6. U teoremi 2.6 je dokazano
da je term funkcija fp, jednaka funkciji koja odgovara termu

\/ (fBy (a1, .. cyan) ATt A Axom).
(o1e.y0m)€{0,1}

Ako su term funkcije jednake u Bulovim algebrama, odgovarajuci termi su
ekvivalentni, prema teoremi 2.12 (str. 112). O

ZADATAK 2.4. Dokazati da je svaki Bulov term f(x1,...,x,) ekvivalen-
tan sa termom

/\ (f32(a1,...,an)vx§al)l\/...\/xgan)’)j
(a1,..,an)€{0,1}"
gde je sa fp, oznacena term funkcija koja odgovara termu f.

Resenje.
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Prema zadatku 2.3 vazi da je: f(x1,...,2,) = (f(21,...,2p))" =

= ' (sl an)) A A ALy | =
(al,...,an)e{o,l}"

= A Usl@an) V(@) VeV (@) =
(al,...,an)e{o,l}"

- /\ (fB2(0417"'704n)\/.’I}§a1)/\/-..\/.rLr?(’Lan)/)’
(alz"~7an)€{0,1}"

primenom De Morganovih zakona, i s obzirom da je (%) = 2% (5to sledi iz

definicije za x® na strani 108). O

ZADATAK 2.5. Dokazati da je svaki Bulov term f(z1,...,x,) ¢ija term
funkcija nije identicki jednaka jedinici ekvivalentan sa
(3) A @ veval),

fla,..an)=0

Resenje.

Sledi direktno iz zadatka 2.4 (videti i teoreme 2.6 i 2.7). Dobijeni term
se naziva kanonska konjunktivna forma ( skra¢eno KKF). O

ZADATAK 2.6. Neka je data funkcija na Ba, ¢ : {0,1}" — {0,1}.
Dokazati da ta Bulova funkcija odgovara termu

!

(4) /\ (S@(al,.,,’an) \/l,gal)/ Ve \/1'7(7‘0‘”) )’
(041»---70671)6{0,1}71

0 1

gde je, kao i ranije, 2° = 2/, a 21 = x.

Resenge.

Funkcija ¢ i ona koja odgovara termu (4) su jednake ako imaju istu
vrednost za proizvoljnu n-torku (1, ..., 8y,) iz {0,1}". Trazena vrednost za
funkciju ¢ je (B4, ..., Bn), a lako se moze utvrditi da je vrednost date term
funkcije ista. Zaista, ako je bar jedna vrednost u disjunkciji :Ugal)/\/- . ~\/1:1(f")/
jednaka 1, i cela ta disjunkcija je jednaka 1. Jedina disjunkcija koja je jed-
naka 0 je dobijena u slucaju kada je Bi(ai), = 0 za svako 7, a to je ispunjeno
kada je 8; # (o), odnosno f8; = «; za svako i = 1,...,n. Dakle, jedina
disjunkcija koja nije 1 je ¢(B1,...,8,) VOV --- V0, pa je vrednost ove term
funkcije takode p(p1,. .., Bn)- O

ZADATAK 2.7. Konjunkcija svih kanonskih elementarnih disjunkcija u
odnosu na promenljive x1, ..., x, je ekvivalentna termu 0.

Resengje.

Dokazuje se indukcijom po n.
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n=1: z; Az} =0 (aksioma b7 za Bulove algebre).
n =k : Po indukcijskoj pretpostavci je
Cl/\CQ/\"'/\Czk =0,

gde su C1,...,Cy: kanonske elementarne disjunkcije.

n = k+ 1 : Ako su ovde elementarne disjunkcije oznacene sa K1, ..
Kok+1, imamo

*

KiNKoN- AN Koy =
(g1 V(C1 ACoa N+ ANCor)) A ((xg41) V (C1 ACo A -+ A Cor)),

jer svaka disjunkcija K; sadrzi zpyq ili (2g11)’
Po indukcijskoj pretpostavci dobija se

KiNKoN- - ANKory1 = (karl vV 0) A ((.%'k+1)/ V 0) = Tpy1 N (karl), =0.
O

ZADATAK 2.8. Disjunkcija svih kanonskih elementarnih konjunkcija za
promenljive x1,...,x, je 1.

Resenge.

Dualno tvrdenju iz prethodnog zadatka. O

ZADATAK 2.9. Transformisati u KDF i KKF u odnosu na promenljive
T,y, 2 term

(xVy)A (@' Vy) Az

Resenge.
Kakonska disjunktivna forma:

(xVY)AN (@' Vy)ANz=

(@A@ VYV AR VY)) Az

(A2 )V (@ny) V(Y A2 )V (Y Ay)) Az
=(@Ay) V(Y A)) Az
=(@AyA2)V (2 ANy Az).

Kanonska konjunktivna forma:

(xVY)AN (@' VYy)Az=
=@VyYVEAZ)DANE@VYyVEAZ)AEV(eAL)V (yAY))
=@VyYVa)AN@VYVIZINE@E VyVz)A (@ VyV2)

ANzVyVz)AN(xzVy Vz)AN@ VyVz)A(@ Vy Vz)
=@VyVaN(eVy V)N @ VyVz)A @ VyVz)
NzVyVz)A @ Vy Vz). 0

ZADATAK 2.10. Dokazati da je

@AYV @AYV @ AY)=2" VY.
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Resenge.
Uputstvo. Transformisati term sa desne strane u KDF u odnosu na
promenljive z i y. O

ZADATAK 2.11. Transformisati u KDF:

a) (aNbAd)V (a/ ANbA ) u odnosu na promenljive a,b,c i d;

b) a’ vV (bA¢)V (aAc) uodnosu na promenljive a,b i c.

Resenge.

a) (aNbAcANd)V (aANDANIANA)V (@ NbAS ANV (d NbAC AN
b) (aAbAc)V(anb Ac)V (a ANbAC)V (' AbAC )V (@’ AB' Ae)V (a AW AC). O

ZADATAK 2.12. Napisati Bulov term (z A (y' V 2)) V 2’ u KDF i u KKF
u odnosu na promenljive x,y i z.

Resenje.
KDF: (zAyAz)V(zAyAZ" )WV (x Ay Az)V (@AY A2 )V (2 Ayn2 )WV (' Ay A2
KKF: (zVy VZ)A(xVyV2). O

ZADATAK 2.13. Odrediti KDF i KKF za funkcije date tablicama:

a) b)
x|y|2” fl(x7y72) $|y|2’“ fg(ﬂ?,y,Z)
0(0]|0 1 0(0]0 1
0|0]1 0 0101 1
0|1]0 0 0|10 0
0111 1 0|11 0
1100 0 1100 1
1101 1 1101 0
111]0 0 111]0 1
1111 0 1111 1

Resenge.

a) KDF:  fi(z,y,2) = (@' ANY ANZ)YV (@ ANyAz) V(e Ay Az);
KKF:  fi(z,y,2) = (xVyVZ)A(zVYy Vz)A @ VyVz)A
(@ Vy Vvz)A (@ vy V).

b) KDF:  fo(z,y,z) = (&' ANY ANZYV (@AY ANz)V (e Ay A2V
(xAyAZYV (z Ay A 2);
KKF:  fa(z,y,2) = (VY V2)A(z VY V)N (@' Vy V).
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ZADATAK 2.14. Dokazati da na proizvoljnoj Bulovoj algebri ima tacno
22" razlicitih Bulovih funkcija sa n promenljivih.

Resenje.

Razli¢itih Bulovih funkcija sa n promenljivih ima koliko i razli¢itih terma
u obliku KDF sa n promenljivih. Kanonskih elementarnih konjunkcija u
odnosu na n promenljivih ima 2" (svaka promenljiva moze biti negirana ili
ne), a u KDF svaka od tih konjunkcija moze se pojaviti ili ne, pa razli¢itih
KDF sa n promenljivih ima 2%".

Ovo se moze dokazati i direktno, bez pozivanja na Bulove terme: Skup
{0,1}"™ ima 2" elemenata, pa ukupan broj funkcija iz {0,1}" u {0, 1} iznosi
22" (videti i teoremu 2.13 u nastavku, na str. 119). O

ZADATAK 2.15. Koliko ima razli¢itih n-arnih operacija na Bulovoj al-
gebri sa m elemenata, m € N7

Resenje.

Na Bulovoj algebri B, n-arne operacije su preslikavanja B™ — B, a posto
je u ovom slucaju |B| = m, broj takvih preslikavanja iznosi ukupno m™"
(to je broj raspreda m elemenata na m”™ mesta). Bududéi da kona¢na Bulova

kyn
algebra ima 2* elemenata, tih operacija ima ok(2) , gde je k broj atoma
date Bulove algebre. O

ZADATAK 2.16. Pokazati da je skup svih Bulovih funkcija sa n promen-
ljivih definisanih na proizvoljnoj Bulovoj algebri B (# By ), pravi podskup
skupa svih n-arnih operacija na B.

Resenje.

Uputstvo. Resenje direktno sledi iz prethodna dva zadatka. O

ZADATAK 2.17. Data je Bulova algebra (P(S),N,U,50,S), gde je S =
{a,b}. Koliko ima binarnih operacija na P(S) koje nisu i Bulove funkcije sa
dve promenljive? Navesti neke od njih.

Resenje.

Binarnih operacija na P(S) ima 44 = 416 4 broj Bulovih funkcija sa
dve promenljive je 22" = 16. Bududi da je svaka Bulova funkcija sa dve
promenljive i binarna operacija, sledi da operacija koje nisu i Bulove funkcije

416 _ 16 = 4294967280.

Binarne operacije koje nisu i Bulove funkcije su, izmedu ostalih, one koje
uredenim parovima iz skupa {0, {a, b} } pridruzuju kao sliku skup {a} ili skup
{b}. Zaista, sve Bulove funkcije sa dve promenljive, kada se odgovarajuci
Bulovi termi (KDF) formulisu terminima ove skupovne Bulove algebre, imaju
oblik

fle,y)=(kinzny)U(kenNzNy)U(ksNzNy)U(ksNZNY),
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gde ki,..., ks € {0,{a,b}} (ovo je KDF interpretirana na jeziku date skupov-
ne Bulove algebre; umesto 0 i 1, ovde su konstante oznacene redom sa () i
{a,b}).

Sada za bilo koju binarnu operaciju za koju je ispunjeno f(0,0) = {a},
zamenjivanjem x = () i y = () u term koji odgovara Bulovoj funkciji, dobija
se

F(0,0) = (k1n0NP)U(k2NdN{a, b})U(ksn{a, b}N0)U(ksN{a, b}N{a,b}) = ka,

tj. dobija se ky = {a}, §to je u kontradikciji sa k; € {0, {a,b}}.

Do resenja se moze dodi i direktno: dvoelementna Bulova podalgebra ko-
ja sadrzi najmanji i najveéi elemenat polazne algebre, zatvorena je u odnosu
na operacije, pa tako f(0, () moze biti isklju¢ivo jedan od elemenata skupa

{(07 {a7 b}} O

2. Operacije na skupu {0,1}

2.1. Funkcionalno potpuni skupovi (sistemi). Baze. U tabelama
koje slede navedene su sve unarne i binarne operacije na skupu {0, 1}, nosac¢u
Bulove algebre Bs.

O o0 1 1

110 1 0 1
e ylfi fo fs fa fs fo fr o fs fo fio fu fiz fis fue fis fie
O 0j0o 0 0o O O O 0 o0 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1,0 0 0 O 1 1 1 1 0 O 0 0 1 1 1 1
1 0/0 0 1 1 O O 1 1 0 O 1 1 0 0 1 1
1 10 1 0 1 O 1 O 1 O 1 0 1 0 1 0 1

TEOREMA 2.13. Broj razli¢itih n-arnih operacija na skupu {0, 1} je 22".

Dokaz. Broj razli¢itih nizova nula i jedinica koje se rasporeduju na mes-
ta n promenljivih je 2". Broj moguéih rasporeda elemenata 0 i 1 na tih 2"
mesta je zato 22". |

Prema teoremi 2.6, sve operacije na skupu {0, 1} su Bulove, tj. za svaku
takvu operaciju postoji odgovarajué¢i Bulov term.

Od ukupno 20 funkcija sa jednom i dve promenljive navedenih u gornjim
tablicama, neke se koriste ¢eS¢e od drugih, pa imaju i posebna imena i oz-
nake. Ti nazivi i oznake delom poti¢u iz logike, kao imena pojedinih funkcija
u iskaznoj algebri. Tako je g3 negacija ili komplement ("), fo konjunkcija
(N), fs disjunkcija (V ), fi2 i fi4 su redom implikacije y = =z i x = vy, fio
je ekvivalencija (<), a fg 1 f15 se zovu redom Lukasijeviceva (oznaka | ) i
Seferova (oznaka |)) funkcija.
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Na osnovu teoreme 2.7, sve n-arne operacije na skupu {0, 1}, za svako
n, mogu se izraziti (putem superpozicije) uz pomoé¢ gs, fo i fs. Zaista
tim funkcijama odgovaraju redom simboli /, A i V u KDF. Ima i drugih
funkcija iz gornje dve tablice koje omoguéuju predstavljanje svih operacija
na dvoelementnom skupu.

U nastavku se u superpozicijama ovih 20 funkcija (g1, ..., 94, f1,-- -, fi6)
koriste spomenute oznake. Na primer, umesto fi14(g3(z),y), koristimo izraz
' =y, umesto fi5(fi5(x,x), f15(y,y)) pisemo (x| x) | (v |y) i sliéno.

Po definiciji, funkcionalno kompletan (potpun) skup (sistem) ope-
racija na {0, 1} sastoji se iz operacija kojima se mogu izraziti sve ostale.
Prema gornjem, {gs, fo, fs} je jedan takav skup. Ako se iz funkcionalno pot-
punog skupa F ne moze ukloniti nijedna operacija a da on ostane funkcional-
no potpun, tada se F naziva baza za operacije na {0,1}. Ovde govorimo o
bazama koje ¢ine funkcije sa jednom i dve promenljive (ali se uz pomé njih
reprezentuju funkcije sa proizvoljnim brojem promenljivih).

Na osnovu De Morganovih zakona, jedna od dve binarne operacije iz
skupa {gs, f2, fs} moze se ukloniti, tako da preostali skup ostane potpun.
Zato su {gs, fa} i {g3, fs} takode funkcionalno potpuni sistemi operacija.
Oni su i baze, jer se daljim uklanjanjem operacija gubi svojstvo potpunosti
(zadatak 2.22).

Postoje i jednoelementne baze; ¢ine ih Lukasijeviceva operacija fg i
Seferova fi5.

Zaista, pomoc¢u uobic¢ajenih oznaka x | y za Lukasijevicevu operaciju
fo(z,y) iz |y za Seferovu fi5, formulisu se jednakosti

d=xla zAy=(zlx)l(yly)

o= rVy=(z|z)|(yly)
¢ija se tacnost lako proverava na osnovu tablica. S obzirom da su {’,A} i
{’, vV} baze, iz gornjih jednakosti sledi da su {}} i {|} (tj. {fo} i {f15}) isto
baze funkcija na skupu {0, 1}.

Moze se pokazati da ni jedna od ¢etiri unarne funkcije g1 - g4 na skupu
{0,1} ne moze biti jedini ¢lan neke baze (zadatak 2.23). U nastavku se
pokazuje da su medu funkcijama dve promenljive jedine jednoelementne
baze dve gore navedene.

TVRPENJE 2.14. Medu funkcijama f; — fis Lukasijeviceva i Seferova su
jedine jednoelementne baze operacija na skupu {0, 1}.

Dokaz. Pretpostavimo da je {f} baza, gde je f € {f1,..., fis}. Tada
je f(1,1) =0, jer bi u slu¢aju f(1,1) = 1, svaka superpozicija ove funkcija
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imala vrednost 1 za par (1,1), pa ne bi bilo moguée izraziti negaciju. Iz
istog razloga mora biti f(0,0) = 1.

Preostale su jos vrednosti f(1,0) i f(0,1). Ako su obe 0, f je Lukasije-
vieva operacija, a ako su obe 1 Seferova. I poslednje dve moguénosti:

a) Ako je f(1,0) = 1, a f(0,1) = 0, onda je f(z,y) = y'. Direktno
se proverava da se uz pomo¢ te funkcije dobijaju samo one koje se opisuju
termima z,z’,y 1 y'. U ovom slucaju {f} nije baza.

b) Sli¢éno je i za f(1,0) =0, a f(0,1) =1, jer je tada f(x,y) = 2/, pa
{f} ponovo nije baza. [ ]

NAPOMENA. Moze se pokazati ([8]) da u skupu od 20 funkcija sa jednom i dve
promenljive, pored dve jednoc¢lane, ima ta¢no 34 dvoclane i 10 troclanih baza.

2.2. Polje GF(2). U tablicama koje slede, funkcije f7 i fo predstavljene
su kao operacije na skupu {0, 1} i oznacene su redom sa ,d“1i, - “. Ove
operacije ne obrazuju potpun sistem (zadatak 2.21), ali je na poseban nacin
moguée uz pomo¢ njih predstaviti sve operacije na skupu {0, 1}.

@0 1 10 1
00 1 0(0 0O
111 0 110 1

Primetimo da je druga operacija ( ,,-“) ranije u tekstu oznacena sa ,A“.
Ovde se naglasava njena interpretacija kao mnozenje jednocifrenih binarnih
brojeva.

Razmotrimo prvo skup {0, 1} zajedno sa spomenute dve binarne opera-
cije, kao algebarsku strukturu.

TEOREMA 2.15. Struktura ({0,1},@®,-) je polje.

Dokaz. Neposrednom proverom moze se utvrditi da je za sve x,y,z €
{0,1} ispunjeno

r®(Yy®z)=(r0y) @z
tj. da je operacija @ asocijativna. Taé¢no je i
rP0=00x ==,
pa je 0 neutralni elemenat za &, a zbog
x®x=0,

svaki elemenat je sam sebi inverzni. Zato je skup {0, 1} grupa u odnosu na
@. Ta grupa je Abelova, jer vazi

rPy=y>dx.

Izostavljanjem nule tablica druge operacije svodi se na 1-1 = 1, pa je
skup {0, 1} bez nule trivijalno Abelova grupa.
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Dalje se direktno proverava distributivnost druge prema prvoj operaciji:

r-(y®z) = (z-y)@(x-2)
@y z = (z-2)®(y-2)
¢ime je tvrdenje dokazano. |

Ovu dvoelementnu algebarsku strukturu ve¢ smo sreli. To je u stvari
Bulov prsten (odeljak 5 prethodne glave) sa dva elementa. Operacije u tom
prstenu su upravo ovde navedene @ i - . Operacija @ zove se alternativa,
ekskluzivna disjunkcija (u logici), ili simetri¢na razlika (videti i odgovarajuci
Bulov term na str. 100, gde je ta operacija oznaena sa + ). Druga operacija
(mnozenje u prstenu) odgovara konjunkciji. Ovde se oznacava tackom, a u
pojedinim izrazima moze biti izostavljena: na pr. umesto (x-y) @ 1, piSemo
xy @ 1, po analogiji sa operacijama u polju realnih brojeva.

Iz poslednjeg tvrdenja sledi da je ovaj prsten polje.

Polje ({0,1},,-) oznacava se sa GF(2) (na engleskom, pocetna slova
re¢i Galois Field - ,polje Galua“?).

Konstrukcija polinoma proizvoljnog stepena nad ovim poljem pojednos-
tavljena je jednakostima

rPxr=0 i =z -x=u=x,

kao i distributivnim zakonima. Kako nema stepena veceg od 1, niti drugih
koeficijenata sem 0 i 1, polinom

™ & apy_q12" !

@ e @ alxr @ ag
se svodi na opsti oblik
g(x)=(a-x)®b, a,be{0,1}.

Sliéno, opsti oblik polinoma sa dve promenljive (proizvoljnog stepena) ima
oblik

fle,y)=(a-z-y)@(b-z)®(c-y)®dd, a,bec,de{0,1}.

Variranjem koeficijenata utvrduje se da ima Cetiri razlic¢ita polinoma sa jed-
nom promenljivom:

g(z) = (0-2)0=0
glr) = (1-2)@p0==x
g3(z) = (L-x)dl=xd1
ga(z) = (0-2)®1=

Funkcije koje odgovaraju ovim polinomima su one iz prve tablice na
strani 119.

2E, Galois, francuski matematicar, 1811-1832.
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Sliéno, postoji 16 razli¢itih polinoma sa dve promenljive (4 koeficijenta
is skupa {0, 1}). Na primer,

fly)=(z-y)ordy

je polinom koji odgovara disjunkciji. Ovaj polinom i polinom g3 = z & 1
formiraju jednu bazu, opisanu u prethodnom odeljku. To pokazuje da se sve
operacije na skupu {0, 1} mogu izraziti preko polinoma nad poljem GF(2),
odnosno pomoc¢u operacija @ i - i konstante 1 (dakle, ne samo superpozici-
jom dve operacije iz polja; zato skup {@®, - } nije potpun sistem).

Funkcije koje odgovaraju gore spomenutim polinoma sa dve promenljive
su one iz druge tablice na strani 119.

PRrRIMER 2.16. Kao Sto svaki polinom sa dve promenljive odreduje jednu
od 16 binarnih operacija na skupu {0, 1}, tako se moze i obratno, odrediti
polinom koji odgovara nekoj od tih operacija. Ovde se odreduje polinom
koji odgovara ekvivalenciji, fio.

f(0,0) = (¢-0-008(b-0)®(c-0)dd =1
f(0,1) = (a-0-1)®b-0)®(c-1)dd =0
£(1,0) (a-1-0)®&0b-1)®(c-0)&d =0
fL,1) = (@-1-1)@eb-1)®(c-1)dd = 1.
Odavde je
d = 1
chd=01tj. ¢ =1
bed=01tj. b = 1
a®dbdcdd =1, tj. a = 0,
pa se dobija polinom
flr,y)=rdyel O

2.3. Dopune i zadaci.

ZADATAK 2.18. Sve Bulove funkcije nad B mogu se superpozicijom
izraziti preko negacije, konjunkcije i disjunkcije.

Resenje.

Sledi iz teorema 2.6 i 2.7 na stranama 109 i 110. Zaista, svaka Bulova
funkcija (osim one koja je identicki jednaka nuli) je jednaka funkciji koja
odgovara termu u obliku KDF, a term u KDF ima samo negaciju, konjunkci-
ju i disjunkciju kao operacijske znakove. Ako je funkcija identicki jednaka
nuli, ona odgovara termu z A . O

ZADATAK 2.19. Sve Bulove funkcije nad By mogu se izraziti preko
a) negacije i konjunkcije;
b) negacije i disjunkcije;
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c) negacije i implikacije.

Resenje.

a) Sledi iz formule (5) posto se disjunkcija moze superpozicijom izraziti
preko negacije i konjunkcije (na osnovu De Morganovog zakona):

(5) aVy=("Ay).
b) Sledi iz drugog De Morganovog zakona: x Ay = (' V y)".

c) Sledi iz ¢injenice da se konjunkcija i disjunkcija mogu izraziti super-
pozicijom preko negacije i implikacije koristeé¢i formule

rAy=(z=1vy) i avy=2"=y. O

ZADATAK 2.20. Napisati izraz x Ay’ u bazi

a) {l};  b) {I}

Resengje.

a)pAg=(pla)| (]9,
P =pl|p

Sledi

ey =zAyly)=@[yly) | @] y]y).

b)pAg=(plp)l(¢laq),
pP=plp
Dobija se

Ny =xA(yly)=@lz) ] ((yly)lyly). m

ZADATAK 2.21. Pokazati da funkcije fo i f; ne obrazuju funkcionalno
potpun sistem.

Resengje.

Funkcija fy se obelezava josisa A ili - ito je konjunkcija, a funkcija f7
sa @ ito je alternativa ili isklju¢na disjunkcija. Te dve operacije ne obrazuju
funkcionalno potpun sistem, jer za njih vazi 0A0 =01 040 = 0. Zato za
svaku funkciju f dve promenljive koja se dobija superpozicijom navedenih
funkcija vazi f(0,0) = 0. Dakle, bilo koja funkcija f za koju je ispunjeno
f(0,0) = 1 (takva je na primer implikacija, =) ne moze superpozicijom
da se izrazi preko fs i f7, pa ove funkcije ne obrazuju funkcionalno potpun
sistem. O

ZADATAK 2.22. Dokazati da se nijedna od operacija u skupovima
{93, fo} 1 {93, fs} (funkcije su iz tablica na str. 119) ne moze ukloniti, a
da preostali jednoelementni skup ¢ini bazu.

Resenge.
Prema teoremi 2.14, jedine jednoelementne baze su Lukasijeviceva ope-

racija fo i Seferova fi5. Dakle, {fo2} i {fs} nisu baze. {g3} (negacija) takode
nije baza, jer iz (') = z sledi da se superpozicijom isklju¢ivo negacije mogu
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dobiti samo funkcije predstavljene izrazima z’ i x. O

ZADATAK 2.23. Dokazati da ne postoji jednoclana baza sa funkcijom
jedne promenljive.

Resenge.

Ako je za funkciju g jedne promenljive ispunjeno ¢(0) =0 ili g(1) =1,
onda se njenom suprepozicijom ne moze predstaviti funkcija koja preslikava
0 u 1 i obratno. Dakle, jedini eventualni kandidat za bazu bila bi negacija,
a ona to nije prema prethodnom zadatku. O

ZADATAK 2.24. Pokazati da {=,V, A\, <} nije funkcionalno kompletan
sistem (pa prema tome nijedan podskup tog skupa takode nije funkcionalno
potpun).

Resenje.

Postojel=1=1,1v1i=1,1A1=1,i1 < 1 =1, svaka superpozicija
operacija iz skupa {=, A, V,<} primenjena na elemenat 1 uvek daje 1, pa
se negacija ne moze predstaviti preko tog sistema. O

ZADATAK 2.25. Pokazati da

a){', e} i

b) {" &}
nisu funkcionalno kompletni sistemi (baze).

Resenje.

a) Pokazuje se da svaka funkcija sa bar dve promenljive sa¢injena super-
pozicijom operacija ' i < dobija paran broj puta vrednost 1 (za razlicite
vrednosti promenljivih). Dokaz se izvodi indukcijom po broju veznika ' i
=.

Za k = 1 tvrdenje ocCito vazi. Pretpostavi se da ovo tvrdjenje vazi za
svako k < n, i pokazuje se da ono vazi za n. Ako tvrdenje vazi za neku
formulu A, oc¢igledno je da vazi i za A’. Ako vazi za neke formule A i B sa
manje od n veznika ' 1 < tada vazi i za A < B. Ako je t broj Bulovih
promenljivih, onda je p = 2! broj razli¢itih vrednosti promenljivih. Neka je
j broj moguénosti za koje A ima vrednost 1, a k£ broj moguénosti za koje
B ima vrednost 1. A < B ima vrednost 1 ako i samo ako A i B imaju oba
vrednost 1 (m slucajeva), ili A i B imaju oba vrednost 0 (s slucajeva). Sada
jej+k—m=p—sodakle j+k—p=m—s. Posto su j, ki p parni brojevi
sledi da je m — s paran broj, tj. m i s su iste parnosti. Odatle je i m + s
paran broj, a to je broj slu¢ajeva u kojima A < B ima vrednost 1.

b) Posto je z < y = (x @ y)’, kad bi {’,®} bio funkcionalno kompletan
sistem, bio bi to i {’, <}, sto nije slucaj (dokazano pod a)). O
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ZADATAK 2.26. Dokazati da se konjunkcija ne moze prikazati samo
superpozicijom implikacije.

Resenje.

Dokazuje se indukcijom po broju implikacija u toj formuli.

Za k=1, x ANy je razlicito od x = y, y = = i * = x. Pretpostavimo da
tvrdenje vazi za sve formule dobijene superpozicijom manje od n implikaci-
ja, tj. da x Ay nije ekvivalentno sa takvom formulom. Neka je A formula sa
tacno n implikacija. Ona je oblika B = C, gde su B i C' formule sa manje
od n implikacija, pa za njih vazi indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo
da je A formula koja odreduje funkciju - konjunkciju. Tada je A(1,1) =1,
A(1,0) =0, A(0,1) =01 A(0,0) = 0. Posto je A oblika B = C, sledi da je
B(1,1) =11 C(1,1) =1 (uvek, jer se B i C sastoje samo od implikacija), i
B(1,0) =1, C(1,0) =0, B(0,1) =1, C(0,1) =0, B(0,0) =11 C(0,0) = 0.
Moze se uociti da formula C' odreduje konjunkciju, $to nije moguce po induk-
tivnoj pretpostavci. Znaci da ni A ne odreduje konjunkciju, pa je tvrdenje
dokazano. O

ZADATAK 2.27. Dokazati da se ekvivalencija ne moze izraziti superpozi-
cijom samo implikacije.

Resenge.

Pokazuje se slicno kao u prethodnom zadatku, a koristi se i tvrdenje iz
prethodnog zadatka - da se konjunkcija ne moze prikazati superpozicijom
samo implikacije. O

ZADATAK 2.28. Dokazati da se disjunkcija moze dobiti superpozicijom
implikacije.

Resenje.

Sledi iz ¢injenice da je disjunkcija x V y ekvivalentna sa izrazom

(x=y) =y O

ZADATAK 2.29. Slede¢om tablicom definisane su binarne operacije & i
* na skupu {0,1}:

1|1 1 0
110 O 0
0|1 1 1
0|10 O 1

Da li je {&,*} funkcionalno kompletan sistem?

Resenje.
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Nije! Moze se primetiti da je &y = y, a x * y = 2’. Neka je F(x,y)
proizvoljni izraz sastavljen od operacija & i *. Indukcijom po broju opera-
cijskih simbola u izrazu moze se dokazati da je:

x, ili
2, il

F(z,y) = y ili
y;a

Za n = 1 mogudi izrazi su x&y, y&x, x *y i y * x, koji su redom jednaki y,
z, 7,y

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svaki izraz sa manje od n operacijskih
simbola. Neka je F(z,y) izraz sa n operacijskih simbola. Tada su mogucéa
dva slucaja:

a) F(z,y) = G(z,y)&H (z,y) ili b) F(x,y) = G(z,y)* H(z,y),

gde su G(x,y) i H(x,y) izrazi sa manje od n operacijskih simbola, pa za
njih vazi induktivna pretpostavka. Zato je:

r, il
/, il
Y,
i

x, il
2, i

H((L‘, y) - v, ili
Y,

U oba slucaja a) i b), ispitivanjem svih kombinacija dobija se da su
moguée samo te ¢etiri mogucénosti i za F(x,y).

Sledi da {&, %} nije funkcionalno kompletan sistem, jer se preko tih ope-
racija ne mogu izraziti sve Bulove funkcije nad B2 (na primer konjunkcija,
disjunkcija, itd.). O

ZADATAK 2.30. Ako je x @y = z, onda je

a)r®z=y;

b) y®z=ux;

c) x @y ®z=0. Dokazati.

Resenje.

Postojez @ x =0 (jer je 141 =010 0 = 0) dodavanjem y (&)
levoj i desnoj strani jednakosti x &y = z dobija se x = y @ z, na osnovu
komutativnih i asocijativnih zakona. Dodavanjem z levoj i desnoj strani
poslednje jednakosti dobije se jednakost pod a), a dodavanjem z pocetnoj
jednakosti dobija se jednakost pod c). O
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ZADATAK 2.31. Dokazati:

a)zoy= (' ANy)V(@Ay);

b)x®dy=(xVy) A VYy).

Resenje.

Uputstvo. Razviti funkciju = @ y u KDF i KKF. O

ZADATAK 2.32. Napisati polinome nad GF(2) koji odgovaraju funkci-
jama datim slede¢im tablicama:

zlylfill fol fs] fa

I11{0|1)|01| 0
110|110} 0
Ol1) 1|01 1] 1
ool 1| 1|0]1

Resenge.
Opsti oblik polinoma sa dve promenljive nad GF(2) je

fi(z,y) = axy B bx & cy B d.
U nastavku se odreduju koeficijenti a, b, ¢ i d prema datoj funkciji u tablici.

A1) = adbdedd=0

fH(1,0) = bad=1
f1(0,1) = chd=1
fl(oao) = d=1

Sledid=1. Izc®d=1sledic=0. Izbcdd =1sledib=0. Iz
a®PbPcdd=0,sledi a =1, pa je trazeni polinom:

fl(xay) =xy® 1.

Na slican nacin odreduju se drugi trazeni polinomi u zadatku:

fa(z,y) = zydydl;
f3(r,y) = zydy;
filz,y) = z@l

O

ZADATAK 2.33. Pokazati da {0,1}™ nije polje u odnosu na operacije & i
- (tim redom), ako se te operacije definisu kao istoimene, po koordinatama.

Resenge.

Uputstvo. Struktura ({0,1}"®, -) je komutativan prsten sa jedinicom
((1,...,1)) i to se lako proverava. Nula tog prstena je (0,...,0). Uo¢imo
sledeéi proizvod:

(1,0,0,...,0)-(0,1,0,...,0) = (0,0,0,...,0).
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Sledi da postoje delitelji nule, pa ({0,1}",®, -) ne moze biti polje.? O

3. Prekidacka i logicka kola

3.1. Serijsko paralelna kola. Ovde se opisuje jedna interpretacija
Bulovih funkcija na Bs kao strujnih kola (ili kola nekog drugog protoka). U
ovo]j interpretaciji smatramo da Bulova promenljiva x uzima vrednosti iz
skupa {0, 1}.

Prekidaé¢ - dvopozicioni relej je objekat u kolu koji propusta ili ne
propusta (struju).

Bulovu promenljivu x interpretiramo kao prekidac¢ u kolu i predstavljamo

na sledeéi nacin:

Po dogovoru, protok u kolu je sleva na desno, a prekida¢ propusta ako
promenljiva x koja mu odgovara dobije vrednost 1, a ne propusta za vrednost
promenljive 0.

U skladu sa definicijom unarne operacije u Bulovoj algebri, prekida¢

—

propusta ako i samo ako prekidac¢ koji odgovara promenljivoj x ne propusta
i obratno.

Vise prekidaca povezanih provodnicima (linijama na crtezu) smatramo
za serijsko-paralelno prekidacko kolo, u nastavku krace kolo, i to defi-
nisemo rekurzivno na sledeéi nacin:

a) Prekidaci
su kola.

b) Ako su A i B kola, onda su to i njihova serijska i paralelna veza,
prikazane redom na slede¢i nacin:

A
A B —

B
c¢) Kola se konstruisu samo uz pomo¢ konacnog broja primena pravila

a) ib).

Ovako definisanim serijsko paralelnim kolima odgovaraju funkcije nad
Ba, kojima prema teoremi 2.6 (str. 109) odgovaraju Bulovi termi. Prekidaci
odgovaraju promenljivima (sa negacijskim znakom ili bez njega), a serijska
i paralelna veza redom konjunkciji i disjunkciji. Prekida¢i propustaju ili
ne, u zavisnosti od vrednosti promenljivih (1 ili 0); kroz kolo prolazi struja

3u polju nema delitelja nule. Odista, iz -y = 0 posle mnozenja sa 2~ * (ako je = # 0,
z7! postoji) dobija se y = 0, a posle mnozenja zdesna sa y~1 dobije se z = 0.
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ako 1 samo ako za dati niz vrednosti promenljivih iz skupa {0, 1} vrednost
odgovarajuce term-funkcije iznosi 1.

PRIMER 2.17. Kolo na slici 2.1 odgovara termu (z A (y V 2')) V z.

@
7 e

®
Slika 2.1

Analizom kola uocava se da ono ne propuSta struju ako i samo ako
prekidaci koji odgovaraju promenljivima x i z ne propustaju, nezavisno od
toga da li prekidac¢ koji odgovara y propusta ili ne. O

Ne mogu se svi Bulovi termi interpretirati kolima: unarna operacija
(negacija) sme da stoji samo uz promenljivu, ne moze biti negiran ceo term ili
neki njegov deo. Ovo ne umanjuje opstost, jer se De Morganovim zakonima
sve negacije mogu dovesti do pojedina¢nih pojavljivanja promenljivih, a da
odgovarajuce funkcije budu ekvivalentne.

PRIMER 2.18. Termu (z V (¥ A z))’ ne odgovara nijedno kolo, ali se na
osnovu jednakosti

(VY A2) =2 AyV)=E" Ay) V(AL

mogu konstruisati kola kojima se interpretiraju dva poslednja terma, odnos-
no term-funkcija koja je ista za sva tri terma (slika 2.2).

@ @—®
@ @—
Slika 2.2 -

U realizaciji Bulovih terma kao prekidackih kola, tezi se pojednostavlji-
vanju, tj. smanjivanju broja prekidaca. Za dato kolo konstruise se drugo,
njemu ekvivalentno, sa manjim brojem prekidaca. Pri tome su dva kola
ekvivalentna ako vazi: struja protice kroz jedno ako i samo ako za iste
polozaje isto oznacenih prekidaca protice kroz drugo kolo. Ekvivalentnim
kolima odgovaraju termi koji su jednaki kao funkcije nad Bs. (Prema teo-
remi 2.12 (str. 112) jednakost takvih terma moze se izvesti iz aksioma za
Bulove algebre.) Na primer, kola na slici 2.2 su ekvivalentna, jer odgovaraju
istoj term-funkciji, ali je prvo jednostavnije, jer ima manji broj prekidaca.

PRIMER 2.19. Sistem etaznih prekidaca za svetlo je primer prekidackog
kola. Prekidac na svakoj etazi (spratu) ima dva polozaja koji menjaju stanje
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svetla u celom objektu: ako je svetlo ugaseno, promena polozaja prekidaca
pali osvetljenje i obratno. Ako se osvetljenje (1 - svetli, 0 - ne svetli) izrazi
kao funkcija polozaja prekidaca (1 i 0), onda sistemu od tri prekidaca (tri
etaze) odgovara funkcija predstavljena tablicom. Po dogovoru usvajamo da
u polozaju (0,0,0) svetlo isklju¢eno, pa su time odredene ostale vrednosti
funkcije.

vlyl|z] f(=.y,2)
0]0]0 0
001 1
0|1]0 1
011 0
100 1
1101 0
1[1]0 0
111 1

Bulov term koji odgovara ovoj funkciji jeste DF
F(z,y,2) = (@ ANy A2)V (@' AyAZ )V (e Ay ALYV (@ Ay A z2).
Term se moze pojednostaviti primenom distributivnog zakona, pa se dobija
F(a,y,2) = (@ AW A2V W AZD)V (@A G AV (Y A2))).

Ekvivalentna kola koja redom odgovaraju ovim termima predstavljena su
na slici 2.3.

D—D—O— 0
D—O—@ Lo
&—D—@ o D@
@O—@—CE— = Lo—o
Slika 2.3 0

Sistematski postupci za pojednostavljivanje Bulovih terma izlazu se u
odeljku 4 ove glave.

3.2. Logicka kola. U osnovi digitalne tehnologije lezi primena funkcija
na dvoelementnom skupu. Koriste se objekti sa vise ulaza koji vrednosti
funkcija realizuju na izlazima. Svaki ulaz raspolaze sa dva stanja (na pr.
ima - nema struje) i u zavisnosti od funkcije koja se realizuje, i izlaz je
u jednom od dva stanja. Funkcije o kojima je re¢ su prema prethodnim
izlaganjima term-funkcije na Bulovoj algebri Bs. Princip rada objekata koji
se koriste u ovoj realizaciji opisan je u nastavku.

I-sklop je objekat u kolu (struje) sa dva ili vise ulaza koji na izlazu
realizuje konjunkciju. To znaé¢i da na izlazu ima struje ako i samo ako struje
ima na svim ulazima. Shematski prikaz dat je na slici 2.4.
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ILI-sklop je objekat sa dva ili vise ulaza koji na izlazu realizuje dis-
junkciju. Predstavlja se kao na slici 2.5.

Na izlazu ima struje ako i samo ako struje ima na bar jednom ulazu.

TINTa N ... \NTp

o
In
Slika 2.4

T

e,
o1 o m Va V- Va,
e
Tn

Slika 2.5

Invertor je objekat u kolu struje sa jednim ulazom i jednim izlazom,
tako da je stanje na izlazu razli¢ito od onog na ulazu, tj. realizuje se negacija:
na izlazu ima struje ako i samo ako je nema na ulazu. Shematski prikaz:
slika 2.6.

Xr O % O:L‘,

Slika 2.6
Definicija logic¢kog kola:
a) sklopovi (I, ILI i invertor) su logicka kola;
b) Ako su A, Ay, Ag,..., A, logicka kola, onda su to i objekti povezani
sklopovima kao na slici 2.7.

A A
-z 2 1Z A 4%
A, jji A E
Slika 2.7

c) logicka kola konstruisu se samo u kona¢nom broju koraka pravilima
a)ib).

Interpretacija Bulovog terma logickim kolom sli¢na je kao kod preki-
dackog kola. Promenljive odgovaraju ulazima, operacijski znaci logickim
sklopovima. Na izlazu ima struje ako i samo ako za date vrednosti ulaza
odgovarajuéa funkcija nad Bs ima vrednost 1.

PRIMER 2.20. Bulov term (z V (y' A z))’ realizuje se logickim kolom
prikazanim na slici 2.8.
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Ekvivalentna logicka kola su ona koja realizuju jednake Bulove terme
(tj. one koji imaju iste term-funkcije).

Kod prekidackih kola realizuju se pojavljivanja promenljivih (one odgo-
varaju prekida¢ima), a kod logickih kola oznake operacija, kao sklopovi.
Zato se radi pojednostavljivanja logickih kola traze Bulovi termi sa manjim
brojem operacijskih znakova. Ograni¢enja na neki oblik terma, kao §to je to
slucaj sa prekidackim kolima, nema za logicka kola. Drugim rec¢ima, svakom
Bulovom termu odgovara logicko kolo.

T |

yo—‘% (xV (Y Nz))

Slika 2.8 0

PRIMER 2.21. a) Za realizaciju terma (z V y V z V u)’ potrebna su dva
logicka sklopa; da bi se taj term realizovao prekidackim kolom treba ga
transformisati na oblik 2’ A 3/ A 2/ A v u kome ucestvuje cetiri prekidaca
(slika 2.9).

T o | (xVyVzVu)
yo—— o N Ny N
zZ o— D@ —E)—W
u O
ANy N2 A

Slika 2.9

b) Da bi se term (2’ V ¢/) A z realizovao kao prekidacko kolo, potrebno
je tri prekidaca, a u odgovaraju¢em logickom kolu ucestvuje cetiri sklopa.
Kada se taj term transformiSe na oblik (z A y)' A z, realizuje se pomocu tri
sklopa (slika 2.10).

—~
— - O)— ” (xAy) Nz
o—
w 2o
(' VY )Nz
Slika 2.10 O

3.3. Polusabirac¢ i sabira¢. Rac¢unanje sa brojevima u pozicionom
binarnom sistemu realizuje se pomocu logickih kola kao §to je opisano u
nastavku.

U prilozenoj tabeli dato je sabiranje po modulu dva (alternativa) i os-
tatak - prenos u pozicionom sabiranju (konjunkcija).
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S obzirom da je
rdy=(xVy AAry) i r=zAy,

odgovarajucée logicko kolo kombinovano je iz dva, tj. ima dva izlaza (slika
2.11 a)).

xy||:c€By|r
0 0 0 0
01 1 0
10 1 0
1 1 0 1

Ovo kolo zove se polusabirac i skicira se shematski kao na slici 2.11
b) (polu-sabira¢, jer ne moze da ura¢una eventualni ostatak od prethodnog
sabiranja - prenos u pozicionom sistemu).

PS

Slika 2.11

Slozeniji sklop je onaj koji sabira tri jednocifrena binarna broja, pa tako
moze da sabere dva broja (z, y), uracuna prenos (z) i na izlazu da zbir
(x @ y @ 2) i novi prenos (R) (videti tablicu).

Odgovarajuée logicko kolo realizuje se kao zbir x @ (y @ z), a ostatak
R, koji je dat u nastavku, odreduje se iz tablice kao kanonska disjunktivna
forma (a zatim pojednostavi).

R = (@ AyA2)V(@AY A)V(@AyAZ )V (@AyAz)
= (@A A (V) V(EAE@ Ay V(@AY)))
= @AY VEAE AY)V(EAY))).
S obzirom da je
@AY VEAY)=zdy i zAy=r,
gde je r ostatak - prenos, dobija se
R=rV(zA(xdvy)).

Tako se dolazi do logickog kola prikazanog na slici 2.12. Taj sklop se
zove sabirac i skicira se kao na slici 2.13.

Xr o— —o T Dy
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zlylzl|lzdoydz|R
0(0]0 0 0
0|01 1 0
0[1]0 1 0
0|11 0 1
1/01]0 1 0
1/0(1 0 1
1(1|0 0 1
111 1 1
. i Y i x?y@z
I PS r PS (z @ y) AR !
Y o—— |
| HH -
o R
S -
Slika 2.12

L s TDYyYDz

R

Slika 2.13

Polusabira¢ i sabira¢ (slike 2.11 b) i 2.13) koriste se kao osnovni sklopovi
za konstruisanje slozenijih logickih kola.

ag o ody
b(] Oo— S ,
r
cp o 0 ! ody
PS 9
ajo—— § o dy
T1 PS
by o od3
c1 o
Slika 2.14

PRIMER 2.22. Konstruisemo logicko kolo za sabiranje tri dvocifrena bi-
narna broja u binarnoj notaciji. Pozicioni zapis tih brojeva u polozaju za
sabiranje je
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ay aop

b1 bo

D CcC1 (O

d3 do di dy

(na primer

01

[y [ R

OO = =
N~—

(Cetiri cifre predvidene su zbog najveéeg zbira, 9, tj. 1001.)
Algoritam za sabiranje je slededi:

Sve to u obliku logickog kola izgleda kao na slici 2.14.

ag o

ap D by D co
ro @ a1 @ by
dll@q
r1 T2

(
(
(
(

prenos rg
prenos 71
prenos ro
prenos ds

aj o

az o

ag ©

)
)
)
)

Slika 2.15
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PRIMER 2.23. Sledi primer logickog kola koje ilustruje konverziju bina-
rno - decimalno (binaran kod u ra¢unaru, decimalno predstavljeni brojevi na
displeju). Ovo logicko kolo ima ¢etiri ulaza za proizvoljan binarno predstav-
ljen broj agasajag od nula do devet, tj. za izraze 0000, 0001, ...,1001. Pos-
toji deset izlaza, svaki odgovara jednom od tih brojeva u decimalnom zapisu

(0,1,...,9). Analizom kola moze se ustanoviti da svakom od spomenutih
binarnih brojeva na ulazu, odgovara (u smislu ,ima struje®) taéno jedan
izlaz - dekadna cifra (slika 2.15). O

3.4. Dopune i zadaci.

ZADATAK 2.34. Konstruisati serijsko-paralelna kola koja odgovaraju
Bulovim termima:

a) (zVvy) Ay Vaz)) V(' Vaz);
b) (z Ay A(zVy) V(@ AyVz2)).
Resengje.

a) Videti sliku 2.16.

® ®

Slika 2.16

b) Videti sliku 2.17.

oo o
@
il

Slika 2.17

O
ZADATAK 2.35. Skicirati logicko kolo koje odgovara Bulovoj funkciji
datoj termom:
@AYV A2)V (2 Ax).

Resenje.
Videti sliku 2.18. O
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ZADATAK 2.36. Skicirati logicko kolo koje realizuje sabiranje dva ¢etvorocifrena
binarna broja.
Resenje.
Neka je pozicioni zapis tih brojeva u polozaju za sabiranje:
a3 a2 ai ap
+ by ba b1 bo
€4 C3 C2 C (O

Tada je: ¢y = ag D by (prenos r¢);
c1=a1 Dby Dry (prenos r1);
o =as Dby Dry (prenos r2);
c3=a3DbsDry (prenos r3);
C4 = T3,
pa logicko kolo izgleda kao na slici 2.19. O
T o
I: |
Y o
- ™
> | o
b (@AY V(Y AN2)V (2 Ax)
-~ L/
N
z o % |
Slika 2.18
apg o o Co
PS
by o o C1

by o o C3
as o S

by © o C3
as o S

bs o O C4

Slika 2.19
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ZADATAK 2.37. Konstruisati logicko kolo koje realizuje mnozenje dva
dvocifrena binarna broja.

Resenje.
U pozicionom zapisu® je

aiag - biby = c3¢3¢16y.
Sledi
(10aj + ag) - (10by + by) = 100 - a1 - by + 10 - (a1 - bo + ap - b1) + ao - bo,

odakle je:
co = ap-bo;
c1 = aj-bp®ag-by (prenosry) ;
o = a;-b1dn (prenos r9) ;
c3 = To,

pa logicko kolo izgleda kao na slici 2.20.

’\
ap o
o €
b
0 © W,
'\
o C1
aj] o )
PS
’\
o €y
bl O )
PS
’\
o C3
L/
Slika 2.20

O

ZADATAK 2.38. Konstruisati logicko kolo koje realizuje sabiranje Cetiri
jednocifrena binarna broja.

Resenge.
Ako su ay,...,aq jednocifreni binarni brojevi, onda je

a1 + a2 + az + a4 = bab1by  (u pozicionom zapisu).

40vde i dalje pozicioni zapis oznacen je nadvuceno.
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Uzimajuéi u obzir mogudci prenos, skicira se logicko kolo kao na slici 2.21.
Od

a1 ©azx Das
al o
az o— § o by
PS
a4 o | | o by
Slika 2.21

ZADATAK 2.39. Skicirati logicko kolo za odredivanje treceg stepena
dvocifrenog binarnog broja.

Resengje.
apg o o (o
L~
o C1
L/
o C9
\J
I: o C3
al o
L/
o C4

Slika 2.22

Najvedi broj koji moze da se dobije na izlazu ovog kola je 113 = 11011,
pa moramo predvideti pet cifara na izlazu.

(a1a0)3 = CiC3C2¢1C0  (pozicioni zapis).

Sledi
(10-a1+a0)-(10~a1—|—a0) -(10-a1+a0)
= 1000 - a3 4+ 100 - (a - ap + a3 - ag + a3 - ap)+
10 (a1 - ag + a1 - ak +ay - ad) + a}
=1000-ay + 100 - (a1 - ap + a1 - ap + a1 - ap)+
10- (a1 -ag+ay-ap+ay-ag) + ag
(zbog idempotentnih zakona). Odatle je:
Co = ao;
cr=a1-agday-agdar-ap=ai-ap;
r1 =ay - ap (zbog x @ x = 0 ovde se uvek dobija a; - ag, a i prenos je
aj - ap);
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co=ai-ap®ar-ag®ar-agdry=0;

o = 0;
" =ay -ap (drugi prenos);
C3 = aq
ca=71"=aj-ag.
Odgovarajuce logicko kolo dato je na slici 2.22. O

ZADATAK 2.40. Pokazati da logicka kola na slikama 2.23 i 2.24 realizuju
na izlazu istu Bulovu funkciju.

Resenge.
Logicko kolo na slici 2.23 realizuje funkciju datu termom

f1(A,B,C)=(AANB )YV (A ANC)V(BAC"),
a logicko kolo na slici 2.24 realizuje funkciju
J2(A,B,C) = (A AB)V (B'AC)V (AANC).

Tablicom se moze proveriti da su f; i fs iste Bulove funkcije; ekvivalent-
no, mogu se oba terma transformisati na istu KDF. O

'\

B (/ W

J

Slika 2.23

/AN

L/
Slika 2.24
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ZADATAK 2.41. Skicirati logicko kolo za mnozenje dva trocifrena binar-
na broja.

Resenje.

ag by a1 by a2 by

00000 T‘
. s
| S —
s
L PS
]7 1 |ps
}PS
]1 e} O l i
co c1 (&) c3 C4 Cs
Slika 2.25

Odgovarajuce logicko kolo ima 6 ulaza i 6 izlaza, jer je najvecéi broj koji
moze da se pojavi na izlazu 111 - 111 = 110001.
Oznacimo te brojeve sa azajag i bbby, a izlaz (rezultat) sa ¢sciczcacico.
Tada je
(100&2 + 10aq + ao) . (100b2 + 1061 + bo)
= 10000a2bs + 1000(a2b1 + albg) + 100(&21)0 + a1by + (10b1)+
10(@1[)0 + aobl) + apbo.

Odatle je
Ccyo — aobo
c1 = ai1bg @ aght prenos rq

d = asbg ® a1b1 B aphy prenos ro
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o =ddnr prenos rs

e =1r9@Drs3 prenos 74

c3 = eD agb; ® aby prenos 1y

cy = agby ®ry D@ s prenos cs.

Kolo je skicirano na slici 2.25. O

4. Minimizacija Bulovih funkcija

4.1. O problemu minimizacije. U osnovi funkcionisanja digitalnih
sistema, kako je ve¢ spomenuto, jesu operacije na skupu {0,1}. U prethod-
nim odeljcima pokazano je da one odgovaraju Bulovim termima na algebri
By. Pored toga, te funkcije mogu se predstavljati i preko drugih funkcionalno
potpunih sistema operacija, ili kao polinomi nad poljem GF(2). Digitalna
tehnologija tezi smanjivanju cene proizvodnje i dimenzija objekata putem
kojih se realizuju ove funkcije. To znaéi da izrazi, termi kojima se opisuju
funkcije treba da budu $to jednostavniji, kaze se da ih treba minimizovati.

Problem pojednostavljivanja terma ovde razmatramo na jeziku Bulovih
algebri. Minimizuju se tako Bulovi termi, a najjednostavniji oblici traze se
u skupu disjunktivnih formi.

Postupaka za pojednostavljivanje Bulovih terma ima mnogo. Ovde se
opisuju dva najpoznatija: Metod Kvajna i Mak Klaskog (Quine-McClaskey)
i Karnoove tablice (Karnaugh).

4.2. Minimalna disjunktivna forma. Da bismo pojednostavili no-
taciju, u nastavku umesto oznake A koristimo tacku, -, koju ¢esto izostav-
ljamo. Po dogovoru smatramo da se prvo primenjuje operacija - a onda V,
pa zato izostavljamo zagrade oko elementarnih konjunkcija. Tako piSemo
f+F umesto f A F, 2’y V z umesto (z' Ay) V z i sli¢no.

Minimizacija podrazumeva jasan dogovor o tome koji se od dva Bulova
terma moze smatrati jednostavnijim.

Zato, ako je F' Bulov term u obliku DF, oznac¢imo sa

pr - ukupan broj pojavljivanja promenljivih u F', a sa
kr - ukupan broj elementarnih konjunkcija u F'.

PRIMER 2.24. Za disjunktivnu formu
F(x,y,2) =ayVa'zVar
je prema gornjim definicijama pr = 6, a kp = 3. O

Neka su F} i Fy Bulovi termi u obliku DF. Fj je jednostavniji term od
terma Fy, ako je prp, < pr, 1 kr, < kF,, a bar jedna nejednakost je striktna

(<)
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PRIMER 2.25.
Fi(z,y,2) = zyz’Vayz pp =6 kp =2
Fy(z,y,2) = zyVzZ'Va'y pp,=5 kp, =3
Fs(z,y,2) = 2y Vay ey, =4 kp, =2.

Term F3 je jednostavniji i od Fi i od Fy, a Fy i F u tom smislu nisu
uporedivi. O

Disjunktivna forma ¢ je minimalna disjunktivna forma za term F,
ako je ¢ = F' i nijedna DF jednostavnija od ¢ nije jednaka sa F.

PRIMER 2.26. Bulov term ¢(x) = z je minimalna disjunktivna forma
za term F(z,y) = x V xy, jer vazi jednakost x = = V xy, a nema nijedne
disjunktivne forme koja je jednaka sa F', a jednostavnija od . O

Po definiciji, svaka disjunktivna forma koja ispunjava navedene uslove
jeste jedna minimalna DF za dati Bulov term. Zato Bulov term moze imati
viSe minimalnih DF.

4.3. Proste implikante. Ovde se definisu termi od kojih su, kako se
pokazuje, sastavljene minimalne DF.

Elementarna konjunkcija f je implikanta Bulovog terma F' ako vazi
f < F (tj. ako je tacna jednakost f - F = f).

Buduéi da svakom Bulovom termu odgovara term-funkcija na datoj
Bulovoj algebri, pojam implikante moze se razmatrati i sa tog stanovista.

TVRDENJE 2.27. Elementarna konjunkcija f je implikanta Bulovog ter-
ma F ako i samo ako u proizvoljnoj Bulovoj algebri ' ima vrednost 1 za
svaki niz vrednosti promenljivih za koji f ima vrednost 1.

Dokaz. Neka je f elementarna konjunkcija, a F' proizvoljan Bulov term.
Oznac¢imo sa fp i Fp redom term-funkcije za f i F' u Bulovoj algebri B.

Pretpostavimo da vazi f < F'ida je fg = 1. Sledi da je tacna jednakost
f-F=f,paf-Fif odredujuistu Bulovu funkciju. Dakle, fz- Fg = f5,
paiz fgp =1sledi Fp = 1.

Obratno, ako iz fg = 1 sledi Fz = 1 za proizvoljnu Bulovu algebru B,
onda to vazi i u dvoelementnoj algebri Bo. To znaci da je nad Bs ispunjeno
fB, < Fp,, odnosno fp, - F, = fp,. Na osnovu Teoreme 2.11 (str. 112),
sledi da je tacan identitet f - F' = f, odnosno vazi f < F. |

U nastavku teksta, nakon ovog tvrdenja, ne pravimo razliku u oznacava-
nju Bulovog terma i odgovarajuce term-funkcije.

U proizvoljnoj disjunktivnoj formi F' = f; V...V fi lako se uocavaju
neke implikante: svaka elementarna konjunkcija f; je implikanta. Zaista,
ako f; u nekoj realizaciji dobije vrednost 1, onda i cela disjunktivna forma
ima tu vrednost.
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Elementarna konjunkcija f je prosta implikanta Bulovog terma F', ako
je f implikanta za F' i nijedna potkonjunkcija iz f nije implikanta terma F'.

PRIMER 2.28. Jedna implikanta Bulovog terma
F(x,y,z) =(xVy)Vvzvay

je f(z,y) = 2'y. Zaista, f ima vrednost 1 kada je x = 0 iy = 1 (2
proizvoljno) a za svako z € {0,1} je

F(0,1,2) =(0v0)VvzVv1-0-2 =1.

Prema tvrdenju 2.27 term f je implikanta za F'. Ta implikanta nije prosta.
Zaista, implikanta je i g(x) = 2/, jer je ona jednaka 1 za x =0, a

F(0,y,2) = (0VYy)YVvzv0ysd =yvzvys=yvzv(yvz) =1

Zato je g implikanta terma F', i to prosta, a kako je g potkonjunkcija u f,
sledi da f nije prosta implikanta. O

Za razgliku od implikante, prosta implikanta terma F' moze imati samo
promenljive koje se pojavljuju u F' (zadatak 2.42).

TVRDENJE 2.29. Svaka minimalna DF Bulovog terma F sastavljena je
od nekih prostih implikanti tog terma.

Dokaz. Neka je
d=p V...V
jedna minimalna disjunktivna forma Bulovog terma F. Kao §to je veé spo-
menuto, sve elementarne konjukcije ¢; su implikante za ®, pa dakle i za F.
Dokazujemo da su one proste. Pretpostavimo da konjunkcija - implikanta
(; nije prosta, tj. da postoji njena potkonjunkcija ¢ koja je isto implikanta
za F'. Uocimo disjunktivnu formu

= V...VoV...Ve,

dobijenu iz & zamenom konjunkcije ¢; sa .

Dokazujemo da je d =F , pokazujuéi da su ovi termi jednaki kao funkci-
je nad Bay:

(a) ® < F. Zaista, ako je @ = 1, onda je bar jedna od elementarnih
konjunkcija jednaka 1, a kako su sve one (uklju¢ujuéi o) implikante za F,
sledi F' = 1.

(b) F < ®'. Zaista, ako je nad By ispunjeno F' = 1, onda je i ® = 1, jer
je po pretpostavci F' = ®. Tada je bar za jednu elementarnu konjunkciju
¢, ispunjeno ¢; = 1. Ako je j # 1, ista konjunkcija postoji i u ®', a ako
jet1=7j,ondaip =1, jer se radi o potkonjunkciji u ;. U svakom slucaju
sledi ® = 1, §to je dovoljno da nad By vazi trazena nejednakost.

Iz (a) i (b) sledi jednakost terma F' i ® kao funkcija nad By, pa su na os-
novu Teoreme 2.11 ti termi jednaki. Ovo je kontradikcija sa pretpostavkom
da je ® minimalna disjunktivna forma za term F, jer je ® jednostavnija
disjunktivna forma.
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Sledi da su sve elementarne konjunkcije u ® proste implikante terma F,
Sto dokazuje tvrdenje. [ |

Prema ovom stavu, minimalne disjunktivne forme Bulovog terma F
mogu se konstruisati na sledeé¢i nacin.

I Odredi se skup svih prostih implikanti terma F', a zatim:

II Pogodnim postupkom izdvoje se iz tog skupa one proste implikante
koje obrazuju minimalnu (ili minimalne) DF za term F'.

4.4. Postupak Kvajna (Quine) i Mak Klaskog (McClaskey).
Ovde se opisuje prvi deo (I) gore navedenog postupka.

TEOREMA 2.30. Neka je F' Bulov term koji je KDF u odnosu na pro-
menljive x1,...,x,, [ elementarna konjunkcija ¢ije su promenljive neke od
navedenih. Tada je f implikanta terma F' ako i samo ako su sve kanonske
elementarne konjunkcije u odnosu na x1,...,x, koje sadrze f ukljucene u
term F'.

Dokaz. Neka je f implikanta terma F', koji je KDF. Pretpostavimo da
postoji neka kanonska elementarna konjunkcija k koja sadrzi f, a nije u F.
Tada za pogodan izbor vrednosti promenljivih, k ima vrednost 1, a sve ostale
kanonske konjunkcije imaju vrednost 0 (prema lemi 2.9, str. 111). Zato i F
ima vrednost 0, pa f nije implikanta terma F'.

Obratno, neka su sve kanonske konjunkcije koje sadrze f ¢lanovi terma
F. Tada za svaki niz vrednosti promenljivih za koji je f jednaka 1, jedna od
tih kanonskih elementarnih konjunkcija, pa dakle i forma F, ima vrednost
1. Zato je f implikanta terma F. |

U osnovi tvrdenja 2.30 zapravo je jednakost
f=f-(ava)=f-zVv [

gde je f elementarna konjunkcija, a z promenljva.

Postupak Kvajna i Mak Klaskog za odredivanje svih prostih imp-
likanti Bulovog terma F' zasniva se na poslednjem tvrdenju i sastoji se od
nekoliko koraka:

(1) Odredi se KDF koja odgovara termu F'.

(1) Urede se po neopadajuéem broju unarnih simbola (') sve kanonske
elementarne konjunkcije te forme.

(747) U dobijenom nizu oznac¢e se elementarne konjunkcije oblika zf i
x' f, a niz se prosiri sa f.

(tv) Prethodni korak (7ii) primenjuje se na dopisanim konjunkcijama sve
dok je to moguce.

Broj ¢lanova niza je konacan, pa se navedena procedura zavrSava. Neoz-
nacene elementarne konjunkcije koje preostanu u nizu su proste implikante
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terma F'.

Sledi primer, pa obrazlozenje ovog postupka.

PRrRIMER 2.31. Neka je dat slede¢i Bulov term koji je ve¢ u obliku KDF
(kada to nije slu¢aj primenjuju se postupci za svodenje na KDF, kao u
primeru 2.5 (str. 109)):

F(x,y,z,u) = 2'y2'u' vV ayz'v' v oy 2u' vV ayzu’ v oy’ 2/
Dalje je naveden niz kanonskih elementarnih konjunkcija ureden po rastué¢em
(u stvari neopadajuéem) broju operacija ’

xT Yy z u
z y 2
z Yy z o
¥ oy 2o
/ / /

z y 2 u

Spisak je podeljen u klase sa jednakim brojem simbola ’, jer se termi oblika
af id f mogu nalaziti samo u susednim klasama. Oznacavamo redom takve
parove i svaki put dopunimo niz sa f:

x y z u vV z y u v xu
x y 2 u v x z u v

x y z du v y 2 o

2 oy 2 od v z 2 U v

x y 2 od v z y u v

(Jednom oznagene konjunkcije i dalje se koriste i proveravaju, ali ih ne treba
ponovo oznacavati.) Proste implikante su tako yz'u’ i zu’. O

Opisani postupak je neposredna primena tvrdenja 2.30 i definicije proste
implikante. Oznacavanjem se eliminisu implikante koje nisu proste i ostavlja-
ju zajednicke potkonjunkcije koje su implikante i one se ponovo proveravaju.
Neoznacene konjunkcije su tako implikante forme F', jer su po konstrukciji
sve kanonske konjunkcije koje ih sadrze ukljucene u F' (prva kolona). Ove
implikante jesu proste, jer nemaju potkonjunkcije sa istom osobinom.

4.5. Tablice prostih implikanti. Kada se jednom odrede sve proste
implikante datog Bulovog terma, treba uz pomo¢ njih sastaviti sve mini-
malne disjunktivne forme (jednu ili vise njih). Ne postoji jednoznacan i
univerzalan algoritam kojim bi se to uradilo. Moguée je na razne nacine
eliminisati proste implikante koje ne u¢estvuju ni u jednoj minimalnoj DF,
a identifikovati eventualno one koje su ¢lanovi svake. Na kraju se, u opstem
slu¢aju, minimalne DF odreduju po definiciji, iz preostalog skupa prostih
implikanti. Ovde se takvi postupci opisuju.

U nastavku se pretpostavlja da KDF koje se analiziraju nisu trivijal-
no jednake 1, tj. da ne sadrze sve kanonske konjunkcije u odnosu na date
promenljive.
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TVRDENJE 2.32. Neka je F' Bulov term u obliku KDF, a ® proizvoljna
disjunkcija njegovih prostih implikanti. Tada vazi F' = ® ako i samo ako
svaka kanonska konjunkcija iz F' sadrzi kao potkonjunkciju neku implikantu
iz ®.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji kanonska konjunkcija f iz F', koja
ne sadrzi kao potkonjunkciju nijednu prostu implikantu iz ®. Dodelimo
promenljivima vrednosti iz Bs tako, da f bude jednaka 1. Tada je to jedina
kanonska konjunkcija za date promenljive sa vrednoséu 1. Term F' je sadrzi,
pa i on ima vrednost 1. Nijedna prosta implikanta iz ® nije potkonjunkcija
u f, pa ne moze imati vrednost 1 za date vrednosti promenljivih. Tada je
nad By vrednost forme ® nula, pa je F' # ©.

Obratno, pretpostavimo da svaka kanonska konjunkcija iz forme F' sadrzi
kao potkonjunkciju neku prostu implikantu iz . Tada je F' = &. Zaista,
ako je nad By vrednost terma F' jedan, onda prema posledici 2.10 (str. 112)
ta¢no jedna kanonska konjunkcija f iz F' ima vrednost 1. Po gornjoj pret-
postavci postoji prosta implikanta ¢ iz ¢ koja takode ima vrednost 1, pa je
to vrednost i forme ®. Sledi F' < ®. Ako sa druge strane ® dobije vrednost
1, onda bar jedna elementarna konjunkcija te forme ima vrednost 1. Ta
konjunkcija je prosta implikanta za F', pa i taj term ima vrednost 1. Zato
je ® < F, pa iz svega dobijamo F' = ®. |

Prema ovom tvrdenju, ako neka kanonska konjunkcija iz terma F' (koji je
KDF) ima samo jednu potkonjunkciju ¢ iz skupa svih prostih implikanti, on-
da ¢ mora biti ¢lan svake minimalne DF terma F'. Takva prosta implikanta
zove se esencijalna.

fi -~ f -+ fm kanonske konjunkcije iz F’
P1 |
|
proste :
implikante !
o |l----- sk
Pk
Slika 2.26

Kada se odrede sve esencijalne proste implikante (ako ih ima), onda se
neke proste implikante mogu izostaviti kao suvisne. Pregledan nacin da se
to uradi omogucéuju tablice prostih implikanti, opisane u nastavku (slika
2.26).

U tablici se navode sve proste implikante datog terma F' i sve kanonske
elementarne konjunkcije tog terma transformisanog u KDF. Pripadnost im-
plikante ¢ kanonskoj konjunkciji f oznacava se (to je uradeno znakom * u
prilozenoj shemi).
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PRIMER 2.33. Neka je dat term F' u obliku KDF:
F(x,y,2) =2'yz' Va'yzVay'2' vVay'z Vv ayz.

Skup prostih implikanti (odreden na primer metodom Kvajna i Mak
Klaskog) je
{$,y7 xy,? xz? yz}'
Odgovarajuca tablica data je na slici 2.27.

e e
vyl @
zy O —
xz * *
Yz * *
Slika 2.27 o

Analiza tablice vodi ka slede¢im zaklju¢ima:

I Ako se u nekoj koloni nalazi samo jedan znak *, prosta implikanta koja
odgovara tom znaku je esencijalna, tj. ¢lan je svake minimalne DF.

Pogodno je oznaciti (na pr. precrtati, kao na slici 2.27) sve kanonske kon-
junkcije kojima je neka esencijalna implikanta podterm (takve konjunkci-
je odgovaraju znacima koji su povezani linijom, na istoj slici); precrtane
kanonske konjunkcije sigurno sadrze uocenu esencijalnu implikantu i ispu-
njavaju uslove tvrdenja 2.32.

U primeru 2.33 esencijalne proste implikante su 2’y i zy/ i jedina kanon-
ska konjunkcija koja ne sadrzi nijednu od njih je xyz. U minimalnu DF zato
treba ukljuciti bilo koju od preostalih prostih implikanti (zz odnosno yz).
Tako dati term F' ima dve minimalne DF:

O (z,y,2) = 2yVvay Vaz
Dy(z,y,2) = 2'yVay Vyz

Daljom analizom slozenijih tablica moze se odredivanje minimalnih DF
joS uprostiti:

IT Ako kolona o ima znak * na svim mestima (vrstama) na kojima i
kolona 3, onda se konjunkcija koja odgovara koloni o« moze precrtati, tj. za
nju nije potrebno posebno traziti potkonjunkciju - implikantu.

Zaista, trazenu implikantu obezbeduje konjunkcija koja odgovara koloni
B.

ITII Ako u vrsti u znaci * stoje na svim mestima (kolonama) na kojima i
znaci u vrsti v 1 pri tome implikanta vrste u ima manje promenljivih od im-
plikante vrste v, izostavlja se vrsta v, jer je odgovarajuca prosta implikanta
suvisna (ne ucestvuje u formiranju minimalnih DF).



150 2. BULOVE FUNKCIJE. MINIMIZACIJA

Obrazlozenje: Preostala prosta implikanta (koja odgovara vrsti u) sadr-
zana je u svim konjunkcijama u kojima i izostavljena, a od nje ima manje
promenljivih.

U jednostavnijim slucajevima, posle primene ovih postupaka obrazova-
nje minimalnih DF nije tesko (postoje i druge metode za analizu tablice,
videti na pr. [14]).

PRIMER 2.34. [14] Neka je

F(z,y,z,u) = zyuvV a:y’uv V ar’yuv’ V :xy’u’v’ V x'yu’v’ V :cyuv’ V

xy'uv’ \% xy’u'v V x'yuv V x'yu'v V :U'y'u'v’.

Skup prostih implikanti moze se odrediti metodom Kvajna i Mak Klas-
kog:
{y'u'v ' ou, yu, oy 2y}
Formirajmo tablicu prostih implikanti (slika 2.28).

o0

zyuwv  xy'uww  yuw’  zy'u'v’ dyu’v’ zyww’  xy'uw’ zy'u'v dyuwe dyu’v 2'y'u’v

y'u'v' * *
x'u'v’ * *

ru * * * *

YU * * * *

xy/ * * * €3]

x'y * * * ®

Slika 2.28

Moze se primetiti da su zy’ i 'y jedine proste implikante koje su podter-
mi redom u kanonskim konjunkcijama xy'v/v i 2'yu'v. Zato su zy’ i 2y
esencijalne proste implikante i moraju biti ¢lanovi svake minimalne disjunk-
tivne forme. Kada se precrtaju i uklone kanonske konjunkcije koje sadrze te
dve implikante, preostaje tablica koja je predstavljena na slici 2.29.

| zyuv  zyw’  2'y'uv

y/ulvl *
z'u'v’ *
U * *
YU * *
Slika 2.29

Na osnovu pravila IT moze se eliminisati bilo koja od prve dve kolone

(na primer druga), pa ostaje tablica na slici 2.30.
| zyuwv  2'y'u'v
1ol

y'u'v *
z'u'v’ *
xu *
Yu *

Slika 2.30
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Analiza ove poslednje tablice pokazuje da u svaku minimalnu DF po-
laznog terma mora biti ukljuéena bilo koja od prve dve i bilo koja od
druge dve proste implikante. Otuda su minimalne disjunktivne forme terma
F(z,y, z,u) datog na pocetku, sledece Cetiri.

O (z,y,2,u) = ay VayvydivVvau
Do (z,y,2,u) = xzy VayVyur Vyu
O3(z,y,2,u) = xy VayVvauv'Vvau
Oy(z,y,z,u) = wzy Va'yVvauv Vvyu.

O

4.6. Karnoove tablice. U ovom odeljku se opisuje postupak za prona-
lazenje minimalnih DF datog Bulovog terma u obliku kanonske disjunktivne
forme, ali bez prethodnog odredivanja skupa svih njegovih prostih implikan-
ti.

w w' uw'v uv

vy vz v Y2y o
x x xy
x x z'y
'y

Slika 2.31

Metod se zasniva na preglednom prikazivanju kanonskih elementarnih
konjunkcija pomoéu posebnih, tzv. Karnoovih tablica. Na taj na¢in mogu
se minimizovati termi sa ne viSe od Sest promenljivih, ali se veé¢ sa pet
promenljivih preglednost tablice smanjuje.

Na slici 2.31 predstavljene su nepopunjene Karnoove tablice koje sluze za
predstavljanje Bulovih terma koji su kanonske disjunktivne forme sa redom
dve, tri i ¢etiri promenljive.

y Yz y ' 'z
x * x x| *
x| * 2! * *
xy' VvV 1'y xyz Vaxy'Z vV alyd valy'z
Slika 2.32

Svakom polju tablice odgovara konjunkcija terma koji su u zaglavlju, tj.
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jedna kanonska elementarna konjunkcija u odnosu na odgovarajuée promen-
ljive. Oznacavanjem pojedinih polja tako se jednoznaéno odreduje kanonska

disjunktivna forma.

PRrRIMER 2.35. Na slikama 2.32 i 2.33 predstavljene su popunjene tablice
i navedene odgovarajuce kanonske forme. O

uv ' u'v' u'v

Ty *
xy'| * | * xyu'v V zy'uv V zy'uv'Vv
2y « 'y vV 2 yuv
'y *

Slika 2.33

Polja Karnoove tablice koja kao kvadrati imaju zajednicku stranicu zovu
se susedna. Susednim nazivamo i prvo odnosno poslednje polje svake vrste
(kolone).

PrRIMER 2.36. Na slikama 2.34, 2.35 i 2.36 navedeni su primeri sused-
nih polja, koja su jos i dodatno graficki povezana zatvorenom linijom oko

odgovarajuéih znakova.

y y/ y y/ yz yZ/ y/Z/ y/Z
x [’ﬂ x T
M8 Moo EGs
ryVa'y=y dyvay =12 2y Vay'y =27

Slika 2.34

Yz y 2 y'z yz g 2 Yz
N B .

xy' 2 ValyZ =y xyzVay'z = xz

Slika 2.35

Iz konstrukcije se moze zakljuciti da se termi koji odgovaraju susednim
poljima razlikuju taéno na mestu jedne promenljive (koja kod jednog ima,
a kod drugog nema znak unarne operacije). Zato susedna polja odreduju
zajednicki podterm tih elementarnih konjunkcija.
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NAPOMENA. Treba zapaziti da je raspored terma u zaglavljima tablice takav
da se i kod njih susedni razlikuju samo na mestu jedne promenljive. Pored toga, taj
raspored je ciklican, tj. poslednji term se od prvog isto razlikuje na ta¢no jednom
mestu. To je i razlog Sto susednim smatramo i krajnja polja u redu. Ciklicka inter-
pretacija tablice sa tri promenljive data je na slici 2.37; tablicu sa ¢etiri promenljive
trebalo bi interpretirati torusom.

uv ' u'v' u'o uv ' u'v' u'v

- ” B
/ /
Ty x| * xy

x/y/ $/y/
2’y x'y m
:L,y/u,U/ v xy/u/,vl — xy/,U/ :L,yu/,u \Vi l,/yu/,u — yu/,U
Slika 2.36
O
'z Y2
yz yz'
x
:E/
e 1 J
Slika 2.37

Dalje prosirujemo pojam susednih polja na sledeéi nacin. Cetiri polja
koja obrazuju kvadrat ili pripadaju istom redu zovemo (Cetvoroelementni)
blok. Polja u bloku odgovaraju termima koji se razlikuju na mestima tacno
dve promenljive (u odnosu na unarnu operaciju). To sledi iz rasporeda terma
u zaglavljima.

PRIMER 2.37. Navodimo primere blokova sa ¢etiri polja (slike 2.38, 2.39,
2.40 1 2.41). O

yz yzl y/Z/ y/Z yz yzl y/Z/ y/Z
g kﬂ rAICEEEED

ly/Z/ \/ $/y,Z — SU/

xyzVayZ Va'yzVviyd =y 'yzVa'y va
Slika 2.38

Kao i u slucaju dva polja, blok ¢ine i ¢etiri polja koja su susedna u
ciklickom rasporedu.
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Na tablicama sa Cetiri promenljive, blok ¢ine i dva susedna reda (vrste
ili kolone), uklju¢ujuéi i ciklicki raspored.
uw oy’ ' v

Y

Yz y2 Y2 'z zy’ F}
SOENG W D
LT

! 0,00

zy'uwv’ V zy'u'v' Vv 'y u Vv ay' v =y

xyzVay'zVayzVa'yz=z

Slika 2.39

uv ' u'v' u'o uv ' u'v' u'v
N

zy xy *

$/y/ $/y, *

'y ﬁ‘} x'y *)

zyuv' V zy'ur’ V o'y'un’ V 2 yur’ = uv’

zyu'v' V zyu'v V 2'yu'v' V 2 yu'v = yu!

Slika 2.40

uv ' u'v' u'o

B ] T

Ty

x/y/
EENE

zyuv V zyu'v V x'yuv V 2'yu'v = yv

Slika 2.41

PRIMER 2.38. Na slici 2.42 predstavljena su dva bloka sa osam eleme-
O

nata.

U nastavku ponekad koristimo isti naziv - blok - bilo da je u pitanju
polje, par susednih polja ili grupa od ¢etiri odnosno osam polja.

Iz gornjih definicija slede osnovne osobine tablica:
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- Svaki blok jednoznacno odreduje jednu elementarnu konjunkciju.

- Polja u istom bloku odgovaraju kanonskim konjunkcijama koje sadrze
zajednicku potkonjunkciju.

- Ako je blok By sadrzan u bloku Bs, onda je term odreden blokom Bs
podterm terma odredenog blokom Bj.

uv ' u'v' v uwv y' u'v' v
xy’ x| * xy’
x/y/ * * x/y/
vy [\ ] Syl [+ [+ [N
zyuv' V xyu'v' V xy'uv’ V zy'u/v'v zyuv V zyuv' V zyu'v' V zyu'vVv
'y u' Vv 'y u V dyud’ Vo dydy =0 2 yue Vo yud’ Voo yuo' Vo yu'v =y
Slika 2.42

Jasno je da postoji uzajamno jednoznacna korespondencija izmedu ka-
nonskih dijunktivnih formi sa ne vise od cCetiri promenljive i tablica sa odgo-
varajuce oznacenim poljima. To znaci da se za svaku kanonsku disjunktivnu
formu

F=fVfov...Vf

sastavlja jedinstvena Karnoova tablica, tako $to se oznace polja koja odgo-
varaju termima fi,..., f.

Kada se to ima u vidu, onda se navedena svojstva tablica mogu for-
mulisati na jeziku Bulovih terma, kao §to sledi.

TVRDENJE 2.39. Neka je F' Bulov term u obliku KDF sa najvise cetiri
promenljive, za koji je sastavljena Karnoova tablica. Tada vazi:

(1) Svaki blok sa oznacenim poljima odreduje jednu implikantu terma F'.

(13) Ako je blok maksimalan, tj. nije sadrzan u nekom drugom bloku sa
oznacenim poljima, njemu odgovarajuca implikanta je prosta.

(#i1) Svaki skup blokova sa oznac¢enim poljima, koji pokriva sva oznac¢ena
polja, odreduje jednu DF jednaku termu F'. |

Na osnovu poslednjeg tvrdenja moze se opisati postupak za odredi-
vanje minimalnih DF proizvoljnog terma F' sa najvise ¢etiri promenljive:

(1) Term se predstavi kao KDF i popuni se odgovarajué¢a Karnoova tabli-
ca.

(2) Za svako oznaceno polje uoci se i zaokruzi maksimalni blok koji ga
sadrzi. Po redosledu, prvo se zaokruzuju jedinstveni maksimalni blokovi,
a medu njima prvo oni sa manjim brojem polja. Za preostala polja (koja
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ne pripadaju jedinstvenim maksimalnim blokovima) zaokruze se sve kombi-
nacije maksimalnih blokova koji ih sadrze.

(3) Svaki podskup skupa blokova koji pokriva sva oznacena polja odredu-
je jednu DF jednaku termu F'; iz tako sacinjene liste disjuktivnih formi
izdvoje se one koje su po definiciji minimalne.

Da se na ovaj nac¢in odista dobijaju sve minimalne DF datog terma F,
sledi neposredno iz tvrdenja 2.39, u stvari iz konstrukcije Karnoovih tablica.
Objasnjenje zasluzuje tacka (2), deo o prvenstvenom zaokruzivanju jedin-
stvenih blokova sa manjim brojem polja. Preciznije, prvo se zaokruze polja
koja sama ¢ine jedinstvene blokove, zatim od preostalih polja ona ¢iji jedin-
stveni blokovi imaju dva polja itd. Razlog za ovaj redosled je $to manji
jedinstven blok ne moze biti pokriven veéim (jer je jedinstven), a obratno
moze da se desi. Zato bi obrnut redosled mogao dovesti do zaokruzivanja su-
vignih blokova: odgovarajuée implikante nisu ¢lanovi minimalnih DF (videti
primere koji slede, posebno primer 2.42).

PRIMER 2.40. Ovde odredujemo minimalne DF za terme koji su ve¢ u
obliku kanonske disjunktivne forme.

(a) F(x,y) =xyVay Va'y.

Karnoova tablica predstavljena je na slici 2.43, a minimalna disjunktivna
forma je
O(z,y) =xVy.

vy oy
oD
m’b

Slika 2.43

)

(b) F(x,y,2) =ayzVa'y'2Z Vaoy'zvayzvayz
Minimalna DF (odredena pomocu tablice na slici 2.44):
U(z,y,2)=2Va2y.

yz g2y yz
RN
S

Slika 2.44

(c) F(x,y,2) =zyz' Vay'2 vy vayz
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Karnoova tablica data je na slici 2.45, a jedinstvena minimalna disjunk-

tivna forma je:
P(x,y,2) =2’ Vy vayz

yz y Y2 y'z
TmaoD
4 S

Slika 2.45

F(z,y,z) =zyz' Vay'2' Vay'zvayzvays

yz yzl y/Z/ ylz

S CGD
4an
Slika 2.46

Prema Karnoovoj tablici na slici 2.46, postoje dva jedinstvena maksi-
malna bloka za terme xy'z i 'yz. Za preostalo polje koje odgovara termu
zyz' mogu se izdvojiti dva maksimalna bloka, oba sa po dva polja. Zato

postoje dve minimalne disjunktivne forme ovog terma:
= a;z'\/xy'\/x'y

CI>1(3:,y,z)
Dy(z,y,2) = y2' Vay va'y.

o]

(e) F(x,y,u,v) = zyuvVayu'v' Vayu'vVz'yuoVva'y'u' va'yuv' v

x'yu'v’ V x’yu'v.
w oy ' v
wi)
Ty
2 G
) .
'y A1
Slika 2.47

Prema prilozenoj Karnoovoj tablici (slika 2.47), ne postoje za sva polja
jedinstveni maksimalni blokovi. Zato ovaj term ima dve minimalne disjunk-

tivne forme:
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O (z,y,u,v) = yu' Va'y'uVvayo vy
Py (z,y,u,v) = yu' Va'yuVaywVauv.

(f) Sledi problem koji je uraden pomocu tablica prostih implikanti u
primeru 2.34 (str. 150).

F(x,y,z,u) = xzyuvV xy'uv V x’yuv' V xy'u’v' V x'yu’v' V xyuv’ V
1o

a:y’uv/ V xy/u’v V x’yuv V m'yu'v Vrzyuuv.

uv o' u'v' u'v w o' W' v
| P
Ty | *x | * TY [N
U__L _U
/ 7 T ==
Ty (* * | % *) Ty G_*__*_l o *)
) ) T= =
oy ; 'y e
Tyl | * | % | = Tl ] %0 s 1| %
'y TYN e

(a) (b)
Slika 2.48

U Karnoovoj tablici izdvoje se prvo maksimalni blokovi koji su jedin-
stveni za terme zy'u'v’ i zy'u/v odnosno za z'yu'v' 1 2'yu'v (slika 2.48 (a)).
Njima odgovaraju proste implikante zy’ i 'y, koje su esencijalne. Preostala
oznacena polja mogu se ukljuéiti u maksimalne blokove kao na slici 2.48 (b).
Tako se mogu formirati ¢etiri minimalne DF:

Oy (z,y,z,u) = zy VayVvyulVvau
Py (z,y,2,u) = wzy VayVyur Vyu
P3(z,y,2,u) = ay Va'yVvauv'Vvau
Py(z,y,z,u) = wzy Va'yVvauvVvayu.

|

Dobra strana Karnoovih tablica jeste §to se one mogu primenjivati i na
disjunktivne forme koje nisu kanonske, Sto veoma skracuje postupak. Za
datu disjunktivnu formu sa najvise Cetiri promenljive tablica se popunjava
tako, da se oznake stavljaju u sva polja ¢ije kanonske konjunkcije sadrze
neku od konjunkcija polazne disjunktivne forme. Na taj nacin se implicitno
odreduje kanonska disjunktivna forma datog terma (za dokaz videti zadatak

2.60).
PRIMER 2.41. Dat je term

F(x,y,u,v) = zyu V auv V zy'v V 2'yu’ V yu'v.
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Term F je disjunktivna forma, ali ne i kanonska. Prema gore navedenom
postupku, popunjena odgovarajuca tablica data je na slici 2.49.

uw yv' wv' v
ool
wf| 5 e
'y

P ERaD

Slika 2.49

Jedinstvena minimalna disjunktivna forma terma F' je

O(x,y,u,v) = MJ\/xyu\/a:'yu'. O

U primeru koji sledi mogu se uociti razlozi za prioritet izdvajanja jedin-

stvenih blokova (tacka (2), prvo manji blokovi).

PRIMER 2.42.
F(z,y,u,v) = 2'y'uvVayuw' Vaoy'uw'Va'yuw' v ay'u'v' v
x/y'u/v' V x/yu/v' V xy/u/v
Za prvu, drugu, sedmu i osmu kanonsku konjunkciju izdvojeni su mak-
simalni blokovi oznacenih polja i izdvojene odgovarajuce proste implikante
(slika 2.50). Na taj nacin su pokrivena sva oznacena polja, pa je prosta

implikanta 3'v’ koja odgovara bloku od ¢etiri polja u sredini tablice suvisna.

uv ' u'v' u'v
Ty P
/ =T/ "
[,Uy |* *| *
/o, | |
2y (x| )|f *!

Slika 2.50

Sledi da je jedina minimalna DF ovog terma

O (z,y,u,v) = zuv’' Vay'u' vV a'y'u v vy O

Za minimizaciju Bulovih terma sa pet promenljivih oznac¢enih ovde sa
x,y,u, v, w koriste se prostorne (trodimenzionalne) Karnoove tablice, skici-

rane na slici 2.51.
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Sve sto je veé receno za Karnoove tablice vazi i za ove prostorne. Novo
je §to se blokovima smatraju i grupe odgovarajucéih polja u dvema ravnima
(odgovarajuéa su polja koja se razlikuju samo u odnosu na promenljivu
w); u tom smislu jedno polje odgovara kanonskoj konjunkciji sa svih pet
promenljivih, a blokovi sa 2, 4, 8 i 16 polja redom odgovaraju implikantama

sa 4, 3, 21 1 promenljivom.

Y

~

LY
1,/

ry
Y

w yo' u'v' v

uv ' u'v' u'

\

ry
xy \
x/y/ w
x'y \
uv UUI /,U/ u/
Ty \
xy’
Yy \
x/
Slika 2.51
uwv ' uv' u'v
zy
NO) zy
w/
\ \ 2y
A o'y
\W] \VUI '

/

AR

xy @

Xy

$/

xy'uv'w V xy'uv'w’ = zy'ur’

Slika 2.52

uv

U/U, /,U/ ,u/

\
A,

LY

xy'u'v'w V zy'vvwV
'y uv'w Vv 2y v vw = y'u'w
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odgovarajudéi termi.

w yo' W' v

Ty &

A

xy \

!,/

ry

\

/

ry

AR

uv

uv'

Ty

N

/

LY

/

T\Y

/

X

R
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|

w o' u'v' v

Ty

e

xy \

*

!,/

ry

*

ry

Y

ryuv'w V zyu'v'w V 2'yuv’w V 2'yu'v'wv
zyuv'w' V zyu/v'w' V 2 yuv'w’ Vo2 yuv'w’
= y’UI

Ty

o/ ()

i

uv

*
/

zy
xy’
w
\ y
x/
Slika 2.53
uv o' wv' uv
®)
al
x'y b/ \
uv UU/ /,U/ u/
NoEa
a:y' y
(AN
x Lﬂ

Slika 2.54

PRIMER 2.44. Dat je term

F(:L.7 y7 u7 v) w)

/. / /.7
Tyuv w VeyuvwV T

Tyuvw V my'uvw’ V :I:yu’vw V acy' uvw V :I;’yuvw’ V

1o 1!
yuvwVax

101 / /.7 /
yuovw V oy uvw .
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Minimalna disjunktivna forma za ovaj term odredena je uz pomoé¢ Kar-
noove tablice na slici 2.54. Ona je jedinstvena, jer se svako oznaceno polje
na samo jedan nacin moze uklju¢iti u maksimalan blok.

D(x,y,u,v,w) = :L‘yuv'w' V zyvw V :L‘y'uv vV z'u'v'w v x'y’vw’ V zuow’. O

4.7. Minimizacija parcijalnih Bulovih funkcija. U prakti¢noj re-
alizaciji funkcija {0,1}"™ — {0, 1} dogada se da neke n-torke iz skupa {0, 1}"
nikada nisu ulazne vrednosti. Ako se to uzme u obzir u postupku mini-
mizacije, onda odgovaraju¢i termi i minimalne DF mogu biti jednostavniji
nego kada se te okolnosti zanemare.

{0,1}
{0, 13"
Slika 2.55

Parcijalna Bulova funkcija sa n promenljivih je svako preslika-
vanje f : A — {0,1}, gde je A neki pravi podskup iz {0,1}" (slika 2.55).
U stvari, ovako definisana funkcija je jedna parcijalna n-arna operacija na
skupu {0,1}.

Parcijalne Bulove funkcije dakle nisu definisane za sve n-torke iz {0,1}".

PRIMER 2.45. Tri parcijalne Bulove funkcije (jedna sa dve i dve sa tri

promenljive) date su prilozenim tablicama. Svaka od tih funkcija definisana
je na podskupu odgovarajuéeg stepena skupa {0, 1}.

r 'y z | hl(l‘ay?'z) | h2(£7y’ Z)
0 0 0 1 1
z yl|gz,y) 00 1 1 1
0 0 1 01 0 1 1
0 1 0 01 1 0 0
1 0 - 1 00 - -
1 1 0 1 0 1 - -
1 1 0 - 0
1 1 1 - -

Tablicom je data i funkcija f koja ,prepoznaje“ neparne brojeve iz sku-
pa {0,1,...,9}, pri ¢emu su ti brojevi dati u binarnom zapisu sa Cetiri
cifre. S obzirom da f nije definisana za ¢etvorke koje odgovaraju brojevima
10,11,...,15, ona je jedna parcijalna Bulova funkcija.
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n |ac Yy ou v|f(m,y,u,v)
0(0 O O O 0
110 0 0 1 1
210 0 1 0 0
310 0 1 1 1
410 1 0 O 0
510 1 0 1 1
610 1 1 0 0
710 1 1 1 1
811 0 0 0 0
911 0 0 1 1
10({1 0 1 O -
11{1 0 1 1 -
121 1 0 O -
13/1 1 0 1 -
141 1 1 O -
151 1 1 1 -

|

Svaka parcijalna Bulova funkcija nad By moze se na viSe nacina prosiriti
do Bulove funkcije koja nije parcijalna. Preciznije, ako f nije definisana za k
n-torki, onda postoji 2 razli¢itih prosirenja te funkcije na ceo domen {0,1}"
(na toliko na¢ina tablica se moze dopuniti vrednostima iz skupa {0, 1}). Zato
je ispunjeno sledece:

Svakoj parcijalnoj Bulovoj funkciji odgovara 2F razlicitih Bulovih terma,
gde je k broj n-torki za koje ta funkcija nije definisana.

PRIMER 2.46. Parcijalnoj Bulovoj funkciji f(z,y) datoj prilozenom tabli-
com odgovara svaki od terma u nastavku. To su cetiri kanonske disjuktivne
forme pridruzene svim prosirenjima (fi,..., fa) ove funkcije. Do njih se
dolazi kao u primeru 2.8 (str. 111), za svaku od navedenih dopunjenih tabli-
ca.

z y | flz,y)

0 0 0

0 1 -

1 0 1

1 1 -
z oyl filfel|fs]fa
0O 0)O0]0O0]O01]O
0O 1}0]1]01]1
1 01111
1 1|00 1]|1
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fi(zy) = =y

folzy) = ay' valy
fs(z,y) = ay' Vay
falz,y) = zy Va'yVay.

Treba zapaziti da sva tri terma imaju iste vrednosti na domenu A =
{(0,0), (1,0)}, tj. odreduju istu parcijalnu operaciju datu tablicom. a

Sve KDF pridruzene na opisani na¢in parcijalnoj Bulovoj funkciji f tako
sadrze fiksne i promenljive kanonske konjunkcije; fiksne su one koje odgo-
varaju jedinicama u tablici funkcije f (u gornjem primeru to je zy'), a
promenljive se dobijaju iz tablica odgovarajucih prosirenja. Ove promenljive
konjunkcije (u navedenom primeru xy i 2'y) se u literaturi na engleskom
jeziku zovu uslovi bez uticaja (,don’t care conditions“), jer njihovo prisust-
vo u termu ne menja parcijalnu funkciju od koje se polazi.

PRIMER 2.47. Minimalne DF za terme koji odgovaraju prosirenjima par-
cijalne funkcije u primeru 2.46 su redom:

Oi(z,y) = ay

Dy(z,y) = =y Valy

P3(z,y) = =

Dy(z,y) = z=Vy.
Najjednostavnija je ®3, pa se ona smatra za minimalnu DF polazne parci-
jalne funkcije. O

Sledi definicija. Neka je f parcijalna Bulova funkcija i M ¢ skup minimal-
nih disjunktivnih formi svih prosirenja funkcije f. Minimalna disjuktivna
forma za funkciju f je svaka disjunktivna forma iz skupa My od koje nema
jednostavnije u tom skupu.

PRIMER 2.48. Ovde se ilustruje minimizacija jedne parcijalne Bulove
funkcije.

Treba konstruisati prekidacko kolo sa minimalnim brojem prekidaca,
koje iz skupa {0,1,2,...,9} izdvaja brojeve 6, 7 i 8. Ti brojevi dati su u
binarnom zapisu sa ¢etiri cifre; smatramo da oni odgovaraju stanjima preki-
daca. Tih stanja ima ukupno 2* = 16, ali se ona koja odgovaraju brojevima
10,11,...,15 po pretpostavci ne uzimaju u obzir. Odgovarajué¢a Bulova
funkcija data tablicom je parcijalna. Tablica se moze dodefinisati na 26
nacina i ta¢no toliko razli¢itih Bulovih terma odgovara polaznoj parcijalnoj
funkciji.

Vrednosti koje odgovaraju ulazima 10, 11,...,15 (ti ulazi zovu se i pseu-
dotetrade) nemaju uticaja na ovu parcijalnu funkciju. Ako bi se pretpostavi-
lo da su ti izlazi nule, dobila bi se KDF sa iskljuc¢ivo fiksnim kanonskim
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konjunkcijama:
:L"'yuv' V' yuv vV my'u'v'.
Preostale, promenljive kanonske konjunkcije, odgovaraju prosirenju ove

parcijalne funkcije koja ima izlaze 1 na svim spomenutim mestima. To su
termi

/ / / [ ! /
TY UV, TY UV, TYU U, TYU U, YUV, TYUD.

n |m you v|f(x,y,u,v)
0(0 0 O O 0
110 0 0 1 0
210 0 1 0 0
310 0 1 1 0
410 1 00 0
510 1 0 1 0
610 1 1 0 1
710 1 1 1 1
811 0 0 0 1
911 0 0 1 0
10{1 0 1 O -
111 0 1 1 -
12(1 1 0 O -
13|11 1 0 1 -
14|11 1 1 O -
151 1 1 1 -

Karnoovu tablicu popunjavamo tako $to razli¢ito oznacavamo fiksne
(znakom x) i promenljive (znakom o) terme (slika 2.56 (a)). Nakon toga
izdvajamo maksimalne blokove obelezenih polja, tako da budu ukljucene sve
fiksne konjunkcije (slika 2.56 (b)). Tako je izabrana kanonska disjunktivna
forma

I

x'yuv’ V x'yuv Vazyuwv Veyuv V xyuv' V xyu'v’ V xy’uv'.

uwv o' u'v u'v w o' W' v

Y| o o ¢} o Ty kﬂ} o
xy/ o | o | % xy’ o &j

!,/ !,/

ry ry

Ok an

Slika 2.56
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Minimalna disjunktivna forma za ovaj term je
O(z,y,u,v) = yu Vv,

i ona je po definiciji minimalna i za polaznu parcijalnu funkciju f(z,y,u,v).
Odgovarajuce prekidacko kolo prikazano je na slici 2.57.

>—@
Slika 2.57

Ovo je zaista najjednostavnija disjunktivna forma od svih koje odgo-
varaju termima sa fiksnim i promenljivim konjunkcijama iz ove tablice. Na
primer, minimalna disjunktivna forma koja odgovara gore navedenom ter-
mu sa samo fiksnim konjunkcijama (oznac¢enim zvezdicama u Karnoovim
tablicama) je

S (z,y,u,v) = 2'yu V zy'u'v

pa prekidacko kolo koje odgovara tom termu ima vise prekidaca. O

4.8. Dopune i zadaci.

U zadacima koji slede ¢esto se koriste teoreme 2.11 i 2.12 (str. 112):
tac¢nost identiteta proverava se na algebri Bs.

ZADATAK 2.42. Navesti primer Bulovog terma F' i njegove implikante,
medu ¢ijim promenljivima ima i onih koje ne figurisu u F.

Dokazati da prosta implikanta terma F' (koji nije identicki jednak 1) ne
moze imati promenljive koje ne figurisu u F'.

Resenje. Elementarna konjunkcija xyztu je implikanta Bulovog terma
xyz V xyt. Taj Bulov term ne sadrzi promenljivu u, a data implikanta je
sadrzi.

Za dokaz drugog dela zadatka, pretpostavimo da je f elementarna kon-
junkcija koja je implikanta terma F. Pretpostavimo dalje da f sadrzi
promenljivu  koja ne figurise u F. Uoc¢imo elementarnu konjunkciju g,
koja se dobija iz f izostavljanjem promenljive z. Prvo, ne moze biti f = x,
jer sama promenljiva x koja nije i promenljiva u F' nije ni implikanta terma
F (proverava se direktno). Dakle, ako se iz f izostavi x, ostaje elementarna
konjunkcija g, za koju pokazujemo da je takode implikanta za F'. Zaista,
ako g ima vrednost 1 za neke vrednosti promenljivih, tada za pogodnu vred-
nost promenljive z i f ima vrednost 1, pa dakle i F. Vrednost koju dobija
x ne utice na vrednost terma F' (x ne figurise u F); sledi da F' ima vred-
nost 1 uvek kada i g. Stoga je g implikanta za F'. U implikanti f ima vise
promenljivih nego u g, pa f nije prosta implikanta. Odatle kontrapozicijom
zakljuCujemo da prosta implikanta terma F ne moze da ima promenljive
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koje se ne pojavljuju u F. O

ZADATAK 2.43. Ako je f elementarna konjunkcija, a x promenljiva, i
ako su x - f i 2’ - f implikante terma F, onda je i1 f implikanta terma F.
Dokazati.

Resenge.
Ako je r-f<Fid f<F
onda je i x-fva-f<F tj.
(@va) f=1-f=f<F
odnosno f je implikanta terma F'. O

ZADATAK 2.44. Ako je elementarna konjunkcija fo potkonjunkcija ele-
mentarne konjunkcije f1, onda je fo = f1 V fa. Dokazati.

Resenge.
Ako je fo potkonjunkcija od f1, onda je fi = f1- fo, paje
fa=fi-faV o= fiV e a

ZADATAK 2.45. Ako su F' i G Bulovi termi, a x Bulova promenljiva,
pokazati da je

FVG=x-FVG akoisamo ako je FF<zVG.

Resenge.

Iz FVG=xz-FVG sledi

F=F - (FVG)=F-(x-FVG)=F-2VF-G=F-(zVGQG).
Odatle je F <z VG.

Za dokaz drugog pravca, pretpostavi se da vazi F' < x V G. Onda je

FVG<L<xzVGEVG=x2VG odnosno (FVG)-(xVG)=FVQG.
Na osnovu distributivnog zakona i apsorpcije sledi

FVG=F -2VF-GVG-2VG=F - -a2VG. O

ZADATAK 2.46. Dokazati da je svaki Bulov term jednak disjunkciji svih
njegovih prostih implikanti.

Resenge.
Neka je F' Bulov term, a f1, fo, ..., fn sve njegove proste implikante.
Iz i<F fo<F,....,fa <F sledi f1V fov---V f, <F.
F' se moze transformisati u kanonsku disjunktivnu formu
F=kVkoV---Vkp.
Pretpostavimo da je ispunjeno
FLfV V-V
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Tada nad By postoje vrednosti promenljivih iz F takve da vazi
F=1,odnosno ki VkyV---Vk,=1, a fiVfoVvV---V f,=0.

Sledi da tacno jedno k; ima vrednost 1. Neka je f; prosta implikanta koja
je potkonjunkcija u k;, a koja postoji prema teoremi 2.30. Tada jei fp =1,
aiz fi V.-V f, = 0 sledi da sve proste implikante (uklju¢ujuéi i fy) za taj
niz vrednosti promenljivih imaju vrednost 0. Kontradikcija! Zaklju¢ujemo
da je ispunjeno

F=fVfaVv-Vf a

ZADATAK 2.47. Pokazati da je konjunkcija dve razlic¢ite kanonske ele-
mentarne konjunkcije u odnosu na iste promenljive jednaka nuli.

Resenje.

Posto su u pitanju dve razli¢ite kanonske elementarne konjunkcije u
odnosu na iste promenljive, njihova konjunkcija sadrzi kao potkonjunkci-
ju z - x’, za neku promenljivu z, pa je jednaka nuli. O

ZADATAK 2.48. Neka su A i B Bulovi termi, a x Bulova promenljiva.
Dokazati da je A- B = A-(xV B) ako i samo ako je A - x implikanta za B.

Resenge.
Iz A-B=A-(zV B) sledi primenom distributivnih zakona

A-B=A-2VA- B,

odakle je A-x < A-B. Iztogaiiz A- B < B dobija se da je A-x implikanta
za B.
Obratno, iz A-x < B sledi A-zV B = B, pa dobijamo

A-B=A-(A-xvB)=A-zVA-B=A-(zV B). O

ZADATAK 2.49. Neka su F' i G Bulovi termi koji nemaju zajednickih
promenljivih. Neka je f prosta implikanta za F, a g prosta implikanta za
G. Dokazati da je f - g prosta implikanta za F - G.

Resenge.

Iz f<Fig<Gsledidaje f-g < F -G, odnosno f-g je implikanta za
F-G.

Pretpostavimo da f - g nije prosta implikanta za F' - G, tj. da postoji
potkonjunkcija h od f - g, takva da je h < F - G. Tada je h = hy - ho,
gde je hi potkonjunkcija u f, a hy potkonjunkcija u g. Ovo rastavljanje je
jednoznacno, jer f i g nemaju zajednickih promenljivih (moze se dogoditi
da je hy = f ili hy = g, ali nikad istovremeno).

Dalje se pokazuje da je hy < F i hg < G. (Pretpostavi se da to nije
tacno, pa se dobije da nije ni h < F - G - kontradikcija). Formule hy < F' i
ho < G su u kontradikciji sa pretpostavkom da su f i g proste implikante,
Sto dokazuje tvrdenje. O
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ZADATAK 2.50. Neka je f elementarna konjunkcija, a I’ disjunktivna
forma. Neka je, dalje, o promenljiva sa negacijom ili bez nje. Kazemo da je
«a suvisno slovou a- fVF akojea-fVF=fVF.

Dokazati da je o suvisno slovo u «- f V F' ako i samo ako je f implikanta
za oV F.

Resenje.

Dokazuje se sli¢no kao zadatak 2.45. O

ZADATAK 2.51. Neka je ® disjunktivna forma. Elementarna konjunkcija
f jesuvisna u fV ® ako je fV P = .
Dokazati da je f suvisna u fV ® ako i samo ako je f implikanta za term
D,
Resenje.
Direktno po definiciji implikante,
f < ® akoisamo ako fV ® = . O

ZADATAK 2.52. Ako jedna od elementarnih konjunkcija f iz disjunk-
tivne forme F' nije prosta implikanta za F, tada u f postoji suvisno slovo.
Dokazati!

Resenge.

Ako je f jedna od elementarnih konjunkcija disjunktivne forme F', onda
je ispunjeno f < F, tj. f je implikanta za F. PoSto f nije i prosta imp-
likanta za F', sledi da postoji potkonjunkcija iz f koja je implikanta za F,
§to znaci da u f postoji suvisno slovo. O

ZADATAK 2.53. Pokazati da je prvo pojavljivanje B’ suvisno slovo u
disjunktivnoj formi

ABV AB'C v A'B'C v BC'.
Resenge.
AC' je implikanta za term
B'vVABv A'B'C v BC'

(videti zadatak 2.50). Zaista, ako elementarna konjunkcija AC ima vred-
nost 1, tada i A i C' imaju vrednost 1 i u tom slucaju je dati Bulov term
ekvivalentan sa B’V B, pa dobija vrednost 1. O

ZADATAK 2.54. Proveriti da li je elementarna konjunkcija BC' suvisna

a) ABC'VABCDvV A'B'CDV BC’;
b) BC'V ABD'V BDV A'C'D’.
Resengje.

Koristi se rezultat zadatka 2.51.
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a) BC' nije suvisna elementarna konjunkcija, jer BC’ nije implikanta
za ABC'V A’/ BCDV A’B'CD. Zaista, ako B uzima vrednost 1, a C' uzima
vrednost 0, tada BC’ uzima vrednost 1. Za iste vrednosti promenljivih term
ABC'"V A'BCD Vv A’B'CD ima vrednost promenljive A (8to moze biti i 0).

b) BC' je suvisna: ako B uzima vrednost 1, a C' je 0, tada BC’ dobija
vrednost 1, a term ABD'V BD Vv A'’C'D’ svodi se na

AD'VDVA'D =D"-(AvA)VvD,

Sto ima vrednost 1. O

ZADATAK 2.55. Metodom Kvajna i Mak Klaskog odrediti sve proste
implikante sledeé¢ih Bulovih terma:

a) xyz' ValyzVa'y'Z VayzVvay'z

b) zyZ't vV ay' 2tV a'y 2zt v 'yt vy eV ay' 2

¢) abedeV abd'deV ab'cdeV ab’cd'e V abd d'eV o'V ede Vv a'bd de’ v ab'dd'e v
ab'ddevadtdde.

Resenje.

U sva tri slucaja moze se odmah primeniti postupak Kvajna i Mak
Klaskog, jer su Bulovi termi dati u KDF. Horizontalnim linijama grupisane
su elementarne konjunkcije sa istim brojem znakova unarne operacije ().
Elementarne konjunkcije koje se oznacavaju (znakom x) nalaze se u sused-
nim klasama. Neoznacene konjunkcije su proste implikante.

a) xyz x'z
r'yz  * Yz
zy'z ¥ 'y
'y'z
x/ylz/ *
Proste implikante su xyz 2z, 9 2, 2y
b) zyz't x x2't % 2t
xy' 2t x yZ't  *
'y 2t x Y2t x
'yt x 'yt
'y 2t * /2t %
-:U/y/zlt/ * x/ylzl
Proste implikante su 'yt 'y’ 2, 2t
c) Proste implikante su
a'bcde’, abde, acde, ab'ce, abc'e, b cde, ab'd'e, a’b' ' d’. O

ZADATAK 2.56. Koriste¢i metod Kvajna i Mak Klaskog i tablicu prostih
implikanti, odrediti minimalne disjunktivne forme za sledec¢e Bulove terme:

a) abed V abdd V ab'ed v abd d' Vv a'bed V a'bed' Vv a'bd'd v a'b d d;
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b) xyzuV x'yzu' Vay'zu' Vay'Zu V' y vV eyl vV alyzu v ey 2 u v

xy'zuV x'y2u Vv 'y 2

c) abVad'edeV a'bdV dde' Vv ab'd.

Resenge.

U svakom od narednih sluc¢ajeva, prvo primenjujemo postupak Kvajna i
Mak Klaskog, a zatim odredujemo minimalnu disjunktivnu formu uz pomoé
tablice prostih implikanti.

a) abcd abd bd

abdd * acd
abed * bed  *
a’bed  x abc
abdd bcdd *
a'bed * a'be
a'bdd a'bd  x
a'b'dd a'dd

Proste implikante su acd, a’be, a’c'd, abc i bd.
Tablica prostih implikanti, kada se popuni, ima slededi izgled:

abed abdd abled a'bed abdd  a’'bed o'bdd a'b'cd
acd * *
a’be * *
a'cdd * *
abcd * *
bd * * * *

U ovom slucaju analiza tablice pokazuje da su proste implikante acd,
a'be, a'dd i abcd esencijalne, jer su jedine potkonjunkcije odgovarajuéih
kanonskih elementarnih konjunkcija (uo¢iti kolone sa podvucenim zvezdica-
ma). Buduéi da svaka kanonska elementarna konjunkcija polaznog ter-
ma sadrzi potkonjunkciju iz skupa te Cetiri esencijalne (koje moraju biti
uklju¢ene u svaku minimalnu disjunktivnu formu), postoji samo jedna mi-
nimalna disjunktivna forma:

F=acdVabeVvadddVvabc.

b) fi =xyzu Yyzu  * 'y’ x yz
fo =a'yzu  * rzu *  ay'u x  xz
fz =ay'2u * ryz *  way'Z x 2y
fa=xyzu  * x'yz * 2y o+ xy
f5 =2'yzu’  * dyu x Y2
fo = xy'2u’  * xy'z * 2’2
fr =zy'Zu zy'u *
fs =2'yZu * yzu' *
fo =xy/2'u * xzu' *
fio = 2'y2u
fi =2y d
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Proste implikante su dakle v/ 2/v/, 2’ 2'v/, yz, xz, 'y i xy/, a odgovarajuéa
tablica izgleda ovako:

ylzlu/

' 2

Yz
xz
x'y

/

Y

Ji fo fs fa fs fe fr fs fo fio fu
* *

* *

* * % *

Kolona konjunkcije fy eliminiSe se iz razmatranja zato $to ima zvezdice
na istim mestima kao i kolona za fi. Implikante 2’y i 7/ su esencijalne
(podvucene zvezdice), te pripadaju svakoj minimalnoj disjunktivnoj formi.
One obezbeduju potkonjunkcije za sve konjunkcije osim za f1 1 f11, pa su
minimalne disjunktivne forme:

F = 2yvay vazvadd
F = 2yvay vazvyd
Fs = 2yvay vyzva'Zd
Fy = 2dyvay vyzvydu.

¢) Uputstvo. Prvo pretvoriti Bulov term u kanonsku disjunktivnu formu.
Minimalna DF u ovom slucaju je jedinstvena i to je term

abV ad Vv dde' v dcde V bd. O

/ ! /
xle 331:1:2 3311}2 1‘11132

T34 *

x3x) * * *

xhr)) * *

xhry * * *
Slika 2.58

ZADATAK 2.57. Odrediti jedan Bulov term kome odgovaraju bar c¢etiri
razli¢ite minimalne disjunktivne forme i jedan koji ima jedinstvenu mini-

malnu DF.

Resenje.
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Karnoova tablica na slici 2.58 daje jednu od mnogo moguéih varijanti
za Bulov term sa vise od ¢etiri minimalne DF:

Odgovarajuéi term se lako identifikuje iz tablice. Treba uociti da je
tablica popunjena tako, da se u svim minimalnim DF zaokruzuju po dva
polja, a da je ukupan broj zvezdica neparan. Ovom Bulovom termu odgovara
10 razli¢itih minimalnih DF od kojih svaka ima pet elementarnih konjunkcija
sa po tri promenljive.

Drugi deo zadatka: jedan Bulov term sa jedinstvenom minimalnom DF
je, na primer,

F(x1, 22,73, T4) = T1222324. U

ZADATAK 2.58. Odrediti minimalne DF za Bulove terme iz zadatka
2.55.

Resenge.

a) Jedinstvena minimalna DF je

a;yz' Va'zv y'z.

b) Jedinstvena minimalna DF je

/1

2yt v a'y'Z vt
c¢) Postoje dve minimalne DF. To su:
a'bd'de’  abde V abd'e vV Vede v ab'd'e v d'bdd i
a'bd'de’ V acde V abd'e v Vede Vv ab'de N b d . |
ZADATAK 2.59. Pomoéu Karnoovih tablica odrediti minimalne DF
sledec¢ih Bulovih terma:

a) Fi(z,y,z) =xyzVayz VayzVay'Z vayz vayz vay'z

b) Fy(z,y,u,v) = 2'y'v'v vV 2'y'uw' vV a'y'uo vV 2'yuv' Vv 2 yu'v V 2 yud v
'yuv V xy'u'v' Vv xy'u'v V ay'un’ V zy'ue V zyu'v';

Resenge.

a) Karnoova tablica data je na slici 2.59.

!/ ! ! /

yz Yz Yz yz
ORI
x’&ij L

Slika 2.59

Minimalna disjunktivna forma je jedinstvena:

Qi (z,y,2) =xVyVz.
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b) Na popunjenoj Karnoovoj tablici blokovi se mogu zaokruziti na dva
nacina (slika 2.60).

vy m zy U
SO
- )

Slika 2.60

xy

ry

ry

oan
ﬁ

apo
B
}

Zato ovde postoje dve minimalne DF:

Oy (z,y,u,v) = zy'v'VayVvy'vVvyu

& o(z,y,u,v) = yu'v' Vay va'ovau.

O

ZADATAK 2.60. Neka je data disjunktivna forma F' i odgovarajuca Kar-
noova tablica popunjena na sledeé¢i nacin: oznake se stavljaju u sva polja
¢ije kanonske konjunkcije sadrze kao podterm neku od konjunkcija iz F.
Dokazati da je KDF koja odgovara ovako popunjenoj tablici ekvivalentna sa
polaznom disjunktivnom formom F'.

Resenje. Dokaz sledi iz Leme 2.3 na strani 108. Zaista, kanonska dis-
junktivna forma ekvivalentna datoj disjunktivnoj formi se dobija dodava-
njem svih nedostajuéih promenljivih u svakoj elementarnoj konjunkciji koja
nije i kanonska. Tako se umesto svake elementarne konjunkcije koja nije i
kanonska dodaju sve kanonske konjunkcije koje imaju tu elementarnu kon-
junkciju kao podterm. Tako se za dati term dobija ekvivalentan oblik u
kanonskoj disjunktivnoj formi. Ista KDF se dobija kada se Karnoova tablica
popuni kako je opisano, odakle sledi tvrdenje zadatka. O

ZADATAK 2.61. Odrediti minimalne disjunktivne forme slede¢ih Bulovih
terma, bez transformisanja tih terma na kanonsku disjunktivnu formu:

a) F(z,y,2) =a' Vayz' Vayz;
b) G(x,y,z,t) = 2"V zt' V 2’y 2t V xy/2t;
c) H(z,y,z,t) = ((z'Va't)(z V (= Vy)(z'y)))"

Resenje.
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Primenjujemo postupak izlozen u prethodnom zadatku.
a) Term F' je disjunktivna forma, pa se direktno popunjava tablica data
na slici 2.61.

ajy x/y x/y/ xy/
2\ /] ¥/

Slika 2.61

Jedina minimalna DF je
‘1’3(3572/,2)221\/55/- U
b) Karnoova tablica data je na slici 2.62, a jedina minimalna DF je

po=zZVvtVvy.

xy x/y $/y, xy/
2t K

2t

P >€ * *

B
[ ]

Slika 2.62

¢) Na osnovu De Morganovih i distributivnih zakona, term H jednak je
sledec¢oj disjunktivnoj formi:

/1

zx V2t V2 aly v 2 y.

Ty xyl l'/y, xly

2t F x
o [ [ x
P %N

Slika 2.63
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Uz pomo¢ navedevog terma popuni se tablica (slika 2.63), iz koje se
odreduju minimalne disjunktivne forme; ima ih dve:

o1 = zaxVZ vt
¢ = zaxVZavat.

O

ZADATAK 2.62. U komisiji su dve Zene i dva muskarca. Odluka se donosi
ili veé¢inom glasova, ili ako za nju glasaju dva ¢lana komisije, ali samo ako
su razlicitog pola.

Konstruisati prekidacko kolo kroz koje prolazi struja ako i samo ako se
odluka izglasa.

Resengje.

®
©)

®)
©)

Slika 2.64

Neka su 27 i 29 prekidaci kojima upravljaju zene, a m; i mo oni koje ko-
riste muskarci. Tada je odgovarajuce prekidacko kolo ono koje je prikazano

na slici 2.64. O
®)
@ ©
— ©®
B—0—®
Slika 2.65

ZADATAK 2.63. Cetiri grupe ljudi glasaju za donosenje neke odluke.
Prva grupa ima pet ¢lanova, druga cCetiri, a treca i cetvrta po dva c¢lana.
Sve grupe se unutar sebe usaglasavaju i odluka grupe ,za“ donosi onoliko
glasova koliko ima ¢lanova u ekipi.

Konstruisati prekidacko kolo kroz koje protice struja ako i samo ako se
odluka izglasa.

Resenje.
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Sa A, B, C'i D obelezeni su prekidaci koji odgovaraju, redom, prvoj,
drugoj, treéoj i ¢etvrtoj grupi. Odgovarajuce prekidacko kolo je prikazano
na slici 2.65. O

ZADATAK 2.64. Motor snabdevaju tri generatora. Ako jedan ili dva
generatora otkazu, pali se signalna lampica, a ako otkazu dva, ili sva tri,
javlja se zvucni signal. Obrazovati odgovarajuce Bulove terme i jedno logicko
kolo sa dva izlaza (svetlosni i zvuéni signal).

Resenge.

J7Y7 \V4

IS NS
00 o

L/
Slika 2.66

_ =0 OO0 Os
— OO Rk O oI
_— O = O O = Ol
O === O3
el e e B i en B s B an ] [T

Oznacimo sa x, y i z generatore, a sa p i ¢ svetlosni i zvucni signal. Sve
navedene veli¢ine imaju po dva stanja (generator radi ili ne radi, signal se
javlja ili se ne javlja). Zato ih interpretiramo kao Bulove promenljive koje
uzimaju vrednosti 0 i 1. Uslove trazenog problema opisuje prilozena tablica.

Pojavljivanje signala u zavisnosti od stanja generatora odredeno je Bu-
lovim funkcijama datim termima:
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p(r,y,2) = (@' Vy V) (aVvyvz)
q(x,y,2) = z-yVr-zVy-z.
Logicko kolo skicirano je na slici 2.66. O

ZADATAK 2.65. Odrediti minimalnu DF i zatim skicirati Sto jednos-
tavnije prekidacko kolo za izdvajanje prostih brojeva iz skupa {5,6,...,15},
ako su brojevi dati u binarnom zapisu sa Cetiri cifre.

Resenje.
r1 T2 I3 T4 f
0O 0 0 O0/|-
0o 0 0 1/|- r1T2 12’0 717y
0o 0 1 O0/|-
0o 0 1 1/|- L3L4 [ = @ y
0 1 0 0]-
O 1 0 ]. ]. 1‘3,’];'/4 (o)
0O 1 1 010
0 1 1 1]1 2’37’y o o
1 0 0 010
1 0 0 110 /
1 0 1 0o Tl *> K @
1 0 1 1]1
1 1 0 010
1 1 0 111 Slika 2.67
1 1 1 010
1 1 1 110
&
Slika 2.68

Funkcija f data u tablici na slici 2.67 izdvaja proste brojeve iz trazenog
skupa (zvezdice u Karnoovoj tablici), a brojevi izvan tog skupa (0 - 4) koriste
se za formiranje minimalne DF kao uslovi bez uticaja (kruziéi). Pokrivanjem
se moraju obuhvatiti sva polja sa zvezdicama (ona koja su odredena uslovima
zadatka), pri ¢emu se mogu koristiti i sva polja koja nisu u tabeli (polja
oznacena kruzi¢ima).
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Minimalna DF je
f(x1, e, k3, 24) = $2$g$4 V m’lx4 V x§x3x4.
Ona se moze napisati u ekvivalentnom obliku tako da se smanji ukupan
broj pojavljivanja promenljivih (Sto u prekidackom kolu daje manji broj
prekidaca) :
xg - (22 25V b w3V ).

Odgovarajuce prekidacko kolo dato je na slici 2.68. O

ZADATAK 2.66. Odrediti sve minimalne DF i nacrtati Sto jednostavnije
prekidacko kolo koje izdvaja brojeve 0,1,2,6,7,9,10,12,13,15 predstavljene u
binarnom zapisu iz skupa brojeva {0,1,2,...,15}.

Resenge.

Ima 9 minimalnih DF. O

ZADATAK 2.67. Odrediti sve minimalne DF i zatim skicirati sto jednos-
tavnije prekidacko kolo za izdvajanje brojeva koji poc¢inju slovom D iz skupa

brojeva {2,3,4,...,12}, ako su brojevi dati u binarnom zapisu sa Cetiri cifre.
Resenge.
x1 x2 T3 T4 | f
0O O 0 O0/-
o o0 0 1/|- 1Ty 212’9 2’12’9 120
0O 0O 1 0|1
0 0 1 110 L3T4 /O\
0O 1 0 010 ———
0o 1 0 110 x3x4|| © * *
0 1 1 010 [—
0 1 1 110 2574l * o
1 0 0 010
1 0O O 1|1 r =11
1 0 1 0]/1 sl 0 I\ X E
1 0 1 110
1 1 0 0|1
1 1 0 1 |- Slika 2.69
1 1 1 0| -
1 1 1 1] -

Minimalne DF su:

! / !
fi(z1, x2, w3, 24) = T122 V 2" 2324 V T2 X324
! ! /
fa(z1, 22, 23, 24) = T122 V 22" 2324 V T123 2 4.
Kako je

fo(m1, w9, w3, 04) = 21 - (w2 V 3’ - 24) V 1" - 3 - 24,
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jedno prekidacko kolo izgleda kao na slici 2.70.

@
N ]
. e—a— |
Slika 2.70

|

ZADATAK 2.68. Odrediti sve minimalne disjunktivne forme i konstru-
isati Sto jednostavnije logicko kolo koje realizuje funkciju |\/z], gde je x
prirodan broj od 0 - 9 u binarnom zapisu (|a| je oznaka za najveci ceo broj
koji nije veéi od a).

Resenge.

1z v12'9 212’y a0 2129 1129 212 9 2129

T3T4 ; o ; _R K X34 o >€
x3z'y|| © © * x3x'y| © k
K

[\

x'zaly|| © * * x'zaly| o

N
/ /
Yo = Tox3 V Tyly
/
= zh(z3 V 14)

2324 EO {j & x'sxs| ©

Y1 =21V a2

Slika 2.71

'\

Il o
o Y1
T2 o
|

50 ™ Y2
T4 0O

L/

Slika 2.72

Ako je x = T1Z2Z3T4 binarno zapisan broj izmedu 0 i 9, onda |\/z| =
U1y2 ima najvise dve cifre. Za svaku od tih cifara posebno se odreduje



minimalna disjunktivna forma prema navedenoj tablici, a logicko kolo ima
., x4 1 dva izlaza, y; 1 y2. Na Karnoovim tablicama (slika

Cetiri ulaza, x1, ..

2.71)navedeni su i uslovi bez uticaja, a prekidacko kolo je skicirano na slici

2.72.

ZADATAK 2.69. Konstruisati logicko kolo koje realizuje oduzimanje dva
dvocifrena binarna broja od kojih je onaj od koga se oduzima (umanjenik)

uvek vedi ili jednak sa drugim (umanjiocem).

Resenje.

T34
/

T3T 4

$/333,4

$/3$4

Neka je T1xs prvi broj, T3T4 drugi broj, a y1y2 razlika, pri cemu su ovi
brojevi dati u pozicionom binarnom sistemu. Razlika nije definisana ako je
umanjenik manji od umanjioca, tj. ako je T1x3 < T3Ty4. Zato se ti slucajevi

T1X2 96133/2 06"136'2 $’1$2

O O O
O O
ES ES
UIRE

T34
324
;C/SJ,‘/4

/
T 3T4

Slika 2.73

T1 T2 T3 T4 | Y1 |Y2
0O 0 0 0]|0]O0
0O 0 O 1|0]1
0O 0 1 O0|0]1
0O 0 1 1101
0O 1 0 O0|1]0
O 1 0 1)|1]0
0 1 1 0]1]0
0 1 1 11110
1 0 0 0110
1 0 O 1(1]1
1 0 1 0] -1]-
1 0 1 1] -1 -
1 1 0 0] -]-
1 1 0 1|-1-
1 1 1 0] -1 -
1 1 1 11 -1 -
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T1X2 513116/2 96'11"2 36'11‘2

\_

>/

o

}

o

ﬁ

D

\

f

ﬁ
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ne razmatraju, pa se i u ovom sluc¢aju problem svodi na minimizaciju par-
cijalne Bulove funkcije. Data tablica nije popunjena za sve vrednosti, a u
Karnoovim tablicama (slikapodve) koriste se uslovi bez uticaja (kruziéi).

T1 T2 T3 T4 | Y1 |Y2
0 0 0 0]0]O0
0O 0 0 1]|-]-
0O 0 1 0}|-]-
0O 0 1 1}|-]-
0 1 0 0]0]1
0 1 0 17010
o 1 1 0}|-]-
o 1 1 1/]-]-
1 0 0 0]1)0
1 0 0 1|01
1 0 1 0]0|0
1 0 1 17]-]-
1 1 0 0]1]|1
1 1 0 11,0
1 1 1 0]0]|1
1 1 1 1700

Analiza prilozenih Karnoovih tablica daje sledeée minimalne disjunk-
tivne forme za svaku od binarnih cifara razlike:

/ ! ! / /
Y1 = T1T2x3 V T1T3%y, Y2 = XT2Ty V Toly.

Odgovarajuce logicko kolo sada se lako konstruise. O
(2)
@\ U L
\\_/ G\
%
O—O®
‘D ()
—E—®
Slika 2.74

ZADATAK 2.70. Predsednik i tri ¢lana komisije glasaju pritiskom na
dugme. Odluka se donosi ili ve¢inom glasova, ili glasom predsednika i bar
jednog preostalog ¢lana. Konstruisati Sto jednostavnije prekidacko kolo kroz
koje protice struja ako i samo ako se odluka izglasa.

Resenje. Neka je prekidac¢ koji odgovara predsedniku obelezen sa x, a
prekidac¢i koji odgovaraju ostalim c¢lanovima komisije sa y, z i t. Jedno
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prekidacko kolo koje ispunjava uslove zadatka je skicirano na slici 2.74. O

ZADATAK 2.71. Konstruisati logicko kolo koje realizuje deljenje ¢etvorocifrenog
binarnog broja

a) brojem 2;

b) brojem 3;

¢) brojem 4;

d) brojem 5;

e) brojem 6;

f) brojem 7;

g) brojem 8.

Izlaz neka sadrzi koli¢nik i ostatak, u binarnom zapisu.

Resenge.

Kola a), ) i g) je jednostavno realizovati, jer su brojevi dati u binarnom
zapisu, pa je deljenje ekvivalentno pomeranju decimalnog zareza na levo
(na primer, ako delimo binarni broj Z1Z2Z371 brojem 8, decimalni zarez se
pomera za tri mesta u levo, pa je koliénik broj x;, a ostatak broj Taz377 ).

b) Najveéi kolicnik dobijen deljenjem cetvorocifrenog binarnog broja
brojem 3 ima tri cifre, a najveéi ostatak dve cifre u binarnom zapisu, pa ¢e
izlaz imati pet cifara. Tablicom se predstavlja funkcija koja realizuje trazeno
deljenje, gde je Timax3zTs broj koji se deli (deljenik), 777273 je kolicnik, a
Z122 je ostatak.

T1 T2 T3 T4 | Y1 Y2 Y3 | R 22
o 0 o o0 O O0O]0 O
o o0 o 10 O 0|0 1
o 0 1 o000 O O|1 O
o o0 1 1,0 O 110 O
o 1 0 OO0 O 10 1
O 1 0 1}(0 O 1)1 0
O 1 1 00 1 0]0 O
o 1 1 10 1 01]0 1
1 0 0 0|0 1 0|1 O
1 0 0 1{0 1 1]0 O
1 0 1 0]0 1 1|0 1
1 0 1 1]0 1 111 0
1 1 0 0|1 0 0|0 O
1 1 0 1}1 O 0|0 1
1 1 1 01 O 01 O
1 1 1 1(1 0 1[0 O

Uputstvo za dalji postupak. Ovde je navedena tablica vrednosti za trazene
veli¢ine, uradena prema gornjoj analizi. Za svaku od veli¢ina y1, y2, ¥3, 21
i z9 (posmatranih kao funkcija promenljivih x1, z2, x3 i £4) nadu se odgo-
varaju¢i Bulovi termi, i zatim se konstruise logicko kolo koje treba da ima
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Cetiri ulaza i pet izlaza. O

ZADATAK 2.72. U komisiji su dve Zene i tri muskarca. Odluka se donosi
vecéinom glasova, ali pod uslovom da za nju glasa bar jedna Zena. Nacrtati
odgovarajuce prekidacko kolo.

Resenge.

Uvedimo sledeée oznake:

21, 29 - prekidaci koji odgovaraju zZenama;

m1, mo, ma - prekidaci koji odgovaraju muskarcima.

Jedno od odgovarajuéih prekidackih kola je predstavljeno na slici 2.75.

m) ] ]
Y

) (%)
S 3 2
2
@
@,

Slika 2.75

O

ZADATAK 2.73. Odrediti sve minimalne DF i sto jednostavnije preki-
dacko kolo koje od brojeva 0 - 31 u binarnom zapisu izdvaja sve potpune
kvadrate.

Resenge.
@) ————)

_@_ _@—@_ I

@y

Slika 2.76
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KDF za trazenu funkciju je:
F = xﬁxéxéxﬁlxg V x'lxéxgxﬁlxg, V xﬁxéxgxﬁlxg
\/x'lz:gmgxﬁlxg, \Y x'la:gmgxﬁlxg V xlq:gmgazﬁl%.

Minimalne DF odreduju se metodom Kvajna i Mak Klaskog i tablicom
prostih implikanti.
Prvo se primenjuje metoda Kvajna i Mak Klaskog.

! ! . ! o
f1 = xixexhxizs *  xoxhalxs i ahay
fo = dlxoahalxs «  2jxexhal

/ ! ! o
f3 = X1 Tow5xyTs ¥ T|T3AYT5 K
Jo=dlahatbales «  2labalal o«
— o A ! . RPNV Y A |
f5 = X1Tow3XyT5 ¥ T|THART,  *
fo = dhababalal x  xixbalxl
6 = L1-talylals 1424455

Proste implikante su  zoxbha)xs, o) ahalxl 1 ozl
Tablica prostih implikanti:
h fo s fa s fo

Toxhrh s * *
zyxhah *
bl * * *

Minimalna DF je na osnovu analize ove tablice
D = moxhxlzs V o ahalxt V i ahal.
Bududéi da je
D=2} (xo 2 x5Vl (zh- 2t Vah)),

moze se konstruisati prekidacko kolo sa manjim brojem prekidaca od onog
koje odreduje DF (slika 2.76). O

ZADATAK 2.74. U komisiji su tri muskarca, od kojih je jedan predsednik
i dva ¢lana, i dve Zene, od kojih je jedna potpredsednica, a druga ¢lan. Od-
luka se donosi veéinom glasova, ali ne ako za nju glasaju samo tri muskarca,
i sa dva glasa, ako glasaju predsednik i jos jedan ¢lan suprotnog pola, ili
potpredsednica i jos jedan ¢lan suprotnog pola.

Na¢éi sve minimalne DF i konstruisati Sto jednostavnije prekidacko kolo
kroz koje protice struja ako i samo ako se odluka izglasa.

Resenge.

Pm - prekida¢ koji odgovara predsedniku;

m1, mo - prekidaci koji odgovaraju ¢lanovima muskarcima;

p. - prekida¢ koji odgovara potpredsednici;

z - prekida¢ koji odgovara ¢lanu zeni.
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KDF za funkciju koja odgovara tom kolu je sledeca:

F = ppmimaep.zV pl,mimap.z V pmmimop.z V pmmimhp.z V
Pmmamapz V prmimap.2’ V ppmimaplz V prmimbp,z V
Pramimaplz V pmimaep.z’ N pmmimop.z' V pmmimbp.z' vV
Py mop.z V Pl mimbp.z V prmimhyp.z V prmimyp.z' V

/ !/ / / / / / !
PmMmap. 2 vpmm1m2pzz \/pmmlmQPzz .

oS /
Pzz P2 PR PR

Pm
m/1m2 A * *
mimy
, —
mime * *
mims % * %
/pm
* * % mimsa
/ /
* * * ml m2
* * *k m1m2
% * % mima

@
R @ I
o [0
&

Slika 2.77

Minimalne DF odredujemo metodom Karnoovih tablica.

Analizom prilozene ,prostorne“ Karnoove tablice, na slican nacin kao i
za terme sa manjim brojem promenljivih, dolazi se do sledece jedinstvene
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minimalne DF.
F=zmimoVp,maVp.miVomp:V pm2.
Kada se ovaj term transformise,
F=p,-(miVmaVpn)Vz-(mi-maVpy),

moze se konstruisati prekidacko kolo koje odgovara ovom problemu. Skici-
rano je na slici 2.77. O






GLAVA 3

Dodatak: Bulove funkcije, kodovi i statisticka
teorija informacija

Savremeno rac¢unarstvo koristi digitalnu tehnologiju i informacije se obra-
duju pomoc¢u binarnih kodova. To su kolekcije reci istih duzina nad dvoele-
mentnim alfabetom i mogu se na prirodan nacin povezati sa Bulovim funkci-
jama, odnosno sa Bulovom algebrom Bj. Greske koje se javljaju u obradi
podataka i transmisiji poruka ispunjavaju neke statisticke zakone. Zato se
za konstrukciju i analizu kodova koji se efektivno primenjuju u kompjuter-
skoj tehnologiji, koriste obe spomenute oblasti: Bulove funkcije i statisticka
teorija informacija.

1. Binarni blok-kodovi

1.1. Definicija, primeri. Kodovi sa fiksiranom duzinom kodnih reci
ili blok-kodovi uvode se na slede¢i nacin:

Posmatraju se konacni skupovi

A=A{ai,...,a,} alfabet izvora i

B ={B1,...,B} alfabet koda; b je baza koda.

Elementi skupova A i B su slova odgovarajuceg alfabeta.

Svako 1 — 1 preslikavanje f : A — B", za neko n € N, je kodiranje sa
fiksiranom duzinom (n) kodnih reéi alfabeta A.

Skup V' = f(A) C B" je blok-kod, njegovi elementi (uredene n-torke
slova iz B) su kodne reéi, n je duzina koda i ako je |B| = b = 2, kazemo
da je on binaran.

Preslikavanje f je 1 — 1, pa je broj slova alfabeta A odreden brojem reci
blok-kéda V. Otuda se ¢esto govori da je podskup V' iz B™ blok-kod kardi-
nalnosti a, nad alfabetom B. O egzistenciji takvog koda za date parametre
a,b i n govori sledee tvrdenje.

TVRDENJE 3.1. Da bi postojao blok-kéd V' C B™, |B| = b, b,n € N,
kardinalnosti a € N, potrebno je i dovoljno da bude

loga
6 > .
(6) " logb

Dokaz. Kodnih re¢i ne moze biti vise od svih re¢i u skupu B™. Otuda,
ako postoji takav kod, vazi a < b"™. Logaritmovanjem se sada neposredno
dobija trazena nejednakost.

189
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Sliéno je i u obrnutom smeru. |

U nastavku razmatramo isklju¢ivo binarne blok-kddove, tj. smatramo da
je B ={0,1}. Prema nejednakosti (6) u tom slucaju (za bazu 2 logaritma)
ispunjeno je

n = logy a.

S obzirom da je duzina koda u stvari broj kédnih simbola koji dolaze
na jedno slovo alfabeta izvora, od nje zavisi i brzina prenoSenja kodiranih
poruka; za veCe n ta brzina je manja i obratno.

PRIMER 3.2. Za kodiranje dekadnih cifara 0,1,2,...,9 binarnim kédom
potrebno je, na osnovu (6), da duzina kodnih reé¢i bude bar 4. Zaista, iz te
nejednakosti je n > log, 10 = 3, 2.

Najrasprostranjeniji takvi tetradni kédovi na kojima se bazira rad elek-
tronskih racunskih masina navedeni su u tablici. BCD (Binary Coded De-
cimal) je ve¢ spomenuti direktan binarni kod a ostali nose ime po autoru ili
na¢inu na koji su konstruisani (,plus 3%).

cifra | BCD kod | kod | kod plus 3 | kod Gray kod
Gray-a Stibitz-a | Aiken-a
0 0000 0000 0011 0010 0000
1 0001 0001 0100 0110 0001
2 0010 0011 0101 0111 0010
3 0011 0010 0110 0101 0011
4 0100 0110 0111 0100 0100
5 0101 0111 1000 1100 1011
6 0110 0101 1001 1101 1100
7 0111 0100 1010 1111 1101
8 1000 1100 1011 1110 1110
9 1001 1101 1100 1010 1111

|

Visecifreni dekadni brojevi se u rac¢unarima predstavljaju pomoc¢u ovih
kodova navodenjem kodnih rec¢i odgovarajuéih cifara (na primer: broj 256
se pomoc¢u BCD koda registruje kao re¢ 0010/0101/0110).

Sabiranje (na primer) tako registrovanih brojeva izvodi se cifra po cifra,
sa zapisivanjem odgovarajuceg ostatka po modulu 10. Svaki od navedenih
kodova ima u tom smislu odredenih prednosti.

Za unutrasnju interpretaciju alfanumerickih podataka u ra¢unarima, u
koje su dakle ukljucena i slova, znaci interpunkcije itd., koriste se kodovi
ve¢ih duzina.

Ako se, na primer, kodiraju slova engleske abecede (a = 26), iz (6)
sledi n > log26 =~ 4,7, tj. odgovarajué¢i kod mora imati duzinu bar 5. Na
primer, za EBDC-kod (Extended BCD) je n = 6, za kdd ASCII (American
Standard Code for Information Interchange) je n = 7, a EBCDIC (EBCD
- Interchange Code) ima duzinu n = 8. U ovom poslednjem kodu postoje
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kodne reci za 86 razlicitih znakova, a velika i mala slova abecede razli¢ito su
kodirana.

Na izbor duzine koda utic¢u, pored kardinalnosti alfabeta izvora, jo§ neki
drugi razlozi, koji su u vezi sa otkrivanjem 1i ispitivanjem gresaka u trans-
misiji. O tome se govori u slede¢im odeljcima.

1.2. Algebarske strukture na skupu {0,1}". Skup {0,1} ureduje
se relacijom < na uobicajeni nacin: 0 < 1. Skup {0,1}" uredenih n-torki
elemenata 0 i 1 ureduje se uz pomo¢ tog poretka po koordinatama:

(a1,00,...,0p) < (61,82, ., 0n) ako a; < B zasvei=1,...,n.

Ovako definisana relacija je poredak na skupu {0,1}" u odnosu na koji
je ta struktura Bulova mreza, odnosno Bulova algebra (str. 71). Dijagrami
ovih uredenih struktura za n € {1, 2, 3,4} predstavljeni su redom na slikama
3.113.2.

111

W o

11
1 o)
10 o/ \o 01 100 ><O 0>< 001
O N N4
0.1} RTRIE oy

Slika 3.1

1111
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Kao sto je izlozeno u odeljku 2.2 (str. 121), na skupu {0,1} mogu se

posmatrati i binarne operacije ,,®“ 1 ,,-“, definisane tablicamas:
®|0 1 -0 1
00 1 010 O
11 0 1(0 1

U navedenom odeljku dokazano je da je struktura ({0,1}, &, -) polje, tzv.
Galoaovo polje, koje se oznacava sa GF(2).
Definisimo sada binarnu operaciju ,,&“ na skupu {0, 1}", za proizvoljno
neN. Zaz,y€{0,1}" (x = (x1,...,2n), y= (Y1,---,Yn)), je
(7) TBY = (21D Y1, Tn DYn),
gde je na desnoj strani sa @ oznacena prva operacija iz polja GF(2).
TVRDENJE 3.3. ({0,1}",®) je Abelova grupa.

Dokaz. Asocijativnost i komutativnost operacije & su posledica odgo-

varajuéih osobina operacija na koordinatama, neutralni elemenat je (0, .. ., 0),
a inverzni elemenat za (z1,...,T,) je ta ista n—torka (s obzirom da je u
GF(2) zasvakoi=1,...,n, 2; ®0 =x;, z; Dx; = 0). [ |

Primetimo da je gornji stav zapravo posledica Tvrdenja 2.15 (str. 121),
jer je direktan stepen grupe isto grupa.

Definisimo preslikavanje {0,1} x {0,1}" — {0,1}", u oznaci ,-“, na
sleded¢i nacin:

ako je a € {0,1} iz = (z1,...,2,) € {0,1}", onda je
(8) a-z:=(a x1,...,a-Ty),
gde je na desnoj strani sa ,,-“ oznacena druga operacija polja GF(2).

Ovo ,mnozenje vektora skalarom“ moze se opisati i na slede¢i nacin:
zaa € {0,1} iz € {0,1}",

a‘x:{ 0,...,0), za a=0
x?

za a=1.

LEMA 3.4. Abelova grupa ({0,1}",@®) je u odnosu na operaciju defi-
nisanu sa (i) vektorski prostor nad poljem GF(2) (Oznac¢imo ga sa S%').

Dokaz. Osobine vektorskog prostora (str. 9) se neposredno proveravaju,
pri ¢emu je mnozenje skalarom definisano sa (8). [

PRIMER 3.5. Vektorski prostor Sj ¢ine vektori (0,0,0,0), (0,0,0,1),...,
(1,1,1,1) i ima ih 16. U njemu je, na primer,

(0,1,0,1) @ (1,1,1,0) = (1,0,1,1),
(1,0,0,1) @ (1,0,0,1) = (0,0,0,0),
0 - (1,0,1,1) = (0,0,0,0),
- (O>1>1>0) = (0717170)7
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itd. O

Sy je n—dimenzionalan vektorski prostor i jedna baza mu je skup
{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)}.

1.3. Metricka svojstva. Norma (tezina) vektora = € {0,1}", = =
(71,...,2n), u oznaci ||z||, definiSe se jednakoscu:

) el = 3" i,
=1

gde je na desnoj strani zbir elemenata iz skupa {0, 1} kao prirodnih brojeva.
(Norma je dakle preslikavanje {0,1}" — Np).
Na primer, ako je x = 1011010, onda je

|z =140+1+1+04+1+0=4.

Uz pomo¢ norme uvodi se jo§ jedan od osnovnih pojmova:

Hemingovo' rastojanje d(z,y) vektora z i y iz {0,1}" definise se
jednakoséu

d(z,y) = [z @yl

Na primer, ako je x = 11101011, y = 10101010, onda je d(x,y) = 2, jer
je x @y =01000001, a [z y||=1+1=2.

(Kao i ranije, vektore ¢esto oznac¢avamo i kao reci - bez zagrada i zareza).

Iz definicije ovog rastojanja sledi: ako je

= (1, %), Y= (Y1, Yn),
onda je

=1

Uocavamo i sledeée: norma vektora je broj njegovih ne-nula koordinata,
a Hemingovo rastojanje izmedu x iy jednako je broju koordinata na kojima
se ti vektori razlikuju.

Naredne osobine direktno se mogu proveriti.

Ako su xiyiz {0,1}", onda je

1) |Jz|| = 0 ako i samo ako je x = (0,...,0);

2) lz®yll < llzll + llyll.
Osobina 2) neposredno sledi iz nejednakosti

v @y < x +yi, i,y €{0,1} € Ny,

gde su @ i + redom sabiranje po modulu dva i ,,obi¢no“ sabiranje.

Pomocu navedenih osobina norme, sada se jednostavno dokazuju sledeca
svojstva Hemingovog rastojanja: ako su z,y, z iz {0,1}", onda je

a) d(x,y) = 0 ako i samo ako je z = y;

1R.VV.Haunming, americki matematicar.
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b) d(z,y) = d(y, z);
c) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).
Svojstvo ¢) proizilazi iz 2): kako je z @ z = 0, to je
lroyl=llz@zoydz| <llzdzl+ [y -zl .

Neposredna posledica ovih razmatranja je sledeéi stav.

TVRDENJE 3.6. Uredeni par ({0,1}",d) je metricki prostor, pri ¢emu je
d:{0,1}" x {0,1}" — Ny

preslikavanje definisano Hemingovim rastojanjem. |

/I\ 011
w4
N

Slika 3.3

Metricki prostor ({0,1}",d) ima jednostavnu geometrijsku interpretaci-
ju. Elemente skupa {0, 1}" mozemo posmatrati kao temena n-dimenzionalne
jedini¢ne kocke (Bulove algebre B3). Tada je d(x,y) minimalan broj ivica
kocke, u nizu koji povezuje temena x i y.

PrRIMER 3.7. Rastojanje izmedu vektora x = 100 i y = 011 je 3, a
odgovarajuca interpretacija na trodimenzionalnoj jedini¢noj kocki data je
na slici 3.3. O

Za kod V' C {0,1}"™ definise se kodno rastojanje u oznaci d(V'), kao
broj
d(V):= min d(u,v),

uFv, u, eV
gde je d(u,v) Hemingovo rastojanje izmedu vektora wu i v.

PrRIMER 3.8. a) Kodno rastojanje samog skupa {0,1}" iznosi 1 (na
primer d(z,y) =1, gde je z = (0,...,0), y = (1,0,...,0)).

b) Za kod V' = {0101,1010,1100,0011,1111}, je d(V) = 2, jer je na
primer d(z,y) = 2, gde je z = 1111, a y = 1100. Manjeg rastojanja izmedu
ma koja dva vektora iz V nema. O

2. Komunikacijski kanal; BSC

2.1. Shema komunikacije. Obrade podataka, transmisije poruka for-
mulisanih binarnim kodovima, podlozne su greskama. Greske, kao neizbezno
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svojstvo digitalne tehnologije, imaju statisticku prirodu. Da bi se greske
kontrolisale, u statistickoj teoriji informacija, komunikacija koja se obavlja
pomocu kodova vezuje se uz komunikacijski kanal. Njegova shema data je
na slici 3.4.

izvor —{koder)—> kanal —’@ekodea—>prima|ac

f

r-—=—71
1Ismetnje:

R |

Slika 3.4

Izvor informacija generiSe poruke (kojima se fizicki ili na drugi nacin
konkretizuje informacija).

Koder je objekat u kome se poruka transformise u oblik pogodan za
prenoSenje kroz kanal (kodira se), pri ¢emu se obi¢no vodi ra¢una o brzini
tog prenosenja i obliku koji je najmanje osetljiv na greske.

Kanal je medijum za transmisiju kodiranih poruka.

Smetnje se javljaju kod svakog prenoSenja poruka, jer je nemoguce
izolovati sistem od drugih izvora informacije. Smetnje odreduju svojstva
kanala i obi¢no ih je moguée opisati statistickim zakonima.

U dekoderu se poruke ponovo transformisu, sada u oblik koji je prih-
vatljiv za primaoca.

Teorije informacija i kodiranja svakom od spomenutih objekata dodelju-
ju preciznu matematicku interpretaciju. Ovde se navedena komunikacija
analizira sa aspekta binarnih blok-kodova.

2.2. Binarni simetriéni kanal (BSC). Za binarno kodirane poruke i
podatke (o kojima i govorimo ovde), komunikacijski kanal takode je binaran.
Greske u komunikaciji su trasformacije jednog binarnog simbola u drugi
(0 —- 111 — 0), tzv., greske zamene. Ako je binarni alfabet {0,1}, onda
binarni kanal definisemo kao matricu oblika

. [ p(0[0) p(1[0) ]
p(0[1) p(11)
U prvoj vrsti su verovatnoce da se na izlazu iz kanala pojave redom 01 1, pod
uslovom da je na ulazu 0, a u drugoj vrsti, analogno, uslovne verovatnoce za
izlaze redom 0 i 1, ako je ulaz 1. To su uslovne raspodele na alfabetu {0, 1},
§to po definiciji znaci da su svi elementi matrice nenegativni realni brojevi
i da je zbir verovatnoéa u svakoj vrsti broj 1:

p(zly) = 0,2,y € {0,1};  p(0]0) + p(1]0) = p(0[1) +p(1[1) = 1.
Verovatnocée p(0|0) i p(1|1) odnose se na ispravno prenet odgovarajuéi bi-
narni simbol, a p(1]0) i p(0|1) su verovatnoce greske u transmisiji.

U praksi se dogada da su greske 0 — 111 — 0 obi¢no jednako verovatne,
pa je tada p(1]0) = p(1]|0). Pod tim uslovom, definiSemo binarni simetri¢ni
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kanal (BSC, engl. Binary Symmetric Channel) slede¢om matricom:

1—¢ € 1
_ < —
H—[ . 1_6},0\8<2.

Prema definiciji binarnog kanala, ovde je ¢ verovatnoéa greske. Ova
verovatnoca zavisi od svojstava uredaja i odreduje se obi¢no statistickim
metodama (npr., kao relativna frekvencija: koliénik broja pojavljivanja jed-
nog od dva binarna simbola i ukupnog broja oba simbola u nekom reprezen-
tativnom uzorku). Ovde pretpostavljamo da je greska manja od 0,5, kao
§to se u praksi i dogada.

Simboli¢no, BSC predstavljamo shemom na slici 3.5.

1—¢
0 J —~ 0
\5 /
1—¢
BSC
Slika 3.5

3. Dekodiranje; ispravljanje i otkrivanje gresaka

3.1. Dekodiranje. Pretpostavimo da se elementi datog binarnog koda
V' C{0,1}"™ upuéuju binarnim simetri¢nim kanalom (BSC). Prolaskom kroz
ovaj kanal, re¢ z € {0,1}" transformise se ure¢ y € {0,1}", gde je y = zPe.
Vektor e =e; ...e, € {0,1}" je vektor greske (slika 3.6).

T=x1...Lp —> KANAL — y=xDe

€=¢e€e1...€nh
Slika 3.6

S obzirom na spomenutu prirodu BSC, e; = 0 sa verovatno¢om 1 — ¢ (u
kom slucaju se i—ta koordinata ne menja), a e; = 1 sa verovatnocom ¢ (na
i—toj koordinati doslo je do greske oblika 0 — 1 ili 1 — 0).

Ako se y razlikuje od x na s (0 < s < n) koordinata, kazemo da je y
dobijeno iz = usled s gresaka; drugim re¢ima, to se dogada kada je ||e|| = s).

PrRIMER 3.9. Ako je x = 101101, onda je re¢ y = 111101 dobijena iz =
usled jedne, a z = 000011 usled cetiri greske. O
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NAPOMENA. Greskama se smatraju i transformacije koje menjaju duzinu reci,
kao i one koje su posledica sabiranja sa binarnim brojevima tj. 10, £100, ... itd.
(aritmeticke greske) videti na pr. [17]).

Primetimo da rastojanje Heminga izmedu reci x i iz nje, pod uticajem
s gresSaka dobijene rec¢i y, iznosi bas s.

U nastavku pretpostavljamo da se elementi koda V' C {0, 1}" propustaju
kroz BSC.

Svako preslikavanje f skupa {0,1}" na skup V je jedno dekodiranje
reci iz {0, 1}™.

Dekodiranjem f kao funkcijom odredeno je jedno razbijanje skupa {0, 1}"
na disjunktne podskupove f~!(v ), v € V (to je jezgro funkcije f, dakle jedna
particija skupa {0, 1}", slika 3.7)?

Aupad

{0,1}"

Slika 3.7

Sledeéi stav daje opsti postupak dekodiranja kojim se prevazilaze even-
tualne smetnje u transmisiji.

TVRDENJE 3.10. Neka je BSC dat matricom
1—c¢ 5 1
H—|: c 1_€:|,0<€<§,
ikod V C {0,1}". Tada za sve u,v € V iz € {0,1}", vazi
p(z|u) > p(x|v) ako i samo ako d(u,x) < d(v,x).
Dokaz. Na osnovu osobina uslovnih verovatnoca za nezavisne dogadaje,
Za X =T Ty lU=1uj-- U, iSpunjeno je:
pxlu) = p(z1- - znlur - un) = p(r|ug) -+ - p(zn|un)
i zato je
p(x|u) _ 8d(u,z)(l o 5)n—d(u,:ﬂ)
(d(u, ) je, kao §to smo uoéili, broj gresaka zamene na reé¢i u, a verovatnoca
svake od tih gresaka je ¢).
Sliéno
p(l‘|U) _ gd(fu,x)(l _ S)n—d(v,x) )

2f71(v) je inverzna slika elementa v tj. jednoclanog skupa {v} (videti str. 8). Ovde
se ne koristi inverzna funkcija, pa ne moze doéi do zabune.
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Odatle je

(10)

p(z|u) B Ed(u,z)(l — E)n—d(u,:c) - (1 _ g)d(v,ac)—d(u,x)
p(al) = ddva (1 oydva =\ ~

S obzirom da je po pretpostavci

1
O<e< 5,
ispunjeno je
1—c¢ S,
€
pa iz (10) neposredno sledi dokaz. ]

Primetimo da iz dokaza prethodnog tvrdenja, konkretno iz formule (10),
sledi

(11) p(z|u) = p(z|v) ako i samo ako d(u,x) = d(v,x).
Dakle, ako je re¢ x jednako udaljena od kodnih re¢i u i v, ne mozemo za-

kljuciti da li je, usled gresaka, x nastalo od u ili od v.

Iz svega zakljucujemo: dekodiranje f : {0,1}" — V treba definisati tako
da se svaka rec iz {0, 1}" preslika u njoj najblizu (u smislu metrike Heminga)
kodnu rec iz V. Taj postupak (zbog (11)) nije u opstem sluc¢aju jednoznaéno
izvodljiv. U primeru koji sledi izlozeno je jedno mogucée dekodiranje datog
koda V, zadavanjem klasa f~1(v), v € V.

PRIMER 3.11. Neka je V' = {0000,0011,0110,0101}. Jedno dekodiranje
skupa {0, 1}* motivisano tvrdenjem 3.10 je sledeée razbijanje tog skupa:

f71(0000) | f~*(0011) | f~1(0110) | F~1(0101)

0000 0011 0110 0101
1000 1011 1110 1101
0001 0010 0100 1001
1100 0111 1010 1111

U svakoj klasi nalazi se po jedna kodna re¢, a ostali ¢lanovi klase su joj bliski
po rastojanju Heminga. Razbijanje nije jednozna¢no: pojedine reci jednako
su udaljene od viSe kodnih reci, pa se grupisanje moze izvesti na viSe nacina.

O

3.2. Ispravljanje gresaka. U nastavku se opisuju kodovi koji omogu-
¢uju ispravljanje odredenog broja gresaka do kojih dolazi u transmisiji.
Neka je dat kod V' C {0,1}". Zav € Vi 0 < s < n, neka je

(12) Zs(v) ={z |z € {0,1}" i d(v,z) < s}.

Zs(v) je dakle skup svih reéi iz {0, 1}" koje se iz v mogu dobiti usled najvise
s greSaka. U metrickom prostoru ({0,1}",d) Zs(v) je lopta sa centrom u v
i polupre¢nikom s (slika 3.8).
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Pretpostavimo da je re¢ x € {0, 1}" nastala iz reci v € V usled s gresaka.
Sledi da se x ispravno dekodira funkcijom f : {0,1}"™ — V, ako vazi

x € Zy(v) N fH(v).

Slika 3.8
Dekodiranjem f se u tom slucaju ispravljaju greske koje re¢ v transfor-
misu u z.
Imajuéi ovo u vidu, u nastavku precizno definiSemo kodove koji omogu-
¢uju ispravljanje gresaka.
Za kod V' C {0,1}" kazemo da omogucuje ispravljanje s gresaka
(0 < s < n) ako postoji takvo dekodiranje f, za koje vazi:

Zs(v) € fH(v),
za svako v € V' (sl. 3.9).

()

{0, 13" 14
Slika 3.9

Drugim re¢ima, ako postoji dekodiranje kéda V po kome se sve reci koje
se od proizvoljne kodne rec¢i v razlikuju na najvise s mesta dekodiraju kao
v, onda V omogucuje ispravljanje s gresaka.

Iz definicije sledi da kod V' omogucuje ispravljanje s gresaka ako i samo
ako su svi skupovi Zs(v), v € V u parovima disjunktni u {0, 1}".

O ovome govori tvrdenje koje sledi.

TVRDENJE 3.12. a) kod V' C {0,1}" omogucuje ispravljanje s gresaka
ako i1 samo ako je

d(V) > 2s.
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Dokaz. koéd V' omogucuje ispravljanje s greSaka ako i samo ako su
klase Zs(v), v € V disjunktne tj. na osnovu (12) ako i samo ako je za

sve u,v € V, d(u,v) > 2s (videti sliku 3.10). [ |
S d(ua U) v
s
Slika 3.10

U praksi su ¢esti kanali u kojima vazi:
(13) Na rec¢i duzine n moze se desiti najvise s (0 < s < n) gresaka.
To drugim recima znaci da je skup svih vektora greske oblika:
{e]eec{0,1}" i |le]| < s}.

Za kod koji omoguéuje ispravljanje s gresaka (u prethodnom slucaju svih
mogudéih) u samoj definiciji dato je dekodiranje kojim se to postize. Njime se
svaka rec iz {0, 1}" preslikava u njoj najblizu kodnu re¢ (u smislu metrike).

Pri tome za svaku re¢ iz |J Zs(v) postoji tatno jedna kodna re¢ sa tom
veV
osobinom.

PRIMER 3.13. kod V' = {00000000,00011111,11111000, 11100111} omo-
gucéuje ispravljanje najvise dve greske, s obzirom da je d(V') = 5. Na primer,
re¢ 01011011 dekodira se kao njoj najbliza kodna re¢ 00011111, od koje je i
postala usled dve greske. O

3.3. Otkrivanje gresaka. Za razliku od ispravljanja, otkrivanje gresa-
ka shvatamo kao blazi uslov: znamo da se primljena poruka razlikuje od
poslate, ali ne znamo koji su simboli pogresno preneti. Sledi definicija odgo-
varajuceg koda.

kod V' C {0,1}" omogucéuje otkrivanje s gresaka (0 < s < n) ako
za svako v € V vazi:

Ako je z € Zs(v), onda x ¢V \ {v}.
Ili opisno: ako se prilikom javljanja najviSe s greSaka na kodnoj reci ne
dobije neka druga kodna re¢, onda kéd omogucuje otkrivanje s greSaka.

Prema definiciji, kod V otkriva s-gresaka ako i samo ako nijedna kodna
rec nije u s-okolini neke druge kodne re¢i. To koristimo u narednom tvrdenju.

TVRDENJE 3.14. koéd V' C {0,1}"™ omoguéuje otkrivanje s gresaka ako i
samo ako je
d(V) > s.

Dokaz. Implikacija u definiciji koda koji ispravlja s gresaka vazi ako i
samo ako u s—okolini kodne re¢i v € V nema nijedne druge reci iz V, a to
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vazi (videti sliku 3.11) tacno tada, kada je d(V') > s. [ |

d(u,v)

Slika 3.11

Za kod koji omogucuje samo otkrivanje s gresaka, dekodiranjem pomocéu
najblize kodne re¢i u kanalu sa osobinom (13) (prethodni odeljak), izvesno
je samo da nijedna greska ne moze ostati neotkrivena.

Tako kod iz primera 3.13 otkriva najviSe Cetiri greske. Na primer, re¢
00111100 (u kanalu u kome se ne moze desiti vise od Cetiri greske) moze se
dekodirati kao bilo koja od kodnih rec¢i 11111000,00011111 jer se od svake
razlikuje na tri mesta.

3.4. Hemingov uslov. U konstrukciji kodova od posebnog je znacaja
sledeéi problem. Za dati alfabet izvora kardinalnosti a, odrediti kod naj-
manje duzine n, tako da se mogu ispraviti sve greske kojih po pretpostavci,
u kanalu moze biti najvise s (0 < s < n).

Sledeéi stav daje delimi¢an odgovor na to pitanje, jer govori o odnosu
tih parametara: broja a slova u alfabetu, duzine koda n i broja gresaka s.

TVRDENJE 3.15. Neka je dat k6d V' C {0,1}", |V| = a, ¢iji se elementi
propustaju kroz BSC' i neka u kanalu moze biti najvise s gresaka (0 < s < n),
na rec¢i duzine n. Tada, da bi V' omogucavao ispravljanje s i manje gresaka,
potrebno je da vazi:

2n
(14) S > a (Hemingov uslov).
n
>0
Dokaz. Posmatrajmo skupove Zg(v), v € V, k = 0,...,s, odnosno

njihove kardinalne brojeve: za dati v € V, |Zy(v)| = 1 (tom skupu pripada
samo v);

|Z1(v)] = 14 n (pored vektora v u Z;(v) su i svi oni koji se od njega
razlikuju na jednom mestu, a takvih ima n);

| Za(v)| =14 n+ (3) i sliéno:

S
Za@) =140+ + ()= 3 (1)
1=
kéd V' omogucava ispravljanje s greSaka ako i samo ako su sve klase
Zs(v), v € V disjunktne. U tom slucaju za konstrukciju klasa potrebno je

bar a - |Zs(v)| elemenata u {0,1}". S obzirom da je [{0,1}"| = 2", treba da
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vazi:

a odatle sledi i trazeni uslov. |

Spomenuti uslov samo je potreban: ako je on zadovoljen to ne znaci da
se odgovarajué¢i kod moze konstruisati. Na primer, brojevi n = 4, s = 1
i a = 3, zadovoljavaju Hemingov uslov, ali se ne moze konstruisati binarni
kod duzine 4 sa tri elementa, koji ispravlja jednu gresku. Zaista, ako je
v jedna kodna re¢ tj. v = vivovsvg, onda veé sledeéa kodna re¢ ima na
(bar) tri koordinate razlicite vrednosti, na primer, W = v1020304 (0 = 1 i
1=0). Tre¢a kodna re¢, koja se od obe razlikuje na (bar) tri koordinate ne
postoji (tj. u éetvoro-dimenzionalnoj jedini¢noj kocki nije moguée izdvojiti
tri disjunktne sfere polupreénika 3).

s=1|s=2
a a
5 2
9 2
4
6

16
28
51 11
93 18

S Voo o3

1

U tablici koju navodimo izra¢unate su maksimalne vrednosti broja a
koje zadovoljavaju nejednakost Heminga, za razlicite duzine kodnih reci n
i jednu, odnosno dve (maksimalno) greske u kanalu. Primecuje se da je
za, na primer, kodiranje dekadnih cifara (¢ = 10) u kanalu koji dopusta
dve greske, potrebno uzeti duzinu kodnih re¢i bar 9, ako se zeli kod koji
omoguéuje ispravljanje tih gresaka. Dakle, od moguéih 2° = 512 reci duzine
9 koristi se samo 10.

Dopune i zadaci.

ZADATAK 3.1. Odrediti prekidacko kolo koje provodi BCD kéd u koéd
Greja (tablica uz primer 3.2)

ZADATAK 3.2. Konstruisati logicko kolo koje BCD kéd prevodi u kéd
,plus 3 (tablica uz primer 3.2).

ZADATAK 3.3. Koliko je Hemingovo rastojanje izmedu vektora koji
predstavljaju:

a) dva susedna temena n-dimenzionalne jedini¢ne kocke {0,1}"?

b) z i njegov komplement T u n-dimenzionalnoj jedini¢noj kocki?

Resenge. a) 1 b) n.
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ZADATAK 3.4. Odrediti vektore x,y, z i u iz {0,1}3, tako da Hemingovo
rastojanje izmedu svaka dva od ta cetiri vektora bude 2.

Resenje. Posto je rastojanje izmedu svaka dva razlicita vektora sa parnom
normom bar dva, jedno reSenje se sastoji od skupa svih vektora sa parnom
normom, kojih ima ¢etiri: {000,011,101,110}. Drugo resenje je skup svih
vektora sa neparnom normom: {001,010, 100, 111}. Ostalih resenja nema.

n .

ZADATAK 3.5. Ako je x € {0,1}", neka je N(x) := > 2" (z =

=1
Z1...%Zpn). N(z) je brojna vrednost vektora x. Odrediti N(x) za sve

x € {10010,11011,01010}.

Resenje. N(10010) = 18, N(11011) = 27 i N(01010) = 10.

ZADATAK 3.6. Za proizvoljne prirodne brojeve n i k, takve da je 0 <
n < 2%, neka je ey (n) binarni zapis broja n sa k cifara tj.

k
ek(n) =by---byin= Zbi2k7i.
=1

Odrediti e5(19), e7(7), eg(13).
Resenje. e5(19) = 10011, e7(7) = 0000111, eg(13) = 000001101.
ZADATAK 3.7. Dokazati: d(z @z, y®z) = d(z,y), x,y,z € {0,1}", gde
je sa d oznaceno Hemingovo rastojanje.

Resenge. Sledi direktno iz definicije:
dz®z, yoz)=rdzeydz| =d,y)

koristeé¢i komutativnost, asocijativnost i z ® z = 0.

ZADATAK 3.8. Odrediti koliko gresaka otkriva, a koliko ispravlja binarni
kéd dat sa

V:{(xla"'wxn) S {071}n | 1 Dr2D - By = 1}

Resenje. Skup V se sastoji od svih vektora sa neparnom normom duzine
n. Kodno rastojanje u ovom kodu je 2, tako da on ne ispravlja ni jednu, a
otkriva jednu gresku.

ZADATAK 3.9. Polazeéi od svih vektora iz skupa {0,1}" konstruise se
koéd V C {0,1}?" na sledeéi nacin: ako x € {0,1}" i ||z|| je paran broj,
neka je v, = xx, u protivnom neka je v, = x& (T se dobija iz x zamenom
0+—1)

Ako je V = {vz|x € {0,1}"}, odrediti d(V') kao funkciju od n. Pokazati
da je (V,®) grupa, gde je & sabiranje po modulu 2.

Resenje. Neka su A,, odnosno A,, skupovi koji se sastoje od svih eleme-
nata iz {0,1}" sa parnom, odnosno neparnom normom. Kodna rastojanja
skupova A, i A, ocito iznose 2.

Ako ay, a2 € Ay, onda ajay,azaz € V, id(arjar,aza2) > 4.

Ako aj,ay € A, onda ayay, agaz € V, i d(aja;, agaz) > 4.
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Ako a1 € Ay, az € Ay, onda ajar, azap € V, pa d(aijar,agaz) =
d(a1,a2) + d(ay,a) = n.
Slicno se dobija i za slucaj a1 € Ay, az € A,,.
Sledi da je
d(V) = min{4,n}.

Jednostavno je pokazati slede¢u jednakost:
za a,be{0,1}":adb=adb.

Posto je @ = a sledi da je

Tdb=a®b=bPa=bPa=adb.

Ako ay,a2 € Ap, onda ajai,azaz € V,iaja1 ®azas = (a1 ®az)(a1 ®az).

Skup A, je zatvoren u odnosu na operaciju @, pa sledi da aja; ® azas €
V.

Ako ay,as € Ay, onda ajay, asas € V,iaia1®asay = (al@ag)(al@ag) =
(a1 ® az)(a1 ® az). Posto a1 @ as € Ap, sledi da arja; @ azaz € V.

Ako ay € Ay, az € Ay, onda a1y, azaz € Via1ai®azas = (a1®az)(a1®
az) = (a1 @ az)(a1 ® az). Posto a; @ as € A,, sledi da a1a; @ agas € V.

Slicno se ispituje i za slucaj a; € Ay, az € A,,.

Skup V je dakle zatvoren u odnosu na operaciju @. Posto je operacija
@ asocijativna i komutativna i V' ima neutralni elemenat 00...00, a svaki
elemenat je sam sebi inverzan, (V,®) je Abelova grupa. O

ZADATAK 3.10. Dokazati da iz svakog skupa C' C {0,1}" moze da se
izdvoji kod koji otkriva 1 gresku, ako se iz C' ukloni ne vise od pola vektora.

Resenje. Kodno rastojanje svakog od skupova {z | ||z|| je paran broj }, i
{z | ||z|| je neparan broj } je 2, pa kéd obrazovan od svakog od njih otkriva
jednu gresku. Bar jedan od njih sadrzi pola (ili vise) vektora. O

ZADATAK 3.11. Binarnim blok kédom kodirano je 30 slova. Kolika je
najmanja duzina kodnih rec¢i ako se moze izvrsiti ispravno dekodiranje, a u
kanalu je moguca

a) jedna

b) dve greske?

Resenje. a) Polazi se od Hemingovog uslova:

2n

(1)

Ovde je a = 30, s = 1, pa treba nac¢i n tako da bude
27’1
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tj.
2" — 30n — 30 > 0.
Zan=28 22-30-8—30=-14<0,a
zan=9:29—-30-9—30=212 >0,
pa je n = 9 trazena duzina kodnih reci.
b)
2n
- >30
(n=1) =7
1+n+ 25—
pa je
2" — 15n% — 150 — 30 > 0.
Zan =10, 20 -15.102-15-10-30 = —656 < 0, a
zan=11, 21 —15-112-15-11 —30 =38 > 0,
pa je n = 11 trazena duzina kodnih reci.

205
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ZADATAK 3.12. Dat je kanal sa greskama tipa zamene koje se mogu

desiti najvise dvaput na rec¢i duzine 8. Da li kéd
V' = {00000000, 11010101, 10101011,01111110}

omogucéuje jednoznacno dekodiranje?

Resenje. Kako je d(V) =5 > 2 -2, ovaj kod omogucuje ispravljanje dve

greske zamene na reci, pa omogucéuje jednozna¢no dekodiranje.

|
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