08B0 feno je 3awTuheHo AMueHLOM KpeaTusHe 3ajeaHunLe AYyTOPCTBO — HEKOMEPLMjaHO —
6e3 npepapa’.

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivatives
4.0 International License.

o0ee

' Onuce nmueHum KpeaTsHe 3ajegHuvue AOCTYNaH je Ha agpecu creativecommons.org.rs/?page id=74.




"Cea npaea 3adpixcaea uzdasay. 3abpareHa je ceaka ynompeba uau
mpaHcpopmayuja es1eKmpoHCKO2 JOKYMEHMA 0CUM OHUX KOju CY eKCNnAUYUMHO
do3zgosmeHu Creative Commons AUYeHYOM Koja je HagedeHa HA NoYeMKY
nyé6aukayuje."

"Sva prava zadrZava izdavac. Zabranjena je svaka upotreba ili transformacija
elektronskog dokumenta osim onih koji su eksplicitno dozvoljeni Creative
Commons licencom koja je navedena na pocetku publikacije.”




s
&

77
\&Al 7

1969, S
i O

Q‘\\w Mg
=\%

\§ :

‘lu NG

§

Bparumup lemesa n Arapeja Tenasuesuh

byinose anredpe u dpynkmnuje

Teopuja M 3aJarm

Tpehe nzname

Hosu Can 2023

YHUBEP3UTET vV HoBOM CAIY
ITPUPOJHO-MATEMATUYKU ®AKYJITET
JIETIAPTMAH 3A MATEMATUKY U UHOOPMATUKY



Haszus: BysioBe anrebpe n pyHKImje

Ayropu: p Bpamumup Illemessa, pegosau npodecop ua IIpupogno-mMmareMaTnaKoM
dakynrery y Hosom Cany, y nensuju
Ip Annpeja Tenapuesuh, penopuu npodecop ua Ilpupogao-mMareMaTnaKoM
dakysarery y Hosom Cany

Pernenzenru: Hp Janes Vian, penoBau mpodecop y mneH3uju
Hp Hpararn Marmmysmosuh, Banpeanu nmpodecop ua [IpupogHo-maremaTnarom
dakynrery y Hosom Cay

Ypenuuk: Ip 3opana Jlyxamun, pegosan mpodecop Ha [IpupoaHo-mareMaTnakom
dakysarery y Hosom Cany

Uznapaq: IlpupogHo-mMaremMaTndku pakyirer, JlenaprMan 3a MATeMaTUKy U
nagopmaruky y Hosom Cay

Opyykom Hacrasro-aayaror Beha [lpupomao-maremaruakor gakynarera y Ho-
BoMm Cauy ox 18. Hoembpa 2005. rogune, oq00peHo je mrraMiame u yroTpeba, oBor
yIOeHnKA.



CIP - Karanoruzamuja y myOauKamnuju
bubnuorexe Maruue cprncke, HoBu Can

512.563(075.8)(076)
517.547.5(075.8)(076)

HEHIEJbA, Bpanumup, 1948-
Bynoge anredpe u ¢pynkmuje [Elektronski izvor] : Teopuja u 3aganu / bpanumup Illemermsa n
Annpeja TenaBuesuh. - 3. u3n. - HoBu Cap : [Ipuponno-maremarnuku ¢akynrert, 2023

Hauwun npuctyna (URL):
https://www.pmf.uns.ac.rs/studije/epublikacije/matinf/seselja_tepavcevic_bulove algebre i_opti
mizacija.pdf. - Onuc 3acHoBaH Ha ctamwy Ha aaH 13.11.2023. - Hacii. ca HacJI0BHOT eKpaHa. -
bubmmorpaduja. - Perucrap.

ISBN 978-86-7031-488-7

1. TemaBueBuh, Auapeja, 1964- [autor]
a) byznosa anre6pa b) bynose dhynkuuje

COBISS.SR-ID 129896457




Sadrzaj

Predgovor
Predgovor drugom dopunjenom izdanju
Uvodne definicije, terminologija i oznake

Glava 1. Mreze i Bulove algebre
1. Uredeni skup
2. Mreza
3. Modularna i distributivna mreza
4. Bulova mreza i Bulova algebra
5. Bulov prsten

Glava 2. Bulove funkcije. Minimizacija
1. Bulovi termi i term-funkcije
2. Operacije na skupu {0, 1}
3. Prekidacka i logicka kola
4. Minimizacija Bulovih funkcija

Glava 3. Dodatak: Bulove funkcije, kodovi i statisticka teorija
informacija
1. Binarni blok-kodovi
2. Komunikacijski kanal; BSC
3. Dekodiranje; ispravljanje i otkrivanje gresaka

Indeks

Literatura

11
11
26
47
99
99

107
107
119
129
143

189
189
194
196

207
211






Predgovor

U ovoj knjizi izlazu se matematicke oblasti na kojima se zasniva razvoj i
rad digitalnih sistema. To su Bulovi termi i funkcije, minimizacija i osnovni
aspekti primene.

Bulove funkcije deo su algebarske teorije Bulovih algebri i ne mogu se
detaljnije razmatrati izvan nje. Zato je ovde koncizno, ali detaljno izlozena
teorija uredenih skupova, mreza i Bulovih algebri. U taj kontekst smesteni
su osnovni pojmovi, osobine i primene Bulovih terma i funkcija.

Prva glava moze koristiti i kao celovit polazni tekst o mrezama i Bulovim
algebrama, od osnovnih i posebnih svojstava (na pr. modularnost i distribu-
tivnost), do teorema reprezentacije. U drugoj glavi su osobine Bulovih ter-
ma, minimizacija i primene.

Po koncepciji, ovo je udzbenik sa zbirkom zadataka. Pored brojnih
primera i ilustracija, zadaci omogucuju da se ova oblast razume i usvoji.
Deo vaznih svojstava mreza i Bulovih algebri takode je dat u vidu resenih
zadataka. To se posebno odnosi na osobine koje nisu neophodne za primene
Bulovih funkcija (na pr. na teoreme reprezentacije za distributivne mreze i
Bulove algebre).

Od ¢itaoca se ocekuje poznavanje osnova matematike i elemenata algebre
- oblasti koji se predaju na kursevima prve godine studija matematike ili
tehnike (videti na pr. knjigu [19]).

Knjiga je nastala na osnovu prvog dela kursa pod nazivom Matematic-
ke osnove informatike, koji su viSe godina slusali studenti raznih smerova
matematike i informatike na Prirodno-matematickom fakultetu u Novom
Sadu. Osnovnu literaturu ¢inile su knjige [16] i [21]. Deo o Bulovim al-
gebrama, funkcijama i primenama oformljen je sada kao poseban predmet
Bulove algebre i optimizacija i ovo je udzbenik za taj kurs.

Za formiranje odvojenih kurseva proisteklih iz Matematickih osnova in-
formatike, zasluzan je kolega E. Aichinger (TU Linz, Austria), sa kojim su
autori vodili korisne razgovore.

Autori se zahvaljuju D. Maguloviéu, ¢ije su primedbe doprinele poboljsa-
nju teksta. J. USan ucestvovao je u nastanku ove knjige od prvih ideja, kroz
brojne razgovore sa autorima i oni su mu na tome zahvalni.

U Novom Sadu, oktobra 2005.

Autori






Predgovor drugom dopunjenom izdanju

Ovo izdanje sadrzi novo poglavlje o binarnim blok—kodovima i njihovoj
vezi sa Bulovim funkcijama. U kontekstu statisticke teorije informacija,
govori se o otkrivanju i ispravljanju gresaka u transmisiji putem binarnog
simetri¢nog kanala (BSC). Namera autora je da se pokazu aktuelnost teorije
Bulovih algebri i funkcija u savremenom rac¢unarstvu, kao i veze sa prime-
njenom statistikom.

U Novom Sadu, oktobra 2013.
Autori






Uvodne definicije, terminologija i oznake

U tekstu se koristi uglavnom standardna notacija za oznacavanje mate-
matickih pojmova.

Skupovi su oznaceni velikim slovima latinice, sa ili bez indeksa. Oznaka
praznog skupa je (). Osnovni odnos kojim se porede skupovi je inkluzija:

A C B ako i samo ako x € A povlaci x € B.

Skup svih podskupova skupa A, u oznaci P(A) je partitivni skup za A:

PA) ={X| X C A}.

Unija, presek, razlika i komplement, kao uobic¢ajene operacije na parti-
tivnom skupu P(U) proizvoljnog skupa U, oznacavaju se redom sa AU B,
ANB,A\BiA

Ako je AN B = (), skupovi A i B su disjunktni.

Kolekcija nepraznih, u parovima disjunktnih podskupova iz A ¢ija je
unija A zove se particija skupa A.

Oznaka (a,b) odnosi se na uredeni par elemenata a i b; formalna defini-
cija je

(a,0) := {{a}, {a,b}}.

Polazeéi od a' := a, dalje se za n € N, uredena n-torka elemenata
ai,as,...,ap definiSe rekurzivno:
(a17 az, . .. 7an) = ((ahaQ? sy an—l)y an)'

Ako su A i B neprazni skupovi, onda je

Ax B={(a,b) |a€ A be B} direktan proizvod skupova A i B.

Direktan proizvod nepraznih skupova Aq, Ao, ..., A, definisan je sa

Ap X Ag x -+ x Ay = {(a1,az2,...,a,) | a; € A;}.

Posebno, ako je A # (), onda je

AV={0}, Al =A A2=Ax A A"=Ax A" ! neN

Svaki od gornjih proizvoda je prazan skup, ako je bar jedan od skupova
koji ucestvuju prazan.

Binarna relacija p na nepraznom skupu A je podskup iz A%: p C A%
Umesto (x,y) € p, piSe se i zpy. Binarna relacija se u nastavku zove relacija,
jer druge relacije (n-arne, tj. podskupove iz A", za n € N) osim binarnih,
ovde ne koristimo.

Relacija p na A je refleksivna ako je xpx za sve x iz A. p je simetri¢na
ako za sve x,y € A, iz xpy sledi ypx. p je tranzitivna ako iz xpy i ypz sledi
Tpz, za sve T,y, z € A.
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Refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija p na A je relacija ekviva-
lencije (rst-relacija) na A.

Ako je p rst-relacijana Aizaa € A

la], = {x € A|apx}, (klasa ekvivalencije elementa a),
onda se skup klasa ekvivalencije {[a], | a € A}, u oznaci A/p, zove koli¢nicki
skup po relaciji p. Klase ekvivalencije su u parovima disjunktne i njihova
unija je A.

Funkcija (preslikavanje) f iz skupa A u neprazni skup B, u oznaci f :
A — B je podskup iz A x B, takav da se svaki elemenat iz A javlja tacno
jednom kao prva komponenta u nekom paru iz f. A je domen, a B ko-domen
funkcije f.

Ako je f : A — B funkcija, onda se (z,y) € f oznacava sa y = f(x).
Ako je X C A, onda je

f(X)={ye B|y= f(x), zaneko z € X}.

Svaka funkcija f : A — B indukuje relaciju ekvivalencije ~ (jezgro
funkcije f) na A:

x ~ gy ako i samo ako je f(x) = f(y).

Injekcija, ili 1 - 1 preslikavanje je funkcija f : A — B, za koju vazi:

s 3 £ y sledi f(z) £ f(y).

Ako za svako y iz B postoji x u A tako dajey = f(x),ondaje f: A — B
sirjekcija, sirjektivno ili ,na“ preslikavanje.

Injektivna i sirjektivna funkcija f : A — B zove se bijekcija iz A na B.

Ako je f: A — B bijekcija, onda je f~!: B — A funkcija definisana sa
f~'(y) = x ako i samo ako je f(z) = y. Funkcija f~! je inverzna funkcija
za f koja je isto bijekcija.

Oznaka f~! koristi se i u drugom znagenju. Ako je f : A — B proizvoljna
funkcija i C C f(A), onda je f~1(C) = {z € A| f(z) € C}. To je inverzna
slika skupa C. U tom kontekstu, ponekad se umesto f~1({c}), za c € f(4),
pise f~1(c), pod uslovom da se u istom kontekstu ne koristi inverzna funkcija.

Funkcija f: {1,2,...,n} — A zove se re¢ nad skupom A (ekvivalentno,
re¢ je uredena n-torka elemenata iz A).

Neka su I i A proizvoljni skupovi. Funkcija I — P(A) je familija pod-
skupova iz A; I je skup indeksa (indeksni skup). Familija se oznacava sa
{A;,i € I}. Familija je prazna, ako je je I = (). Kaze se da je A; i-ti ¢lan
familije. Specijalno, ako je I = N, familija je skup {A1, A, ..., Ap, ...} Ciji
elementi obrazuju niz podskupova iz A.

Broj elemenata (kardinalni broj) kona¢nog skupa A (jer se ovde veéinom
koriste konac¢ni skupovi) oznac¢avamo sa |A| ili sa card A.

Ako je f : A — B funkcija i C' neprazni podskup iz A, onda je funkcija
g : C' — B restrikcija funkcije f na skup C, ako je za sve x € C' ispunjeno
9(w) = f().

Funkcija f : A — A na nepraznom skupu A je unarna operacija na A.
Funkcija * : A2 — A je binarna operacijana A. Umesto *(x, %), pise se z*y.
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Analogno, za proizvoljno n € N, funkcija iz A™ u A je n-arna operacija na
A.
Skupovi brojeva oznaceni su sa
N={1,2,3,...}, Ng={0,1,2,3,...} - prirodni;
Z={0,—-1,1,-2,2,...} - celi;
Q - racionalni brojevi, razlomci;
R - realni brojevi.

Neprazan skup G, zajedno sa binarnom operacijom * na njemu, zove
se grupoid, u oznaci (G, *).

Grupoid je komutativan ako za sve x,y € G vazi x *xy = y * T.

Ako postoji e € G za koje je z xe = ex x = x, za svako ¢ € G, onda
je e neutralni (jedini¢ni) elemenat grupoida (G, *). Neutralni elemenat, ako
postoji, je jedinstven.

Asocijativni grupoid, tj. onaj na kome je ispunjen identitet x * (y * z) =
(x xy) * z, za sve x,y,z € G, zove se polugrupa. Polugrupa sa neutralnim
elementom zove se monoid.

Polugrupa (G, *) sa neutralnim elementom e u kojoj za svaki elemenat
r € G postoji 7! € Gtakodajerxx !t =27l xx = e (z7! je inverzni
elemenat za x), zove se grupa. Ako je operacija x komutativna, grupa je
Abelova.

Grupoid (H, ) je podgrupoid grupoida (G, *), ako je H C G, a operacija
»“ je restrikcija operacije ,*“ na skup H. Ako su pri tome josi G i H
polugrupe (grupe), onda je H potpolugrupa (podgrupa) u G.

Neprazni skup P sa dve binarne operacije @ i o, u oznaci (P, ®, o), zove
se prsten, ako je (P, @) Abelova grupa, (P,o) polugrupa, a druga operacija
(o) distributivna je prema prvoj (&):

zo(ydz)=(roy)@(xoz)i(z@y)oz=(roz)d (yoz).

Prsten je komutativan ako je druga operacija komutativna, kaze se da
je sa jedinicom, ako postoji neutralni elemenat za drugu operaciju. Prsten
je bez delitelja nule, ako iz x oy = 0 sledi z = 0 ili y = 0, gde je 0 neutralni
elemenat za prvu operaciju.

Komutativan prsten (P, ®, o) sa jedinicom i bez delitelja nule, u kome
je (P \ {0}, 0) grupa, zove se polje.

Abelova grupa (V,+) je vektorski prostor nad poljem (P,+,-), ako je
definisana funkcija iz P x V u V, ognacena sa ,, - “, tako da je za o, 8 € P i
a,b € V ispunjeno:

() a-(a+b)=(a-a)+ (a-b);

@ a=(a-a)+(B-a);

(122) a- (B-a) =(a-f)-a;

(

iv) 1-a = a, gde je 1 neutralni elemenat za drugu operaciju u polju P.
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Cetiri operacije oznacene su sa dva znaka, + i -, ali se iz konteksta (t]-
prema objektima na koje se odnose) vidi o kojim operacijama je rec. Cesto
se i proizvod « - @ oznacava sa aa.

Elementi «, 8,... polja P su skalari, a a,b,c,... iz V su vektori. Vek-
tor aja; + --- + apa, je linearna kombinacija vektora ai,...,ay,, gde su
«; proizvoljni skalari. Vektori ai,...,a, su linearno nezavisni ako vazi:
a1a1 + -+ + aga, = 0 ako i samo ako je a; = -+ = «,, = 0, inate su
linearno zavisni (tj. ako je njihova linearna kombinacija jednaka nuli i za
neke skalare koji nisu svi nule). Skup B C V linearno nezavisnih vektora je
baza vektorskog prostora V', ako se svaki vektor iz V' moze predstaviti kao
linearna kombinacija vektora iz B. Ako je B konacan skup, V' je konacno di-
menzionalan. Sve baze kona¢no dimenzionalnog vektorskog prostora imaju
isti broj elemenata i taj broj je dimenzija vektorskog prostora.

Podskup Vi vektorskog prostora V nad poljem P je njegov potprostor
ako je i sam Vj vektorski prostor nad P u odnosu na restrikcije operacija +
i - naVjiP xVjredom.

Pokazuje se da je neprazni podskup Vi iz V' njegov potprostor ako je za
a,B8 € Pia,be V) ispunjeno aa+ Bb € V.

Ako je S neprazan skup i d je funkcija iz S x S u skup realnih brojeva
R tako da je za sve a, b, c € S ispunjeno:

D1: d(a, b) = 0;

Dy: d(a,b) = 0 ako i samo ako je a = b;

Ds: d(av b) = d(b7 CL);

Dy: d(a,b) < d(a,c) +d(c,b),
onda je uredeni par (S, d) metricki prostor, a d je razdaljinska funkcijau S,
ili rastojanje.

Neka je V neprazan skup i X familija uredenih parova iz V' (u kojoj moze
biti i jednakih parova). Tada je G = (V, X)) graf, elementi iz V' su njegovi
¢vorovi, a uredeni parovi iz X su grane. Grana (a,b) povezuje ¢vorove a i
b. Grana oblika (a,a) je petlja. Skup grana (ai,a2), (az,a3),..., (an—1,an)
je put koji povezuje ¢vorove a; i a,. Graf je povezan ako su svaka dva ¢vora
povezana nekim putem. Graf moze biti definisan i tako da su u X neuredeni
parovi ¢vorova. Takav graf je neorijentisan, inace je orijentisan. Geometrij-
ska reprezentacija grafa: ¢vorovi su tacke u ravni, grane su spojnice koje ih
povezuju, sa nekim dogovorom o orijentaciji (strelicom na pr.).



GLAVA 1
Mreze i Bulove algebre

1. Uredeni skup

1.1. Definicija i primeri. Neprazan skup P je ureden ako je na nje-
mu definisana refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija, dakle relacija
poretka. Ta relacija obelezava se obi¢no oznakom < (,manje ili jednako“),
cak i ako se ne radi o uobic¢ajenom poretku na nekom skupu brojeva. Uredeni
skup! oznacava se kao par (P, <).

PrRIMER 1.1. Navodimo neke poznate uredene skupove.
a) Skup N prirodnih brojeva ureduje se kao (N, <), gde je
m < n ako isamo ako m =n ili (Ip)(m+p=n),
i kao (N, |), pri éemu je | relacija deljivosti:
m | n ako i samo ako (Ip)(m-p=n).
b) Skup Z celih brojeva ureduje se kao (Z, <), tako da je
r <y, akoisamo ako x =y ili (Iz)(z e Niz+2z=y).

¢) Uredeni skupovi su i (Q,<) i (R, <), gde su Q i R redom skupovi
racionalnih i realnih brojeva, a poredak je uobicajeni poredak za brojeve.

d) Ako je A neprazan skup, a P(A) njegov partitivni skup (skup svih
podskupova iz A), onda je (P(A), C) skup ureden inkluzijom (podseé¢amo:
ako su X 1Y podskupovi iz A, onda je

X CY akoisamo ako (Va€ A)(ae X =acY)). O

Ako je x < y ili y < x, kaze se da su z i y uporedivi s obzirom na
relaciju <, inace su neuporedivi.

Poredak na P je linearan (totalan) ako su svaka dva elementa upore-
diva, tj. ako za sve z,y € P vazi z < y ili y < x. U tom slucaju za skup P
se kaze da je linearno ili totalno ureden ovom relacijom.

U primeru 1.1 svi poreci su linearni osim deljivosti (|) na N i skupovne
inkluzije (C) na partitivnom skupu.

Uz pomo¢ poretka se definise relacija < (,manje) na istom skupu:

x <y akoisamo ako jex <yixz#uy.

IKaze se i da je P parcijalno ureden relacijom <, ¢ime se istice da poredak ne mora
biti linearan (videti definiciju u nastavku).

11
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Ova relacija je antisimetri¢na i tranzitivna, ali nije refleksivna.

1.2. Relacija pokrivanja; dijagram. Na uredenom skupu definise se
relacija pokrivanja, u oznaci <, koja se izvodi iz poretka na sledeéi nacin.
Neka je (P, <) uredeni skup i x,y € P. Tada po definiciji

x<yakoisamoakojexr <yiizax <z<ysledi z=2zili z=y;
ili ekvivalentno
x <y ako i samo ako x < yi—(3z)(z < z < y).

Kaze se da je x pokriveno sa y, ili da = prethodi y.
Nije tesko uociti da od tri osnovna svojstva relacije poretka, relacija
pokrivanja ispunjava samo antisimetri¢nost (zadatak 1.3).

PrRIMER 1.2. a) U (N, <) je ispunjeno:
m < n ako i samo ako je n sledbenik broja m (n =m + 1).

b) Uredeni skup (Q, <) racionalnih brojeva nema parova koji su u relaciji
pokrivanja.
c) U (N, |) vazi:
m < n ako i samo ako je n = m - p, za neki prost broj p.
d) U uredenom skupu (P(A), C) svih podskupova skupa A vazi:
X <Y ako isamo ako je Y = X U{a}, zanekoa € A,a ¢ X. O

Konaéni uredeni skupovi mogu se jednostavno predstavljati crtezima,
posebnim dijagramima. Elementi skupa P crtaju se kao tacke u ravni.
One se povezuju linijama (duzima) u skladu sa relacijom pokrivanja ko-
ju odreduje dati poredak: ako je x < y, onda postoji linija od = ka y. Po
dogovoru o usmerenju, x je ispod y na crtezu. Dobijena slika zove se Hase
(Hasse) - dijagram ili samo dijagram?.

Poredak se sa dijagrama ,¢ita“ na prirodan nacin: a < b, ako je a
povezan sa b linijama ,,0d dole prema gore“ na crtezu.

Jasno je da se dijagramom predstavljaju pre svega konaé¢ni uredeni sku-
povi sa manjim brojem elemenata.

PRrRIMER 1.3. Naslici 1.1 predstavljeni su dijagrami nekih uredenih sku-
pova.

Dijagram b) odgovara skupu {1,2,3,9} u odnosu na deljivost. Vidi se
dajenapr. 1|9, jer je 1 povezan linijama sa 9, od dole prema gore; elementi
2 1 9 su neuporedivi, jer nema takve povezanosti itd.

Primer d) odgovara partitivnom skupu dvoclanog skupa {a, b} u odnosu
na skupovnu inkluziju, C.

2Preciznije re¢eno, Hase dijagram uredenog skupa P je usmereni graf, ¢iji su ¢vorovi
elementi skupa P, a granama su povezani elementi u relaciji pokrivanja, odredenom datim
poretkom.
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Za poredak pod a) dovoljno je analizirati dijagram: svaki od elemenata
a 1 d je u relaciji sa oba preostala, b i ¢, a svaki je u relaciji sa sobom.

bo c 9 :g o {a &
D< g I 3 o/ \o o {a}o/ \ o{b}
N2\ N
1 w
a) b) c) d)
Slika 1.1

I uslu¢aju c) poredak se lako rekonstruise iz dijagrama: x i z su u relaciji
sa y, a w je u relaciji sa v; u nije uporediv ni sa jednim elementom (sem
naravno sa samim sobom, §to vazi i za sve ostale elemente). O

Sledec¢a lema opravdava nacin na koji se iz dijagrama odreduje poredak.

LEMA 1.4. Za dva razli¢ita elementa a, b konacnog uredenog skupa (P, <)
vazi a < b ako i samo ako jea < b, ili jea < c¢; < --- < ¢, < b, za neke
cl,...,cp € P.

Dokaz. Neka su a i b razliciti i a < b. Ukoliko ne postoji tre¢i elemenat
¢, takav da je a < ¢ < b, onda je po definiciji relacije pokrivanja a < b.
Ako postoji elemenat izmedu njih, to znaci da postoje ci,...,c,, takvi da
jea<c <---<cp <bin je maksimalan broj elemenata sa tim svojstvom
(P je konac¢an skup). Tada je a < ¢; < --- < ¢, < b, jer u protivnom n ne
bi bio maksimalan broj uporedivih elemenata izmedu a i b. Obratno, ako je
a < b ili postoje ¢1,...,c, takvidajea <c¢; < -+ < ¢, < b, onda je a < b
po definiciji relacije pokrivanja i na osnovu tranzitivnosti relacije poretka. W

Dijagramom se mogu predstavljati i neki beskonaé¢ni uredeni skupovi,
kao u sledeé¢em primeru.

! ' 12 2% 4}18 . |

8\><7\fk(g10 25 |
4\1\/7

Slika 1.2

— N W

(N, <)

PRIMER 1.5. Na slici 1.2 su dijagrami dva poretka ( < i | ) na skupu N.
Dijagrami samo delimi¢no predstavljaju te skupove, ali se po potrebi mogu
dopunjavati. O
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1.3. Uredeni podskup. Neprazan podskup ) skupa P uredenog re-
lacijom < i sam je ureden: novi poredak <g definiSe se sa:

(Vz,y € Q)(x <@y +— x < y).

Nova relacija na @) je podskup poretka na P: <g je Q? N <. Posto se radi
o restrikciji poretka < na skup @, indeks @ se izostavlja. Kaze se i da je
poredak na @@ indukovan poretkom iz P.

PRIMER 1.6. a) Jedan beskonac¢ni uredeni podskup iz (N, |) je (N*, |),
pri ¢emu je N* skup kvadratno slobodnih prirodnih brojeva. Po definiciji,
broj n je kvadratno slobodan ako nije deljiv kvadratom nijednog prostog
broja. Dakle,

n € N* akoisamo akojen=1ilin=p;-p2- ... - pg,

gde su pq, ..., pr razliciti prosti brojevi.

b) Kolekcija Sub G podgrupa proizvoljne grupe G je u odnosu na inkluziju
uredeni podskup kolekcije svih podskupova te grupe.

c¢) Ako je A neprazni skup, onda je (P*(A),C) uredeni podskup parti-
tivnog skupa P(A), gde je P*(A) skup svih nepraznih podskupova iz A.

d) Skup Pp(A) konaénih podskupova skupa A, je uredeni podskup par-
titivnog skupa za A. Jasno, ako je A konacan skup, onda je Py(A) = P(A);
za beskonacéno A te kolekcije se razlikuju.

e) Skup &(A) svih relacija ekvivalencije na nepraznom skupu A je u
odnosu na inkluziju uredeni podskup skupa P(A?). O

Neki podskupovi datog uredenog skupa (P, <) imaju posebna imena.
Linearno uredeni podskup iz P je lanac.

Suprotno, podskup A iz P koji sadrzi samo neuporedive elemente zove
se anti-lanac:

A je anti-lanac ako i samo ako za sve razlicite x,y iz A vazix € yiy £ x.

Podskup I iz P je polu-ideal ako za sve x,y iz P vazi:
izzeliy<La,slediyel.

Sli¢no, podskup F' uredenog skupa P je njegov polu-filter ako za sve x,y
iz P vazi:
izzeFix<y,slediyeF.

PRIMER 1.7. a) Svi stepeni nekog prirodnog broja n (1,n,n2, n3,...)
obrazuju lanac u uredenom skupu (N, |).

U istom skupu, jedan anti-lanac ¢ine svi prosti brojevi, a drugi na pr.
brojevi izmedu 20 i 30.

Jedan polu-ideal u (N, |) sastoji se od svih delitelja broja 10; opstije,
polu-ideali su unije skupova delitelja nekih brojeva.

Najzad, jedan polu-filter u N obrazuju na primer svi brojevi deljivi ili sa
2 ili sa 3.
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b) Na slici 1.3 predstavljeni su dijagrami jednog istog uredenog skupa,
sa redom istaknutim po jednim lancem, anti-lancem, polu-idealom i polufil-
trom. 0

AR I

1.4. Funkcije izmedu uredenih skupova. Dualnost. Akosu (P, <)
i (Q, <) dva uredena skupa, onda je funkcija f : P — () izotona (saglasna
sa poretkom) ako za x,y € P

izx <y sledi f(z)< f(y).

Injektivna funkcija f iz P u @ je obostrano izotona, ako zadovoljava
uslov

<y« flz) < fy).

Bijektivna i obostrano izotona funkcija f : P — @ zove se izomorfizam
izmedu (P, <) i (Q, <).

Ako postoji (bar jedan) izomorfizam iz uredenog skupa P u uredeni skup
@, onda se kaze da su oni izomorfni i to se oznacava sa (P, <) & (Q, <).

Izomorfizam uredenog skupa P na taj isti skup je automorfizam.

Sliéno kao i za poredak, kaze se da je funkcija f : P — () saglasna sa
relacijom pokrivanja ako za x,y € P

izx <y sledi f(z)=< f(y).

LEMA 1.8. Bijekcija f izmedu dva konacna uredena skupa je izomorfizam
ako i samo ako su f i njegovo inverzno preslikavanje saglasni sa relacijom
pokrivanja.

Dokaz. Pretpostavimo da je f izomorfizam izmedu (P, <) i (Q, <). Neka
jeu Pz <vy. Tada je x < yiodatle f(z) < f(y) (ne moze biti f(z) = f(y),
jer je f injektivno preslikavanje). Ako postoji z € @ takvo da je f(x) <
z < f(y), onda je z = f(u), za neko u € @, jer je f ,na“. Po pretpostavci
i zato §to je f funkcija, x < u < y, §to je u suprotnosti sa x < y. Zato je
f(z) < f(y). Implikacija u suprotnom smeru dokazuje se na sli¢an naéin,
pa iz izomorfizma sledi

x <y ako isamo ako f(z) < f(y).

Obratno, pretpostavimo da vazi poslednja ekvivalencija, i neka je za
z,y € P, x < y. Tada postoje z1,...,2, € P, takvida je x < 21 < -+ <
zn < y. Po gornjoj pretpostavci je i f(x) < f(z1) < -+ < f(zn) < f(y), pa
odatle f(z) < f(y). Ako je za u,v € @, ispunjeno u < v, s obzirom da je
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,na“ postoje x iy iz P, takvi da je u = f(z),v = f(y). Sada se na isti
nacin kao gore pokazuje da je x < y. f je dakle izomorfizam. |

Za dva Hase-dijagrama, Dq i Do, kazemo da su izomorfni ako postoji
bijekcija f izmedu njihovih évorova koja je u oba smera saglasna sa relacijom
pokrivanja: postoji spojnica od ¢évora x ka ¢voru y u D; ako i samo ako
postoji spojnica od f(z) do f(y) u Da.

TVRPENJE 1.9. Konacni uredeni skupovi su izomorfni ako i samo ako
su izomorfni njihovi dijagrami.

Dokaz. Ako su poseti (P, <) i (Q, <) izomorfni, onda su im po prethod-
noj lemi dijagrami izomorfni, buduéi da je dijagram jednoznacno odreden
relacijom pokrivanja. Obratno, pretpostavimo da (P, <) i (Q,<) imaju
izomorfne dijagrame. Za svaki od tih poseta postoji bijekcija sa odgovara-
juéim dijagramom, koja ocuvava relaciju pokrivanja. Kako su dijagrami
izomorfni, sledi da postoji izomorfizam i izmedu poseta. |

Prema poslednjem tvrdenju svaki dijagram reprezentuje klasu medusob-
no izomorfnih uredenih skupova. Kazemo da su ti uredeni skupovi jednaki
do na izomorfizam.

PrIMER 1.10. Na slici 1.4 prikazani su dijagrami svih uredenih skupova
sa najvise cetiri elementa: 1 sa jednim elementom, 2 sa dva, 5 sa trii 16 sa
Cetiri elementa. O

o ] e A e eee 8/

L AV ALY O
1 &AW B e ]

Slika 1.4

Ako je (P, <) uredeni skup, onda je dualni poredak > na skupu P
definisan sa
x >y akoisamo ako y < x.
Dualni poredak je po definiciji inverzna relacija za poredak < i to je isto
refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija na P (videti zadatak 1.6).

PrRIMER 1.11. Poredak predstavljen jednim dijagramom sa slike 1.5 du-
alan je poretku koji je odreden drugim dijagramom. O

Za svako tvrdenje koje se odnosi na relaciju poretka i uredene skupove
postoji dualno tvrdenje. Ono se dobija zamenom u prvom tvrdenju svih
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pojavljivanja relacije < dualnom relacijom > i svih pojavljivanja relacije
> relacijom <.

Princip dualnosti za uredene skupove: Ako neko tvrdenje vazi za sve
uredene skupove, onda za sve uredene skupove vazi i dualno tvrdenje.

{a, b} {a} {}
N NS
{a} {b} {a, b}
(P, <) (P,2)
Slika 1.5

Tac¢nost Principa dualnosti je skoro oc¢igledna. Treba samo uociti da se
dokaz dualnog tvrdenja dobija iz dokaza pocetnog, prosto zamenom relacije
poretka njoj dualnom.

1.5. Specijalni elementi. Neka je (P, <) uredeni skup i b € P.
Kazemo da je b minimalan ako za sve z iz P vazi:
iz x <b sledixz=25.
Dualno, b je maksimalan ako za sve x iz P vazi:
iz b<x sledi b=z.
Elemenat b je najmanji u P, ako je ispunjeno:
(Vx e P)(b< x).
Dualno, b je najveéi u P, ako vazi:
(Vx € P)(z <D).
Ocigledno, b je minimalan ako i samo ako je ta¢na formula:
—(3x € P)(z < b),
odnosno b je maksimalan ako i samo ako je ispunjeno:
—(FzeP)b<x).

Najmanji elemenat je i minimalan, najve¢i maksimalan; obrat ne vazi.
Ako postoji, najmanji elemenat je jedinstven (zbog antisimetriénosti, jer bi
svaki od dva takva elementa bio u relaciji < sa onim drugim) i ¢esto se zove
nula uredenog skupa (tako se i oznacava, 0). Sli¢no, ako postoji najveéi
elemenat u uredenom skupu, on je jedinstven i zove se jedinica, u oznaci 1.

Za uredeni skup koji ima najmanji i najveéi elemenat kaze se da je
ogranicen.
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PRIMER 1.12. a) Uredeni skup prikazan dijagramom na slici 1.6 (i) ima
najmanji i tri maksimalna elementa, na dijagramu (ii) svaki elemenat je i
minimalan i maksimalan; uredeni skup (iii) ima tri minimalna i tri maksi-
malna elemenata, a (iv) je primer skupa sa beskona¢no mnogo minimalnih
i maksimalnih elemenata.

O

(i) (i) (ii) (iv)
Slika 1.6

b) U (N, <) najmanji elemenat je broj 1, a u (Z7,<) (negativni celi
brojevi) najveéi je —1. (N, |) ima najmanji elemenat, broj 1; najveéi nema.
Medutim, (Np, |) (gde je No = NU{0}) ima i najveéi elemenat, broj 0, ako
se definise da za svaki prirodan broj n, n | 0.

c¢) Neka je A neprazan skup. Tada

(P(A), C) ima najmanji (0) i najveéi (A) elemenat;

(P(A)*, C) (neprazni podskupovi, primer 1.6 c), str. 14) nema najmanji,
ali ima minimalne elemente - jednoc¢lane podskupove skupa A;

ako je A beskonacan, (Pp(A),C) (kona¢ni podskupovi, primer 1.6 d))
ima samo najmanji elemenat, prazan skup. O

TVvRDENJE 1.13. U konacnom uredenom skupu postoji bar jedan mini-
malan (maksimalan) elemenat.

Dokaz. Dokazujemo postojanje minimalnog elementa. Neka je x proizvo-
ljan elemenat konacnog uredenog skupa P. Ako je x minimalan, tvrdenje
vazi, u protivnom postoji 1 € P, takav da je 1 < z. Nastavak ovog
postupka vodi do minimalnog elementa, jer bi inace konac¢an skup P sadrzao
beskonacan podskup {z1,z2,... }.

Analogno se pokazuje da postoji maksimalan elemenat iznad x. |

Beskonacni uredeni skupovi ne moraju imati minimalne i maksimalne
elemente (takvih elemenata nema na pr. u (Z,<)). Uslove pod kojima ti
elementi postoje daje tzv. Zornova lema navedena dalje u ovom odeljku.

Ako uredeni skup P ima najmanji elemenat 0, onda je svaki elemenat
kojim je on pokriven (ako takav postoji) atom:

a je atom <— 0 < a.

Dualno, ako u P postoji najveéi elemenat 1, onda se analogno definise
koatom:
a je koatom +— a < 1.
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PRIMER 1.14. a) U (P(A),C) atomi su jedno¢lani skupovi, a koatomi
su skupovi A\ {z}, x € A.

b) U (N, <) jedini atom je broj 2, a u (N, | ) atomi su prosti brojevi.
c¢) Uredeni skup ([0, 1], <) (jedini¢ni interval realne prave) nema atoma,
iako ima najmanji elemenat. O

1.6. Infimum i supremum. Neka je () neprazni podskup uredenog
skupa P.

Donje ogranicenje (donja meda) podskupa @ je svaki elemenat z iz
P sa osobinom x < b, za sve b € Q).

Slicno, gornje ogranicenje (gornja meda) skupa @ je svaki y iz P sa
osobinom da je b < y, za sve b € Q.

PRIMER 1.15. a) Gornja ogranic¢enja za podskup {c,d} uredenog skupa
prikazanog dijagramom na slici 1.7, su f,g,h i ¢. Donjih ogranicenja taj
podskup nema.

O g

o/
N

e O O,

ao °b Slika 1.7

b) Gornje ogranicenje kolekcije podskupova u partitivnom skupu je svaki
skup koji sadrzi njihovu uniju, a donje ogranicenje svaki skup sadrzan u
njihovom preseku.

¢) U (N, |) gornja ograni¢enja postoje samo za konacne skupove prirod-
nih brojeva. Ako je M takav skup, onda je njegovo gornje ogranic¢enje svaki
zajednicki sadrzalac svih brojeva u skupu. Donja ograni¢enja postoje za sve
neprazne podskupove iz N, medu kojima je uvek broj 1. O

Sada formuliSemo uslove za postojanje maksimalnih elemenata u proiz-
voljnom uredenom skupu.

TVRDENJE 1.16. Ako u uredenom skupu (P, <) svaki lanac ima gornje
ogranicenje, onda u P postoji bar jedan maksimalni elemenat. |

Ovaj stav zove se Zornova Lema (M. Zorn, 1935) i on se uzima kao ak-
siom u teoriji skupova (postoje brojna ekvivalentna tvrdenja - najpoznatije
je Aksiom izbora (videti na pr. [13])).

Donja i gornja ograni¢enja nisu jednoznacno odredeni elementi, a moze
se desiti i da ih nema (primer 1.15). Za skupove tih ograni¢enja uvodimo
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posebne oznake. Ako je P uredeni skup i Q C P, onda definiSemo

QY = {a€P|a<b, zasvako be Q};
Q7 = {a€eP|b<a, zasvako b€ Q}.

Dakle, Q¢ je skup svih donjih, a Q9 svih gornjih ograniGenja za podskup Q
iz P. Primetimo da je Q% polu-ideal, a Q9 polu-filter u P.

Najvedi elemenat skupa Q? (ako postoji) zove se infimum podskupa Q,
u oznaci inf Q).

Dualno, najmanji elemenat skupa Q¢ (ako postoji) zove se supremum
podskupa @), u oznaci sup Q.

Infimum i supremum su dakle redom najveée donje i najmanje gornje
ogranic¢enje datog podskupa; to se moze formulisati kao Sto sledi.
Ako je p € P, onda je p = inf @ ako i samo ako vazi:
(i)zasveriz Qjep<x i
(77) ako postoji y u P tako da je za sve x iz @ ispunjeno y < x
onda je y < p.
Sliéno, ako je p € P, onda je p = sup @ ako i samo ako vazi:
(Yzasvex iz Qjex<p i
(17") ako postoji y u P tako da je za sve z iz ) ispunjeno = < y, onda
jep<y.
Za razliku od donjih i gornjih ogranic¢enja, infimum i supremum datog
skupa su, ako postoje, jedinstveni. Razlog je jedinstvenost najveéeg elemen-
ta u Q%, odnosno najmanjeg u Q9.

NS 1
! t / % v
X1,

¢ d q
NS NG
a b p
@ (ii) Slika 1.8

PRIMER 1.17. a) U uredenom skupu prikazanom na slici 1.8 (i) ispunjeno
je {b,c,d}? = {b}, pa je inf{b,c,d} = b. Kako je {b,c,d}s = {e, f,g,h}, a
taj skup nema najmanji elemenat, supremum skupa {b, ¢, d} ne postoji.

b) Skup {p, s} nema ni infimum ni supremum u uredenom skupu pred-
stavljenom na slici 1.8 (ii). Prvo zbog toga &to je {p,s}¢ prazan skup, a
drugo zato $to {p, s}Y nema najmanji elemenat (ima dva minimalna, u i v).

¢) Infimum svake kolekcije podskupova u partitivnom skupu je njihov
presek, a supremum njihova unija.
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d) Infimum konaéne kolekceije prirodnih brojeva u uredenom skupu (N, | )
je njihov najvedi zajednicki delilac, a supremum najmanji zajednicki sadrza-
lac.

e) U uredenom skupu pozitivnih racionalnih brojeva podskup

{z]2?>2}
nema infimum, dok ga u skupu pozitivnih realnih brojeva ima (v/2). O

Napomenimo da svaki jednoelementni podskup uredenog skupa ima in-
fimum i supremum: inf{a} = sup{a} = a.

O infimumu i supremum praznog skupa videti zadatke 1.9 1 1.10 u nas-
tavku.

1.7. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.1. Da Ii je deljivost na skupu Z celih brojeva relacija poret-
ka?
Resenge.
Relacija ,deli®, u oznaci | se definise sa
x | y ako postoji z € Z tako da je xz = y.

Ova relacija je refleksivna i tranzitivna, jer x |z za svakoz iz z |y iy |z
sledi da = | z. Medutim, ova relacija nije antisimetri¢na! Zaista, za suprotne
brojeve, na primer 5 i -5, ispunjeno je 5| =51 —5 | 5, a nije 5 = —5. Dakle,
relacija | na skupu Z nije relacija poretka. O

ZADATAK 1.2. Dokazati da je relacija < (manje) antisimetri¢na i tran-
zitivna, a da nije refleksivna.

Resenge.
Neka je < relacija poretka na skupu P. Relacija < definiSe se na P sa
r<yakojexr<yix#y.

Iz z < yiy < x po ovoj definiciji sledi x <y, y < z i x # y. Relacija < je
antisimetri¢na, pa je x = y, Sto daje protivreénost x = y i x # y. Dakle iz
xr <y iy < x sledi kontradikcija, pa je taj iskaz netacan. Zaklju¢ujemo da
je implikacija r < y Ay < z = = = y uvek tacan iskaz, i < je antisimetricna
relacija.

Da bismo dokazali tranzitivnost, pretpostavimo da je z < y i y < z.
Dakle, x < yiax #yiy<ziyF#z odakle z < z. Vaziix # z, jer bi iz
x = z sledilo z < y, §to je prema gornjim razmatranjima nemoguce. Zato je
T <z

Da relacija < nije refleksivna sledi direktno iz definicije. O

ZADATAK 1.3. Dokazati da relacija pokrivanja <, izvedena iz poretka
< na uredenom skupu P, ima sledece svojstvo:
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Za Sve T, Y1,Y2, -, Yn € P
akox <y <y2 <--- < yy onda (%)
xFyzai=1,2,....nix Ay, zai=23,...,n.
Resenge.
Prvi deo se dokazuje indukcijom po i. Dokazuje se da je x < y; za sve
i =1,...,n, odakle po definiciji relacije < sledi x # ;. Iz z < y; sledi, po
definiciji, z < y;. Pretpostavimo da je © < y;. 1z y; < yiy1 sledi y; < yiy1,
odakle je, prema tranzitivnosti relacije < (prethodni zadatak), z < y;i1.
Dakle x < y;, pajeix #y; zasvei=1,...,n.
Kako je x < y1 i y1 < y; (za i > 1), (8to sledi iz prethodno dokazanog
dela), nije = < y;. O

ZADATAK 1.4. Neka je na skupu P data binarna relacija koja ispunjava
svojstvo (x), navedeno u zadatku 1.3. Dokazati da se pomocu takve relacije
moze definisati poredak na P.

Resenge.

Neka je < binarna relacija na P za koju je ispunjeno:

akor <y1 <y2 <--- < yp, onda
r#yzai=1,2,....n i zAAy,zait=2,3,...,n.

Definisemo relaciju < na P sa:

x < y ako je x = y ili ako postoji n € N iniz y;,...,y, elemenata iz P
takvihdajex <y1 <y2 < <yp 1 yn =v.

Direktno iz definicije sledi da je relacija < refleksivna.

Pretpostavimo da je x < y i y < x. Pretpostavimo da nije x = y; tada
postoje nizovi y1,...,Yn 1 21,. .., Zm, takvi da je

T <Y< =Y, Yn =Y 1 Y<21 <22 < <2y 2 =T
Dakle, postojao bi niz
T<Y1 <Yy <" <Y<z <22<--=<7z,

§to je nemoguce prema uslovu (k). Sledi z = y irelacija < je antisimetri¢na.
Izz <yiy <z akojex = yili y = 2 tranzitivnost sledi. Ako jednakosti
ne vaze, postoje n,m € N, i elementi y1,...,yn 1 21,..., 2y takvi da je

Ty <Y2 <= Yny Yn =Y 1Yy <21 <22 < < 2Zm, Zm = 2.
Sledi da postoji niz
T<y <Y< =Y <21 <2 < < Zm,

gde je z,, = 2z, pa je x < z i relacija < je tranzitivna. O

ZADATAK 1.5. Dokazati da u uredenom skupu (P,<) iz © # y sledi
rLyiliy«Lx.

Resenje.
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Tvrdenje zadatka je ta¢no kontrapozicija antisimetri¢nosti relacije <:
Izx<yiy<axsledi z=y. O

ZADATAK 1.6. Inverzna relacija relacije poretka na skupu P je poredak
na istom skupu. Dokazati.

Resenge.

Inverzna relacija za relaciju poretka < na skupu P je relacija > defi-
nisana sa: x > y ako i samo ako y < z. Direktno iz definicije sledi da je
relacija > refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. O

a b

X

c d
Slika 1.9

ZADATAK 1.7. Po definiciji na str. 14, podskup F iz P je polu-filter ako
za sve x,y iz F vazi: izx € F iz <y, sledi y € F. Odrediti sve polu-filtre
uredenog skupa na slici 1.9.

Resenje.
Polu-filtri ovog uredenog skupa su 0, {a}, {b}, {a,b},{a,b,c}, {a,b,d},
{a,b,c,d}. O

ZADATAK 1.8. Bijektivna funkcija f : P — @ izmedu uredenih skupova
(P, <) i (Q,<) je obostrano izotona ako i samo ako je ispunjeno: za sve

T,y €Q
fHx) < fHy) ako i samo ako x < y.

Dokazati.

Resenje.

Prema definiciji, injektivna funkcija f iz P u @ je obostrano izotona,
ako zadovoljava uslov

a<b «— f(a) < f(b).

Posto je funkcija f ovde bijektivna, postoji inverzna funkcija f~! iz Q
u P koja je takode bijekcija i za sve a,b € P postoje jedinstveni elementi
r,y € Q, takvida je a = f~1(x) i b= f~!(y). Tada je

z=f(f"H2) = fla) i y=F(f"'(y) = f)

Tvrdenje zadatka je sada ocigledno. O

ZADATAK 1.9. Odrediti §¢ i 39 u proizvoljnom uredenom skupu.

Resenje.
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Prema definiciji skupa donjih ogranic¢enja,
§?:={a € P|a<b, zasvako bec (}.

Dakle,
z € (¢ ako i samo ako (Vb)(b€ = z < b).
Iz ¢injenice da je b € () netacan iskaz za svako b, sledi da je gornja implikaci-

ja tacna za svako z € P, tj. 0% = P. Na analogan naéin se utvrduje da je
09 = P. O

ZADATAK 1.10. Odrediti infimum i supremum praznog skupa u proiz-
voljnom uredenom skupu.

Resenge.

Prema prethodnom zadatku, skup donjih i gornjih ograni¢enja praznog
skupa je ceo skup P. Zato infimum praznog skupa postoji u P ako i samo
ako u P postoji najveéi elemenat, i taj infimum je jednak najvecem elemen-
tu. Analogno, supremum praznog skupa postoji ako i samo ako u P postoji
najmanji elemenat, i supremum je jednak najmanjem elementu. O

ZADATAK 1.11.  Ako je a elemenat uredenog skupa (P,<), onda je
skup
la:={xePlx<a}
glavni ideal generisan sa a. Dualno, skup

ta:={rePla<cz}

je glavni filter generisan sa a.

Dokazati da glavni ideal i glavni filter ispunjavaju redom definicije polu-
ideala, odnosno polu-filtra (str. 14).

Resenge.

Neka je la glavni ideal u (P, <) generisan sa a i © € la. Tada je z < a.
Ako je y < z, onda je y < a, pa je iy € la. Dakle, a je polu-ideal.

Analogno se dokazuje da je glavni filter jedan polu-filter. O

ZADATAK 1.12. Drvo je uredeni skup (P, <) sa najmanjim elementom,
kod koga su svi glavni ideali lanci.

Dokazati:

(a) U drvetu nijedan par neuporedivih elemenata nema supremum.

(b) U konac¢nom drvetu svaka dva elementa imaju infimum.

Resenje.

(a) Neka je (P, <) drvoix,y € P. Neka su x i y proizvoljni neuporedivi
elementi iz P. Ako bi postojao supremum s za njih, tada bi glavni ideal

generisan sa s sadrzao elemente x i y koji su neuporedivi, pa uredeni skup
P ne bi bio drvo.
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(b) Neka je skup P konacan. Ako su z i y uporedivi, tada je infimum
onaj od njih koji je manji. Ako nisu uporedivi, skup donjih ogranic¢enja
je neprazan, jer mu pripada bar najmanji element. Ako bi u skupu donjih
ogranicenja postojali neuporedivi elementi, to bi bilo u suprotnosti sa defini-
cijom drveta. Zaista, tada bi glavni ideal generisan svakim od elemenata x,
1y, sadrzao neuporedive elemente.

Dakle, skup donjih ogranicenja je lanac i buduéi da je konacan, ima naj-
vedi elemenat; to je trazeni infimum. O

ZADATAK 1.13. Ako su B i C podskupovi uredenog skupa A, onda je:
a) B C B% N B9,

b) Iz B C C sledi C9 C B9 i C% C B

c¢) B¢ = B4 j B9 = B999.

Dokazati.
Resengje.
Prema definicijama na str. 20,
B = {a€A|a<b, zasvako b€ B};
BY = {a€A|b<a, zasvako b€ B}.

Analogno se formulisu jednakosti za C? i C9. U skladu sa tim,
BY — (Bd)g7 BY4 — (Bg)d
i sliéno.

a) Neka x € B. Tada je x < y za sve y € BY. Sledi da = € BY9?. Takode
jeiy < xzasvey € BY pajex e BY. Dakle, x € BY N B%, §to je i
trebalo dokazati.

b) Neka je BC Cix e CY9. Dakle,zasvey € C,y < x. Iz B C C, sledi
dajey<xzizasvey € B, paix € BY. Druga inkluzija se pokazuje dualno.

¢) Iz dela pod a) sledi B € B%, pa je iz dela pod b), B%¥? C B

Kad se deo pod a) primeni na B¢, dobija se B¢ C B%? odakle sledi
trazena jednakost. Druga jednakost se pokazuje dualno. O

ZADATAK 1.14. Dokazati da u proizvoljnom uredenom skupu (pod
uslovom da naznaceni infimumi i supremumi postoje), za sve x,y,z € P,
vazi:

(a) sup{z,sup{y, z}} = sup{sup{z,y}, z}.

(b) inf{z,inf{y, z}} = inf{inf{z, y}, z}.

Resenje.

(a) Neka je sup{z,sup{y, z}} = a. Po definiciji supremuma je z < a i
sup{y,z} <a,pajeiy<aiz<a Otuda je a jedno gornje ogranicenje za
elemente z, y i z. Pokazujemo da je a supremum za skup {z,y, z}. Neka je
¢ gornje ogranicenje za taj skup. Iz x < ¢, y < ciz < ¢ sledi sup{y, z} < ¢
(po pretpostavci, ovaj supremum postoji), i dalje sup{x,sup{y,z}} < ¢,
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odnosno a < ¢. Dakle, supremum za skup {z,y,z} postoji i to je upravo
elemenat a, odnosno

sup{z, sup{y, z}} = sup{z, y, z}.
Na analogan nacin se pokazuje da je

sup{sup{z,y}, z} = sup{z,y, 2},
pa je trazena jednakost ispunjena.
Zadatak pod (b) se dokazuje analogno. O

2. Mreza

2.1. Mreza kao uredeni skup. Poseban znac¢aj medu uredenim sku-
povima imaju oni ¢iji svi konaéni podskupovi, ili jo§ viSe, svi podskupovi,
imaju infimum i supremum.

Mreza je uredeni skup (L, <) u kome za svaka dva elementa a i b postoji
inf{a, b} i sup{a, b}.

Oznaka L potice od engleske reci lattice 3.

TVRDENJE 1.18. Ako je (L,<) mreza, onda inf M i sup M postoje za
svaki neprazni konacni podskup M skupa L.

Dokaz. Indukcija po broju elemenata u M. Ako je M = {a}, onda je
inf M = sup M = a; ako M ima dva elementa, onda infimum i supremum
M postoje po pretpostavci. Neka je dalje je M = {a1,...,a,} i p = inf M.
Ako je b € L, onda, bududi da je L mreza, inf(M U {b}) = inf{p, b}, Sto se
neposredno proverava. Po indukciji, svaki kona¢ni podskup iz L tako ima
infimum. Dokaz da postoje i supremumi je analogan. |

Potpuna (kompletna) mreza je uredeni skup u kome svaki podskup
ima infimum i supremum.

Dakle, u mrezi svaki neprazni kona¢ni podskup ima infimum i supre-
mum, a u potpunoj mrezi infimum i supremum postoje za sve podskupove,
uklju¢ujuéi prazan skup i sam skup L. Infimum i supremum skupa L su
redom najmanji (0) i najveéi (1) elemenat; isto vazi za prazan skup, samo
obrnutim redom (zadatak 1.10). Mreza je ograni€ena, ako je ograni¢ena
kao uredeni skup, tj. ako poseduje najmanji elemenat, 0, i najveéi, 1. Otuda
je tacan stav koji sledi.

TVRDENJE 1.19. Svaka potpuna mreZa je ogranicena (tj. ima najmanji
i najveci elemenat). |

Prema tvrdenju 1.18 za kona¢ne mreze vazi sledeci stav.

30stali termini sa sliénim znacenjem, kao net, network, grid i sl. odnose se na druge
matematicke ili tehnicke objekte.
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PosLEDICA 1.20. Svaka konacna mreza je potpuna i ogranicena. |

PRIMER 1.21. a) Svi skupovi brojeva, od prirodnih do realnih, jesu mreze
u odnosu na uobicajeni poredak <, jer u tim uredenim skupovima

inf{a,b} = min{a, b}, a sup{a,b} = max{a,b},

pa infimum i supremum za dvoelementni skup uvek postoje (videti i zadatak
1.20).

Uopste, svaki lanac je iz istih razloga mreza.

U odnosu na potpunost, navedene mreze brojeva se razlikuju. Na primer,
skup R realnih brojeva u odnosu na uobi¢ajeni poredak nije potpuna mreza,
ali se lako kompletira dodavanjem najmanjeg, —oo, i najveceg elementa, oo,
s obzirom da se definiS§e —oo < = < oo za sve z iz R. Takvo upotpunjavanje
ne daje rezultat u slucaju skupa Q racionalnih brojeva, jer i dalje skup
{r € Q| 22 < 2} kao ni sli¢ni, analogno konstruisani skupovi, nema ni
infimum ni supremum, a ima gornja i donja ogranic¢enja.

b) Partitivni skup nepraznog skupa je potpuna mreza u odnosu na
inkluziju, jer je infimum svake kolekcije podskupova njen presek, a supre-
mum unija.

c¢) Uredeni skup (N, |) je mreza, jer je

inf{z,y} = nzd(z,y), a sup{z,y} = nzs(z,y).

Ta mreza nije potpuna (dovoljno je samo utvrditi da nije ogranicena).
d) Nijedno drvo (zad. 1.12) osim lanca nije mreza, jer ne postoje supre-

mumi. O
1 N N
EEE TR ECIN GO
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Slika 1.10

Mreze su uredeni skupovi, pa se na njih prenose sva svojstva koja su veé
navedena. Zato dijagram do na izomorfizam odreduje mrezu kao uredeni
skup. Na slici 1.10 predstavljeni su dijagrami svih mreza sa najvise 6 ele-
menata.
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U slede¢em stavu formulisan je osnovni uslov pod kojim je uredeni skup
mreza.

TEOREMA 1.22. Uredeni skup u kome svaki podskup ima infimum je
potpuna mreza.

Dokaz. Treba dokazati da postoji supremum proizvoljnog podskupa Q
iz L. Tvrdimo da je to infimum skupa svih gornjih ogranic¢enja za Q. Zaista,
Q)9 postoji i neprazan je: u njemu je bar najveéi elemenat mreze, kao infi-
mum praznog skupa (zadatak 1.10). Dalje, inf Q9 je po definiciji infimuma
najve¢e donje ogranicenje za Q9. Iz ¢injenice da je ) podskup skupa svih
donjih ogranicenja za @Y, sledi da je inf Q9 najmanji od svih elemenata koji
su gornja ogranic¢enja za (), odnosno inf Q9 je po definiciji sup Q. |

Analogno se dokazuje i dualno tvrdenje:

TEOREMA 1.23. Uredeni skup u kome svaki podskup ima supremum je
potpuna mreza. |

U uredenom skupu infimum i supremum su, ako postoje, jedinstveni. S
druge strane, mreza je uredeni skup u kome infimum i supremum postoje za
svaka dva elementa (tj. za svaki dvoélani podskup). Ovo je u stvari dokaz
sledeceg tvrdenja.

TEOREMA 1.24. U svakoj mrezi (L, <) mogu se definisati binarne ope-
racije A i V,* na sledeéi nacin:

x ANy:=inf{x,y} i zVy:=sup{z,y}. [ |

Na osnovu ovih definicija i tvrdenja, u nastavku koristimo oznaku x A
y za infimum, a x V y za supremum elemenata x i y (tj. odgovarajuceg
dvoclanog skupa). Analogno, ako je M podskup mreze L, uvodimo oznake

J\M:=infM i \/M :=supM.

S obzirom da skup M ne mora biti konac¢an, ove oznake u opStem slucaju
ne oznacavaju operacije na mrezi.

TEOREMA 1.25. Operacije A 1 V na proizvoljnoj mrezi (L,<) imaju
sledeca svojstva:

TANy=yAz (komutativnost)
rVy=yVzx

TA(Yynz)=(xAy) Nz (asocijativnost)
xV(yVvVz)=(xVy)Vz

e (zVy) = apsorpcija
xV(rAy)==x (apsorpcija)

4Izgovaraju se redom 3“1 ,,ili“, terminima pozajmljenim iz iskazne logike; u srpskom
jeziku ne postoje drugi (Sire prihvadeni) nazivi za te operacije.
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Dokaz. Komutativnost sledi neposredno iz definicije infimuma i supre-
muma skupa (redosled elemenata nije svojstvo skupa). Asocijativnost je
tacna, jer se obe strane svake jednakosti odnose na isti skup {x,y, z} (videti
zadatak 1.14). Za apsorpciju treba uociti da je z < x V y, pa je na osnovu
osobina infimuma i supremuma, x A (z V y) = z i sli¢cno za drugu jednakost
(za detaljan dokaz pogledati zadatak 1.18). |

Jasno je da se infimum i supremum jednoelementnog skupa poklapaju
sa tim jedinim elementom. Otuda i ta¢nost sledeceg tvrdenja.

TVRDENJE 1.26. U svakoj mrezi je ispunjeno:

rhT =1 (idempotentnost).
rVr=zx |

O vezi izmedu poretka ( <) i operacija (A i V) na mrezi govori sledeée
tvrdenje. Dokaz sledi iz samih definicija.

TVRDENJE 1.27. U mreZi je x < y ekvivalentno sa svakom od jednakosti
zANy=x 1 xVy=uy. |

U mrezi sa najmanjim elementom mogu postojati atomi, elementi koji
pokrivaju nulu (str. 18). Mreza je atomarna ako za svaki njen elemenat z
razli¢it od najmanjeg postoji atom a, takav da je a < x.

PRIMER 1.28. (i) Mreza (N, |) je atomarna, atomi su prosti brojevi.

(74) Partitivni skup je atomarna mreza u kojoj su atomi jednoc¢lani
skupovi.

(791) Svaka kona¢na mreza je atomarna. O

2.2. Mreza kao algebarska struktura. Uzimajuéi u obzir osobine
binarnih operacija definisanih u prethodnom odeljku, definise se mreza kao
algebarska struktura.

Neka je L neprazni skup, a A i V binarne operacije na njemu. Tada je
uredena trojka (L, A,V) mreza (kaze se i mreza kao algebarska struktura,
algebra), ako vaze sledeéi identiteti (aksiome):

TANYy=yNx

ztVy=yVvuox

zAyNz)=(xAy) Az
zV(yVz)=(xVy)Vz
xA(xVy)==x
xV(rAy)==x

Iz ove definicije odmah sledi: svaki uredeni skup (L, <) koji je mreza,
istovremeno je mreza i kao algebarska struktura (L, A, V). Zaista, binarne
operacije A1V suumrezi (L, <) redom infimum i supremum i gornje aksiome
jesu njihove osobine (teorema 1.25).

(zakoni komutativnosti);
(zakoni asocijativnosti);

(zakoni apsorpcije).
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U nastavku pokazujemo da je tacan i obratan stav: na mrezi (L, A, V)
moze se definisati poredak <, tako da je uredeni skup (L, <) mreza.
Prvo se za dokazuje stav analogan tvrdenju 1.26 za mreze kao uredene
skupove.
LEMA 1.29. Na mrezi (L, A\, V) ispunjeno je:
rTNT==x

(zakoni idempotentnosti).
rVxr=x

Dokaz. Na osnovu drugog zakona apsorpcije je
zA(xV(zAzx))=xAz,
gde je y zamenjeno sa x. Ako se pak u prvom zakonu apsorpcije umesto y
stavi z A z, onda je
zA(zV(zAz)) =2
Otuda, z Az = .

Drugi zakon idempotentnosti izvodi se analogno pomocu izraza = V (z A
(x V). [ |

LEMA 1.30. Ako je (L, A,V) mreza, onda je binarna relacija <, defini-
sana sa

(1) r <y akoisamo akoje x ANy ==,
relacija poretka na L.

Dokaz. Refleksivnost relacije < sledi iz zakona idempotentnosti tAx = x
(lema 1.29). Akojex <y tj. t Ay==z1iy <z, odnosno y A z =y, onda je
x = y zbog komutativnosti operacije A. Relacija < je dakle antisimetri¢na.
Najzad, neka je x <y tj. cAy=xiy < ztj]. y\z=y. Tada je

cANz=(xAyYNz=azAN(yYANz)=xzNy=uz,
pa je x < z, odnosno < je tranzitivna relacija. |
LEMA 1.31. U mrezi (L,A\,V) jex <y ako isamo ako je xVy=y.
Dokaz. Akojex < ytj. tAy==x,ondajexVy=(xAy)Vy=uy,

na osnovu drugog zakona apsorpcije. Obratno, ako je z V y = y, onda je na
osnovu prvog zakona apsorpcije t Ay =z A (xVy)=xtj. x < y. |

LEMA 1.32. U odnosu na poredak < definisan sa (1), svaki dvoclani
podskup {x,y} mreze (L, \,V) ima infimum i supremum, pri ¢emu je:

inf{z,y} =z Ay, sup{z,y}=2zVy.
Dokaz. Elemenat x A y je donje ogranicenje za skup {x,y}, jer je
(xAyY)ANe=wyAx)Nx=yA(zAx)=yAz,

dakle z Ay < z isliéno, Ay < y. Taj elemenat je najvece donje ogranicenje
za x 1y. Zaista, ako jeiz <z, 2 <y, tj. zAx =2z Ay =z, onda je

zAN(xANy)=(Ax)Ny=2A Ay =z,
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Sto znadi da je z < x A y. Dakle, z A y je infimum skupa {x,y}.
Dokaz da je x Vy supremum skupa {z,y} izvodi se analogno, na osnovu
leme 1.31. |

TEOREMA 1.33. (a) Svaka mreza (L,A,V) je istovremeno i mreza kao
uredeni skup (L, <) u odnosu na poredak definisan sa (1).

b) Svaka mreza (L, <) jeste mreza i kao algebarska struktura (L, A, V),
gde su operacije N\ iV redom infimum i supremum.

Dokaz. (a) Na osnovu lema 1.30 i 1.32.
(b) Na osnovu teoreme 1.25. [ |

Tako je ustanovljena ekvivalentnost pojmova mreze kao uredenog skupa
i mreze kao algebre. U nastavku teksta oznaka L odnosi se na mrezu kao
algebru sa dve binarne operacije, koja je u odnosu na poredak (1) mreza kao
uredeni skup.

PRrRIMER 1.34. Skupovi brojeva kao mreze sa dve binarne operacije su
(N, min, max), (N, nzd, nzs), (R, min, max) i sli¢no.

Operacije (infimum i supremum) koje se na partitivnom skupu P(A)
proizvoljnog skupa A izvode iz poretka C su redom presek i unija. Odgo-
varajuca mreza je (P(A),N,U). O

Navodimo elementarna svojstva infimuma i supremuma koja se mogu
izvesti bilo iz definicija infimuma i supremuma, bilo iz definicije poretka na
mrezi. Neka od tih svojstava su veé¢ upotrebljena u gornjim dokazima (videti
i zadatke 1.21 i 1.22 na str. 40).

TVRDENJE 1.35. Neka je (L,A,V) mreza i a,b,c,d € L. Tada
(i)anb<a<aVb;

(i) ako jea < bia < c, onda jea < bAc;

(7i1) ako jea < bic<b,ondajeiaVc<b;

(iv) ako jea < cib<d,ondajeaNb<cANdiaVb<cVd. [ |

2.3. Termi. Identiteti. Princip dualnosti. Ovde definisemo pravil-
no konstruisane izraze, tzv. mrezne terme (u nastavku: terme), kojima se
opisuju svojstva mreza:

- promenljive z,y, z,...,x1,x2,x3,... Su termi;

- ako su A i B termi, onda su (AA B) i (AV B) isto termi,

- termi su samo oni izrazi koji se obrazuju kona¢nim brojem primena
prethodna dva pravila (uz dogovor o brisanju spoljnih zagrada).

Sa t(x1,...,2,) oznacava se tzv. n-arni term, u kome ucestvuju neke
od promenljivih x4, ..., z,.

PRIMER 1.36. Termi su na primer

xVy, (xAy)Vez, ((@Ay)Az)Vu) Vo
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i slitno. Navedeni termi su redom: binaran, ternaran i 4-aran (kaze se i:
term ¢ija je arnost Cetiri). O

S obzirom na asocijativnost (uz odgovarajuéi dogovor o brisanju zagra-
da), termima smatramo i izraze

TiANTog A+ ATy, odnosno x1 Vo V-V x,.

Svaki n-arni term odreduje n-arnu funkciju (tzv. term funkciju) na da-
toj mrezi. Ona se dobija prostom interpretacijom promenljivih elementima
mreze, a oznaka A i V odgovarajuéim operacijama. Zato, ako je t(z1,...,Zy)
n-arni term i ay, .. ., a, elementi proizvoljne mreze L, onda je i t(ay,...,ay,)
elemenat iz L koji je vrednost term funkcije za te konkretne elemente.

Mrezni identitet (u nastavku: identitet) je formula s = ¢, gde su s i
t termi. Identitet je zadovoljen na mrezi L, ako su jednake funkcije koje na
toj mrezi odreduju termi s i ¢.

PrRIMER 1.37. Aksiome su identiteti koji po definiciji vaze na svakoj
mrezi.

Idempotentnost obeju operacija se takode opisuje identitetima (xAx = z
iz Vx=x) koji vaze na svakoj mrezi.

Identitet x A y = x vazi samo na jednoelementnoj mrezi. O

Formula oblika s < ¢, gde su s i t termi, ekvivalentna je sa identitetom
s At = s, usmislu da jedna od tih formula vazi ako i samo ako vazi druga.
Zato se i zakoni koje opisuje nejednakost uvek mogu interpretirati pomocu
identiteta.

TVRDENJE 1.38. U svakoj mrezi vaze sledece nejednakosti:
a)zV(yANz) < (zVy A(zVz2)
b) (xANy)V(zAhz)<xzA(yV=z)
) (xANy)V(zAz) < ((x Ay)Vz)Az. (modularna nejednakost).

(distributivne nejednakosti);

Dokaz. a) Na osnovu tvrdenja 1.35 (i) jex < xVy, z < x V z, pa je na
osnovu (it) iz istog tvrdenja

< (zVy) A(zV2).
Slicno, yAz<y<zVyiyAz<zVz paje
yANz< (xVy) A(zV=2).
Prema tvrdenju 1.35 (4i7) sledi
xV(yAz)<(xVy A(zVz).

Formalno istim postupkom dokazuju se i nejednakosti pod b) i c). |

U nastavku razmatramo identitete:
zV(yNnz)=(xVy A(zV2) (dy)
cA(yVz)=(xAy)V(zAz). (d2)
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TVRDENJE 1.39. Identiteti (d1) i (d2) su ekvivalentni, tj. ako u mrezi L
vazi jedan od njih, onda vazi i drugi.

Dokaz. Ako u mrezi L vazi (d1), onda vazi i (dg), s obzirom da je
@Ay)V(znz) = (@Ay)Va)A((zAy)Vz)
(xVz)AN(yVz)A(xVz)A(yVz)
A (yVz),

na osnovu odgovarajucih zakona apsorpcije, idempotentnosti i komutativnos-
ti. Slicno se dokazuje da iz (dz) sledi (d1). [ |

Identiteti (d;) i (d2) zovu se zakoni distributivnosti i oni ne vaze na
svakoj mrezi.

Ako se jednakost (d;) dopuni uslovom z < z, dakle sa x A z = z, dobija
se tzv. modularni zakon:

ako jex < z,ondajexV(yAz)=(rxVy) Az (m)

TVRDENJE 1.40. Modularni zakon (m) ekvivalentan je sa svakim od
sledecih identiteta:

(xA2)V(yAz)=((xAz)Vy)Az; (mq)
2V (yA(zVz)=(xVz)A(yVz2). (ma)

Dokaz. Ako na nekoj mrezi vazi (m), onda vazi i (my), jer je z A z < z.
Obratno, ako vazi uslov (m;) i pretpostavi se da je z < z, tj. * Az = z,
onda se (my) svodi na jednakost = V (y A z) = (z V y) A z, pa vazi i uslov
(m).

Na slican nac¢in dokazuje se ekvivalentnost uslova (m) i (mg). [ |

Princip dualnosti formulisan je za poredak i njemu inverznu relaciju (str.
16). Ovde formulisemo analogno svojstvo za mreze kao algebarske strukture.

Za dati term ¢, dualan term t; dobija se tako Sto se sva pojavljivanja
operacije A zamene operacijom V i obratno. Za dati identitet s = ¢, dualni
identitet je formula s; = 4.

PRIMER 1.41.

term dualni term
xVx T A\x
xA(yVz) xV (yAz)

(@Vy)AN(zV(uAz)| (zAy)V(zA(uV))

identitet dualni identitet
xVr=xA(yVe) zrANx=zV(yAz)
zVyNz)=(@Vy AxVz)|zA(yVz)=(xAy) V(zAz)
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Sledi primer identiteta koji je samodualan:

(xAY)VYyAz)V(zAz)=(xVy AN(yVz)A(zVz).

Po definiciji, to je identitet koji se poklapa sa njemu dualnim identitetom.
a

Princip dualnosti za mreze: Dualan identitet tacnog identiteta je
tacan.

Ispravnost ovog principa sledi iz ¢injenice da su aksiome (komutativnost,
asocijativnost i apsorpcija) identiteti, dati kao dualni parovi. Dokaz proiz-
voljnog identiteta prevodi se u dokaz dualnog prostom zamenom aksioma
koje u dokazu uéestvuju odgovarajuéim dualnim aksiomama Zato nije
Dovoljno je, na primer, dokazati samo jedan zakon idempotentnosti (lema
1.29); drugi je tada tacan na osnovu ovog principa.

2.4. Podmreza. Mreza (L1, A, V) je podmreza mreze (L, A, V), ako
je L1 C L, a operacije na L; su restrikcije operacija iz L.

PRIMER 1.42. a) Skup D(n) svih delitelja proizvoljnog prirodnog broja
n je podmreza mreze (N, nzd, nzs), u odnosu na iste operacije (nzd i nzs).

b) Mreza normalnih podgrupa Suby G proizvoljne grupe G je podmreza
mreze Sub G svih podgrupa te grupe. Operacije infimum i supremum u
mrezi podgrupa su redom skupovni presek i tzv. zatvorenje unije (za dve
podgrupe to je najmanja podgrupa koja sadrzi njihovu uniju), a normalnost
podgrupa ostaje ocuvana kada se primenjuju te operacije.

c¢) Naslici 1.11 predstavljena je jedna kona¢na mreza sa sedam elemenata
i neke njene podmreze. O

AN
GIEI?I R VAR

Slika 1.11

o

Poredak se na podmrezi poklapa sa poretkom na samoj mrezi: ako su z
iy iz podmreze L1, onda je z < y u L1 ako i samo ako je x < y u L. To sledi
iz zatvorenosti podmreze za operacije. Obratno ne vazi; uredeni podskup iz
L moze i sam biti mreza u odnosu na postojeé¢i poredak, ali ne mora biti
podmreza mreze L. Zato se pojam podmreze definiSe isklju¢ivo za mrezu
kao algebru (L, A, V), a ne za uredeni skup (L, <).
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PRIMER 1.43. U primeru 1.42 ¢) (slika 1.11), ako je L1 = {0,a,d, e, 1},
onda (L1, <) jeste mreza u odnosu na poredak nasleden iz L, ali nije pod-
mreza mreze L: u L je d Ne = b, a u mrezi L1 je po definiciji infimuma
dNe=0. O

Za uredene skupove definisani su pojmovi polu-ideala i polu-filtra (strana
14). Na mrezi je pored tih, moguée posmatrati i uredene podskupove defi-
nisane u nastavku.

Ideal u mrezi L je njen neprazni podskup I koji ispunjava uslove:
(i)iza,be IslediaVbe I,
(ii)izaelic<asledicel.
Glavni ideal u mrezi L, generisan elementom a € L definiSe isto kao
analogni pojam kod uredenog skupa (str. 24):

la={zxeL|z<a}.

Filter u mrezi L je njen neprazni podskup F' koji ispunjava uslove:
(i) iz a,b € F sledi a A b € F}
(i")izae Fia<csledice F.

Glavni filter u mrezi L, generisan elementom a € L, definiSe se na

sledeéi nacin:
ta={r e L|a<z}.

Ideal (filter) u mrezi L je pravi, ako se ne poklapa sa L.

Nije tesko pokazati da glavni ideal ispunjava uslove (i) i (ii), tj. da je to
isto ideal. Analogno, glavni filter je istovremeno i filter prema uslovima (i’)
i (i)

Ideali i filtri u mrezi su njene podmreze. To se lako zakljuCuje iz samih
definicija.

PRIMER 1.44. a) Skup D(n) svih delitelja prirodnog broja n je glavni
ideal u mrezi (N, nzd, nzs), generisan sa n, a skup S(n) svih sadrzalaca broja
n je glavni filter u toj mrezi.

b) Skup svih kona¢nih podskupova beskonacnog skupa A je ideal u mrezi
(P(A),N,U). Skup svih dokonaé&nih podskupova (tj. onih ¢iji je komple-
ment konacan) je filter u toj mrezi. O

2.5. Homomorfizam i izomorfizam. Homomorfizam iz mreze (L,
A, V) umrezu (M, A, V) je funkcija f iz L u M koja je saglasna sa operaci-
jama A iV: ako su x iy iz L, onda je
(2) fany)=Ff@)Afly) 1 flavy) =fz)V ).
Ako je homomorfizam f bijekcija, on se zove izomorfizam. Ako umesto
onih pod (2), vaze jednakosti

(3) flany)=f@)Vvfly) i fl@Vvy) =[flz)Afy),
onda se odgovarajuéi pojmovi definisu kao dualni homomorfizam i dualni
izomorfizam.
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TEOREMA 1.45. Mreze (L, A\,V) i (M, A, V) su izomorfne ako i samo ako
su izomorfni odgovarajuéi uredeni skupovi (L,<) i (M, <).

Dokaz. Po definiciji na str. 15, izomorfizam iz (L, <) u (M, <) je bijekcija
f iz L u M koja zadovoljava uslov: za sve z,y iz L,

(4) x <y akoisamo ako f(z) < f(y).

Neka je bijekcija f : L — M izomorfizam izmedu (L, A,V) i (M, A, V).
Tada je f izotona funkcija. Zaista, za xz,y iz L i x < y je x = x Ay, odnosno

fx)=flzny) = flx) A fy),
tj. f(z) < fy).

Sa druge strane, ako je f(z) < f(y), onda je, s obzirom da je f izomor-
fizam, f(z Ay) = f(x) A f(y) = f(x), pa kako je f injekcija, sledi da je
x Ay =z. Otuda, z < y, tj. vazi uslov (4).

Obratno, neka je f izomorfizam iz (L, <) u (M, <) (tj. neka je f bijekcija
koja zadovoljava uslov (4)). Tada je za z,y iz L ispunjeno z Ay < x i
z ANy <y, odakle f(z Ay) < f(z) i f(xAy) < f(y). Zato je

() flxAy) < flz) A fy)
)

Sa druge strane, iz f(z) A f(y) < f(x) 1 f(z) A f(y) < f(y) je prema (4)
(videti i zad. 1.8)

FHf@ A fy) < fHf@) =2 i
FH@ A W) < W) = v

Otuda f~1(f(z) A f(y)) < = Ay, pa ponovo prema (4)
(6) f@) N fly) < fleny).

Na osnovu (5) i (6), bijekcija f je saglasna sa operacijom A.

NN

Analogno se dokazuje saglasnost sa drugom operacijom (V), pa je f
izomorfizam. |

PRIMER 1.46. Skup N* kvadratno slobodnih prirodnih brojeva (primer
1.6 a), str. 14) je mreza u odnosu na operacije nzd i nzs (podmreza mreze
svih prirodnih brojeva u odnosu na iste operacije). Ta mreza izomorfna je sa
mrezom (Py(N),N,U) svih konaénih podskupova iz N. Zaista, po definiciji
svaki broj m iz N* ima reprezentaciju m = p;, - --- - p;, pomocu razlicitih
prostih brojeva, ili je to broj 1. Ako se prosti brojevi urede po veli¢ini:
p1 = 2, po = 3, p3 = 5 itd., onda je trazeni izomorfizam preslikavanje
[ N* = Py(N), takvo da je f(pi, - --- - pi,) = {i1,...,9} 1 specijalno,
f(1) = ). Treba samo uo¢iti da je f saglasno sa poretkom |, a f~! sa C, pa
izomorfizam vazi na osnovu poslednje teoreme i zadatka 1.8. a
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2.6. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.15. Uredeni skup sa najveéim elementom u kome svaki
neprazni podskup ima infimum je potpuna mreza. Dokazati.

Resenge.

Dokaz direktno sledi iz Teoreme 1.22 na strani 28. Zaista, prema za-
datku 1.10 (strana 24) infimum praznog skupa je najveéi element u uredenom
skupu, tako da svaki podskup ima infimum i spomenuta teorema moze da
se primeni. O

ZADATAK 1.16. Uredeni skup sa najveéim elementom u kome svaki
konacan podskup ima infimum nije mreza u opstem slucaju. Obrazloziti
(analizirati uredeni skup na slici 1.12).

Resenje.

Svaki konac¢ni podskup uredenog skupa na slici 1.12 ima infimum. Zaista,
ako taj podskup sadrzi najmanji elemenat ili b i ¢ zajedno, onda je najmanji
elemenat infimum. Ako ne sadrzi najmanji, ali sadrzi samo b ili samo c, taj
elemenat (b ili ¢) je infimum. Ako podskup ne sadrzi ni najmanji elemenat
ni b ni ¢, infimum je elemenat ag, gde je k najveéi od svih indeksa i za a;
koji pripadaju tom podskupu.

Ipak, uredeni skup (P, <) sa slike nije mreza, zato $to njegov podskup
{b, ¢} nema supremum. Skup gornjih ogranicenja je {ai,...,an,...}, a taj
skup nema najmanji element u P. O

ay
az
as
.
-
9 an
(-
/N

/N
/ \
b o o C
P, < Slika 1.12
(P, <) \O/ ika

ZADATAK 1.17. Date su dve mreze (L1,<1) i (L2,<2). Na direktnom
proizvodu skupova Ly i Lo, u oznaci L1 X Lo, definiSe se relacija < na sledeéi
nacin:

(z1,72) < (y1,92) ako je x1 <1 y1 129 <2 Y2
Dokazati da je (Ly x Lg,<) mreza. Dobijena mreza se zove direktan
proizvod mreza L1 i Lo.

Resenge.

Treba pokazati da je < relacija poretka takva da za svaki dvoelementni
podskup iz L1 X Lo postoje infimum i supremum.
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Ako suxy € L1129 € Lo, tada iz 21 <1 21 1 29 <2 x9 sledi (z1,z2) <
(z1,22), pa je < refleksivna relacija.

Iz (v1,22) < (y1,92) 1 (y1,92) < (w1,22), sledi, po definiciji z1 <1 w1,
y1 <1 11, kao i wo <o Yo, Yo <2 T2, odakle, x1 = y1, x2 = y2, pa je
(z1,22) = (y1,y2); relacija je antisimetri¢na.

Tranzitivnost se pokazuje na slican nacin, imajuéi u vidu tranzitivnost
relacija <1 i1 <o.

Supremum za elemente (x1,x2) i (y1,y2) je (sup{x1,y1},sup{z2,y2}), a
infimum je (inf{z1, y1}, inf{z2,y2}), sto sledi direktno iz definicije. 0

ZADATAK 1.18. Dokazati da u svakoj mrezi (L, <) vaze identiteti:
rA(yVae)==x .
apsorpcija).
xV(yANz) == ( ja)
Resenje.
Neka je A(yVe) = u. u = inf{x,sup{y,z}}, pajeu < ziu < sup{y,z},
i za proizvoljno s, ako je s < x 1 s < sup{y,z}, vazi da je s < u. Posto je
x<zxix <sup{y,z}slediz <u Izu<xizr < usledi dajez = u,
odnosno z A (y V x) = .
Drugi deo se dokazuje dualno. O

ZADATAK 1.19. Koji parcijalno uredeni skupovi, predstavljeni dija-
gramima na slikama 1.13 i 1.14, jesu mreze?

AN 4
I <] N /I I\

N I I

a) b) ¢) d)

<N
\

S NG LN 1]
NN .,

o [©] ¢

e) o 9) h)
Slika 1.13
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% B B ¢ v

% AN N

i) 7) k)
Slika 1.14

Resenje.

Mreze su na dijagramima a), d), e), h) i k). Neposredno se proverava da
u svakom od tih uredenih skupova postoje infimumi i supremumi dvoclanih
podskupova.

Uredeni skupovi na dijagramima c), f), ¢g) i j) nisu mreze jer imaju vise
maksimalnih elemenata. Dva maksimalna elementa nikada nemaju supre-
mum, jer nemaju ni jedno zajedni¢ko gornje ogranicenje.

Uredeni skupovi na dijagramima b) i 4) nisu mreze iako svaki skup ima
gornja ogranicenja, jer ne postoji u svim slucajevima najmanje. Tako u
primeru i), elementi 1, a i b su gornja ogranic¢enja za u i v, ali ne postoji
supremum. O

ZADATAK 1.20. Pokazati da su sledeci parcijalno uredeni skupovi mreze:

a) (N,<), gde je N skup prirodnih brojeva, a relacija < uobicajeni
poredak:

a<b akoisamoako a=10b ili (3c)(a+ c=b);
b) (R, <), R je skup realnih brojeva, a < uobic¢ajeni poredak:
a <b akoisamo ako je b—a nenegativan broj;

¢) (C, <), gde je C skup kompleksnih brojeva, a relacija < definisana na

sledeci nacin : za z1 = a1 + b1i, zo = as + bei iz C:
z1 < zo akoisamo ako a1 <ao 1 by < by

Odrediti odgovarajuée mreze u algebarskom smislu.

Resenje.

a) Relacija < je poredak, pa treba pokazati postojanje infimuma i supre-
muma. To su, redom, minimum i maksimum, prema primeru 1.21 a) (str.
27). S obzirom da u (N, <) vazi tacno jedno od sledeéa tri svojstva:

a<b a=0b, a>=b,
inf{a,b} uvek postoji i to je upravo min{a,b}. Zaista, ako je na primer
a < b, onda je min{a,b} = a. Ocigledno je tada a < a i a < b (tj. infimum
je donje ogranicenje za ta dva broja). Ako je jos ¢ < aic¢ < b, onda je
ispunjeno
¢ <aAb=min{a,b} =a
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(tj. infimum je najveée donje ogranic¢enje za a i b).
Sli¢no je i za supremum, odnosno maksimum. Dakle, odgovarajuce ope-
racije su
a Ab=min{a,b} i aV b= max{a,b}.
b) Kao pod a).
c) z1 A zog = min{ay, a2} + ¢ min{by, b2 };
21V z9 = max{ay, az} + i max{by, ba}. O

ZADATAK 1.21. Dokazati da je u mrezi (L,\,V) za sve x,y,z,t iz L
ispunjeno:

iz x<z 1 y<t sledi xANy<zAt i zVy<zVLi.

Resenge.

x < z ekvivalentno jesa z Az =z, ay < tsayAt =y, odakle sledi
cANzAyANt=x Ay, odnosno x Ay < zAt.

Drugi deo dokazuje se analogno. O

ZADATAK 1.22. Dokazati da u mrezi (L,\,V) za sve y,T1,Z2,...,Ty
vazi:

() zy<zx,y<axo,...,y<zpslediy <z Azg A Axy,.

(ii) z 21 < y,22 <y, ..., xp <y sledizy Vas V-V, <y.

Resenge.

(i) Dokazuje se indukcijom po n.

Za n = 1 tvrdenje ocigledno vazi.

Pretpostavimo da

iz y<z1,y<x2,...,y <) sledi y<xy Az A Az
Za n =k + 1: po induktivnoj pretpostavci
iz y<z1,y<w2,..., Yy <xp,Y < Ty, sledi y <z Az A--- Ay,
odnosno

YANTZTI A2 AN AN =9y 1 YyANZpy1 =9,
odakle je
YNTINT2 N N NYNTpp1 =Y A Y.
Odatle se, koriséenjem komutativnih i idempotentnih zakona, dobija tvrdenje
zadatka.
Moze se uociti da resenje sledi i direktno iz ¢injenice da je x1 A--- Az,

infimum za elemente x1,...,r,. Posto je y donje ogranic¢enje za elemente
X1,...,&yn, vazi da je y manje od infimuma (najveéeg donjeg ogranicenja).
(ii) Analogno. O

ZADATAK 1.23. Pokazati da sledeci zakoni vaze na svakoj mrezi:
(i) zxANy=azVysledi x =vy;
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(i) zeAyANz=xzVyVzslediz=y=-=z.

Resenje.

() IzzAhny<z<zVyizAy=zVy,sledizAy=2zVy==z Slicno
se dobija x Ay =z Vy =y, odakle je x = y.

Deo (ii) se slicno dokazuje. O

ZADATAK 1.24. Pokazati da u svakoj mrezi vazi:

(i) (xvy)Az)Vae < (zVy) A(zV ).

(ii) zx < zsledizxV(yNz) < (xVy) Az

Resenge.

() Iz(xVvy ANz<zVyizr<zVyizadatka 1.22 (ii), sledi
((xVy)ANz)Vae <z Vy.

Dalje, iz ((z Vy) A z) < z, sledi
(xVy)Az)Ve<zVe.

Najzad se pomocu zadatka 1.22 (i) dobija

(xVvy)Az)Ve<(xVy) A (zVx).

(ii) Izx <z Vyiz < zizadatka 1.22 (i) sledi < (z V y) A z. Dalje,
izyNz<y<azVyiyAz<zizadatka 1.22 (i) slediyAz < (zVy) A z.
Najzad, na osnovu zadatka 1.22 (ii) dobija se resenje. O

U ovom zadatku i dalje, komutativnost, asocijativnost i ostale osnovne
osobine operacija A i V ¢esto podrazumevamo, ne navodimo ih eksplicitno
u dokazu.

ZADATAK 1.25. Pokazati da sledeci zakoni vaze u svakoj mreZi:

() @AYV ([AY) < (@Va) Ay Vo);

(i) (zAy)V(yAz)V(zAz)<(xVy) A(yVz)A(zVa);

(iii) ((zAy)V(zA2)A(zAY)V(yAz)=zAy.

Resenge.

(i) zzAy<z<zVy, yAz<y<zazVyizAz<z<aVy,sledi
na osnovu nejednakosti (i) u zadatku 1.22:

(xAy)V(yAz)V(zAz)<xVy.

Na slican nacin pokaze se i

(xAyY)V(yANz)V(zAz) < yVz
(xAyY)V(yAz)V(zAz) < zVa,

a iz tri poslednje nejednakosti, na osnovu nejednakosti (i) iz zadatka 1.22,
sledi trazena nejednakost.
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(i) zzAy< (zAy)V(zAz)izAy < (xAy)V(yA z), uz primenu
zadatka 1.22 (i), dobija se
(7) zAy<((@Ay)V(@Az)A(@Ay) V(YA 2).

V
IzzANy<zizAz<z, sledi (xAy)V (xAz) <z Naslican nacin je i
(zAy)V(yAz) <y, paje

(8) (@AY V(@A) A((zAY)V(YA2) ST AY.

Iz nejednakosti (7) i (8) sledi trazena jednakost.
Dokaz dela (i) je dualan dokazu za (ii). O

ZADATAK 1.26. Dokazati da u mrezi (L,N\,V) za sve a,b,c iz L vazi
nejednakost:

(aNbA(cVA)V(end) <cV(bA(aVd))V(aAd).
Resenge.
Iza<aVdslediaAb< (aVd)Ab, paje
aNbA(eVd)<aNnb< (aVd)Ab.
1z prethodnog i iz ¢ A d < ¢ sledi
(anNbA(cVA)V(eAd) < (DA (aVd)) Ve,
pa je
(aANbA(eVd)V(end) < (bA(aVd) VeV (aNd),

Sto je i trebalo pokazati. O

f
A\
Ny

\
Slikaa1.15

ZADATAK 1.27. Odrediti sve podmreze sa Cetiri i pet elemenata mreze
prikazane na slici 1.15.

Resenge.

Podmreze su:

- ¢etvoroelementni lanci, odredeni skupovima {a,b,d, f} i {a,c,e, f} (sl
1.16, 1);

- Cetvoroelementne mreze date sa {a,b,c, f}, {a,b,e, f}, {a,d,c, f} i
{a,d,e, f} (dijagram II na sl. 1.16);
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- petoelementne mreze odredene sa {a,b,d,c, f}, {a,b,d,e, f}, {a,b,c,e,
f} {a,c,dye, f} (sl 1.16, III). O

N i
.

I II II1
Slika 1.16

ZADATAK 1.28. Pokazati da je skup delitelja broja
a) 15; b) 20; c)24; d) 100; e) 140,
podmreza mreze (N, |) i nacrtati odgovarajuée dijagrame.

15 20 . e \012
N NV NI VAN
NN NN
1 2\ AN
a) b) 1 ¢) 1

Slika 1.17

Skupovi delitelja obrazuju mreze, jer sadrze nzd i nzs za svaki par svojih
elemenata. Tako dobijeni infimumi i supremumi su isti kao oni u mrezi
(N, |), pa su odgovarajuéi skupovi delitelja njene podmreze.

Dijagrami ovih mreza prikazani su na slici 1.17. a
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ZADATAK 1.29. Odrediti podmrezu mreze (N, |) generisanu skupom®

{4,6,9}.

Resenje.

Trazi se najmanja podmreza iz (N, |) koja sadrzi skup {4,6,9}. Moze
se pokazati da je to mreza Ciji su elementi brojevi 1,2,3,4,6,9,12,18 i 36.
Dijagram dobijene podmreze izomorfan je sa onim na slici 1.17 d). O

NAPOMENA. U opStem slucaju, zadatak da se odredi najmanja podmreza iz
(N, |) koja sadrzi dati neprazan kona¢ni podskup A; iz N, resava se na slede¢i
nacin. Odredi se skup As ¢iji su elementi nzd i nzs za sve neprazne podskupove iz
A;. Analogno se od skupa As konstruise skup Az itd. Brojeva koji se tako dobijaju
ima konatno mnogo, jer su svi manji od nzs A;. Zato je za neko n ispunjeno
A, = Ap,y1; tada je trazena podmreza (A, | ).

0 P({a,b,c,d},C)

Slika 1.18

ZADATAK 1.30. Koje su od mreza na slici 1.19 podmreze u mrezi par-
titivnog skupa P({a,b,c,d},N,VU) (slika 1.18)? Koja je od njih generisana
skupom {{a}, {b},{b,d}}?

Resengje.

Podmreze su pod (i) i (iv). Ova poslednja generisana je skupom {{a},
{o},{b,d}}.

Uredeni skup pod (ii) nije podmreza, iako je i sam mreza u odnosu
na poredak. Zaista, supremum za elemente {a,b} i {a,c} ovde je jednak
{a,b,c,d}, sto je razli¢ito od unije tih elemenata (Sto je supremum u mrezi
P({a,b,c,d},N,U)). Slicno, ni (iii) nije podmreza, jer je ovde @ infimum
elemanata {b,d} i {b,c} a to nije i presek tih elemenata. O

5Najmanja podmreza koja sadrzi taj skup.
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{a,b,c,d} {b,c,d} {a,b,d}

I{a, b, d} ta, bgc’ 4 N o) {a, b}o/ o {b,d}
oé l}o a, bo}/ \ga’ C%b, c} I o/ \o/
N N VAREUNAT

{b) {a} 0 0
(i) (i) (i) (iv)
Slika 1.19

ZADATAK 1.31. Dokazati da je mreza lanac (tj. da je poredak u mrezi
totalan) ako i samo ako je svaki njen podskup podmreza.

Resenje.

Ako je mreza lanac tj. totalno uredena relacijom poretka, onda je svaki
podskup zatvoren u odnosu na operacije, pa je dakle podmreza. Zaista,
svaka dva elementa su uporediva, pa je veéi od njih supremum, a manji
infimum.

Obratno, ako je svaki podskup mreze njena podmreza, onda to vazi i
za proizvoljan dvoelementni podskup Sto znac¢i da su svaka dva elementa
uporediva. O

ZADATAK 1.32. Neka je G grupa. Parcijalno uredeni skup (Sub(G), C),
gde je Sub(G) familija svih podgrupa grupe G, a C skupovna inkluzija je
mreza. Dokazati.

Resenje.

Presek svake familije podgrupa neke grupe je podgrupa, sto je u odnosu

na skupovnu inkluziju infimum u Sub(G). Najveéi elemenat je G, pa je po
zadatku 1.15 (Sub(G), C) mreza. O

ZADATAK 1.33. Neka je (G, x) grupa data Kejlijevom tablicom:

“llelalb]c “llefa|b]|c
ellelalb]|c ellelalb]|c
(a) alalelc|b (b) alalblc]|e
blblc|lel|a blb|lclel|a
clflc|blale cllclelalb

( (a) Klajnova grupa ; (b) ciklicka grupa reda 4.)
Odrediti mrezu (Sub(G),C), koju obrazuju sve podgrupe grupe G u
odnosu na skupovnu inkluziju.

Resenge.
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(a) Podgrupe odreduju skupovi: {e},{e,a},{e, b}, {e,c},G (slika 1.20

a)).
(b) Podgrupe odreduju skupovi: {e}, {e, b}, G (slika 1.20 b)). O

G G

{e,a} o< %@ {e,c} {e, b}

(Sub(G), ) {e} {e} (Sub(G), <)
a) b)
Slika 1.20

ZADATAK 1.34. Neka je S = {a,b,c,d}. Odrediti parcijalno uredeni
skup (I1(S), <), svih particija skupa S u odnosu na poredak < definisan na
sledec¢i nacin:

Ako su m i p particije, onda je

m < p ako isamo ako je svaki blok iz m podskup nekog bloka iz p.

Pokazati da je (II(S), <) mreza.

Resenje.

Slika 1.21

Particije su navedene u nastavku, a mreza particija (II(5), <) prikazana
je dijagramom na slici 1.21.
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m = {{a}, {0}, {c} {d}}s m = {{a,b},{c} {d}};
T = {{G,C},{b},{d}}; 4 = {{CL, d}v{b}v{c}}v
™S = {{bv C}?{a}a{d}}; 6 = {{a}v{b}a{c7 d}}7
T = {{a}a{c}7{b7 d}}v 8 = {{CL, b}>{ca d}}a
T = {{a7 C}v {b7 d}}> mTo — {{CL, d}: {ba C}};
m1 = {{a,b,c},{d}}; ma = {{a,b,d},{c}};
ms = {{a,c,d}, {b}}; 4 = {{a},{b,c,d}};
15 = {{CL, ba ¢, d}}

SRR

3. Modularna i distributivna mreza

3.1. Modularna mreza. Mreza (L, A, V) je modularna ako ispunjava
modularni zakon (str. 33):

izz<zsledizV(yAz)=(xVy) Az (m)

Prema tvrdenju 1.40 (str. 33), uslov (m) ekvivalentan je sa svakim od sle-
decih identiteta:

(xA2)V(yAz)=((xAz)Vy)Az; (mq)

2V (yA(xzVz)=(xVz)A(yVz). (m2)

Nije tesko primetiti da su identiteti (m1) i (m2) (uzajamno) dualni. Otuda
je tacan i slededi stav.

TVRDENJE 1.47. U klasi modularnih mreza vazi princip dualnosti. W

Osnovni primer od koga potic¢e i ime modularnih mreza odnosi se na
osobinu mreze normalnih podgrupa (zapravo mreze podmodula) proizvoljne
grupe (modula). Tvrdenje koje sledi dokazao je Dedekind 1900. god.®

TVRDENJE 1.48. Mreza normalnih podgrupa proizvoljne grupe je mo-
dularna.

Dokaz. Videti zadatak 1.39.

PRIMER 1.49. a) Na slici 1.22 predstavljeni su dijagrami mreze Suby G
svih normalnih podgrupa grupe oktaedra’ (levo), kao i mreze SubG svih
podgrupa te grupe (desno). Prva od tih mreza je modularna, a druga nije.

b) Svaki lanac je modularna mreza; nije tesko zakljuciti da operacije min
i max zadovoljavaju modularni zakon.

6Modularne mreze se zovu i Dedekindove mreze.
"To je nekomutativna grupa reda 8 sa dva generatora a i b, za koje vazi: a* =b? =e
i ba = a®b (e je neutralni elemenat).
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AN 7N

Q O

AN VAN
PubN G \ / SubG

Slika 1.22 -
3.2. Osnovni kriterijum modularnosti. Petoelementna mreza c¢iji
je dijagram skiciran na slici 1.23 zove se pentagon i oznacava se sa Nj.

/\
\/

o Slika 1.23

Pentagon nije modularna mreza, jer elementi =, y i z ne ispunjavaju
modularnu jednakost (m). Ta mreza ima osnovnu ulogu u proveri modu-
larnosti.

TEOREMA 1.50. Mreza je modularna ako i samo ako ne sadrzi N5 kao
podmrezu.

Dokaz. Ako mreza sadrzi podmrezu pentagon, na osnovu gore navedenog
ona nije modularna.

Obratno, pretpostavimo da mreza L nije modularna. To znaci da u njoj
postoje elementi a, b i ¢, takvi da je a < ¢ i da pri tome ne vazi (m), tj. da
je prema opstem svojstvu mreza (zad. 1.24, str. 41) aV (bAc) < (aVb) Ac®,
Pokazaéemo da tada u L postoji podmreza N5. Izdvojimo sledeé¢ih pet
elemenata iz L:

bAc, z=aV (bAc), y=(aVb)Ac, biaVb.
Njihov medusobni odnos u mrezi L je kao na slici 1.24, tj. oni obrazuju
podmrezu pentagon, $to se u nastavku i dokazuje.

i) Pet navedenih elemenata su razliciti.

Zaista, bAc < z, jer bi u protivnom, da je bAc = aV (bAc) bilo a < bAc,
odnosno bAc=aV (bAc) < (aVb)Ac=bAc (zboga<bAcjea<b),
sto je kontradikcija. Analognim (dualnim) rezonovanjem se dokazuje da je
y < a Vb, a na slican nacin i razli¢itost za ostale parove elemenata.

(ii) Navedeni elementi obrazuju pentagon, tj. vazi

bAx=bANy=bAcibVz=bVy=aVhb.

8Ako je a = ¢, onda po zakonu apsorpcije sledi a V (b A c) = (aVb) Ac, pa za te
elemente vazi modularni zakon.
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Zaista,

bAy=bA((aVb)Ac)=bAcA(aVb) =bAc,
a na osnovu toga je

bAc=bAy=2bAxz=bA(aV(bAc)) =bAc.

Odatle bAz =bAc.
Analognim rezonovanjem dokazuje seidajebVax=bVy=aVb.

b\/c

avb/\

/\ a\/[g/\():
\/ x—a\/ Nc

b/\c\/

o Slika 1.24
alAb
Na osnovu (i) i (ii), navedenih pet elemenata obrazuju podmrezu pen-
tagon mreze L. |

o O, o ]
Z4AN AN /N AN
N N o T
N% / \I N% \I N

[ [ J

Slika 1.25

PRrRIMER 1.51. Na slici 1.25 su dijagrami nekoliko ne-modularnih mreza.
Na svakoj je oznacena podmreza Nj. O

3.3. Distributuvna mreza. Mreza L je distributivna ako u njoj vazi
bilo koji od identiteta:

xV(yANz)=(xVy AlzVz) (dq)

cA(yVz)=(xAy)V(zAz). (d2)
Kao sto je pokazano na str. 32, svaki od gornjih identiteta implicira onaj
drugi, pa u distributivnoj mrezi vaze oba. Zato je tacan i sledeci stav.

TVRDENJE 1.52. U klasi distributivnih mreza vazi princip dualnosti. B

PRIMER 1.53. a) Svaki lanac je distributivna mreza. Lako je prover-
iti da su operacije min i max obostrano distributivne, tj. da za njih vaze
distributivne jednakosti.

b) Partitivni skup nepraznog skupa je distributivna mreza u odnosu na
presek i uniju.
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c) (N, |) je distributivna mreza.
(videti i zadatke 1.47 1 1.45.) O

1z definicija neposredno sledi da je svaka distributivna mreza i modular-
na. Zaista, ako je z < z, tj. xVz = z, ondaiz (d;) sledi 2V (yAz) = (zVy)Az.

TVRDENJE 1.54. Mreza L je distributivna ako i samo ako u njoj vazi
(xAy)V(yAz)V(eAz)=(xVy) A(yVz)AxVz) (ds).

NAPOMENA. Identitet (d3) je samodualan, i naziva se zakon medijane. Ako
se umesto = stavi <, onda odgovarajuéa formula vazi u svakoj mrezi (zadatak
1.25 (ii)).

Dokaz. Dokazujemo prvo da iz uslova (d3) sledi modularnost mreze L. Ako
je v < z, onda uslov (d3) postaje (zAy)V(yAz)Ve=(xVy AyVz) Az,
odnosno z V (y A z) = (x V y) A z, pa je L modularna mreza. Ona je i
distributivna. Da to dokazemo, oznacimo levu stranu identiteta (ds) sa u, a
desnu sa v. Sada je na osnovu apsorpcije
xAv=zA(yVz),

aiz (x Ay)V (2 Ax) < z, na osnovu modularnosti i apsorpcije sledi

zAu = zA(zAy)V(yAz)V(zAz))

(xAyANz)V(eAy)V(zAx)
= (zAy)V(xAz).
Kako je z Au =z A, sledi
xAyVz)=(xAy)V(xAz),
tj. vazi distributivni zakon.
Obratno, ako je L distributivna mreza, onda je

(xVYyY) AN(yVz)A(xzVz)

=((@vy Alyva)rna)V((EVy AyVz)Az)

=@AyVa)V(EA@EVY)

=(@Ay)V(@Az)V(zAZ)V(zAY)

= (@AY V(yAz)V(zAz),
tj. vazi identitet (d3). [ |

3.4. Pentagon i dijamant. Za proveru distributivnosti mreze postoji

jednostavan kriterijum, slicno kao i za modularnost. Mreza ¢iji je dijagram
predstavljen na slici 1.26 zove se dijamant i oznacava se sa M3. Ta mreza je
modularna, ali nije distributivna. Da bi se ovo poslednje utvrdilo, dovoljno
je primeniti distributivni zakon na elemente z,u i v sa dijagrama.

TEOREMA 1.55. Modularna mrezZa je distributivna ako i samo ako ne
sadrzi Mgy kao podmrezu.
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Dokaz. Ako mreza L ima podmrezu M3, onda ona nije distributivna,
jer nije distributivna ni ta njena podmreza.

Y

z Slika 1.26

Obratno, pretpostavimo da je L modularna mreza koja nije distributiv-
na. Na osnovu zadatka 1.25 (ii) (str. 41) i tvrdenja 1.54, tada u L postoje
elementi a,b i ¢, tako da je ispunjeno

r=(aNb)V(bAc)V(cNa)<(aVb)AN(DVec)A(cVa)=y.
Uvedimo oznake z, y, z, za elemente mreze L kao Sto sledi:

= xV(aAy)
xV (bAy)
= xV(cAy).

Kako je = < y, zbog modularnosti mreze L ispunjeno je

z (xVa)Ay
u = (zVbAy
v = (xVe)Ay.

Dokazujemo da elementi x,y, z,u i v obrazuju dijamant, tj. podmrezu
M3 (slika 1.26).
a) Vazi ZAU=2zANv=uAv=ur,

zVu=zVuv=uVov=y.

Zaista, zAu = (xV(aAy)A(xV(bAY))

modularnost, z < x V (b A y)

zV ((any) A((z VD) Ay))

xV ((aANy)A(x VD))

= zV((aN(bBVec)A(aVb)A(cVa))A
(bV(cAha)V(anb)V(bAc)))

= zV(aADBVe)A DV (cAa)))

= zV(aAN(DV(aNc)))
modularnost, cAa < a

= zV(aAb)V(cNa) ==
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Ostale navedene jednakosti dokazuju se sli¢no, ciklickom zamenom pro-
menljivih ili na osnovu principa dualnosti.

b) Svi navedeni elementi su razli¢iti. Zaista, x # y (zbog = < y), a
jednakost bilo koja druga dva elementa ujednacava svih pet, Sto se lako
proverava na osnovu dokazanog pod a).

Prema a) i b), L sadrzi podmrezu dijamant. [ |

TEOREMA 1.56. Mreza je distributivna ako i samo ako ne sadrzi pod-
mreze pentagon i dijamant.

Dokaz. Na osnovu teorema 1.50 1 1.55. |

3.5. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.35. Dokazati da je svaka mreza sa najviSe 4 elementa dis-
tributivna.

Resenje.

Ako mreza ima 4 ili manje elemenata, tada ocigledno ne sadrzi kao pod-
mrezu mreze pentagon ni dijamant, jer one sadrze 5 elemenata. Dakle,
prema Teoremi 1.56 ta mreza je distributivna. O

ZADATAK 1.36. Dokazati da je mreza modularna ako i samo ako za sve
x,y, z iz L vazi sledeéi zakon:

(9) (zA(zVy)V(eAy) =(zV(Ay)A(zVy).
Resenje.

Pretpostavimo da je mreza modularna. Iz x Ay < z V y sledi
(xAyY)V(zA(xVy)=(zV(xtAy))A(zVy),

§to je i trebalo pokazati.
Neka vazi zakon (9), i neka jey < z. Tadajex Ay =yixVy =z, paje

(zAz)Vy=(zA(@Vy)V(zAy) =(zV(zAy)A(zVy)=(2Vy) Az,

odnosno mreza je modularna. O

ZADATAK 1.37. Koje su od mreza na slici 1.27
(i) distributivne;

(ii) modularne, ali ne i distributivne?

Resenge.

(i) a), ¢) ;

(ii) b), d), e).

Mreza pod f) nije modularna, jer ima podmrezu pentagon.
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I e
AN AN NS
X

NN XN §
NSNS AN

\ \/ A4

Slika 1.27

O

ZADATAK 1.38. Koliko ima modularnih i koliko distributivnih do na
izomorfizam razli¢itih mreza sa 6 elemenata?

Resenje.
Ima ukupno 15 mreza sa 6 elemenata (videti sliku 1.10 na strani 27), od
kojih je 8 modularnih, a od njih je 5 distributivnih. O

ZADATAK 1.39. Dokazati da je mreza normalnih podgrupa Suby G
proizvoljne grupe G modularna.

Resenge.

U mrezi Suby G (u kojoj je poredak skupovna inkluzija), modularni
zakon

HCM —- HV(KANM)=(HVEK)\NM
(gde su H, K i M normalne podgrupe) vazi, ako je ta¢na slede¢a implikacija:
HCM - HKNM CH(KNM).

Zaista, obrnuta inkluzija uvek vazi prema poznatoj mreznoj nejednakosti
(zadatak 1.24, strana 41), a HK = {hk | h € H,k € K} je supremum za H
i K u mrezi Suby G. Dakle, neka su H, K i M normalne podgrupe grupe
G ineka je HC M. Ako je tada x € HK N M, onda je x = hk za neke
he H ke Kixe M. Vazii h € M, jer je H C M. S obzirom da je
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k=hlz € M,sledi daje k € KNM, pajex € H(K N M) i trazena
inkluzija vazi. O

ZADATAK 1.40. Dokazati da je mreza L distributivna ako i samo ako
za sve x,Y, 2 iz L,

izxANz=yANzixVz=yVzsledix=y.

Resenge.

Ako L nije distributivna, onda ne vazi gornji uslov, jer on nije zadovoljen
ni na jednoj od mreza M3 odnosno N5. Obratno, ako je mreza distributivna
ivazizANz=yAz,zVy=xVz,ondajex=aA(zVz)=xA(yVz) =
@Ay V@Az)=(@Ay)VyAz)=yA@Vz)=yA(yVz)=y. O

ZADATAK 1.41. Dokazati da je svaki od sledeéih uslova ekvivalentan sa
distributivnoséu u mrezi:

a)iz(xNy<ziz<yVz)slediz<z

b)iz(xANz<yAzizVz<yVz)slediz <y,

c) @Vy)A(yV2)A(@Vz)<(@Ay)V(yAz)V(zAz);

d) zA(yVz)<(@Ay)V(zAz);

e) (xVy)A(zVz)<aV(yAz);

f)an(yVvz) <(@Ay)Vz

g) (@Vy) A=V (AY) = @AYV A2V (: Ax).

h) (zAy)V2)A(zVy)=((zVz)Ay)V(zAz).

Resenje.

a) Ovaj uslov ne vazi ni na jednoj od mreza M3 odnosno Nj za elemente
x, y iz na slici 1.28. Dakle, ako mreza nije distributivna, trazeni uslov nije
ispunjen.

AN N
NV

Slika 1.28
Obratno, pretpostavimo da je mreza distributivna i da je za sve z,y, z
ispunjeno x Ay < ziz <yVz Tada je
r=xANyVz)=(@Ay)V(eAz)<zV(xAz) =z,
tj. * < 2.

b) Pogodnim izborom elemenata pokazuje se da ovaj uslov ne vazi na
pentagonu i dijamantu. Dalje, pretpostavimo da je mreza distributivna i da
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jexANz<yAzizVz<yVz Odatle sledi

z=zV(@xAz) < zV(yAz)=(@VyA(zVz)
< (zVyA@yVz)=yV(zAz)
<

yV(ynz=y.
f) Pretpostavimo da je mreza distributivna. Tada je
cAyVz)=(@Ay)V(EeAz)<(xAy)V =z

Drugi pravac se dokazuje kontrapozicijom. Pretpostavimo da mreza nije
distributivna. Tada ona sadrzi bar jednu od podmreza M3 i N5. Za elemente
na slici 1.28 oznacene sa z, y i z (i u pentagonu i u dijamantu) nejednakost
pod f) ne vazi. Zaista, na dijamantu je zA(yVz) =zAl=zi(zAy)Vz=
0Vz = z, pa nejednakost ne vazi. Sli¢cno, na pentagonu, zA(yVz) = 2Al ==z
i(xAy)Vz=0Vz=z paniovde nejadnakost ne vazi.

Deo c) sledi na osnovu tvrdenja iz zadataka 1.25 (ii) i tvrdenja 1.54, a d)
i e) prema tvrdenju 1.38 (iz distributivnih nejednakosti). Delovi g) i h) se
reSavaju slicno kao zadatak 1.40 i delovi ovog zadatka pod a), b) i f) (videti
i tvrdenje 1.54). O

ZADATAK 1.42. Dokazati da je svaki od sledeéih uslova ekvivalentan sa
modularnoséu u mrezi:

a)iz(zNz=yANz,zVz=yVzizx<y)slediz=y;
b)izz<ysledizV(zAy) > (zV2)Ay.

Resenje.

Uputstvo za a): Sli¢no kao zadatak 1.40.

Uputstvo za b): Sledi iz zadatka 1.24 (ii). O

ZADATAK 1.43. Dokazati da u modularnoj mrezi vazi sledeé¢i identitet:

(A (yVz)VyA(zVe)=(@Vy) AyVz)A(zVez).
Resenge.

a)lzyn(zVvVe) <yVziz < zVaz naosnovu modularnog zakona,
dobija se:

(A (yVv2))V (A (VE)) = (YV2)A @V (YA (zVE))) = (YV2) M@ Vy)A(zV).
o

ZADATAK 1.44. Dokazati da je svaki totalno uredeni skup distributivna
mreza.

Resenje.
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Totalno uredeni skup je mreza zato Sto su mu svaka dva elementa upore-
diva, pa postoje infimum i supremum. Posto se ni u jednom totalno urede-
nom skupu pentagon i dijamant ne nalaze kao podmreze, ta mreza je dis-
tributivna. O

ZADATAK 1.45. Dokazati da je (N, |) distributivna mreza.

Resenge.
Odgovarajuce operacije su nzs i nzd, pa je za proizvoljne prirodne brojeve
x, y i z potrebno dokazati jednakost

nzd{nzs{z,y},nzs{x, 2z} } = nzs{x,nzd{y, z}}.

Neka je
r = pitepyte.lphn,
PPl
2 o= pl'pyep
(p1,-..,pn su svi prosti brojevi koji su ¢inioci u x, y i z, pri ¢emu neki od
izlozilaca mogu biti nule).
Tada je:

nzd{nzs{z,y},nzs{x, z}} =

nzd{pllnax{a1,,31} . 'p;r}ax{amﬂn}’prlnax{ah%} .o pznax{an,fyn}} —

pllnin{max{alﬁl}ﬂnax{alﬁl}} . min{max{can,Bn},max{an,m}} _
.. n

max{a,min{B1,71}} max{an,min{Bn,n}} _
n

Py s D
nzs{z,nzd{y, z}},

s obzirom da za operacije max i min u (NU{0}, <) vaze distributivni zakoni
prema zadatku 1.44, jer je (NU {0}, <) totalno uredeni skup. O

ZADATAK 1.46. Dati primer distributivne mreze

a) bez najmanjeg i najveéeg elementa;

b) sa najmanjim, bez najveéeg elementa;

c¢) sa najveéim, bez najmanjeg elementa.

Resenge.

a) (Z,<), gde je Z skup celih brojeva;

b) (N, |) (zadatak 1.45);

c) ((0,1],<) ((0,1] je poluotvoreni interval skupa realnih brojeva, a <
je uobicajeni poredak). O
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ZADATAK 1.47. Partitivni skup nepraznog skupa je distributivna mreza
u odnosu na presek i uniju. Dokazati.

Resenge. Sledi iz poznatih distributivnih zakona za skupove. O

ZADATAK 1.48. Skup svih ideala proizvoljne mreze ureden inkluzijom
je i sam mreza. Dokazati.

Resenge.

Neka je (L,A,V) mreza i (Z(L),C) uredeni skup svih ideala na mrezi
L. Posto je mreza L i sama ideal, a ostali ideali njeni podskupovi, ona je
najveéi elemenat u uredenom skupu (Z(L), C).

Dalje, pokazuje se da je presek proizvoljne familije ideala iz (Z(L),C)
ideal. Neka je {I; | I; € Z(L)} familija ideala. Tada je i (); I; takode ideal.
Zaista, ako = € (); I;, tada « € I; za svaki ideal iz familije, pa ako je y < z,
onda iy € I; za svaki ideal iz familije, pa y € (), I;. Takode, ako =,y € (), I;,
tada x,y € I; za proizvoljni ideal I; iz familije, pa = V y € I; za sve i, i zato

TVyeE ﬂz I;.
Posto je uredeni skup (Z(L), C) zatvoren u odnosu na presek (infimum)
i ima najveci elemenat, on je potpuna mreza prema zadatku 1.15. O

ZADATAK 1.49. Dokazati da je mreza distributivna ako i samo ako je u
mreZi njenih ideala zadovoljena jednakost IV J ={iVj|i€ l,j€ J}, gde
su I i J proizvoljni ideali mreze.

Resengje.

Pretpostavimo da je mreza L distributivna. U prethodnom zadatku je
pokazano da je skup svih ideala (Z(L), C) mreze L kompletna mreza ¢iji je
infimum presek. Treba pokazati da je supremum u toj mrezi odreden sa
IvJ={ivj|iel,je J}. Ocigledno je da najmanji ideal koji sadrzi I i
J mora sadrzati i svaki elemanat ¢V jza i € [ ij € J. Dakle, dovoljno je da
pokazemo da je skup {iVj|i€ I,j € J} ideal. Nekajex =iV jzai € I
ijeJiy<wz Tadajey=yA(EVj)=(yANi)V(yAj). KakoyAniel
iyng e J,slediy € IV J. Dalje, neka z,y € IV J. Tada x = i1 V j1
iy =13V jozaiyis € I1j1,j0€ J. SadaxVy = (i1Vi2)V(j1 \/jz) i
iWwVigelijyVjse J, takodaje{ivjliel,je J}ideal u L, paje toi
najmanji ideal koji sadrzi I i J.

Obrat dokazujemo kontrapozicijom. Pretpostavimo da mreza L nije
distributivna. Pokazujemo da tada postoje ideali I i J takvi da {i V j |
i € I,j € J} nije ideal. Prema teoremi 1.56 u mrezi L postoje podmreze
pentagon ili dijamant (na slici 1.29). Pokazujemo da za ideale definisane
sal ={z|x<a}iJ={r|x < c} supremum nije jednak {i Vj | i €
I,j € J}. Na obe mreze na slici elementi su oznac¢eni na isti na¢in, tako da
jeIVJ={x|z<aVec} Ocitojedabe IV.J,alijetatnoida b nije
jednak supremumu nekog elementa iz I i elementa iz J. Zaista, ako je x < a
iy<c iakobibilozxzVy=>5 ondabiizz=zAb<cAb, kao i zbog
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y=yANb<cAbsledilob=2zVy< (aAb)V (cAb),sto je u kontradikeiji sa
izborom elemenata. Dakle, jednakost IV J ={iVj|i€ I,j € J} ne vazi.

Y N
N N

|

Ideal I u mrezi L je prost, ako za x,y € L, iz x ANy € I sledi x € I ili
yel.

ZADATAK 1.50. Neka je I ideal, a F filter u distributivnoj mrezi L i
neka je INF = (). Tada u L postoji prost ideal P, takav da je I C P i
PN F = 1. Dokazati (u dokazu se koristi Zornova lema navedena na str.
19).

Resenge.

Pretpostavimo da je Z kolekcija svih ideala koji se ne seku sa F', a sadrze
(kao podskup) ideal I. Kolekcija Z je neprazna i uredena je inkluzijom.
Pokazujemo da u njoj svaki lanac ima gornje ogranic¢enje. Uzmimo lanac C
ideala u Z i neka je J = |JC. J je isto ideal iz Z. Zaista, ako je z,y € J,
onda je x,y € X za neki ideal X iz C, jer je C' lanac u odnosu na inkluziju.
Tada je x Vy € X, odnosno z Vy € J. Ako jex € J iy < x, onda je iz
istih razloga i y € J, pa je J ideal. Po konstrukciji je I C JiJNF = 0,
pa je J iz Z. Na osnovu toga, a prema Zornovoj lemi (str. 19), u Z postoji
maksimalni elemenat, ideal P. Jos treba pokazati da je on prost. Ako P
nije prost, onda postoje = i y koji nisu u P, a x Ay jeste. Ideal PV |z (V
je supremum u mrezi ideala nad L) sadrzi P, a kako je ovaj maksimalan
medu idealima koji ne seku F, sledi (PV |x) N F # ). 1z istog razloga je i
(PV ly)NF # (). Buduéi da se supremum ideala distributivne mreze sastoji
od supremuma elemenata (zadatak 1.49), sledi da postoje v i v u P, takvi
dauVz,vVy € F. F jefilter, pai (uVx)A(vVy) =p € F, a zbog distribu-
tivnosti je p = (uAv) V (uAy) V(zAv)V(xAy). Sviovi infimumi pripadaju
P, pajeipu P. Odatle je PN F # () sto je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da
je ideal P prost. O

ZADATAK 1.51. Ako su a ib razli¢iti elementi distributivne mreze, onda
u njoj postoji prost ideal koji sadrzi tacno jedan od ta dva elementa.

Resenge.
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Ta¢no jedna od jednakosti tan Lb =0, laN 1o = 0 uvek vazi, pa dokaz
sledi na osnovu tvrdenja u zadatku 1.50. O

ZADATAK 1.52. [Birkof, Ston] Dokazati Teoremu reprezentacije za
distributivne mreze: Svaka distributivna mreza izomorfna je sa pod-
mrezom mreze partitivnog skupa P(A), za neki skup A.

Resenge.

Neka je A skup prostih ideala distributivne mreze L. Ti ideali postoje
na osnovu tvrdenja u zadatku 1.50. Definisimo preslikavanje f iz L u P(A):

flx):={PecAlx ¢ P}.
Pokazujemo da je f injekcija saglasna sa operacijama u L.

(i) Funkcija f je injekcija, jer za razli¢ite x i y iz L, prema zadatku 1.51
postoje razli¢iti prosti ideali koji ih sadrze. Zbog toga su razli¢ite i slike
f(x) 1 f(y).

(ii) Saglasnost sa operacijom A:

flany) = {PeAlznry¢P}
= {PecA|lx¢gPiy¢P}
{PeA|lzgPIn{PecAl|ly¢P}
= fl@)nfy).
Ovo vazi zbog implikacije z Ay & P povlaéi x € P iy & P, jer je P ideal,
kao i zbog obrata koji je tacan jer je P prost ideal.
(iii) Saglasnost sa V:
flevy) = {PeAlzVy¢P}
= {PecA|lx¢gPiliy¢P}
{PeA|lzgPlU{PecA|y¢P}
= f@)Uf(y),

sve vazi po definiciji ideala. O

4. Bulova mreza i Bulova algebra

4.1. Ogranicena mreza. Komplementi. Prema definiciji na str. 26,
mreza je ograni¢ena ako ima najmanji i najveéi elemenat, oznacene redom
sa 0 (nula) i 1 (jedan). Neposredno iz definicija tih elemenata slede osobine
navedene u nastavku.

TVRDENJE 1.57. U ogranicenoj mreZi je za sve x
OVe=2x; 1Ax=2x; 0Az=0 i 1Vz=1. |

Ako se mreza definise kao algebra sa dve binarne opercije, onda se ele-
menti 0 i 1 mogu definisati pomo¢u prve dve od gornjih jednakosti; druge
dve jednakosti izvode se pomocéu zakona apsorpcije.
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U ograni¢enoj mrezi L, ' je komplement elementa z ako je
xAz' =01iaxva =1

Ako je ' komplement za z, onda je, na osnovu komutativnih zakona,
i x komplement za x’. Neposredno iz tvrdenja 1.57 sledi da su 0 i 1 uza-
jamno komplementi. Postoje ograni¢ene mreze u kojima osim 0 i 1 nema
drugih elemenata sa komplementima (ograniceni lanci, na primer). Poseb-
no, u jednoelementnoj mrezi jedini elemenat je najmanji, najveéi i sam sebi
komplement. Postoje i mreze u kojima neki elementi imaju vise od jednog
komplementa.

1
T
/ \ T I3
o o
T4
0
a) b) c d)

Slika 1.30

PRrRIMER 1.58. Na slici 1.30 predstavljene su ograni¢ene mreze kod kojih
vazi: a) nijedan elemenat nema komplement osim 0 i 1; b) osim najmanjeg
i najvedeg, samo elemenat a ima komplement (a’) i obratno; c) b ima dva
komplementa (b' i "), sli¢no i elementi ¢ i d; d) = ima ¢etiri komplementa
(1 - 24), a za svaki od njih samo je x komplement. O

Mreza je komplementirana ako u njoj svaki elemenat ima komplement.
Takva je mreza na slici 1.30 d). Mreza je jednozna¢no komplementirana
ako svaki njen elemenat ima ta¢no jedan komplement. Takav je na primer
svaki partitivni skup, kao mreza u odnosu na inkluziju; komplement se pok-
lapa sa skupovnim komplementom.

TVRDENJE 1.59. Ako elemenat distributivne mreze ima komplement,
onda je taj komplement jedinstven.

Dokaz. Neka je L distributivna mreza, z € L i 2/, 2" dva njegova kom-
plementa. To znaci da je
zAr' =zA2"=01izve =xva' =1
Odatle je, na osnovu distributivnog zakona,
¥ = dANl=2dAN@va)= (@' ANx)Vv (' AL
= @ AN)V(E' AN )Y=2"AN(@xVv)=2"AN1=2".
[ |

Iz distributivnosti dakle sledi jedinstvenost komplemenata. Zato je tacno
sledeée tvrdenje.
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TVRDENJE 1.60. Distributivna komplementirana mreza je jednoznac¢no
komplementirana. n

NAPOMENA. Obratno tvrdenje ne vazi, tj. iz jednoznacne komplementiranos-
ti mreze ne sledi njena distributivnost. Dilvort (R.P. Dilworth) je 1940. godine
dokazao da je svaka mreZa (na pr. pentagon) izomorfna sa podmrezom neke jed-
noznac¢no komplementirane mreze. Distributivnost tako nije posledica jednoznaéne
komplementiranosti.

4.2. Bulova mreza. Distributivna komplementirana mreza zove se Bu-
lova mreza®. S obzirom da je komplementirana, Bulova mreza je ogranice-
na (ima najmanji i najveéi elemenat), a zbog distributivnosti je i jednoz-

na¢no komplementirana (tvrdenje 1.60).

PRIMER 1.61. a) Kao osnovni primer Bulove mreze uzima se partitivni
skup P(A) proizvoljnog skupa A, u odnosu na skupovne operacije presek i
uniju, ureden inkluzijom. Komplement svakog elementa partitivnog skupa
je njegov skupovni komplement. Mreza P(A) je konacéna (ako je A konacan),
ili neprebrojiva (ako je A beskonacan skup).

b) Dvoelementna mreza (lanac) je Bulova mreza. Nije tesko pokazati
da je, pored jednoelementne mreze, to jedini lanac koji je komplementirana
mreza.

c) Podmreza mreze (N, |), koju ¢ine svi delitelji broja 30 je Bulova
mreza. Komplement elementa m te mreze je broj 30/m.

Uopste, mreza D(n) svih delitelja prirodnog broja n je Bulova (u odnosu
na operacije nzd i nzs) ako i samo ako je n kvadratno slobodan (tj. nije deljiv
nijednim kvadratom prirodnog broja veéeg od 1). Komplement broja m u
toj mrezi je broj n/m (videti zadatak 1.62).

d) Na skupu iskaznih formula S (definisanih rekurzivno u iskaznoj alge-
bri, videti na pr. u knjizi [19]) konstruiSe se Bulova mreza na slede¢i nacin.
Formira se koli¢nicki skup §/o u odnosu na relaciju ekvivalencije o na S,
definisanu na sledeé¢i nacin:

AoB ako i samo ako je A & B tautologija

(A i B su proizvoljne iskazne formule). Na S/o definisu se dve binarne
operacije: ako su [A] i [B] dve klase ekvivalencije o predstavljene iskaznim
formulama A i B, onda je

[AJA[B]:=[AAB] i [A]V[B]=|AVB],

gde su AAB i AV B iskazne formule, tj. sa A iV su oznacene redom logicke
operacije konjunkcija i disjunkcija. Operacije su dobro definisane: ako je
A; € [A], By € [B], onda je A< A; i B< B (tj. odgovarajuce formule su
tautologije), pa je zato A A B < Aj A By, odakle

[A] A [B] = [AA B] = [A1 A Bi] = [A1] A [By]

9Po Dzordzu Bulu (George Boole), engleskom matematicaru (1815-1864).
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i analogno za drugu operaciju. Na slican nac¢in se dalje proverava da je
(§/o, A, V) Bulova mreza; A odgovara infimumu, V supremumu, najmanji
elemenat je klasa kontradikcija, [p A —pl|, najveéi klasa tautologija, [p V —p],
a komplement klase [A] je klasa [-A] (detaljnije o ovoj Bulovoj mrezi videti
u resenom zadatku 1.64 na str. 78). O

Slede neke osobine Bulovih mreza.

TVRDENJE 1.62. U Bulovoj mrezi vazi:

a) (') =x; (involucija)

! . /.

b) (& A y)/ - a:/ v yl’ (De Morganovi zakoni)

c) (zVy) =2 Ny

Dokaz. a) Ovo sledi iz jedinstvenosti komplementa, jer su i z i (z)
(odnosno z”) komplementi za z’. To sledi iz jednakosti

zA2 =01 axva =1,
odnosno iz jednakosti
A =012V () =1,
koje se iz prethodnih dobijaju kada se z zameni sa z’.
b) Pokazujemo prvo da je 2’ V y' komplement za x A y.

@Ay A VYY) = (@Ay) )V (@ Ay)AY)
= (@A) Ay V(EA(yAY))

(OAY)V (zA0)
= 0v0=0.

@Ay V@ Vvy) = @V vy)Ayv@E vy
= ((@vad)vy)a(lyVvy)va')
= (1vy)A(1va)

1IAN1T=1.
Na osnovu jedinstvenosti komplementa zaklju¢ujemo da je
(xNy) =2 vy
Deo pod ¢) se dokazuje sli¢no kao b). [ |

TVRDENJE 1.63. Za Bulove mreze su sledeca tvrdenja ekvivalentna:
a) r <y (tj. x ANy =x);

b) zVy =y;
)z ANy =0;
d) ' Vy=1.

Dokaz. Tvrdenja pod a) i b) su ekvivalentna u svakoj mrezi.
a)=c) :
zANyY =xAyAy =xA0=0.
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c)=a) :
rAy=(xAyYVO=(zAy)V(@AY)=aAyVy)=2zA1l=u.

Ekvivalentnost jednakosti pod b) i d) dokazuje se analogno. |

4.3. Bulova algebra. U Bulovoj mrezi buduéi da je jednoznaéno kom-
plementirana, za svaki elemenat a postoji tacno jedan komplement a’. Na-
ravno, postoje i najmanji, odnosno najveéi elemenat, 0 i 1. Ako se to ima
u vidu, moze se definisati nova algebra, tako da se skup osnovnih operacija
mreze (A i V) prosiri komplementiranjem kao unarnom operacijom i dvema
konstantama (nularnim operacijama), 0 i 1. Mrezne osobine komplementi-
ranja i konstanti ugrade se u aksiome, kao sto sledi.

Bulova algebra je uredena Sestorka B = (B,A,V,’,0,1), gde je B
neprazni skup, A i V su binarne, ’ je unarna operacija, a 0 i 1 su konstante,
tako da vaze sledeéi identiteti:

bl: zAy=yAx

b2: zVy=yVux;

b3: zA(yVz)=(xAy) V(zAz)
bd: zV(yAz)=(xVy A(zVz2)

(komutativni zakoni)

(distributivni zakoni)

Egz z C (1) =7 (osobine 01 1)

L =
) ’_

E;. x C v = (1) (osobine komplementa)
LT VI =

b9: 0 #1.

Iz aksioma neposredno proizlazi tvrdenje koje u jednom smeru povezuje
Bulovu mrezu sa Bulovom algebrom.

TEOREMA 1.64. Ako je (L,A\,V) Bulova mreza sa bar dva elementa,
onda je (L,A\,V,’,0,1) Bulova algebra u kojoj su A i V binarne operacije iz
mreze, 0 i 1 su redom najmanji i najveéi elemenat iz L, a unarna operacija
je pridruzivanje elementu x njegovog komplementa x’.

Dokaz. Kako je gore obrazlozeno, na Bulovoj mrezi se pored dve binarne,
moze definisati jedna unarna operacija kao i dve konstante i tada o¢igledno
vaze sve navedene aksiome (ako L ima bar dva elementa). |

Obratno tvrdenje nije sasvim ocigledno, jer se distributivne komplemen-
tirane mreze obi¢no ne definiSu gornjim aksiomama. U nastavku se pokazuje
da i taj smer vazi: algebre koje zadovoljavaju navedene aksiome samo su
drugim jezikom opisane Bulove mreze.
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Prvo sto se moze uociti iz aksioma, jeste da su one date u dualnim
parovima (osim poslednje aksiome, koja je samodualna'®). Pri tome je du-
alno tvrdenje ono koje se iz datog tvrdenja dobija zamenom svih pojavlji-
vanja jedne binarne operacije drugom i obratno i jedne konstante drugom i
obratno. Iz ovoga je oc¢igledno da u klasi Bulovih algebri, kao i kod mreza,
vazi sledece pravilo.

Princip dualnosti za Bulove algebre: Ako se neko tvrdenje moze
izvesti iz aksioma bl - b9, onda se i odgovarajuce dualno tvrdenje moze
izvesti iz tih aksioma.

Kao i kod mreza, dokaze dualnih tvrdenja zato izostavljamo (o dualnosti
u Bulovim algebrama se preciznije govori u vezi sa Bulovim termima, na
strani 107).

TVRDENJE 1.65. U svakoj Bulovoj algebri vaze sledeéi identiteti:
a) t N0 =0;

b)xv1=1;

c)rxN(xVy)=ux;
d)zV(xAy) =ux;
e)xNx =ux;
f)xVe=uzx.

(zakoni apsorpcije)
(zakoni idempotentnosti)

Dokaz.
a) Na osnovu aksioma je

zA0 = (zA0)VO=(xA0)V(zAZ)
= zA(0Vva)=aA(@V0)=zA2 =0.

b) Dualno delu pod a).
¢) Na osnovu aksioma i tvrdenja pod a) je

xrA(xVy)=(@VOA(xVy) =xzV(0Ay) =x2V0=ur.

d) Dualno delu pod c).
e) Prema zakonu apsorpcije je

r=zAN(xV(xAz)) =2
f) Dualno delu pod e). [ |
LEMA 1.66. Ako je za neko t u Bulovoj algebri ispunjeno
yVt=zVt iyvt =zVvt,
onda je y = z.
10Ty aksioma obezbeduje da elementi koji odgovaraju konstantama 0 i 1 budu razliéiti.

Jednostavno se pokazuje da algebra koja zadovoljava aksiome bl - b8 i b9’: 0 = 1 ima
tacno jedan elemenat (videti zadatak 1.60).
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Dokaz. 1z aksioma sledi

y = yVo=yV({At)=(yVi)A(yVt)
= VH)A@EVE)=2V{HtAt)=2V0=2.

TVRDENJE 1.67. U svakoj Bulovoj algebri vaze identiteti:
a)x ANyNz)=(xAy)Az;

(zakoni asocijativnosti)
b)xV(yVz)=(xVy)Vz.

Dokaz. a) Primenjuje se prethodno dokazana lema i to tako Sto se y
zameni izrazom x A (y A z), z izrazom (x A y) A z, a t zameni promenljivom
x; dobija se

(xAN(yAz)Ve = =z i

(xAy)Az)Ve = (zAy)Vz)A(zV)

= xA(zVzx)=uw.
Iskoris¢eni su i zakoni apsorpcije i distributivnosti.
Sli¢no,
(xAyAz)Ve = (xva)A((yAz)Vva)

1/\((y/\z)\/x/)
(yAz)va, i
((m/\y)v:v) (zva
((xVva) Ay va)) A
AA@yVa)A(zva
yva)n(zva)=(ynrz)v

((xANy)ANz) Ve

)
(zva)
)

Dakle,
(xAyAz)Ve=((xzAy)A2)Ve i (zAyA2)Va' =((zAy)Az)Va,
pa je na osnovu leme 1.66,
cA(YyANz)=(xAy)Az.
b) Dualno (koristi se tvrdenje dualno onom u lemi 1.66). [
Sada se moze dokazati i drugi smer veze izmedu Bulovih mreza i Bulovih
algebri.

TEOREMA 1.68. Ako je B = (B,A,V,’,0,1) Bulova algebra, onda je
(B, A, V) Bulova mreza u kojoj su 0 i 1 redom nulti i jediniéni element, a
komplement odreduje unarna operacija ’.

Dokaz. (B,A,V) je mreza, jer su operacije komutativne (aksiome bl i
b2), asocijativne (tvrdenje 1.67) i vaze zakoni apsorpcije (tvrdenje 1.65 ¢) i
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d)). Ta mreza je distributivna na osnovu aksioma b3 i b4. Najzad, posto-
janje nultog elementa, jedini¢nog i komplemenata obezbeduju aksiome b5 -
b8. [ |

Dakle, postoji obostrana korespondencija izmedu distributivnih kom-
plementiranih (tj. Bulovih) mreza i Bulovih algebri. Zato se jednakoséu
x Ay = x na Bulovim algebrama uvodi relacija poretka (z < y) i sve ono
Sto se odnosi na mreze kao relacijske strukture vazi i za Bulove algebre. Sa
stanovista algebarskih konstrukcija (podalgebri, homomorfnih slika, direk-
tnih proizvoda) uputno je te strukture razmatrati u jeziku koji sadrzi sve
operacije (obe binarne, unarnu i konstante). Zato se u nastavku govori o
Bulovim algebrama, a kada je to pogodno, koristi se poredak i ostale osobine
Bulovih mreza. U tom smislu, kaze se da je Bulova algebra atomarna, ako
je atomarna odgovarajuc¢a Bulova mreza (str. 29). Ako u njoj ne postoje
atomi, Bulova algebra je bezatomska. Sli¢no, Bulova algebra je potpuna
(kompletna), ako je potpuna kao mreza.

PRIMER 1.69. Bulovim mrezama iz primera 1.61 odgovaraju u jeziku
sa dve binarne operacije, jednom unarnom i dve konstante, Bulove algebre
navedene u nastavku.

a) Za A # (), Bulova algebra partitivnog skupa je (P(4),N,U, ", 0, A);
ona je potpuna i atomarna, sto sledi iz prirode skupovnih operacija.

b) Ako je n kvadratno slobodan prirodni broj, onda je Bulova algebra
svih njegovih delitelja (primer 1.61 c), str. 61) Sestorka (D(n), nzd,nzs,n/z,
1,n); bududi da je kona¢na i ova Bulova algebra je potpuna i atomarna.

¢) Bulova algebra iskaznih formula je (S/o,M, U, ', 0, 1), gde su operacije
definisane kao u primeru 1.61 d) (0 je klasa kontradikcija, a 1 klasa tau-
tologija). Ova algebra nema atoma, bezatomska je (videti zadatke 1.64 i
1.77).

d) Navodimo i jednu atomarnu Bulovu algebru, koja je prebrojiva i nije
potpuna. Nju obrazuju svi konaé¢ni i dokonaéni (¢iji je komplement konacan)
podskupovi skupa N prirodnih brojeva, u odnosu na skupovne operacije
presek, uniju, komplement i uobicajene konstante () i N (videti i primer 1.44
b), str. 35). Lako se moze zakljuciti da to jeste Bulova algebra i da su
joj atomi jednoclani skupovi (kao i u P(A)). Prebrojivost ove algebre je
skupovno svojstvo same kolekcije. O

4.4. Podalgebre. Razlika izmedu Bulove algebre i Bulove mreze dolazi
do izrazaja kod pojmova podalgebre i podmreze. Podmreza Bulove mreze
moze ali ne mora i sama biti Bulova mreza. Cak i kad su obe (mreza i njena
podmreza) Bulove, to ne zna¢i ni da imaju iste nulte i jedini¢ne elemente,
niti da se unarne operacije poklapaju na podmrezi.

Bulova podalgebra B; Bulove algebre B je Bulova algebra definisana
na nepraznom podskupu Bj skupa B (nosaca algebre B), a operacije su
restrikcije na By odgovarajuéih operacija iz B. To znaci da je nosa¢ Bulove
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podalgebre neprazni podskup date Bulove algebre zatvoren za operacije,
ukljucujuéi i nularne tj. konstante 0 i 1: one moraju biti iste za obe algebre.

Slika 1.31

PRIMER 1.70. a) Svaka dvoelementna podmreza Bulove mreze je i sama
Bulova mreza. Medu tim podmrezama samo je jedna podalgebra odgovara-
juée Bulove algebre; to je ona koju ¢ine konstante 0 i 1.

b) Sve podalgebre Bulove algebre P({a, b, c}) predstavljene su dijagrami-
ma na slici 1.31 a) (zatamnjeni kruziéi).

Na istoj slici (1.31 b)) je i dijagram Bulove algebre P({a,b,c,d}) na
kome je naznacena jedna njena osmoelementna podalgebra.

c¢) Bulova algebra konaé¢nih i dokona¢nih podskupova skupa N (primer
1.69) je podalgebra Bulove algebre P(N). O

Da bi neprazni podskup Bulove algebre predstavljao njenu podalgebru,
on po definiciji mora biti zatvoren u odnosu na sve tri operacije i sadrzati
obe konstante. Zatvorenost se moze obezbediti i sa manje uslova, kao sto
sledi.

TVRDENJE 1.71. Neprazan podskup Bulove algebre je njena podalgebra
ako je zatvoren u odnosu na unarnu i bilo koju od dve binarne operacije.

Dokaz. Pretpostavimo da je By neprazni podskup Bulove algebre B =
(B,A,V,’,0,1) i da je zatvoren u odnosu na operacije A i ’. Tada je B;
zatvoren i u odnosu na V, jer je prema De Morganovom zakonu, x V y =
(' Ay')'. Konstante 0 i 1 pripadaju By, jer je taj skup neprazan pa sadrzi
neki elemenat x, a uz njega po pretpostavci i 2/, odakle x A2’ =0 € By i
0'=1¢€ By.

Analogan je dokaz i za drugu pretpostavku, da je By zatvoren u odnosu
na Vi’ [ |

Presek proizvoljnog nepraznog skupa podalgebri date Bulove algebre je
isto podalgebra (zadatak 1.91). Sledi da je i presek svih podalgebri Bulove
algebre B koje sadrze njen podskup C, zatvoren za operacije iz 5. To je dakle
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podalgebra date Bulove algebre, kaze se da je generisana skupom C. Ona
je najmanja podalgebra koja sadrzi C'. Elementi skupa C' su generatori
dobijene podalgebre.

PrRIMER 1.72. a) U svakoj Bulovoj algebri se podalgebra generisana
praznim skupom sastoji iz konstanti 0 i 1 (videti i zadatak 1.91).

b) Podalgebra Bulove algebre P({a, b, ¢, d}), generisana kolekcijom {{a},
{0}, {c,d}} je

{0,{a}, {b},{c,d},{a,b},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}

i ona odgovara slici 1.31 b), sa pogodno oznac¢enim elementima. O

Iz definicije Bulove podalgebre sledi da je ona podmreza odgovarajuée
Bulove mreze. Ali potpunost Bulove algebre (mreze) i potpunost njene po-
dalgebre nisu ni u kakvoj vezi, tj. svaka od njih moze biti potpuna, a da druga
ne bude. A i ako su obe potpune, beskonaé¢ni infimumi i supremumi se ne
moraju poklapati. Zato se potpuna podalgebra potpune Bulove algebre
B definise kao njena Bulova podalgebra C, takva da infimum i supremum (u
B) proizvoljnog podskupa iz C pripadaju C.

PRIMER 1.73. a) Bulova algebra konac¢nih i dokona¢nih podskupova
prebrojivog skupa (primer 1.70 c¢)) nije potpuna, a podalgebra je potpune
Bulove algebre odgovarajuéeg partitivnog skupa.

b) Neka je B kolekcija svih konaénih podskupova X iz N i svih skupova
oblika Ny \ X (gde je X neki konacan podskup iz N). B je podalgebra Bulove
algebre P(Np), jer su operacije u obe algebre iste tj. skupovne. Proizvoljan
supremum u B ne poklapa se uvek sa supremumom u P(Ng). Zaista, ako
je A = {{n} | n € N}, onda je supremum tog skupa u B ceo skup Ny, a
supremum istog skupa u P(Np) je N.

c¢) Svaka konacna podalgebra Bulove algebre je njena potpuna podalge-
bra.

d) U Bulovoj algebri P(N), podalgebra generisana proizvoljnom partici-
jom skupa atoma (tj. skupa {{1},{2},...,{n},...}) je potpuna podalgebra.

O

4.5. Izomorfizam. Predstavljanje konaénih Bulovih algebri.
Funkcija f iz Bulove algebre B u Bulovu algebru C je homomorfizam ako
je saglasna sa svim operacijama:

flzAy) f@) A fy);
flxvy) = flx)V fy);
f@) = (f@);
f(0) = 0;
f1) = L

(Operacije u obe algebre oznacene su istim simbolima.)
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Homomorfizam iz Bulove algebre B na Bulovu algebru C koji je bijek-
cija jeste izomorfizam. Na osnovu De Morganovih zakona, neposredno se
dokazuje slede¢i stav (videti i zadatak 1.81).

TVRDENJE 1.74. Bijekcija f iz Bulove algebre B u Bulovu algebru C je
izomorfizam ako i samo ako je za sve x,y iz B

f@) = (f(z) 1 flznry)=flx)Afy) u

Vazi i dualno tvrdenje; za izomorfizam Bulovih algebri dovoljno je pos-
tojanje bijekcije saglasne sa operacijama ' i V.

U nastavku se dokazuje da su konacne Bulove algebre izomorfne sa
Bulovim algebrama partitivnih skupova (to vazi i za neke beskona¢ne Bulove
algebre; videti zadatke nakon ovog odeljka). Ako su A i B izomorfne algebre,
onda to oznacavamo sa A = B.

LEMA 1.75. Svaka konacna Bulova algebra je atomarna.

Dokaz. Neka je z proizvoljan elemenat kona¢ne Bulove algebre B koji
nije nula. Treba pokazati da ispod njega (u odnosu na poredak) postoji
atom. Ukoliko je sam x atom, dokaz je zavrSen, a ako nije, postoji 1, tako
da je x1 # 01 1 < z. Elemenat x; moze biti atom, i tada je tvrdenje
tacno; u suprotnom, postoji ispod njega elemenat xo koji nije nula. Na ovaj
nac¢in se u kona¢nom broju koraka dolazi do atoma, jer bi u protivnhom B
bila beskonacna Bulova algebra. |

Jo§ jedno svojstvo Bulovih algebri (dato u sledeéoj lemi) koristi se u
nastavku.

LEMA 1.76. Ako je a atom u Bulovoj algebri B i x € B, onda vazi ta¢no
jedna od nejednakostia < x, a < a'.
Dokaz. 1z aksioma sledi
a=alNl=aA(xVa)=(anz)V(aAT).
Kako je a atom, elementi odredeni izrazima a A x i a A 2’ pripadaju skupu

{0,a}, pa je bar jedan od njih bas a, na pr. a Az = a, odnosno a < z. Tada
a € ', jer bi u protivnom bilo a < z A 2’ = 0, $to je kontradikcija. [ |

TEOREMA 1.77. Konac¢na Bulova algebra B izomorfna je sa Bulovom
algebrom P(A), gde je A skup atoma u B.
Dokaz. Neka je A skup atoma u konaénoj Bulovoj algebri B. Uoé¢imo
funkciju f: B — P(A), definisanu tako da je za z € B
flz) ={acAla<uz}

Dokazujemo da je f izomorfizam, tj. da je to bijekcija, koja je prema
tvrdenju 1.74 saglasna sa unarnom operacijom (') i binarnom (A).
1) f je injekcija:
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Neka je z # y 1 (recimo) = £ y (videti zadatak 1.5 na str. 22): Odatle,
prema tvrdenju 1.63 ¢) (str. 62), z Ay’ # 0, pa postoji atom a takav da je
a <z Ay'. Odatle a < z, pa a € f(x); slicno, a < ¢/, pa a € f(y) i zato
a ¢ f(y) (Jer biiza <y ia<yslediloa<yAy =0, sto ne moze). Zato
je f(x) # f(y)-

2) f je sirjekcija:

Neka je X ={ai,...,an} € P(A) iz =a1V---Va,. Dokazujemo da je
f(z) = X. Zaista, za sve i € {1,...,n} je a; < z, paje X C f(x). Sa druge
strane, ako je a € f(x), onda je a <z, tj. a < a1 V---Vay,. Zato je

a=aAz=aAN(aV---Va,) =(aNa)V(aNa)V---V(aAap).

Sledi da je za neko i, a = a;, jer bi u protivnom bilo a = 0, s obzirom da su
ia,ay,...,a, atomi. Sledi f(z) C X, pa vazi f(z) = X.

3) f je saglasno sa operacijom A:

Akoa € f(xr ANy), onda vazia < x Ay, odaklea < zia<ytj ac f(z)
iae f(y). Sledi

(10) flxny) C flx)n fy).

S druge strane, ako a € f(z) N f(y),ondaa<zia<ytj. a<zAyi
a € f(z Ay). Dakle,

(11) f@)nfly) € flzAy).
Iz (10) i (11) sledi kona¢no

f@)Nfly) = flzAy).

4) f je saglasno sa unarnom operacijom ':
Neka je a € f(2') tj. a < 2/. Tada a € x (prema lemi 1.76) odnosno
a ¢ f(z); to znaéi da a € f(x), odnosno f(z') C f(z) (sa desne strane

je skupovni komplement). Ako je a € f(x), onda a ¢ f(x), tj. a € = i

zato (prema lemi 1.76) a < 2/ tj. a € f(2'). Otuda f(x) C f(2') i najzad
f@) = (f(2)).

Na osnovu 1) - 4), f je izomorfizam. [ |

Partitivni skupovi se tako mogu smatrati glavnim predstavnicima konac-
nih Bulovih algebri. Kao $to je poznato, skup sa n elemenata ima 2" pod-
skupova. Zato neposredno iz poslednje teoreme slede naredna dva tvrdenja.

PosLEDICA 1.78. Svaka konac¢na Bulova algebra ima 2" elemenata, gde
je n broj njenih atoma. |

PosLEDICA 1.79. Ma koje dve konacne Bulove algebre sa istim brojem
elemenata su izomorfne. |

I neke beskona¢ne Bulove algebre reprezentuju se partitivnim skupovi-
ma (zadatak 1.99), ali ne sve; dovoljno je primetiti da je na pr. Bulova
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algebra klasa iskaznih formula (primer 1.69 ¢), str. 66) prebrojiva, a nijedan
partitivni skup nije prebrojiv.
U opstem slucaju, svaka Bulova algebra izomorfna je sa podalgebrom

neke Bulove algebre partitivnog skupa (tzv. Stonova teorema reprezentacije,
zadatak 1.100).

(1,1,1)

(1,1,0) %k (0,1,1)

(1,0,0) (O’I’(” 0.0.1) g

(0,0,0)
Slika 1.32

Konac¢ne Bulove algebre mogu se reprezentovati na jos jedan nacin. Po-
lazi se od dvoelementne Bulove algebre definisane na skupu {0,1}. Ona
se oznacava sa Bo (po broju elemenata to je najmanja Bulova algebra, s
obzirom da aksiom 0 # 1 iskljucuje algebru sa jednim elementom). Kao i
kod mreza (a i drugih algebarskih struktura), direktan stepen BY te algebre
je isto Bulova algebra, u kojoj je skupovni deo {0, 1}" (tj. skup svih uredenih
n-torki elemenata 0 i 1), a operacije se izvode po koordinatama (zadaci 1.17
i 1.88); kao primer, algebra B3 predstavljena je dijagramom na slici 1.32.

Na osnovu navedenog, predstavnici konac¢nih Bulovih algebri su i stepeni
By dvoelementne algebre, kao sto sledi.

TEOREMA 1.80. Za Bulovu algebru P(A), gde je A ={a1,...,an}, vazi:
P(A) = By.

Dokaz. Pokazujemo da je trazeni izomorfizam funkcija f : P(A) — BY
koja svakom podskupu X iz A pridruzuje njegovu karakteristi¢nu funkciju:

. [ 1, akoa; € X
f(X) = (aq,...,00), gde je O‘i_{ 0, akoa; & X.

(i) f je sirjekcija. Ako (a1,...,0p) € BY i oy = vy = -+ =
a;, = 1, a ostale komponente su nule, onda je po gornjoj definiciji za
X ={ai,,...,a;. }, F(X)=(a1,...,0n).

(ii) f je injekcija. Akosu X 1Y podskupoviiz A1 X # Y, onda postoji
bar jedan a; iz A koji je u X, a nije u Y (ili obratno). Tada je f(X) # f(Y),
jer se te dve n-torke razlikuju bar u i-toj komponenti.

(7i1) f je saglasno sa operacijom A, tj. sa skupovnim presekom. Za
X,Y C A, neka je X NY = {a;,...,q; }. Tada n-torka f(X NY) ima
jedinice ta¢no na mestima o, . .., a;, . Neposredno se zakljucuje dai f(X)A
f(Y) ima jedinice na istim mestima.
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(iv) Slicno kao pod (iii), dokazuje se da vazi f(X) = f(x)'.
Na osnovu (i) - (iv), f je izomorfizam. [ |

Poslednje tvrdenje sledi i iz ¢injenice da je direktan stepen Bulove algebre
i sam Bulova algebra sa 2" elemenata, pa se mogu primeniti posledice 1.78
i 1.79. U gornjem dokazu je, medutim, neposredno opisana funkcija koja
ostvaruje trazeni izomorfizam.

Buduéi da je svaka konacna Bulova algebra izomorfna sa skupovnom
oblika P(A) (teorema 1.77) iz poslednjeg tvrdenja neposredno se zakljucuje
da vazi sledece.

PosLEDICA 1.81. Svaka konac¢na Bulova algebra izomorfna je sa direkt-
nim stepenom dvoelementne Bulove algebre. ]

4.6. Dopune i zadaci.

ZADATAK 1.53. Neka je L komplementirana mreza u kojojiza Ax =0
sledi x < a’ za svaki komplement a' elementa a. Dokazati da je L mreza sa
jedinstvenim komplementima, kao i da iz a < b sledi b/ < d'.

Resenge.

Neka su a’ i a” komplementi elementa a. Iz a A a’ = 0 sledi @’ < a”
(jer je a” komplement elementa a), a iz a A a” = 0 sledi o’ < @', odakle je
a’ = a". Dakle, L je mreza sa jedinstvenim komplementima.

Ako je a < b, odnosno a A b = a, onda je
aNb =(@nb)Ab =an(bOAY)=aN0=0,

pa odatle, iz uslova zadatka sledi v’ < a'. O

ZADATAK 1.54. Data je distributivna mreZa sa najmanjim i najvecim
elementom (0 i 1). Pokazati da elementi te mreze koji imaju komplemente
obrazuju podmrezu. Pokazati da je ta podmreza Bulova mreza.

Resenge.

Neka su z i y elementi sa komplementima, i ti komplementi redom z’ i
y'. Tada i element x A y ima komplement, element 2’ V ¢/, jer je

(@AY AE@ VY)=(@Ayrnd)V(eAyAy)=0v0=0,
a takode i
(xAny)V (@' VY)=(@VvdVy)AlyvaVvy)=1A1=1.

Komplement elementa z V y je 2’ Ay, Sto se slicno pokazuje. Znadi,
skup elemenata te mreze sa komplementima je zatvoren u odnosu na mrezne
operacije, pa obrazuje podmrezu. Ona je distributivna, kao podmreza dis-
tributivne mreze; sledi da je i Bulova. O
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ZADATAK 1.55. Navesti primer mreze u kojoj neki elemenat ima tacno
Cetiri komplementa.

Resenje.
U oba primera na slici 1.33 elemenat x ima 4 komplementa. O
1 1
T T .
0 0
a) b)
Slika 1.33

ZADATAK 1.56. Dokazati da u Bulovoj mreZi:
a)izx ANy < zslediy<a'Vz;
b)izx <y Vzsledizhy< z.
Resenge.
a) Ako je x Ay < z, onda je
y=1Ay=(@Vva)ry= @' Ay)V(zAny) <2'Vez
b) Ako je z < y'V 2z, onda je
e ANy< WY Vva))rhy=W Ay VEAy)=2Ay<z2. O
ZADATAK 1.57. Dokazati da u Bulovoj mrezi vazi:
b < c¢ akoisamo ako za svako a, a Ac =0 implicira a ANb=0.
Resenje.
Akojeb<ciaAc=0,ondaje
anNb=aAN(bAc)=(aNc)ANb=0Ab=0.
Obratno, posto je ¢’ A ¢ = 0, iz implikacije u zadatku sledi ¢ A b = 0.
Ako je d Ab =0, onda je
b=bA1=bA(cV)=(bAc)V(BAI)=(bAc)VO=bAc,

odnosno, b < c. O

ZADATAK 1.58. U proizvoljnoj Bulovoj algebri B = (B, A,V, ,0,1), za
sve x,y, z iz B vaze sledeca tvrdenja:

a) AkojexVy=1ixAy=0,ondajey==2a.

b) (2/) = z; (involucija)

&) () (zAy) = Vi

De Morganovi zakoni
@) vy =any; (0MO® )
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d) i) 0=
(il)) 1'=0;
e) (i) zA (@' Vy)=zAvy;
(i) zv(@ ANy)=zVy;
£) ) zA(V(ezAz)=(zAy)V(xAz)

modularnost
(i) zV(yA(zVz)=(xVy A(zVz). ( )
Resenje.
a) Nekaje zVy=11ixAy=0.Tada je
y = yvOo=yV(zAz)=(yVa)A(yVa)

(xVy)Alyva)=1A(yVva)=(xVva)A(yVa)
= (@Va)A@@'Vy)=2'V(@Ay)=2'VO=1,
na osnovu pretpostavki i aksioma b6, b7, b4, b2, b8, b2, b4, i b6.
b)

@) = @)YANl=@G"NAN@va)= (@) Az)V (@) A
= (@Y AN2)vO= (" A2) V(2 Az)= (") va')rz
= 1Az =z,

na osnovu aksioma b5, b8, b3, b7, b7, b3, b8, b5, uz podrazumevanje ak-
sioma bl i b2.

c) (i) Primenjuje se ve¢ dokazano tvrdenje a), gde se umesto = stavi
izraz x Ay, a umesto y izraz =’ V /. Bududi da je
@Ay V@' Vy) = @vE@ VYAV @EVY))

(
= (@va)vy)A(yVy)Vva)
= (Ivy)A(lva)=1A1=1, i
(Ay) A2 )V ((zAy) AY)
(AT AV (@A G AY))
OAY)V(zA0)=0VvV0=0,
na osnovu aksioma b3, b4, b6 i b5, kao i tvrdenja 1.65 (a) i (b), 1 1.67 (a) i
(b), s obzirom na tvrdenje ovog zadatka pod a), dobije se kona¢no

(zAy) A2 VYY)

(xAy) =2'Vvy.
d) (i) 0’ =0"Vv0 =1, na osnovu aksioma b6 i b8.
e) (i) Redom prema aksiomama b3, b7 i b6 je
sA@'Vy) =@ A )V(@EAy) =0V (zAy)=xAy.
f) (i) Na osnovu aksiome b3, kao i tvrdenja 1.67 1 1.65 imamo
zA@yVeAz) = (zAy)V(zA(zAz))
= (zAhy)V(zAhx)ANz)=(xANy)V(zA=z).
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Sva tvrdenja pod (ii) dualna su tvrdenjima pod (i). O

ZADATAK 1.59. Dokazati da aksiome bl - b9 za Bulove algebre nisu
nezavisne.

Resenge.
Aksioma b6 je posledica preostalih aksioma (isto vazi i za aksiomu b5),
zato §to je
xV0 = zV(@Ar)=@Va)A(zve)=(xVa)Al=aVx
(xAL)V(Al)=xzAQV]1)=zA((1V1)A])
= sA(AV)AQVY))=2AQVAAL)=2A 1V (1I'AL)
= zA(1Vv1l)=zAl=12z.

Primenjene su, redom, aksiome: b7, b4, b8, b5, b5, b3, bs, b7, b4, bl, bb,
b8 i bb. O

NAPOMENA. Moze se pokazati da su skupovi aksioma bl - b4 i b6 - b9, kao
i bl - b5 i b7 - b9 nezavisni i da je nemogucée dokazati neku drugu aksiomu (osim
aksioma b5 i b6) preko preostalih 8 aksioma.

ZADATAK 1.60. Dokazati da algebra koja zadovoljava aksiome bl - b8
i umesto aksiome b9 aksiomu

' 0=1,
ima tac¢no jedan elemenat.

Resenje.
Neka su x i y proizvoljni elementi takve algebre. Tada je

r=2zAN1l=2zAN0=0=yA0=yAl=uy.

Dakle, x = y, odnosno algebra ima tacno jedan elemenat, konstantu 0. O

30

1 Slika 1.34

ZADATAK 1.61. Pokazati da je (B, A, V, ,1,30) Bulova algebra, gde je B
skup svih delitelja broja 30, x Ay = nzd{x,y}, xVy = nzs{x,y}, 2’ = 30/z,
a nulti i jedini¢ni elemenat su redom brojevi 1 i 30.
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Sta znaci a < b u ovoj algebri?

Resenje.

Operacije su ocito dobro definisane, a aksiome se neposredno prove-
ravaju. Na primer,

bl: x Ay =y Ax je isto §to i nzd{z,y} = nzd{y, =}, (tatno),

b8: z V2’ =1 znaci da je nzs{z,30/z} = 30, sto je takode tacno, itd.

Hase-dijagram ove algebre prikazan je na slici 1.34, a poredak a < b

znaci a Ab = a tj. nzd{a,b} = a, odnosno a je u relaciji sa b ako i samo ako
a|b (adelib). O

ZADATAK 1.62. Neka je n prirodan broj i B skup svih delitelja broja n,
azaa,bizB,

a Ab=nzd{a,b}; aVb=nzs{a,b}; a =n/a.

Tada je B = (B, A, V,",1,n) Bulova algebra ako i samo ako je n kvadrat-
no slobodan (nije deljiv nijednim kvadratom prirodnog broja veéeg od
jedan). Dokazati!

Resenje.

Ako n nije kvadratno slobodan, onda neka je n = p-¢?, gde su piq iz
N. Tada aksioma b8 za Bulove algebre nije ispunjena. Zaista, elemenat ¢ iz
B nema komplement:

n/q=p-q i nzs{g,n/q} =p-q#n.

Dakle, B nije Bulova algebra.

Obratno, ako je n kvadratno slobodan, onda su zadovoljene sve aksiome
za Bulove algebre. Zaista, bl - b6, kao i b9 vaze i inace za nzd i nzs (videti
i zad. 1.45), a za preostale dve je:

b7: nzd{a,n/a} = nzd{a,a A b/a}, gde je a ANb = n, i nzd{a,b} =
(uzajamno prosti brojevi). Odatle je nzd{a,n/a} = 1.

Sliéno, nzs{a,n/a} = nzs{a,b} = n, pa b8 vazi. O

S
VY

/\/w
N

1
Slika 1.35

NAPOMENA. Za svako n € N se na osnovu ovog zadatka moze posmatrati
algebra (B, A, V,1,n) (oznake kao gore), pa dakle i poredak x < y ako i samo ako
x Ay = z. Tada je na primer, Hase-dijagram takve algebre (u stvari mreze) sa
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istaknutim elementima, konstantama 1 i n, za n = 12 predstavljen na slici 1.35
(videti i zadatak 1.28).

ZADATAK 1.63. Dokazati da je skup svih funkcija {0,1}" — {0, 1},
n € N, 0 # 1 Bulova algebra, gde se operacije definisu na slede¢i nac¢in: Ako
su f i g funkcije iz {0,1}" u {0,1}, tada je za o € {0,1}"

(fAga) = fla)Agla),
(fvgla) = fla)Vgla),
fll@) = (f(a)),
O(a) = 0,
Z() 1.

(Sa desne strane jednakosti su operacije na dvoelementnoj Bulovoj algebri
B2, a O i T su, kao sto se vidi, konstantne funkcije.)

Da li se na opisani nacin dobijaju (do na izomorfizam) sve konacne
Bulove algebre?

Navesti elemente ove algebre za n € {1,2}.

Resenje.

Prvi deo dokazuje se proverom aksioma buduéi da se operacije definisu
uz pomo¢ odgovarajuéih na By .

Odgovor na drugi deo je odre¢an. Kao $to se vidi u nastavku, za n =1
odgovarajuéa Bulova algebra ima Cetiri, a za n = 2 Sesnaest elemenata'l.

Dakle, na primer Bulova algebra sa osam elemenata ne moze se predstaviti
na ovaj nacin.

et o= {(00)(01)-(3)- (1)}

Zan=2

B:{<(060) (0(,)1) (160) (161))’<(060> (0,01) (1,00) (1,11)>7
<(060) (061) (1,10) (161)>’<(060) (061) (1,10) (1,11)>’
<(060) (0,11) (160) (161)>’<(060) (0,11) (1(,)0) (1,11)>7
<(0[,)0) (0,11) (1,10) (161)>’<(060) (0,11) (1,10) (1,11)>7
((0,10) (061) (160) (161))’((010) (061) (1(,)0) (1,11)>7
((0,10) (0(,)1) (1,10) (161)>’<(010) (061) (1,10) (1,11)>7

Nz, proizvoljno n takva Bulova algebra ima 22" elemenata.
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((0,0) (0,1) (1,0) (1,1)) ((0,0) (0,1) (1,0) (1,1))
1 1 0 0 ’ 1 1 0 1 ’

<(0,10) (0,11) (1,10) (161)>’<(010) (0,11) (1,10) (1,11)>}5

ZADATAK 1.64. Neka je S skup iskaznih formula i neka je ~ binarna
relacija na S definisana sa

A~ B akoisamo ako je formula A < B tautologija.

Dokazati:

a) ~ je relacija ekvivalencije na S;

b) Ako je S/~= {[A]~ | A € S} skup klasa ekvivalencije, onda je
struktura S = (S/~,A,V,”, 0,1) Bulova algebra, gde su operacije definisane
na sledeéi nacin:

[Al~ A [Bl~ = [AN Bl

[A] Vv [B]. = [AVB];
AL = A

0 = [AN-4]y;

1 = [AVv-A]..

(Sa desne strane su A, V, - redom operacijski znaci za konjunkciju, disjunkci-
ju i negaciju koji ucestvuju u izgradnji iskaznih formula).

Resenje.

(Videti i primer 1.61 d), str. 61.)

a) Neposredna posledica osobina refleksivnosti, simetri¢nosti i tranzi-
tivnosti logicke ekvivalencije ,<“ (A ~ A ako i samo ako je A & A tau-
tologija, §to je uvek zadovoljeno, itd.).

b) Operacije su dobro definisane, tj. ne zavise od izbora predstavnika
klasa. Zaista, ako je Ay € [A]~, By € [B]~,ondaje A] & Ai By < B, paje
i AiANBy < AN B tj. [Al]N VAN [Bl]N = [Al /\Bl]N = [AAB]N = [A]N N [B]N

Sli¢no je i za ostale operacije.

Aksiome za Bulovu algebru proveravaju se direktno.

Na primer, b3:

[Al~ A ([B]~ V[C]~) =
(po definiciji za A1V )
=[AN(BVCO)|. =
(zbog tautologije pA (V1)< (pAq)V (pAT))
=[(AANB)V(ANO)]. =
(po definiciji operacija)

= ([Al~ A [Blo) Vv (1Al A [C]0)
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1 sli¢no za ostale aksiome. O

ZADATAK 1.65. Dokazati da u svakoj Bulovoj algebri za proizvoljan
elemenat x vaze nejednakosti:
<1 1 0<uz.
Resenge.
Prva nejednakost sledi direktno iz definicije relacije < i aksiome bb za
Bulove algebre:

r<1 akoisamoako xA1l=zx.

Druga nejednakost dokazuje se sli¢no. O

ZADATAK 1.66. Ako je < poredak na Bulovoj algebri, onda vazi:

iz x1<y 1 xo <y sledi x1V g <y.

Dokazati.

Resenje.

Sledi iz osobina mreze i ¢injenice da je Bulova algebra istovremeno i
Bulova mreza. O

ZADATAK 1.67. Dokazati da u svakoj Bulovoj algebri vazi:
(i) z <y ako i samo ako z Ay = 0;

(ii) ¥ < x ako i samo ako x V y = 1.

Resenge.

(i) = < ¢/ je ekvivalentno sa x Ay = x odakle sledi

rAy=(xAy)Ay=0.
S druge strane, iz x A y = 0 sledi
r=zAl=aA@yVy)=(@Ay)V@Ay)=0V(zAy)=xAy.

(ii) Dualno. O

ZADATAK 1.68. Dokazati da je u Bulovoj algebri x < y ekvivalentno sa
y <z

Resenge.

x < y je ekvivalentno sa zAy = z, $to je dalje ekvivalentno sa (xAy) = 2/
sto je ekvivalentno (na osnovu De Morganovih zakona) sa 2’ V¢’ = 2/, §to
je ekvivalentno sa 3’ < ' O

ZADATAK 1.69. Opisati poredak na Bulovoj algebri

a) P(4);

b) delitelja broja n (kvadratno slobodnog (zadatak 1.62));
c) By;
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d) svih funkcija {0,1}" — {0, 1} (zadatak 1.63);

e) klasa iskaznih formula S, (zadatak 1.64).

Resenge.

a) Poredak je skupovna inkluzija (C);

b) p < q ako i samo ako p deli ¢ (p | ¢);

c) (a1,...,an) < (B1,...,0n) ako i samo ako a; < 3;, 1 € {1,...,n};

d) f < g ako i samo ako za svako a = (ay,...,ap) € {0,1}",  vaz
flag) < glay), zasve i€ {1,...,n};

e) [A]. < [B]~ ako i samo ako [A]. A [B]. = [A]. ako i samo ako
[ANA B]. = [A]~ ako i samo ako je AN B < A tautologija ako i samo ako je
A = B tautologija. O

ZADATAK 1.70. Pokazati da je skup svih binarnih relacija na nekom
skupu Bulova algebra u odnosu na odgovarajuce skupovne operacije. Odre-
diti takvu Bulovu algebru na skupu S = {a,b}.

Koliko ima elemenata takva Bulova algebra, ako je |S| =n € N?

Resenge.

Sve binarne relacije na skupu S (kao podskupovi iz S?) éine skupovnu
Bulovu algebru (P(S52),n,U,’,0,5?).

Za S = {a,b} je $* = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}.

Otuda, py = 0, p1 = {(a,a)}, p2 = {(a,b)}, p3 = {(b;a)}, ps = {(b, D)},
ps = {(a,a),(b,b)}, ..., p15 = S? (Hase dijagram skiciran je na slici 1.36).

Broj elemenata takve Bulove algebre za |S| = n iznosi |P(S2)| = 27°. O

Slika 1.36

ZADATAK 1.71. Nadi sve podalgebre Bulove algebre delitelja broja 42.

Resenge.
42 je kvadratno slobodan broj, pa prema zadatku 1.62, skup delitelja
B =1{1,2,3,7,6,14,21,42} obrazuje Bulovu algebru.
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Treba odrediti sve podskupove skupa B, koji su zatvoreni u odnosu na
nzd i nzs, u odnosu na operaciju 42/n, i koji sadrze brojeve 1 i 42. To su:

Ay ={1,42}; Ay ={1,2,21,42}; A3 ={1,3,14,42};

Ay ={1,6,7,42}; As =B

Zaista, svaki skup koji sadrzi 2, 3, ili 7, mora da sadrzi komplemente (re-
dom) 21, 14, 6, a svi sadrze 1 i 42 (na slici 1.37 skicirane su ¢etvoroelementne

podalgebre). O
N /\014 N\
NV

Slika 1.37

ZADATAK 1.72. Ako je X CY (X # (), da li je Bulova algebra P(X)
podalgebra Bulove algebre P(Y)?

Resenge.

Nije. Nemaju isti jedini¢ni elemenat, a ni unarna operacija (komplemen-
tiranje) nije ista. O

ZADATAK 1.73. Ako podskup Bulove algebre B sadrzi konstante 0 i 1 i
zatvoren je u odnosu na obe binarne operacije, da li je on uvek podalgebra
iz B?

Resenge.

Ne mora biti; analizirati primere sa slike 1.38, imajué¢i u vidu komple-
mentiranje.

O

Slika 1.38

ZADATAK 1.74. Neka su a ib elementi Bulove algebre B = (B, \,V,’,0,1)
i neka je a < b. Dokazati da je ([a,b],0,U, , a,b) takode Bulova algebra, gde
je
[a,b] = {x € B|a <z <b} (interval)
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iza x,y iz [a, b], operacije su definisane na slede¢i nacin:
roy:=xAy; zUy:=aVy, T:=(aVa)Ab.

Konstante (najmanyji i najveci elemenat) su redom a i b.

Da li je ovo podalgebra iz B?

Resenge.

Da bismo pokazali da [a, b] obrazuje Bulovu algebru, prvo proveravamo
da li smo zaista dobili operacije na [a, b].

Za xz,y iz [a,b], elementi x o y i Uy pripadaju [a,b], s obzirom da
su to infimum i supremum za x i y. Binarne operacije su dakle restrikcije
odgovarajuéih iz B pa su ispunjene aksiome bl - b4.

Sada proveravamo da li je ~ operacija na [a,b]. Za z € [a, b,

aNT=aA(aVi)Ab=aAb=a
(prema zakonu apsorpcije i kako je a < b), pajea < T.
Pored toga,
T=(aVa)Ab<b, tj. a<Z<b, odnosno T € [a,b].

Sada proveravamo da li vaze aksiome Bulove algebre. Za aksiome b1l-b4
smo ve¢ utvrdili da vaze.

Dalje, za x € [a, b] vaze aksiome b7 i b8 :

roZ = xzA(aVa)Ab=zA(aVa)
= (zAha)V(zAZ)=zNa=a.

xUzx = zV((ava')Ab)=zV (aAb)V (z'Ab)
= V(@ Ab)=(xAb)V (2 Ab)=(zVa)AD
= 1Ab=0D.

Najzad, za z € [a, D]

xUa =z (aksioma b6), i z o b = x (aksioma b5).

Interval dakle obrazuje Bulovu algebru.

Akojea#0ib#1 (tj. [a,b] # B), interval nije podalgebra iz B, sto je
oc¢ito s obzirom na definiciju unarne operacije i konstanti. O

ZADATAK 1.75. Neka je p proizvoljna simetri¢na relacija na skupu A #
0. Za X C A kazemo da je zasiéen (s obzirom na p), ako

(12) iz veX i xzpy sledi yeX.

Dokazati da je skup S zasi¢enih podskupova iz A Bulova algebra u odno-
su na skupovne operacije. Da li je to podalgebra iz P(A)?

Resenge.

Nekasu X 1Y iz S. Tada vazi: € X NY ako i samo ako z € X i
x €Y. Ako je pri tome zpy, onda jey € X iy € Y pajey € XNY.



4. BULOVA MREZA I BULOVA ALGEBRA 83

Sli¢no je i za uniju. Za komplement vazi: ako x € X i xpy onda x € X (po
definiciji komplementa). Ako se uzme kontrapozicija za (12) (uz zamenu z
za y), dobija se
x ¢ X povlagi nije ypzx ili y € X.

Buduéi da jeste ypr (simetri¢nost za p), vazi y € X, tj y € X. Dakle,
XeS.

() € S jer za prazan skup (12) trivijalno vazi.

Najzad, za svako z € A je oCitoy € A, pa A € S.

S jeste podalgebra iz P(A). O
{1,2,3,4}
{1,2,3} o<>o {4}
0
Slika 1.39

ZADATAK 1.76. Odrediti jednu relaciju p uz pomo¢ koje se konstrukci-
jom iz prethodnog zadatka dobija Bulova algebra na slici 1.39, pri ¢emu je
skup A ={1,2,3,4}.

Resenge.

Jedno resenje je p = {(1,2),(2,1),(1,3),(3,1)}.

NAPOMENA. p ,lepi“ parove elemenata tj. pravi podalgebru u kojoj su neki
parovi uvek zajedno u podskupu. d

ZADATAK 1.77. Dokazati da je Bulova algebra klasa iskaznih formula &
(zad. 1.64) bezatomska (tj. da ne sadrzi nijedan atom).

Resenge.

Pretpostavi se da je [A]. atom u §. Tada je [A]. # 0, pa A ni-
je kontradikcija (nema konstantno istinitosnu vrednost L za sve vrednosti
promenljivih koje u njoj ucestvuju). Tada ni iskazna formula x A A nije
kontradikcija, ako je x promenljiva koja se ne pojavljuje u formuli A. Znagéi,
0 < [z A A]~. Kako formula z A A = A jeste tautologija, a t A A < A to
nije, sledi

0<[zAAl. < [4]~,
s obzirom na poredak u ovoj Bulovoj algebri (zadatak 1.69 e)), pa [A]~ ne
moze biti atom. O

ZADATAK 1.78. Neprazan podskup B; Bulove algebre B je njena pod-
algebra ako je zatvoren u odnosu na:

T1 obe binarne operacije;
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T2 unarnu operaciju, i binarnu operaciju g(x,y) = x V y'.

Od ta dva tvrdenja jedno je tacno, a drugo ne. Dokazati ono koje je
tacno.

Resenge.

T1 nije tacno (videti zadatak 1.73), a T2 jeste. Ako z,y € Bj, tada
iy € Bj, zato sto je By zatvoreno u odnosu na unarnu operaciju. Dalje,
iz x,y € Bj i zatvorenosti u odnosu na operaciju g sledi g(x,y’) € By, a
g(xz,y) =2V (y) =2 Vy. Dakle, iz x,y € By sledi iz Vy € By, pa je By
zatvoreno i u odnosu na jednu binarnu operaciju. Prema tvrdenju 1.71, B;
je podalgebra. O

ZADATAK 1.79. Dokazati da svaka konacna Bulova algebra sa k atoma
ima tacno I1(k) razli¢itih podalgebri, gde je II(k) broj svih particija na skupu
njenih atoma.

Resenje.

Svaka konacna Bulova algebra je izomorfna sa nekom skupovnom alge-
brom, §to sledi iz teoreme 1.77, a izomorfne Bulove algebre imaju isti broj
podalgebri. Dakle, posmatra se Bulova algebra P(A), |A| = k, kao pred-
stavnik onih sa 2¥ elemenata (tj. kona¢nih Bulovih algebri sa k atoma).
Atomi svake pojedinacne podalgebre iz P(A) obrazuju particiju skupa A.
(Zaista, njihova unija je A, a svaka dva su disjunktna). Svaka podalge-
bra jednoznac¢no je odredena svojim atomima, $to se jednostavno proverava.
Buduéi da svaka particija m atoma odreduje podalgebru obrazovanu kao par-
titivni skup nad 7, podalgebri ima ta¢no koliko i particija.

NAPOMENA. Broj particija II(n) skupa od n elemenata zadovoljava rekurzivnu

formulu:
H(n—f—l):l—i—;( i ) STI().

|

ZADATAK 1.80. Neka je f bijekcija Bulove algebre B na Bulovu algebru
By . Da bi f bio izomorfizam potrebno je i dovoljno da za sve x,y iz B vazi:

(13) x <y akoisamo ako f(x)< f(y).
Dokazati.

Resenge.

Ovde se dokaz izvodi u celini, iako bi mogao da se skrati uz koriséenje
slicnog tvrdenja za mreze (teorema 1.45 na str. 36). U dokazu se operacije
na obe Bulove algebre oznacavaju na isti nacin.

Pretpostavimo da vazi uslov (13).

IzzANy<zizAy<y, prema (13) je

flexny) < flx) i;flxny) < fy).
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Ako b € 31 tako da je b < f(z) i b < f(y), onda je za a = f~1(b) (prema
(13)) a <z ia <y, odnosno a < z Ay. Sledi

b= f(a) < f(xAy), paje

f@Ay) =inf(f(z), fy) ti

flany) = f@) A fy).
Sliéno se pokazuje i da je

flevy) = fx)Vv fy)
Kako je 0 < x za sve x € B, ocito je f(0) < f(x), tj.
f(0) =0 isliéno f(1) = 1.
Najzad, z A2’ =0 i zVa' =1 povlaci
@) A f@) =0 odnosno f(z)V f() =1 t. f(z') = (f()).

Obratno, neka je f izomorfizam i neka je za z,y iz B x < y. Tada je
x Ay =x, odnosno

flxAy) = f(x), f(2) A fly) = f(2), tj. flz) < f(y)
Ako jo f(2) < f(y), onda jo
f(@) A f(y) = f(z), odnosno f(xAy)= f(z).
f je bijekcija i otuda
rANy=uwm, tj. x<y. O
ZADATAK 1.81. Neka su A = (Al,/\l,\/l, /1,01, 11) 1Ay = (AQ,/\Q,\/Q,

5,09,19) Bulove algebre i f funkcija iz Ay u As.
f je homomorfizam ako i samo ako za sve x,y iz A vaZze jednakosti:

(14) flerry) = f@) A2 f(y)
(15) flat) = (f(x))2.

(Sli¢no tvrdenje vazi i ako se umesto prve stavi druga binarna operacija,
i dokaz je dualan.)

Resenge.
Jasno je da homomorfizam ima svojstva iskazana formulama (14) i (15).
Obratno, pretpostavimo da vaze formule (14) i (15). Tada je:

fleviy) = F(@ myh) = (Fat Ay
= (f@) A2 Fyh))E = ((F(@))! Az (F(y))b):
= f(z) V2 f(y).
FO1) = fl@Aiat) = f(2) A (f())> = O
FL) = £(0) = (F(00)r = 03 = 1.

Funkcija f je dakle homomorfizam. O



86 1. MREZE I BULOVE ALGEBRE

ZADATAK 1.82. Neka je B = (B,A,V,',0,1) Bulova algebra. Dokazati
da je i By = (B,V,A,,1,0) Bulova algebra (dualna Bulova algebra algebre
B), kao i da su one izomorfne.

Resenje.

Ovo je posledica principa dualnosti. Dokazuje se jednostavnom za-
menom svake aksiome odgovarajuéim parom (1 sa 2 i obratno, 3 sa 4 i
obratno, itd.).

Izomorfizam je preslikavanje f : B — B, takvo da je f(x) = 2.

Zaista, f je 1—11 ,na*, a zbog De Morganovih zakona i svojstva unarne
operacije ’, ispunjeno je sledece:

fleny) = (xAy) =" vy = flx)V fy),
f@') = @) = (f(x)).

Ovo je prema zadatku 1.81 dovoljno da f bude izomorfizam. O

ZADATAK 1.83. Pokazati da izomorfizam kod Bulovih algebri preslikava
atome u atome.

Resenge.
Neka je f : B — Bj izomorfizam iz B na B i neka je a atom u B. Neka
je dalje y € By iy < f(a). Tada je f~(y) < a (videti zadatak 1.80) i zato

fYy)=0ili f~(y) =a. Ocito, y =0 (u By) ili y = f(a) pa je f(a) atom
u Bj. Od

komplement konacan) podskupova skupa prirodnih brojeva N, je u odnosu
na uobicajene skupovne operacije Bulova algebra. Dokazati.

Da Ii je takva Bulova algebra izomorfna nekoj skupovnoj, koja je oblika
P(X)?

Resenge.

Proverava se da je kolekcija svih konacnih i dokonac¢nih podskupova
zatvorena u odnosu na skupovne operacije. Na primer, ako su A i B
dokonacni skupovi, tada je njihov presek dokonacan jer je (ANB) = A’UB’;
A’ i B’ su konacni, pa je i njihova unija konacan skup. Komplement
kona¢nog skupa je dokonacan i obratno. Dakle, dobija se podalgebra Bulove
algebre P(N).

Uputstvo za drugi deo. Ova Bulova algebra nije izomorfna partitivnom
skupu P(X) ni za jedan skup X. Treba samo uociti da je kardinalni broj
spomenute kolekcije podskupova isti onaj koji ima i N, tj. ta kolekcija je
prebrojiva, Sto nije karakteristika nijednog partitivnog skupa (ako je skup
konacan, takav je i partitivni skup, a ako je skup beskonacan, njegov par-
titvni skup je neprebrojiv). O
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ZADATAK 1.85. Ako je f homomorfizam iz Bulove algebre B u Bulovu
algebru B, onda vazi implikacija:

(16) ako je x <y ondajei f(z)< f(y),

tj., homomorfizam Bulovih algebri je izotona funkcija (str. 15). Dokazati.

Da Ii u uslovu (16) umesto implikacije moze da stoji ekvivalencija (kao
u zadatku 1.80)7

1

0 1= f()

&5
A

\o& Lo=f(y)
0
Slika 1.40

Resenge.

Resava se sli¢no kao zadatak 1.80. Medutim, iz ¢injenice da je f homo-
morfizam ne sledi i obrnuta implikacija u formuli (16). Kontra-primer dat
je na slici 1.40; zaista, f(y) < f(x), ali i y su neuporedivi. O

’I“—.

-
N N °

T—»
0 0

Slika 1.41
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1

O,
1 /\ 1o ol
F\u o
X
0 - 0 0
e) £)
Slika 1.42

ZADATAK 1.86. Koja su od preslikavanja na slickama 1.41 i 1.42 homo-
morfizmi Bulovih algebri? Obrazloziti!

Resenge.
Homomorfizmi su pod b), c¢) i d). Preslikavanje pod a) nije homomor-
fizam zato §to za oznacene elemente x i y vazi

flany)=fz) =a#1=f(x)A[fy)
Preslikavanja pod e) i f) nisu Bulovi homomorfizmi, jer f(1) # 1 u oba
slucaja. O

ZADATAK 1.87. Ako je h homomorfizam Bulove algebre B u Bulovu
algebru B’ onda je
a) h(B) podalgebra iz B, gde je'?

h(B) ={x € B'| z = h(a), za neko a € B};
b) h~1(C) je podalgebra iz B, gde je C podalgebra iz B', a
hHC) = {z € B| h(z) € C}.

Resenge.
Za operacije na algebri i njenoj podalgebri ovde koristimo iste oznake.
a) Neka z,y € h(B), tada je z = h(a) i y = h(b) za neke a,b iz B.
Odatle,
x Ay = h(a) A h(b) = h(a Ab) € h(B).
Sliéno,
2" = (h(a)) = h(d) € h(B).
h(B) je dakle podalgebra iz B'.
b) Neka a,b € h=1(C). Tada je

h(a Ab) = h(a) A h(b) € C,
jer je C podalgebra iz B'. Otuda a Ab € h=(C).

12K a0 sto je uobicajeno, sa B je oznacen nosaé (univerzum), skup na kome je defini-
sana algebra B; slicno, C je nosa¢ algebre C itd.
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Sliéno,

h(a') = (h(a)) € C, pai a € h™1(C). O

ZADATAK 1.88. Ako su B; = (Bl,/\l,\/l, /,01, 11) iBy = (BQ,/\Q,\/Q,
7,09, 12) Bulove algebre, dokazati da je By x By = (By x B, A,V,*,0,1)
Bulova algebra, gde su nove operacije definisane preko operacija na By i Bo,
po koordinatama:

(x,y) A (z,t) = (xA1z,yNat)
(x,y)V (2,t) = (xViz,yVat)

i to su binarne operacije, a

(xay)* = (I‘/,y”), 0= (01702)7 1= (117 ]-2)

su redom unarna operacija i konstante.

Dobijena struktura je direktan proizvod Bulovih algebri.

Resenge.

Ocigledno je da se ovom konstrukcijom dobija algebarska struktura sa
dve binarne operacije, jednom unarnom i sa dve konstante. Potrebno je jos
proveriti aksiome za Bulove algebre.

Primer provere da vazi aksioma b5:

(x,y) V1= (z,y)V (11,12) = (x V1 11,y V2 12) = (,y),

na osnovu aksiome b5 u Bulovim algebrama By i Bs.
Sliéno se proveravaju ostale aksiome. O

Analogno konstrukciji iz prethodnog zadatka, moze se definisati direk-
tan proizvod n Bulovih algebri, za n € N.

ZADATAK 1.89. Dokazati da se u direktnom proizvodu II7'_; A; Bulovih

algebri Ay, ..., A, moze definisati poredak na sledeéi nacin:
(z1,22,...,2n) < (Y1,%2,--.,Yn) ako i samo ako je x; < y;
za svako i € {1,...,n} (gde je ova poslednja relacija < uobicajeni poredak
u .AZ)
Resenge.

Direktan proizvod n Bulovih algebri je isto Bulova algebra (dokaz je
analogan onom za dve algebre u prethodnom zadatku). U nastavku se
odreduje poredak na njoj.
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(x1,22,. -, 2n) < (Y1,%2,--,Yn)
— (x1,m9, . ) A (Y1, Y2, -+, Yn) = (1, T2, ..., Tn)
— (T Ay, 22 AY2, .. Ty AYn) = (21, T2, ..., Xy)
— T1IAY1 =21, T2NYs =22,...,Tpn NlYp =Ty,
> 21 <Y1, T2 Y2500 S Yne 0

ZADATAK 1.90. Neka je {A; | ¢ € I} proizvoljna familija Bulovih alge-
bri. Pod direktnim proizvodom A = Il;c1A; podrazumeva se skup svih
preslikavanja

fil— U A,
1€l
tako da je za svako i € I, f(i) € A;. Operacije na A definisu se po koordi-
natama: za svakot € I

(fAgi) = [f@)Agli);
(fvag)l) = [f@)Vg(i)
f@) = (f(@)s
O(i) = 0y
J@) = 1

0; i 1; su konstante u A; (O i J su konstante u A, a unarna i binarne
operacije su isto oznacene).

Dokazati da je A u odnosu na ovako definisane operacije jedna Bulova
algebra.

Resenje.
Proverava se da vaze aksiome bl - b9.
Neka f,g € A. Tada

(FAg)() = f@) Ag(i) = g(@) A f(i) = (g A f)(E),
jer vazi komutativnost u Bulovoj algebri A;, a f(i) i g(i) su iz A;, pau A
vazi aksioma b1.
Na slican nac¢in proveravaju se i ostale aksiome. O

ZADATAK 1.91. Dokazati da je presek proizvoljne neprazne familije
podalgebri date Bulove algebra takode njena podalgebra.

Resenje. Neka je {A; | i € I} proizvoljna neprazna familija podalgebri
neke Bulove algebre B. Neka je A = (1),.; A; presek univerzuma (nosaca) tih
algebri. Pokazujemo da je presek zatvoren za operacije iz Bulove algebre B.
Neka z,y € ();c; Ai- Tada za svako i € I vazi z,y € A;. Dakle, x/\yEA i
xVye€ A,z svako i € I, zato to je A; podalgebra. Sledi x Ay € ;o7 As
izVy € (,erAi- Slicno se pokazuje i da komplement svakog elementa
pripada preseku, jer pripada svakoj pojedina¢noj podalgebri. To vazi i za
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konstante 0 i 1. Dakle, presek je zatvoren u odnosu na sve operacije, pa je
on i podalgebra od B. O

ZADATAK 1.92. Pokazati da je presek svih podalgebri Bulove algebre
B = (B,AV,,0,1) koje sadrze kao podskup neki skup A C B, podalgebra
iz B.

Za takvu podalgebru kaze se da je generisana sa A, i ona se oznacava
sa [A]. Elementi skupa A, ukoliko je ovaj neprazan, su generatori Bulove
(pod)algebre [A].

Resenge.

U prethodnom zadatku je pokazano da presek proizvoljne neprazne fami-
lije podalgebri Bulovih algebri i sam ¢ini podalgebru. Dakle, ovo je speci-
jalan slucaj tog zadatka (videti i zadatak 1.94 u nastavku). O

ZADATAK 1.93. Pokazati da se Bulova algebra P({0,1}"), n € N, moze
generisati sa n elemenata. (tj. pomocu n-¢lane familije skupova).

Resenge.

Posmatrajmo skup A = {A1,...,A,} C P({0,1}"), gde je za i €

{1,...,n}
Ai = {(051,- . .,Oéi_1,1,067;+1,... 7an) | o € {0,1}}

(A; je skup svih n-torki kojima je i-ta koordinata 1).
Za proizvoljnu n-torku a = (aq,...,a,) € {0,1}" je

(17) a=A1“"N---NA,*",

gde jezaic {1,...,n}

A, zaa; =0

A0 — { Ay zao; =1
(A; je skupovni komplement za A; u P({0,1}")).

Zaista, svi elementi skupa A;*' imaju prvu koordinatu «, svi elementi
skupa A5*? imaju drugu koordinatu as, ... i tako dalje, A,*" ima n-tu
koordinatu «,.

Dakle njihov presek je skup koji se sastoji od elementa (ai, as, ..., ap).

Svaki elemenat iz P({0,1}") je unija uredenih n-torki, tj. moze se (po-
mocu (17)) generisati elementima skupa A:

Ako je C' = {B',..., ™} C {0,1}", pri cemu je

/81:(6%7"‘7/8’[%,)7"'7577'/:(ﬁ??"‘?ﬁ?)?

onda je ocito

C:(Alﬁ%ﬂ--‘ﬂAnﬁ'll)U”'U(Alﬁirlﬂ'-'ﬂAnﬁfT),
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Ilustracija reSenja za n = 3:

A = {(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)};
Ay = {(0,1,0),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1) };
As = {(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}.

Ako je na pr. a = (1,0, 1), onda je
a=A1""NA*?NA3"™ = A1 N AQ N As,

zbog
A1™ = Ay (jer je ag = 1),
A®? = Ay = {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0),(1,0,1)} (jer je ag = 0),
Agag = A3 (jer je a3 = 1)
Slicno, 8 = (1,1,1) = A1 N A2 N As.
Sada je na pr. {o, 8} = {(1,0,1),(1,1,1)} € P({0,1}?),
{a, B} ={a} U{B} = (AlﬂAQQAg)U(AlﬂAzﬂAg) =A1NA3. O

ZADATAK 1.94. Koju podalgebru Bulove algebre generise prazan skup

07

Resenje.
Presek svih podalgebri koje sadrze () kao podskup je dvoelementna Bulo-
va algebra Bs, koju dakle generiSe prazan skup. O

ZADATAK 1.95. Dokazati da se Bulova algebra sa 4 elementa mozZe
generisati jednoclanim skupom.

Resenje.

Neka je = jedan od dva atoma Bulove algebre sa 4 elementa. Najmanja
podalgebra koja sadrzi {x} mora sadrzati i 2/, kao i 0 i 1. Dakle, Bulova
algebra sa 4 elementa je generisana tim jedno¢lanim skupom. O

ZADATAK 1.96. Dokazati da u potpunoj Bulovoj algebri (B, A,V, ,0,1)

vaze beskonac¢ni De Morganovi zakoni:
za svako A C B,

(18) (\/ w) = A

z€A €A
!/
(19) (/\ a;) = \/ x.
x€A z€A
Resenge.

Potpunost Bulove algebre obezbeduje postojanje proizvoljnih infimuma
i supremuma.
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Iz x < \/,cq 7 za svako z € A, kao i na osnovu zadatka 1.68, dobija se
(Vaea x), < 2 za svako xz € A. Odatle je

(\/x>,< N2

z€A €A

Sa druge strane je A ., 2" < 2’ za svako x € A. Odavde, na osnovu

zadatka 1.68, z < (A,ea :z:’)/ za svako x € A izatim \/ .4z < (A,ea x’)’.
Ponovo prema zadatku 1.68 dobija se

!
(\/at) 2/\96’.
z€A €A

Tako je dokazana jednakost (18), a drugi De Morganov zakon dokazuje
se dualnim postupkom. O

ZADATAK 1.97. Dokazati da u potpunoj Bulovoj algebri (B, A,V, ,0,1)
vaze zakoni:
za svako A C B,

(20) a\/\/:r = \/(aVac);

€A z€A
(21) a/\/\a: = /\(a/\x).
€A z€EA

Resenje.

Izrazi navedeni u ovim jednakostima imaju smisla jer se po pretpostavci
oni odnose na potpunu Bulovu algebru.

Da bi se dokazala jednakost (20), pokazuje se da je aV\/, . 4 supremum
za skup {a Vz |z € A}. Ocigledno, to je gornje ogranicenje ovog skupa, jer
je vece od svakog od elemenata a V x. Pretpostavimo da je b drugo gornje
ogranicCenje, tj. da je a Vx < b za svako . Odatle a < b i x < b za svako
x € A pa zato imamo

Dalje je aV \/xgb,

pa je elemenat aV \/ .,z najmanje donje ogranicenje, dakle supremum
za skup {a V z | z € A}, s§to je i trebalo dokazati.
Zakon (21) se dokazuje dualnim postupkom. O

ZADATAK 1.98. Dokazati da u potpunoj Bulovoj algebri (B, AV, ,0,1)
vaze beskonacni distributivni zakoni:
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za svako A C B,

(22) a/\\/m = \/(a/\z:);

€A €A
(23) a\//\:): = /\(aVac).
€A z€A

Resenje.

Kao i u prethodna dva zadatka, potpunost Bulove algebre obezbeduje
postojanje trazenih infimuma i supremuma.

Dokaz zakona (22):
Izanz <aN\, ey 2, zasve z € A, sledi

a \/x} \/(a/\x).

x€A z€A
Sa druge strane, primetimo da je

Ve V@ ve) =V an@va)=

z€EA TEA z€A
V(@ Vva)a(dva)=\/(dV(@arz)=
z€EA T€EA
a v \/(a/\x)
€A

(poslednja jednakost sledi na osnovu zadatka 1.97). Prema zadatku 1.56, iz

\/xéalv \/(a/\x)

z€A €A
dobijamo
a A \/ x < \/(a/\x),
€A €A
pa vazi jednakost.
Zakon (23) dokazuje se dualnim postupkom. O

ZADATAK 1.99. Dokazati da je svaka potpuna i atomarna Bulova algebra
izomorfna sa partitivnim skupom kolekcije njenih atoma.

Resenje. Neka je A skup atoma Bulove algebre B. Trazeni izmorfizam
je funkcija f iz B u P(A) definisana (isto kao u dokazu analogne teoreme
za konacne Bulove algebre - teorema 1.77 na str. 69) na sledeéi nacin: za
r€eB

flx):={a€ A|a<z}

Ovo funkcija je dobro definisana, posto je Bulova algebra atomarna, pa
za svako x #£ 0 postoji atom a takav da je a < z.

Treba dokazati da je f izomorfizam, tj. (prema tvrdenju 1.74) da je to
bijekcija, koja je saglasna sa unarnom operacijom (') i binarnom (A).
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Dokaz da je funkcija f injekcija, kao i da je saglasna sa unarnom i bi-
narnom operacijom je identi¢an dokazu teoreme 1.77.

Jedina razlika je u dokazu da je f sirjekcija, koji se daje u nastavku.

Neka je X € P(A) i b=\ ,cx 2. Dokazujemo da je f(b) = X. Zaista,
zasve x € X jex < b, paje X C f(b). Sa druge strane, ako je a € f(b),
onda je a < b, tj. a < \/ cx . Zato je

a=aNb=aA \/x: \/(a/\x),

zeX zeX

(beskonacna distributivnost u potpunim Bulovom algebrama - zadatak 1.98).
Sledi da je za neko x € X ispunjeno a = z, jer bi u protivhom bilo a = 0, s
obzirom da su i svi elementi x € X atomi. Sledi f(b) C X, pa najzad vazi
f(b) =X. O

ZADATAK 1.100. (Stonova teorema reprezentacije za Bulove al-
gebre) Dokazati da je svaka Bulova algebra izomorfna sa podalgebrom
Bulove algebre partitivnog skupa.

Resenje. U zadatku 1.52 (str. 59) je pokazano da je svaka distributivna
mreza izomorfna podmrezi partitivnog skupa. Taj izomorfizam je definisan
kao potapanje f iz distributivne mreze u P(A), gde je A skup prostih ide-
ala te mreze. Posto je Bulova algebra i sama distributivna mreza moze se
iskoristiti isto preslikavanje kao u zadatku 1.52:

fx)={PecAl|xdgP}

Ono je injektivno i saglasno sa binarnim operacijama. Jo§ je potrebno
dokazati samo da je f saglasno sa komplementiranjem, pa se, prema za-
datku 1.81, dobija homomorfizam Bulovih algebri.

f@)={PcA|d¢P)={PcAlzcPy={PecA|zdP}=fla)

f je dakle injektivni homomorfizam, tj. potapanje date Bulove algebre
u partitivni skup kolekcije svih njenih prostih ideala. O

ZADATAK 1.101. Filter i ideal u Bulovoj algebri su filter i ideal u
odgovarajucoj Bulovoj mrezi (videti stranu 35). Ako je F' filter u Bulovoj
algebri B, onda je Ip = {x € B | 2’ € F} ideal (dualni za filter F') i obratno,
za svaki ideal I u B, F; = {2/ € B | x € I} je filter (dualan idealu I).
Dokazati.

Resenje. U dokazu se koristi tvrdenje

r <y akoisamoako 1 <7,

dokazano u zadatku 1.68.

Neka je x € I, i po definiciji x = 2’ za neko z € F'. Vazii 2’ = z. Neka
je elemenat y takav da y < x. Iz pomenutog tvrdenja sledi z = 2’ < ¢/, pa
po uslovu da je F filter, sledi 3/ € F. Dakle, y € Ip.
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Dalje, neka x,y € Ir. Tadaje xz = 2/ i y = t’ za elemente z,t € F. Posto
je F filter sledi zAt € F, pai(zAt) =2Vt € Ip, sto je trebalo pokazati.
Drugi deo zadatka se dokazuje dualno. O

ZADATAK 1.102. Neka je b proizvoljni ne-nula elemenat Bulove algebre
B=(B,A,V,,0,1). Dokazati:

a) [b:={x € B |z < b} jeideal u B (glavni ideal generisan sa b);

b) A = ({b,A,V, *0,b) je Bulova algebra, gde je za svako a € |b,
a*:=bAd.

c) Preslikavanje x — x A'b je homomorfizam iz B u A.

Resenge.

Delovi pod a) i b) se dokazuju direktno po definiciji ideala odnosno
Bulove algebre.

c) f jeste funkcija, ko-domen joj je po konstrukciji [b (za svako = € B,
x Ab€lb). Dalje je

fleny) = (@Ay)Ab=(zAb)A(yAb) = f(x)Af(y)
f@) = 2Ab=(@'Ab)VO= (@' ALV Ab) = (2" VV)AD
(@AD) Ab=bA(f(2)) = (f(z))"

Funkcija f je dakle saglasna sa operacijama A i ', pa je prema zadatku
1.81 to homomorfizam. O

ZADATAK 1.103. Ako je F filter, a I njemu dualni ideal u Bulovoj
algebri B (videti zadatak 1.101), onda je F'U I (skupovna unija) u odnosu
na restrikcije operacija iz B, njena podalgebra. Dokazati.

Resenge.
Ako suxiyiz FUI, onda je

z,yeF ili z,yel ili z€F, yel.

Filtri i ideali su neprazni podskupovi iz B, pa ni unija F'U I nije prazan
skup. Buduéidajex ANy < zizAy<y, koizVyz2zizVy=y u
svakom od navedenih slucajeva primena binarne operacije ne izvodi iz unije
(treba samo razmotriti definicije filtra, odnosno ideala). Za x € F U [ je
x € Fili x € I, pa po definiciji dualnog filtra (ideala) 2’ € I'ili 2’ € F. 0 je
uvek u I, alu F. O

ZADATAK 1.104. Ultrafilter u Bulovoj algebri je filter razli¢it od same
Bulove algebre koji nije sadrzan ni u jednom drugom pravom filtru, a mak-
simalni ideal je pojam dualan ultrafiltru (ideal i filter Bulove algebre su
definisani u zadatku 1.101).

Odrediti sve podalgebre, filtre, ideale, ultrafiltre, maksimalne ideale u
Bulovoj algebri sa 8 elemenata.

Resenje.
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Podalgebre su prikazane dijagramima na slici 1.43.

I

Slika 1.43

Pad

I@I

Na slici 1.44 predstavljeni su filtri i ideali ove Bulove algebre (tu treba
ubrojati i celu Bulovu algebru, koja je isto jedan filter, odnosno ideal).
Ultrafiltri, odnosno maksimalni ideali prikazani su, redom, kao poslednja tri
u svakoj vrsti.

PYYPPYPY

filtri

Sl

ideali

Slika 1.44 O

ZADATAK 1.105. Bulova algebra B je slobodna ako postoji skup A
koji je generiSe i ima osobinu da se svaka funkcija iz A u proizvoljnu Bulovu
algebru By moze prosiriti do homomorfizma iz B u By. Elementi skupa A
su slobodni generatori ove 