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Predgovor

Udzbenik Stohasticka analiza sa primerima namenjen je studentima koji slusaju predmet
Stohasticka analiza na master studijama Primenjena matematika, ali ga mogu koristi i studenti koji
slusaju predmet Stohasticki procesi, kao i svi koji imaju osnovno predznanje iz teorije verovatnoce,
a zele da ga proSire i prodube.

Radi lakseg pracenja gradiva predvidenog planom i programom predmeta Stohasticka analiza,
kao i radi uvodenja formalnih definicija iz pojedinih oblasti, na pocetku udzbenika je dat kratak
pregled osnovnih pojmova i definicija iz teorije mere i verovatnoce. Gradivo ovog predmeta moguce
je pratitii bez detaljnog poznavanja teorije mere, ali se u tom slu¢aju ne mogu svi pojmovi uvesti sa
potpunom matematickom preciznoscu. Zbog toga su, tamo gde je to neophodno, data i neformalna
tumacenja odredenih tvrdenja i osobina iz pojedinih delova gradiva. Posebno su izdvojeni delovi
koji povezuju gradivo iz teorije verovatnoce i stohasticke analize sa teorijom mere, kao i tvrdenja
koja zahtevaju vecéu preciznost i viSi nivo znanja iz oblasti funkcionalne analize. Na taj nacin
omoguceno je studentima da se tim delovima posvete tek nakon Sto steknu osnovno znanje iz
stohasticke analize i kroz jednostavne primere iz razlicitih oblasti uoc¢e na koji se nac¢in izlozeno
gradivo primenjuje u modeliranju realnih procesa.

Udzbenik obuhvata odabrana poglavlja iz stohasticke analize, ¢ija je osnovna uloga da pod-
staknu radoznalost ¢itaoca i omogucée mu da steceno znanje lako uopsti i nadogradi.

Zahvaljujemo se recenzentima dr Miljani Jovanovié i dr Dori Selesi koje su nakon pazljivog
citanja teksta uputile korisne savete, sugestije 1 primedbe i time ga ucinile bolyim.

U Novom Sadu, decembar, 2025. Danijela Rajter—éirié i Sanja Ruzicié¢
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1. UvobD

Na kursu iz Verovatnoce studenti imaju priliku da se upoznaju sa pojmom verovatnoce i da steknu
osnovno znanje iz ove oblasti koje je neophodno i za pracenje gradiva iz Stohasticke analize.
Medutim, verovatnoca se moze posmatrati i kao mera, sto ¢e biti znacajno za pracenje gradiva
koje je izlozeno u ovoj knjizi.

Da bismo verovatnoc¢u i formalno uveli kao meru, potrebno je prvo upoznati ¢itaoce sa osnovnim
pojmovima i tvrdenjima iz teorije mere. Nakon toga ¢e biti dat pregled osnovnih pojmova i
tvrdenja iz verovatnocCe na nacin na koji je to radeno na kursu iz Verovatnoce, ali ¢e ujedno biti
pokazano i kako se ti pojmovi definiSu u kontekstu mere. Brojni primeri ¢e ¢itaocima olaksati
prac¢enje gradiva. Malo drugaciji pristup, sa kojim upoznajemo ¢itaoce ove knjige, je neophodan
da bi se izmedu ostalog preciznije definisalo uslovno ocekivanje i dokazala neka njegova svojstva.

1.1 Teorija mere

Osnovni pojam od koga polazimo je pojam o—algebre sa kojom smo se ve¢ upoznali na kursu iz
Verovatnoce.

Aksioma 1.1 (Aksioma o-polja) Podskup F partitivnog skupa P(S2) je o-polje (ili o-algebra)
nad ) ako vaze uslovi:

(i) Qe F,
(i) ako A € F, onda A € F,

(111) ako {Ai}ieN Q ./T", onda U AZ e F.

=1

Elemenat o—algebre naziva se merljiv skup.

Definicija 1.1 (Merljiv prostor) Ako je Q2 neprazan skup i F o—algebra nad €2, onda se par
(Q, F) naziva merljiv prostor.

Neke od osobina o-polja F koje slede direktno iz definicije su:

1. 0 e F.

2. Ako Ay,... A, € F, onda | JA; € F.

i=1
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3. Ako A,,... A, € F, ondaﬂAi € F.
1=1

4. Ako {Ai}ieN Q F, onda mAl e F.
i=1
Navedimo neke osnovne primere o—polja.

1. Najmanja o—algebra nad 2 # 0 je F; = {0, Q} i naziva se jos i trivijalna o-algebra.

2. Neka je A C Q # (. Tada je F» = {0,9Q, A, A} najmanja o—algebra koja sadrzi A i naziva
se jo§ 1 o—algebra generisana skupom A.

3. Partitivni skup nad Q, F3 = P(Q2) je najveéa o—algebra nad (2.
(e

Intuitivno, o—algebru posmatramo kao objekat koji obuhvata sve informacije iz §) koje su relevantne
u datom trenutku. Iako se kao prirodno namece pitanje o stalnom koriséenju partitivnog skupa kao
o—algebre, postoji mnogo razloga zasto to nije uwvek najbolji izbor. Na primer, o—algebra treba
da nam obezbedi dodatnu informaciju o odredenom pitanju, radnji ili eksperimentu pa samim tim
treba da sadrzi samo skupove koji su relevantni za to.

Teorema 1.1 (c—algebra generisana skupovima) Neka je A;, Ao, ... familija nepraznih sku-
pova iz P(2) i neka je A = {Ay, As, ...} skup koji sadrzi te skupove. Ako je {F;: i € I} familija
o—algebri koje sadrze A, tada je sa
F(A) = m]:z
iel
definisana o—algebra generisana skupovima iz A.

Napomena 1.1 o—algebra generisana skupom A, F(A), je najmanja o—algebra koja sadrzi A.
Staviée, vazi

F(F(A) = F(A).
Napomena 1.2 Dati su skupovi Ay, ..., A, € P(Q). Sa F(A4,...,A,) oznacavamo o—algebru
generisanu tim skupovima, Sto znaci da ona sadrzi Q, 0, Ay, ..., A,, zatim skupove koji se dobijaju
kao konacni ili prebrojivi preseci i unije datih skupova, kao i sve njihove komplemente.

Primer 1.1 Neka skupovi Ay, ..., A, ¢ine konacnu particiju skupa 2, tj.

A= AinA;=0i#j
i=1
U tom slucaju je o—algebra generisana skupovima Ay, ..., A, ista kao o—algebra generisana
Ay, ..., A, . Stavise,
F(Ay, ... A) =F(Ai, .. A L),
pri¢emu iy, . .., i, 1 predstavlja bilo koju permutaciju n—1 elemenata iz skupa indeksa {1, ... ,n}.
Bez gubitka opstosti, moze se pokazati da vazi

F(Al,...,An) :F(Al,...,An_l).

Jasno, {Aq,..., An1} C{Ay,..., A} iz cega sledi F(Ay, ..., An_1) C F(Ay,..., A,). Sa druge
strane, A, € F(Aq,...,A,), ali A, = Q\ U?:_ll A;, pa takode vazi A, € F(Aq,...,A,_1), odakle
sledi druga inkluzija, F (A, ..., An) C F(A, ..., A q). O
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Napomena 1.3 Kako skupovi A, A C Q ¢ine konac¢nu particiju skupa €, vazi
F(A) = F(AA)

Sto ¢emo u nastavku cesto koristiti.
Definicija 1.2 (Borelovo o—polje) Borelovo o-polje dimenzije 1, B = B(R) je o-polje defin-
isano nad skupom realnih brojeva. Formira se pomocu familije poluotvorenih intervala [a,b),
a,b € R. Borelovo o-polje B(R) sadrzi sve skupove koji se dobijaju kao konacne ili prebrojive
unije ili preseci elemenata te familije, kao i skupove koji se dobijaju kao komplementi tih skupova.
Moze se pokazati da B(R) sadrzi sve otvorene, zatvorene, poluotvorene intervale, unije tih skupova
i sli¢no.

Opstije, Borelovo o-polje dimenzije n, B(R™) = B,,, je generisano skupovima oblika

{(z1,...,2,) ER" | a; < x; < by, a;,b; eR, i=1,....,n}, neN.

Definicija 1.3 (Mera i prostor sa merom) Dat je merljiv prostor (2, F). Funkcija
pu:F — RU{oo}
je mera na prostoru (2, F) ako vazi
1. p(0) = 0.
2. u(A) > 0sasve AeF.

3. Ako je Ay, As, ... familija medusobno disjunktnih skupova iz F (A; N A; =0 za sve i # j),

onda . .
p(Uas) =2 u).
i=1 i=1
Trojka (2, F, i) se naziva prostor sa merom.

Definicija 1.4 (Lebegova mera) Mera A, na prostoru (R", B,) koja za svako a; < b;, a;,b; € R,
1 =1,...,n, zadovoljava

A (a1, b1] X (ag, bo] X -+ X (ay, by]) = H(bi — a;) (1.1)

naziva se Lebegova mera na (R", B,,).

Moze se pokazati da za svako n € N postoji jedinstvena mera na (R", B,,) koja zadovoljava (1.1).

Definicija 1.5 (Indikator skupa) Funkcija I4 : Q — R, data sa

1, weA
IA(W):{O wgéA’

se naziva indikator skupa A.
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Definicija 1.6 (Dirakova mera) Neka je (2, F) merljiv prostor. Funkcija §, : F — {0,1}
definisana sa
dw(A) = I4(w), zasvako A € F,

je mera na prostoru (2, F) i naziva se Dirakova mera u tacki w.

Definicija 1.7 (c—kona¢na mera) Neka je po mera na merljivom prostoru (2, F). Za j kazemo
da je o—konacna ako postoji niz skupova Ay, As, ... € F takvih da je |J;o, A; = Q 1 p(4;) < o0
za svakot1=1,2,....

Definicija 1.8 (Proizvod mera) Nekasup;,i = 1,...,n mere na merljivim prostorima (§2;, F;),
t=1,...,n, redom. Mera it := 1 ® ... ® [, definisana sa

(1 @ ... @ pp)(Ar X ... X Ap) = pi(Ar) - oo un(Ayn)  zasvako Ay X ... x A, € Fi X ... X Fp,

je mera na prostoru (£ X ... x Q,, F1 ® ... ® F,) I naziva se proizvod mera (i1, ..., [l,. Sa
F1® ...® F, je oznacen proizvod oc—algebri Fi,...,F, definisan sa

f1®...®fn=:f<,41x...xAn}Aie;ﬁ,¢=1,...,n>.

Definicija 1.9 (Slika i inverzna slika) Za dva neprazna skupa A i B data je funkcija
f:A—B.

Skup
fA) ={f(w): we A}, ACA

naziva se slika skupa A’ funkcije f, dok se
f'(B)={weA: flweB}, BCB

naziva inverzna slika skupa B’ funkcije f.

Napomena 1.4 Cesto se koristi notacija

(feBY:=fYB)={weA: flweB

Definicija 1.10 (Merljivo preslikavanje) Data su dva merljiva prostora, (2, F) i (2, F).
Preslikavanje f: Q) — Q' je merljivo u odnosu na (F, F') ako
YA e F zasvako A' € F.

Skraceno pisemo, f je F—merljivo.

Napomena 1.5 U nastavku cée f : (0, F, ) — (', F') oznacavati preslikavanje f : Q — Q' koje
je (F, F')—merljivo, dok je ;1 mera na merljivom prostoru (2, F).
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Definicija 1.11 (Borelova funkcija) Funkcija f : R™ — R" je Borelova ako

f1(S) € B,, zasvakoS € B,.

Za specijalne o —algebre generisane najvise prebrojivom particijom skupova iz €2, preslikavanje
koje je merljivo u odnosu na nju se moze zapisati kao linearna kombinacija indikatora skupova.

Teorema 1.2 Neka je (), F) merljiv prostor i neka je F = F(A;, Ay, ...) o—algebra generisana
konacnom ili najvise prebrojivom particijom {A;, As, ...} skupa 2. Tada je preslikavanje

f: Q=R R=RU{—o00, 0},

F—merljivo ako i samo ako postoje a; € R, i =1,2,... takvi da

f = Z CLZ'IAi.
i=1

Dokaz Teoreme 1.2 se moze pronaéi u [21].

Teorema 1.3 (c—algebra generisana preslikavanjem) Dat je merljiv prostor (€, F') i pres-
likavanje f : Q — Q. Tada je

F)y=11F)={f"(A): Ac F}

takode o—algebra nad Q. Za F(f) kazemo da je o—algebra generisana preslikavanjem f.

Data su preslikavanja f: Q" — Q"1 g : Q — Q. Njihova kompozicija fog: Q2 — Q” se definise
kao

(fog)lx) = flg(x)), =€
Cesto se koristi i notacija f(g) = f o g.

Moze se pokazati da vazi sledece tvrdenje.

Teorema 1.4 Neka su f: (U, F) = (', F")ig: (Q,F)— (@, F) dva merljiva preslikavanja.
Tada je f o g (F,F")—merljivo.

Definicija 1.12 Neka su dati prostor mera (), F, u), merljiv prostor (', F') i merljivo preslika-
vanje f : Q@ — Q. Funkcija puy : F' — R U {oo} definisana sa

pi(A) = p(fHA), AeF (12)

je mera na (), F') i naziva se mera slike* od pn nad f.

*eng. image measure



1. UvoDb

Definicija 1.13 (Preslikavanja ekvivalentna u odnosu na meru) Dva preslikavanja
fyg : Q — B definisana na prostoru (€2, F, ) su ekvivalentna u odnosu na meru u ako postoji
A € F takvo da ji(A) = 0 i za svako w € Q\ A vazi f(w) = g(w). Tada pisemo f £ g.

Pre nego sto uvedemo pojam integrala, definisa¢emo step funkciju.

Definicija 1.14 (Step funkcija) Dat je konacan skup Ay, As, ..., A,, n € N podskupova skupa
Q. Step funkcija se definise kao

n

f ::ZakIAk, ai,...,a, € R,
k=1

gde je sa I, oznacen indikator skupa Ay.

Definicija 1.15 Neka je (2, F) merljiv prostor. Funkcija f : Q0 — R je nenegativna step funkcija
ako postoje Ay,..., A, € Fiay,...,a, €ER,a; >0,i=1,...n, takvi da je

f=Y aiy,. (1.3)
=1

Ako su dodatno Ay, ..., A, medusobno disjunktni, onda se (1.3) naziva normalna reprezentacija
funkcije f.

Napomena 1.6 Normalna reprezentacija nenegativne step funkcije nije jedinstvena, tj. svaka
nenegativna step funkcija moze imati vise normalnih reprezentacija.

Kao i kod Rimanovog integrala, integral proizvoljne funkcije f u odnosu na meru p se definise
postupno. Prvo se definiSe integral nenegativne step funkcije.

Definicija 1.16 (Integral nenegativne step funkcije) Dat je prostor mera (2, F,u). Neka
je f=>"", a;I14, normalna reprezentacija nenegativne step funkcije f : @ — R. Broj

/fdﬂ = Z%M(Az‘) (1.4)

se naziva integral funkcije f nad ) u odnosu na meru fi.

Napomena 1.7 Integral (1.4) je dobro definisan, jer se moze pokazati da dobijena vrednost ne
zavisi od izbora normalne reprezentacije.

Neka je f nenegativna step funkcija. Onda je za proizvoljan skup A C Q, I, - f takode
nenegativna step funkcija, pa je moguce definisati integral funkcije I4 - f. Integral funkcije f nad

skupom A C 2 se definiSe sa
[ gdu= [ san
A

Dalje se pojam integrala proSiruje na nenegativne merljive funkcije koje se mogu predstaviti
kao grani¢na vrednost nenegativnih step funkcija.
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Definicija 1.17 (Integral nenegativne merljive funkcije) Neka je f: (Q, F,pu) — (R*,B*)

nenegativna merljiva funkcija, gde je sa BT oznacena Borelova o—algebra nad R* := [0, 00].
Oznacimo sa { f, }nen niz nenegativnih step funkcija takav da
filw) < folw) < ... zasvakow € Q, (1.5)
ida {f,}nen tackasto konvergira ka f, tj.
nh_)ngo fo(w) = f(w) za svako w € (. (1.6)

Tada je sa

[ rani= i [ o

definisan integral funkcije f nad €2 u odnosu na fi.

Napomena 1.8 Moze se pokazati da za svaku nenegativnu merljivu funkciju postoji neopadajuci
niz { f, }nen nenegativnih step funkcija koje zadovoljavaju (1.5) i da je grani¢na vrednost

lim | f,du

n—oo

jedinstvena, tj. ne zavisi od odabira neopadajuceg niza nenegativnih step funkcija koji tackasto
konvergira ka f.

Pozitivan i negativan deo funkcije f : @ — R, gde R := R U {—00, 400}, se definisu sa
[ () = max{f(),0} we O,

odnosno
f(w) :=max{—f(w),0} we
i omogucavaju nam da definiSemo integral merljive funkcije u odnosu na meru.
Definicija 1.18 (Integral merljive funkcije) Data je merljiva funkcija f : (0, F, ) — (R, B)

(sa B je oznacena o—algebra nad R) takva da bar jedan od integrala, [ frduili [ f~du postoji
(ima konacnu vrednost). Tada se integral

[ran=[rrau- [

naziva integral funkcije f nad €} u odnosu na meru pu, a za funkciju f kazemo da je kvazi-
integrabilna u odnosu na p.

Ako oba integrala, [ f*dui [ f~ du postoje, za funkciju f kazemo da je integrabilna u odnosu
na .

Ako je funkcija f : (Q, F, ) — (R, B) kvazi-integrabilna u odnosu na p i A € 2, onda je sa

/Afdu = [1asan

oznacen integral funkcije f nad A u odnosu na pu.
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Napomena 1.9 Specijalno, ako je funkcija f konstantna, tj. f =c, c € R, vazi
/ fdu=cu(A), ACQ.
A
Moze se pokazati da vazi sledece tvrdenje.

Lema 1.1 Funkcija f: (Q, F, 1) — (R, B) je integrabilna u odnosu na u ako i samo ako je
/ | fldp < o0.

Sledec¢a lema je bitna, jer omogucava da se integral nad skupom mere nula moze zanemariti.

Lema 1.2 Neka je funkcija f : (0, F, ) — (R, B) merljiva i skup A € F takav da p(A) = 0.
Tada je f integrabilna nad A u odnosu na y i vazi

/AfdM:/IAfdu:O.

Teorema 1.5 Dat je merljiv prostor (2, F, i) i funkcija

n
f:inIAi, x; # xj zasvakoi # j, x1,...,T, € R,

i=1

pri ¢cemu su Ay, ..., A, € F medusobno disjunktni. Tada je f integrabilna u odnosu na j ako i
samo ako j(A;) < oo za svakoi=1,...,n. Ako je f integrabilna u odnosu na pu, onda vazi

/fdu = ixiM(Ai)-

Cesto je korisno napraviti paralelu izmedu Lebegovog i Rimanovog integrala, a to ¢e omoguditi
1 ¢itaocima ove knjige da bolje razumeju pojmove iz verovatnoce o kojima ¢e biti reci u nastavku.

Teorema 1.6 Neka je A Lebegova mera na (R, B) i neka je dat zatvoren interval [a,b], a,b € R,
a < b. Ako je funkcija f : [a,b] — R Riman integrabilna, onda je ona i integrabilna u odnosu na
A 1 vazi

/bf(:v)d:c: Fav= [ ) A).
a [a,b} a,b]

[

Napomena 1.10 Rimanov integral integrabilne funkcije f : 2 — R se moze definisati samo ako
je Q C R jer se, grubo receno, on konstruise tako sto se domen ) razbija na male intervale,
a zatim se sabiraju povrsine odgovarajucih pravougaonika ¢ime se aproksimira povrSina ispod
grafika funkcije f (ako je f > 0). Naravno, to ne bi bilo moguce ako ) nije podskup od R. Za
razliku od Rimanovog, Lebegov integral se konstruise tako Sto se kodomen funkcije f razbija na
male intervale, pa ga je moguce konstruisati iako €2 nije podskup od R. U tom smislu je Lebegov
integral opstiji od Rimanovog. Medutim, postoje funkcije kod kojih je moguce definisati Rimanov
integral ali Lebegov ne postoji (Primer se moze pronaci u [12]).



1.2 Prostor verovatnoca

Definicija 1.19 Neka je v mera na (€0, F). Nenegativna merljiva funkcija f : (Q, F, ) — (R*, BT)
koja zadovoljava

V(A):/fdu za svako A € F
A

naziva se gustina mere v u odnosu na p. Mera v se naziva mera sa gustinom f u odnosu na fi.

Teorema 1.7 Neka je (2, F, ) merljiv prostor, f : (Q,F) — (R*, BY) je nenegativna merljiva
funkcija i v : F — R je mera sa gustinom f u odnosu na p,

U(A):/fdu za svako A € F.
A

Ako je g : (0, F) — (RT, BY) nenegativna merljiva funkcija, onda vazi

/ngZ/g-fdu-

Moze se pokazati da nema svaka mera v odgovarajucu gustinu f u odnosu na meru p. Medutim,
Radon-Nikodim teorema daje potreban i dovoljan uslov za postojanje gustine.

Definicija 1.20 Neka su p i v mere na merljivom prostoru (2, F). Kazemo da je mera v apsolutno
neprekidna u odnosu na meru p, u oznaci v < i, ako
f

iz )(A) =0 sledi v(A) =0  za svako A € F.

Teorema 1.8 (Radon-Nikodim teorema) Neka su v and p1 o—konacne mere na merljivom
prostoru (2, F), tj. mere na (), F) takve da postoji niz skupova Ai, Ay,... € F takav da je
U2, Ai = Qi vazi

v(A;) < oo, u(A;) <oo zasvakoi=1,2,....

Tada v ima merljivu gustinu u odnosu na meru j ako i samo ako je v apsolutno neprekidna u

: dv :
odnosu na u. Ta gustina se oznacava sa — 1 naziva se Radon-Nikodimov izvod.

dp

Dokaz Teoreme 1.8 se moze pronadi u [1] i [12]. Treba napomenuti da je ova teorema znacajna
jer se koristi u dokazu postojanja uslovnog oc¢ekivanja sa kojim ¢emo se upoznati kasnije.

1.2 Prostor verovatnoca

Oznacimo sa F klasu dogadaja koji se posmatraju kod nekog eksperimenta. Drugim re¢ima, F je
podskup partitivnog skupa od Q, F C P(£), gde je 2 skup elementarnih dogadaja.

Bilo koji podskup A skupa elementarnih dogadaja 2 naziva se (slu¢ajan) dogadaj. Dogadaji
su (merljivi) skupovi pa se prema tome sve operacije, zakoni i pravila koji vaze kod skupova mogu
primeniti i na dogadaje.

Napomena 1.11 U teoriji verovatnoce se unija disjuktnih dogadaja A i B cesto zapisuje sa A+ B.
Takode, znak N se cesto izostavlja i koristi se notacija AB za presek bilo koja dva dogadaja A i
B. To ¢e biti koris¢eno u nastavku.
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Podsetimo se sada pojma verovatnoce.

Aksioma 1.2 (Aksioma verovatnoce) Neka je ) skup elementarnih dogadaja i F o-polje nad
Q). Funkcija P : F |0, 1] se zove verovatnoca na prostoru (£, F) ako zadovoljava uslove

() P(Q) =1,
(11) Ako {Ai}ieNgF, AZHAJI(Z),Z%‘], i,j:1,2,...,onda

Prostor verovatnoc¢a je uredena trojka (€2, F, P), gde je Q skup svih elementarnih dogadaja, F
je o-polje nad 2, a P je verovatnoca na (2, F).

U ovoj knjizi verovatnoéu definiSemo koriste¢i Aksiomu 1.2 da bismo naglasili ¢injenicu da
je verovatnoc¢a dogadaja broj u intervalu [0,1]. Medutim, verovatnoca P : F — [0,1] je mera
prostoru (€2, F) i moze se definisati i u skladu sa Definicijom 1.3 na sledeéi nacin:

Definicija 1.21 Funkcija P : F — R naziva se verovatnoca ako zadovoljava sledece uslove:
(i) P(Q2) = 1.
(ii) P(A) > 0 za svako A € F.
(iii) Ako {A;}ien C©F, AiNA;=0,i#3j,i,j=12, ..., onda

(54 -5

Lako se moze pokazati da su dve definicije verovatnoce ekvivalentne, jer iz (7) i (#4) u Definiciji
1.21 sledi da je P(()) = 0 i u literaturi se mogu naci obe verzije.

Moze se pokazati da funkcija verovatnocée zadovoljava i sledec¢e osobine:
1. P(®) =0
2. Ako Ay, ..., An € F, AiNA;=0,i#j,i,j=1,...,n, onda P(Z?:IAi> = P(A).
3. Ako A C B, onda P(A) < P(B).
4. P(A)=1— P(A).
5. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AB).

6. Formula ukljucenja-iskljucenja

n

P(OAi):Zn:P(Ai)— Zn: P(AA)+ Y P(AAA)—.  +(—1)"'P(A Ay A,)

1<i<j<n 1<i<j<k<n

7. P( U A) = P(A) + P(AiAg) + ...+ P(A Ay Ay 1 Ay) + ...

i=1
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s, P@ A) <32, P(AY).

’ Osobine 1.-3. i 5.-8. vazZe za svaku meru p definisanu u Definicigi 1.5.

KAKO 1ZRACUNATI VEROVATNOCU?

Podsetimo se da verovatnoéu racunamo koristeci...

Ako se skup svih elementarnih do- Neka skup 2 sadrzi elementarne do-
gadaja €2 sastoji iz n mogucih ishoda gadaje koji se mogu predstaviti kao
(elementarnih dogadaja) koji imaju tacke u prostoru R”, a dogadaj A je
jednaku Sansu da se realizuju, tada se neka oblast tog prostora. Svaki A C )
verovatno¢a dogadaja A € F raCuna sa kona¢nom merom je jedan dogadaj.
kao Verovatnoéu dogadaja A definiSemo sa
broj elemenata A
P(4) = —— . pa) = A
- m(Q)’

gde je m oznaka za geometrijsku meru.

Pretpostavimo da n puta ponavljamo eksperiment i neka je pri tome m broj realizacija

dogadaja A.

Kada se n povecava, broj ™ se “stabilizuje” oko broja koji predstavlja verovatnocu

dogadaja A, tj. "
m
n

— P(A) kadan — co.

. u kombinaciji sa osobinama verovatnoce i alatom koji ce biti dat u nastavku.

Neka je (£2, F, P) prostor verovatnoca i neka su A, B € F dva dogadaja, pri ¢emu je P(B) > 0.
Pretpostavimo da realizacija dogadaja B moze uticati na verovatnocu realizacije dogadaja A. Tada
govorimo o uslovnoj verovatnodi.

Verovatno¢u dogadaja A pod uslovom da se realizovao dogadaj B ¢emo oznacavati sa P(A|B).
Da bismo dosli do definicije uslovne verovatnoée P(A|B) razmisljamo na sledeéi nacin: Pret-
postavimo da za elementarni dogadaj w € () znamo da je w € B. Postavlja se pitanje kolika je
onda verovatnoca da je takode i w € A?

Posto znamo da je w € B, onda B mozemo posmatrati kao novi skup elementarnih dogadaja.
Zato definisemo novi prostor verovatnoca (€2, F, P) na sledec¢i nacin:

=B,

{CNB|CeF}
P

P(B)

Hz ol

o
I



12 1. UvoDb

Verovatno¢u P normiramo, odnosno delimo sa P(B), da bismo dobili da je

P(Q) =1.
Tada je verovatnoca da w € A jednaka
~ P(AN B)
P(ANB) = ——=
( ) P(B)

Prethodno razmatranje nas motivise da uvedemo slede¢u definiciju:

Definicija 1.22 Neka je ({2, F, P) prostor verovatnoéa i A,B € F, pri ¢emu je P(B) > 0.
Uslovna verovatnoéa P(A|B) (verovatnoca dogadaja A pod uslovom da se realizovao dogadaj B)

J€

P(AB)
P(A|B) = . 1.
(A1) = 55 (1.7
Pod uslovom P(B) > 0, iz (1.7) sledi takozvano pravilo mnozenja
P(AB) = P(B)P(A|B).
U opstem slucaju, za dogadaje Ay,..., A, € F, n > 2 takve da P( Ny AZ-) # 0, vazi
P(ﬂAZ) — P(A)P(As| A P(As| A1 As) - .- P(An|Ar ... Ay).
i=1
Definicija 1.23 Dogadaji A i B su nezavisni ako vazi
P(AB) = P(A)P(B).

Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca i dogadaji Hy, ..., H, € F zadovoljavaju sledece uslove:

1. P(H)>0,i=1,...,n,

2. HlﬂHj:(Z), Z-,j:17...,n,’i#j,

3. ) Hi=Q.

i=1

Dogadaji Hy, ..., H, se zovu hipoteze, a {Hq, ..., H,} ¢ni potpun sistem dogadaja.
Teorema 1.9 (Formula totalne verovatnoce) Ako je {H, ..., H,} potpun sistem dogadaja, onda

P(A)=> P(H;)- P(A|H;), zasvako A€ F.
=1
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Teorema 1.10 (Bajesova formula) Ako je {Hy, ..., H,} potpun sistem dogadaja, onda

— m=1,...,n, A€ F, P(A) > 0.
> P(H;)- P(A|H;)
i=1

P(H,,|A) =

)

Primer 1.2 Iz kutije u kojoj se nalaze 5 crnih i 3 plave kuglice se odjednom izvlace 3 kuglice
bez vracanja. Ako su sve izvucene kuglice bile crne, u kutiju se dodaje jedna crna kuglica, a u
suprotnom se dodaje plava, a zatim se izvlaci jos jedna kuglica. Ako je ta kuglica bila plava,
odrediti verovatnocu da su 3 izvucene kuglice bile crne.

Resenje: Postavljamo hipoteze

H, — izvucene su 3 crne kuglice,
Hy — izvucene su 2 crne i jedna plava kuglica,
H; — izvucene su jedna crna i 2 plave kuglice,

H, — izvucene su 3 plave kuglice.

Vazi

_ GG _10 _ GG 30 _ 06 _15 1
P(Hl> - (g) - %7 P<H2) - (g) - %7 P(H?;) - — En P(H4) - %
Neka je sa A oznacen dogadaj da je cetvrta izvucena kuglica plava. Tada je

3 3 2 1
P(AlH) = 6 P(A|H3) = 6’ P(A|H;) = 6 P(A|H,) = 6

Da bismo odredili P(H,|A) koristimo Bajesovu formulu i dobijamo

10,3

z P(HOP(AIH,)

1.3 Slucajne promenljive

Definicija 1.24 Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca. Preslikavanje X : Q — R takvo da je
X~1(S) e F,zasve S € B, zove se sluéajna promenljiva. Ekvivalentno, kazemo: X je F —merljiva
slucajna promenljiva.

Umesto oznake X ~1(S) esto ¢emo koristiti oznaku {X € S}.

*Posto je P mera na prostoru (2, F), slucajna promenljiva X : Q — R je merljivo preslikavanje
u odnosu na (F,B).

*Definicija 1.10
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Kako X !(S) € F za svako S € B(R) i verovatnoc¢a je definisana za svaki skup iz F, to znaci
da za svako S € B(R) mozemo definisati funkciju

Py(S) = P{X € S} = P{lw | X(w) € S} = P(XY(S))

koja se zove raspodela verovatnoca slucajne promenljive X.

*Raspodela verovatnoéa slucajne promenljive X, Px : B — [0,1], je mera slike verovatnoée P
nad merlpvim preslikavanjem X 1 postoji za svaku slu¢ajnu promenljivu.

*Definicija 1.12

Primer 1.3 Neka je (), F, P) prostor verovatnoéa. Indikator dogadaja A € F, 14 : Q@ — R
definisan sa
1, weA
Ij(w)=<" , we
A(@) {o, wd A

je jedan primer slucajne promenjive. U

Teorema 1.11 Neka je f : R — R Borelova funkcija (za svako S € B, f~'(S) € B) i neka je
X : Q2 — R sluc¢ajna promenljiva nad prostorom verovatnoca (2, F,P). Tada je f(X) takode
slucajna promenljiva.

*Sluc¢ajna promenljiva f(X), gde je f Borelova funkcija’, predstavija kompoziciju dva merljiva
preslikavanja koje je takode merljivo preslikavanje.

*Teorema 1.4
"Definicija 1.11

Funkcija raspodele
Definicija 1.25 Funkcija Fx : R +— [0, 1] definisana sa
Fy(z) = Py((—00,2)) = Plw € Q| X(w) <z},

naziva se funkcija raspodele slucajne promenljive X .

Funkcija raspodele Fx u tacki x € R predstavlja verovatnoéu dogadaja sastavljenog od onih
elementarnih dogadaja w ¢ija je slika X (w) manja od x. To ¢emo krace pisati

Fx(z) = P{X < z}.

Funkcija raspodele postojii jedinstvena je za svaku slucajnu promenljivu. Pored toga, za proizvoljnu
slucajnu promenljivu X i konstante a,b € RU {—o00,00},a < b vazi

P{a < X < b} = Fy(b) — Fx(a).
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Diskretne slucajne promenljive

Definicija 1.26 Slucajna promenljiva X : Q — R je diskretna (diskretnog tipa) ako postoji
prebrojiv skup brojeva Rx takav da je P{X € Rx} = 0, odnosno ako je skup slika od X najvise
prebrojiv skup.

Ako je skup slika X () konacan skup, kazemo da je X prosta slucajna promenljiva.
Ako je Q = ZAZ-, {1, x9,...} je skup realnih brojeva, a dogadaji A, Ay ... su definisani
i=1
sa A; = {w | X(w) = x;},1 =1,2,..., onda se prosta sluéajna promenljiva X sa skupom slika
{1, x9,...} moze zapisati kao linearna kombinacija indikatora dogadaja I4,, 4, ...,

X = ala,.
k=1

Skup vrednosti Rx = {z1, xa, ... } diskretne slu¢ajne promenljive X i odgovarajuce verovatnoce
px(z;) = P{X =x;},i=1,2,..., ¢ine zakon raspodele slucajne promenljive X, ili krace, raspodelu
slucajne promenljive X. Najces¢e zakon raspodele diskretne slucajne promenljive X zapisujemo

na sledeéi nacin:
T T e
X ,
( pX(I1) px(@) e )

pri cemu je > px(x;) = 1.

Funkcija px : Rx — [0,1] definisana sa px(x) = P{X = z} je raspodela
verovatnoca diskretne slucajne promenljive X u odnosu na meru

Bi= Z Oz,

IGRI

gde 6, predstavlja Dirakovu meru* u z. MozZe se pokazati' da vazi

P(A):/Apxdu: Z I(z)px () :pr(x), AeF.

TERX z€A

U opstem slucaju vazi sledece.

0
x 1, x=x
0x,(*) {0, x#x, | Definicija 1.27 Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca i y mera na pro-
L storu (2, F). Ako je
P(A) = [ fu, Aer,
0 A
X0 X

tada se f naziva raspodela verovatnoéa u odnosu na meru fi.

tKako je verovatnoéa P mera, raspodela verovatnoéa se moze definisati
za svaku sluc¢ajnu promenljivu.

Definicija 1.28 Neka je X slucajna promenljiva na prostoru verovatnoca
(Q, F, P) i neka je p mera na prostoru (R, B) takva da Px = [ fxdu. Tada
je fx raspodela verovatnoca slucajne promenljive X u odnosu na meru .

*videti Definiciju 1.6
fsledi iz Teoreme 1.5
Definicija 1.19
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Primer 1.4 Slucajna promenljiva

(Y1)

je prosta sa skupom vrednosti Ry = {—2,0,1,2} i po delovima konstantnom (stepenastom)
funkcijom raspodele

= O
(ST )

= =

(0, <=2

§ —2<z<0
Fx(r)=¢2 0<z<1

% l<ax <2

1, x>2

\

Sluéajna promenljiva Y = X? + 2 je takode prosta, sa zakonom raspodele

ool—= QO

Ll \)
olor O

i

Primetimo da funkcija raspodele Fy slu¢ajne promenljive X iz Primera 1.4 zadovoljava sledece
uslove:

. lim Fx(z) =01 lim Fx(z)=1.

T—r—00 T—r00

2. Fx je monotono neopadajuéa funkcija.
3. Fx je neprekidna sa leve strane.

Moze se pokazati da svaka funkcija raspodele zadovoljava uslove 1. — 3., a vazi i obrnuto: Svaka
funkcija F' : R — [0, 1] koja zadovoljava uslove 1. — 3. jeste funkcija raspodele neke slucajne
promenljive.

Osnovne raspodele verovatnoc¢a diskretne slucajne promenljive
Binomna raspodela

Izvodi se n nezavisnih eksperimenata i u svakom eksperimentu posmatramo dogadaj A koji moze
da se realizuje sa verovatnoc¢om p ili da se ne realizuje sa verovatno¢om 1—p. Sluc¢ajna promenljiva
S,, predstavlja broj pozitivnih ishoda (odnosno broj realizacija dogadaja A) u tih n eksperimenata,
sto zapisujemo sa S, : B(n,p). Vazi

P{&f:k}22(2>ﬂ%1—pyhh k=0,1,...,n. (1.8)

Za slucajnu promenljivu sa zakonom raspodele datim u (1.8) kazemo da ima binomnu raspodelu
sa parametrima n i p, a opisan niz eksperimenata nazivamo Bernulijeva Sema.
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Poasonova raspodela

Precizno izra¢unavanje verovatnoca (1.8) za veliko n i malo p obi¢no nije jednostavno i u takvom
obliku dovodi do velikih gresaka u zaokruzivanju. Zato se kao grani¢ni slucaj kada n — oo moze
koristiti Poasonova slu¢ajna promenljiva X : P()) sa parametrom A > 0. Vazi

k

A
P{X:k}:ﬁe’A, k=0,1,...

U praksi, binomnu B(n, p) raspodelu aproksimiramo Poasonovom P(\), gde A = np, ako je n
veliko i A = np < 10.

Geometrijska raspodela

Slucajna promenljiva X koja predstavlja broj nezavisnih ponavljanja nekog eksperimenta do prve
realizacije dogadaja A, pri ¢emu je P(A) = p ima geometrijsku raspodelu, §to zapisujemo sa
X : G(p). Vazi

P{X=k}=0-p)*'p, k=12....

Apsolutno neprekidne slucajne promenljive

Za razliku od diskretnih, apsolutno neprekidne slu¢ajne promenljive su takve da im ne mozemo
dodeliti konkretne vrednosti sa odgovaraju¢im verovatno¢ama, ve¢ je njihov skup vrednosti neki
interval, ili cak ¢itava realna prava.

Definicija 1.29 Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji nenegativna
integrabilna funkcija px(x), —0o < x < 00, takva da je, za svaki skup S € B(R),

P{X eS}= /S@X(a:) de.

Funkcija px(z) zove se gustina raspodele verovatnoca (ili samo gustina raspodele) sluc¢ajne pro-
menljive X.

*U slucaju apsolutno neprekidne slucajne promenljive X sa Riman integrabilnom gustinom
raspodele slucajne promenljive X, px, vazi

P(A):/Agpxd)\:/Agox(x)d:c, A€ B,

pri cemu je X Lebegova mera na (R, B).

*Videti Definiciju 1.27 za definiciju gustine u odnosu na meru i Teoremu 1.6 za vezu izmedu Ri-
manovog i Lebegovog integrala.

Specijalno, ako izaberemo S = (—o0, ) dobijamo

Fx(z)=P{X <z} = / px(t) dt za svako z € R.
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Primer 1.5 Funkcija

ply) = {i ve Lo

0, inace
je gustina raspodele neke slucajne promenljive (oznac¢imo je sa'Y') jer je p(y) > 0 za svako y € R

i
oo 61
/ gp(t)dt:/zdtzlne—lnlzl.
- 1

o

Tada je funkcija raspodele slucajne promenljive Y jednaka

B =Pl <y} = [ oit=1{ [/ar =y, ye .
- 1, inace

Osnovne raspodele verovatnoéa apsolutno neprekidne slucajne promenljive

Eksponencijalna raspodela

Sluc¢ajna promenljiva X ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A > 0, $to zapisujemo
X : £(N), ako su njena gustina i funkcija raspodele redom jednake

{)\e)‘x, x>0 {1—6)“70, z >0

px(r) = Fx(r) =

. -« Y . - N
0, inace 0, inace

Ova slucajna promenljiva je prirodan izbor za modeliranje vremena izvrSenja nekih dogadaja.

Normalna raspodela
Slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu sa parametrima m i 0> ¢ > 0,m € R, §to
zapisujemo X : N (p, 0?), ako je njena gustina raspodele jednaka
1 (@=p)?
ox(x) = e =2, zrelR
V2mo?
Znacajna je slucajna promenljiva sa standardizovanom normalnom raspodelom,

:X_m:N(O,l)

o

X*

¢ija je gustina raspodele jednaka

[M]

1 @

ox«(x) = ez, xzelk

V2r

Kako ne postoji primitivna funkcija za @x«(x), vrednosti integrala
r 1 2
—oo V2T

se izracunavaju priblizno. Te verovatnoce su dobijene pribliznim racunanjem vrednosti integrala

Fx*(fﬂ) =

jer vazi Fx«(x) = 0.5 + ®(z). Funkcija ®(z) naziva sa funkcija Laplasa i ima sledece osobine:
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_:U) = —(I)(l'),

za x > 9,

N[

za 3.5 < x <.

N[ =

Uniformna raspodela

Slu¢ajna promenljiva X ima uniformnu raspodelu na intervalu (a,b), a < b, $to zapisujemo sa
X : U(a,b), ako su njena gustina i funkcija raspodele redom jednake

1 0, rz<a
<z <b —
ox(r)=<b—a’ e , Fx(x) = - a’ a<z<b.
0, inace b—a
1, x>b

1.3.1 Visedimenzionalne slucajne promenljive

U slucaju kada su eksperiment ili pojava koju posmatramo okarakterisani sa vise slu¢ajnih veli¢ina,
¢esto se posmatraju visedimenzionalne slu¢ajne promenljive.

Definicija 1.30 Preslikavanje X = (Xi,...,X,), X : Q — R", jeste n-dimenzionalna sluc¢ajna
promenljiva na prostoru verovatnoéa (2, F, P) ako za svako S € B,, vazi

(W] X(w) e sy ={Xe8 =X1S) e F.

Svaka koordinata u n—dimenzionalnoj slu¢ajnoj promenljivoj jeste jednodimenzionalna slucajna
promenljiva, o ¢emu govori sledeca teorema.

Teorema 1.12 Preslikavanje X = (Xi,...,X,), X : Q — R", jeste n-dimenzionalna sluc¢ajna
promenljiva ako i samo ako je svaka koordinata X;, ¢ = 1,...,n, jednodimenzionalna slucajna
promenljiva.

Lema 1.3 Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca, i neka je X : Q@ — R™ n-dimenzionalna sluc¢ajna
promenljiva definisana na tom prostoru verovatnoca. Tada je

F(X) :={X"1(9)| S eB,}

jedna o—algebra koja se zove o—algebra generisana slucajnom promenljivom X. To je najmanja
o—algebra, podalgebra od F, takva da je u odnosu na nju X merljivo.

Intuitivno, o —algebru F(X) mozemo posmatrati kao objekat koji sadrzi sve relevantne informacije
o slu¢ajnoj promenljivoj X.

Lema 1.3 je specijalan slucaj Teoreme 1.3 u kojoj je definisana o—algebra generisana preslika-

vangjem, Sto je u ovom sluc¢aju slucajna promenljiva X.
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Lema 1.4 Data je visedimenzionalna slucajna promenljiva X : 2 — R" na prostoru verova-
tnoca (2, F, P), Borelova funkcija ® : R" — R™ i slucajna promenljiva Y = ®&(X) : Q@ — R™.
Tada je Y F(X)—merljiva slucajna promenljiva. Vazi i obrnuto, ako je slucajna promenljiva Y
F(X)—merljiva, onda postoji Borelova funkcija ® takva da je Y = ®(X).

Slicno kao i kod jednodimenzionalnih slu¢ajnih promenljivih, raspodela verovatnoca slucajne
promenljive X, Px(S), S € B,, predstavlja verovatno¢u da skup vrednosti visedimenzionalne
slucajne promenljive X pripada S:

Px(S) = P{X € S} zasvako S € B,,.

Definicija 1.31 Funkcija raspodele n-dimenzionalne slu¢ajne promenljive X = (Xy,...,X,,) je

Fx(gj'l,...,l'n) = F(X1,...,Xn)($1a'-->$n)
= P{Xi<z}n---n{X, <z,}),—00 < xq,...,2, < 00.

Pomocu funkcije raspodele slucajne promenljive X = (X, ..., X,,) mozemo odrediti funkciju
raspodele svake koordinate X, £k = 1,...,n , kao i funkciju raspodele svake k-dimenzionalne
slucajne promenljive (X,,...,X;. ), 1 < k < n. Tako dobijene funkcije raspodela zovu se

marginalne funkcije raspodela i odreduju se na slede¢i na¢in: Funkcija raspodele sluc¢ajne pro-
menljive (X;,,...,X; ) za koju je K = {iy,...,ix} C {1,...,n} se definise kao

Fix, i (@) = P < 25} (X5 < 00})),

JEK jEK
gde je skup K komplementaran K u odnosu na {1,...,n}.

Definicija 1.32 Slucajna promenljiva X = (Xi,...,X,,) je diskretna (ili diskretnog tipa) ako
postoji prebrojiv skup tacaka u R":

Rx = {(xgkﬂ,...,x;w) o R 1,2,...}
takav da P{X € Rx} = 0. Skup Rx je skup svih moguéih vrednosti slu¢ajne promenljive X.

Ako je (X,Y) dvodimenzionalna diskretna slu¢ajna promenljiva sa raspodelom

p<xi7yj) :P({X:,Z‘Z}Q{Y:y]}), i,j:1,27...,

marginalne raspodele slucajne promenljive X, odnosno Y su date sa
P{X =z} = Zp(xi,yj), i=1,2,...,
j=1

odnosno

PY =y} =Y pleiy), j=12....
i=1
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X\ | t [ 2 [3]4]5] 6 |¥
1 | 1/36]1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 | 1/36 || 1/6
2 0 |[1/18| 0 |1/18| 0 | 1/18 | 1/6
3 0 | o |1/12] 0o | 0o | 1/12 | 1/6
4 0| 0 | 0o |1/6] 0 0 |l 1/6
5 o] 0o | o | o 16| 0 |1/6
6 0| 0o | 0o | o | 0 |1/16]1/6

> || 1/36|3/36 | 4/36|9/36 | 7/36]12/36 || 1

Tabela 1.1: Zakon raspodele sluc¢ajnog vektora (X,Y’) iz Primera 1.6.

Primer 1.6 Neka je X slucajan broj koji se bira iz skupa {1,2,3,4,5,6} i neka se Y bira iz istog
skupa brojeva, ali takvih da su deljivi sa X. Odredimo zakon raspodele slucajnog vektora (X,Y).

Resenje: Skup vrednosti slucajnih promenljivih X i Y je istiy Rx = Ry = {1,2,3,4,5,6} i

vazi P(X = k) = % za svako k € Rx. Medutim, znamo da ako je X = 2, onda se Y bira iz

skupa {2,4, 6}, tj. vrednost Y zavisi od X. Zakon raspodele slucajnog vektora je dat u Tabeli 1.1.

Verovatnoée P{X = k,Y = j} se izracunavaju koristeci pravilo mnozenja
P{X=FkY=j}=PX=kP{Y=3|X=k}, jk=1,...,6.

Na primer,

P{X =2,X =6} = P{X = 2}P{Y = 6|X =2} =

jer se Y bira iz skupa {2,4,6} ako je X = 2.
Marginalne raspodele slucajne promenljive X su poznate, a marginalne raspodele za 'Y se mogu
odrediti iz Tabele 1.1. Naime, vazi

6
P{Y =j} =) P{X=kY=j}, j=1,234506,

k=1

pa dobijamo

v L 2 3 4 5 6
“\ 1/36 3/36 4/36 9/36 7/36 12/36 )

Definicija 1.33 Slucajna promenljiva X = (X1, ..., X,) je n-dimenzionalna slucajna promenljiva
apsolutno neprekidnog tipa ako postoji integrabilna funkcija

ox(T1,. .., x,) >0, —00<T1,...,T, < 00,

takva da je, za svaki Borelov skup S € B,

P{(Xl,...,Xn)GS}—/--~/g0x(x1,...,xn) dzy . ..dx,.
s

Funkcija px(z) zove se gustina raspodele verovatnoca (ili samo gustina raspodele) sluc¢ajne pro-
menljive X.
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Neka je (X, Y) dvodimenzionalna slucajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom
ox,y)(,y), —o0o < x,y < co. Marginalne gustine slucajnih promenljivih X i Y su

ox(2) = / poen (@ y)dy, ©ER, (1.9)
i o0
wy(y)z/ oxy)(r,y)dr, yeR, (1.10)

redom.

Koristeéi teoriju mere mogu se definisati marginalne gustine za proizvoljnu visedimenzionalnu
slu¢agnu promenljivu.

Neka je data dvodimenzionalna sluéajna promenljiva (X,Y) na prostoru verovatnoéa (2, F, P),
sa gustinom raspodele f(x yy i neka su (R, B, 1) i (R, B,v) prostori sa merom. * Pretpostavimo
da su mere p i v o—konacne i da je zajednicka raspodela P x yy apsolutno neprekidna u odnosu
na proizvod mera i i v koji oznacavamo sa u® v. Tada je

fx(z) = /f(X,y)l/(dy) skoro sigurno u odnosu na meru [,
(1.11)

fr(y) = /f(ij),u(dy) skoro sigurno u odnosu na meru v.

T Funkcija fx se naziva marginalna gustina slucajne promenljive X u odnosu na meru , a fy
se naziva marginalna gustina slucajne promenljive Y u odnosu na meru v.

Za sluc¢agjnu promenljivu (X,Y) apsolutno neprekidnog tipa sa Riman integrabilnom gustinom
@(x,y) i Lebegove mere takve da pp=v, (1.11) se svodi na (1.9) i (1.10).

*Definicije o0 —konacnih mera, apsolutne neprekidnosti i proizvoda mera videti u Definicijama 1.7,
1.20 i 1.8, redom.
tZa detaljnije videti [21]

Primer 1.7 Dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva (X,Y') ima gustinu

3¢, (x,y) € 5,

<P(X,Y)(xay) = { 87 <x7y) c R2 \ S,

gde je S ={(z,y) eR?: |y — 1| <z < 1}.
ylk

24

y=x+1




1.3 Sluc¢ajne promenljive 23

(a) Odrediti P{X > 1} i P{X <1,Y < 1}.

(b) Odrediti marginalnu funkcije gustine i
raspodele slucajne promenljive Y.

(c) Izracunati P{Y < 1}.
Resenje:

(a) P{X > 1} =0, jer je ox,yy(x,y) = 0 za x > 1. Dalje,
brtos '3 '3 31 1
P{X <1,Y <1} = “xdydr = | “z(l—(—z+1)de= [ Sade==-2=-.
{<,<}/O/m+12xyx/02x( (x—l—))x/onx 5373

(b) Koriste¢i formulu (1.10) za marginalnu gustinu slu¢ajne promenljive Y, dobijamo da je
py(y) =0zay ¢ (0,2), zay € (0,1] vazi

oy (y) = /1 gfﬂdw = 2(1 —(1—y)?) = %(—’tf + 2y),

izay e (1,2),
Dakle,

07 Yy S 0
Y
Fy(y) =< [3t(2—t)dt = 1y* B3 —y), 0<y<2

= o

’ y > 2.

(¢) Verovatnoéa P{Y < 1} je funkcija raspodele slu¢ajne promenljive Y u 1 koja se moze
izracunati koristec¢i gore dobijenu marginalnu gustinu ¢y,

P <ty = [ etin= [ Que—vdy-

1
4 2

B~ w

ili zamenom y =1 u Fy (y). O

Uslovne raspodele

Funkcija raspodele uslovnih verovatnoca slucajne promenljive X pri uslovu {Y € S} je

PUX <z}n{Y €S}

Fx (z|{Y € S}) = P{Y € 5} ’

z € R.
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Ako je (X,Y) diskretna sluc¢ajna promenljiva sa raspodelom p(z;,y;), ¢,5 = 1,2, ..., uslovna
raspodela slucajne promenljive X pri uslovu {Y = y;}, pri ¢emu je P{Y = y;} = q(y;) > 0, je
jednaka

P Ti, Y; .
p(ziy;) = PAX =]V =y;} = ( J), i=1,2,.... (1.12)
q(y;)
Slicno, za P{X = z;} = p(x;) > 0,
PTi, Y5 .
q(yjlz;) = P{Y = y;| X =z} = —(p(:v)J)’ j=1,2,.... (1.13)

Primer 1.8 Uslovne raspodele za slucajne promenljive X 1Y iz Primera 1.6 se dobijaju iz formula
(1.12) i (1.13), jer su zajednicka raspodela za (X,Y') i marginalne raspodele za X 1Y veé poznate.

P{X=4iY =k
Kako P{X = i|Y = k} = {P{YZ’_ 3 !

iy =us () xr=2 (g ) xr=sk (4 ).
X|{Y:4}:<1}9 239 6;19)’ X|{Y:5}‘(1}7 6?7)’

12 3 6
X|{Y=6}3<1/12 2/12 3/12 6/12)'

Na isti nacin se mogu izracunati raspodele za Y|{X =i}, i =1,2,3,4,5,6. O

vazi za sve i,k = 1,2,3,4,5,6, dobijamo

Primer 1.9 Baca se Sestostrana kockica za igru i registruje se broj koji padne. Slucajna promenlji-
va X uzima vrednost 1 ako padne neparan broj, odnosno vrednost 2 ako padne paran broj.
Definisimo dogadaj A - pao je broj vec¢i od 3. Slucajna promenljiva X je data sa

X ( P(lB) P(ZB) ) - ( 1}2 132)’

pri ¢emu je sa B oznacen dogadaj da je na kockici za igru pao paran broj. Ukoliko bi sa Y bila
oznacena slucajna promenljiva koja uzima vrednost koja padne na kockici za igru, dogadaj A
bismo mogli zapisati sa A = {Y > 4}, dok bi dogadaji {Y =1} U{Y =3} U{Y =5} i{X =1}
bili ekvivalentni. Raspodelu sluc¢ajne promenljive X |A odredujemo koristeci uslovnu verovatnocu,

PLX = 1}]4) = P“XP‘(j)} N4 _ Jig = f& - - P =24 =2
1 2 .. .. = 1 2
Dakle, X|A : ( /3 2/3 ) . Sli¢no, dobijamo X|A : < 2/3 1/3 ) . O

Neka je sada (X,Y’) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa sa
gustinom ¢(xy)(z,y), (z,y) € R?. Uslovna gustina za X pri uslovu {Y =y}, py(y) > 0 je
2 XY x,y
ox(aly) = LEDEY) g

oy (y)

Analogno, uslovna gustina za Y pri uslovu {X =z}, px(z) > 0, je

PXY) (557 Z/)

, ¥y €R
ox(z)

oy (ylr) =
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Primer 1.10 U Primeru 1.7 je za datu zajednicku gustinu vektora (X,Y’) izracunata marginalna
gustina za Y, Sto je dovoljno za izracunavanje uslovnih gustina za apsolutno neprekidnu slucajnu
promenljivu X i to koristeci da je

@(X,Y)(ff,y)
<= 02

Dakle, za y € (0,2) imamo

, inace

O
1.3.2 Nezavisnost slucajnih promenljivih
Nezavisnost slucajnih promenljivih definiSemo pomocu nezavisnosti odgovarajuc¢ih dogadaja.
Definicija 1.34 Jednodimenzionalne slucajne promenljive X1, Xs,... su nezavisne ako su do-
gadaji X7 '(S1), X5 *(S2), ... nezavisni, za sve Borelove skupove S; € B(R), i =1,2,....
Teorema 1.13 Neka su X,..., X, jednodimenzionalne slucajne promenljive na prostoru vero-
vatnoca (), F, P). Potreban i dovoljan uslov da slu¢ajne promenljive X, ..., X,, budu nezavisne

je da vazi
Fix, .xo(@1,...,2,) = Fx,(21) ... Fx,(x,), zasvako (z1,...,2,) € R".

Specijalno, ako je dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva (X, Y") diskretnog tipa sa raspodelom
p(xi,y5), i, =1,2,..., onda je potreban i dovoljan uslov za nezavisnost X i Y

PUX = a0 {Y =y} = P{X =} - PY =5}, ij=1,2,....

Primer 1.11 Slucajne promenljive X 1Y iz Primera 1.6 nisu nezavisne, jer postoje i i j takvi da
P{X = n{Y =j}) # P{X =i} P{Y = j}.

Na primer,
1

0=P{X=2Y=1}#P{X=2}P{Y =1} = - .

| =

Moze se pokazati da vazi sledece:
Posledica 1.1 Za nezavisne slucajne promenljive Xy, ..., Xy, takve da X; : P(N\;), i =1,... k,
vazi

Xi+-+ X P+ 4 M)
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Posledica 1.2 Za nezavisne slucajne promenljive X; ..., Xy, takve da X; : B(n;,p),i=1,...k,
vazi

Xi+ -+ Xy B(ng+ -+ ng, p).

Neka je data apsolutno neprekidna dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva (X, Y') sa gustinom
ox,y)(,y), =00 < x,y < 0o. Potreban i dovoljan uslov za nezavisnost X i Y je

exy)(T,y) = ox(@) oy (y), (z,y) € R%.

Primer 1.12 Ako su slucajne promenljive X : U(0,1) i Y : U(1,2) nezavisne, onda je njihova
zajednicka funkcija gustine jednaka

1, ze(0,1),y€(1,2)
ey (@,y) = ox () ey (y) = {0 inace ‘

Posledica 1.3 Ako su Xy, ..., X,, nezavisne slucajne promenljive i X; : N'(m;,02),i=1,...,n,
vazi

n n n
E aiXi:J\/'(E a;m;, E a?af), a €R,i=1,...,n.
i1 i—1 i=1

1.3.3 Numericke karakteristike slu¢cajnih promenljivih

Cesto nije neophodno u potpunosti opisati sluéajnu promenljivu odredivanjem njene funkcije ras-
podele, nego je dovoljno izracunati pojedine parametre koji do izvesnog stepena opisuju raspodelu
verovatnoca slucajne promenljive. Kao najznacajnije izdvajamo ocekivanje koje je mera centralne
tendencije i disperziju koja pripada grupi parametara koji mere rasturanje oko centra.

Na pocetku dajemo definiciju (matematickog) ocekivanja jednodimenzionalnih slu¢ajnih pro-
menljivih sa kojim smo se veé¢ upoznali na kursu iz Verovatnoce, gde smo posebno dali definiciju
ocekivanja diskretnih sluc¢ajnih promenljivih, a zatim i definiciju ocekivanja apsolutno neprekid-
nih slu¢ajnih promenljivih. Koristeé¢i tada dostupan matematicki aparat i bez poznavanja teorije
mere, nije bilo moguce dati univerzalnu formulu (ili definiciju) koja bi omoguéila izrac¢unavanje
ocekivanja proizvoljne slucajne promenljive. Ta definicija (koja je data dole) je neophodna kako
bi se precizno definisalo uslovno ocekivanje koje ¢e se obradivati u nastavku. Ovde pronalazimo
jedan od osnovnih razloga zasto je bilo potrebno definisati osnovne pojmove iz teorije verovatnoce
i u kontekstu teorije mere.
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Definicija 1.35 Neka je X slucajna promenljiva na prostoru verovatnoéa (Q, F, P). Sa
E(X) := /XdP (1.14)

definisemo ocekivanje slucajne promenjive X (u odnosu na P).

*Ako slucajna promenljiva X nije kvazi-integrabilna, a samim tim nije ni integrabilna u odnosu

na meru P, onda kaZemo da ocekivanje od X w odnosu na P ne postoji.

T Ocekivanje slucajne promenljive X postoji ako je | X| integrabilna u odnosu na P, tj.

/|X|dP<oo.

*Definicija 1.18
"Lema 1.1

Ocekivanje E(X) jednodimenzionalne diskretne slu¢ajne promenljive X sa raspodelom p(xy),
k=1,2,..., definiSe se sa

E(X) = i pla),

i postoji ako i samo ako je

o0
S Jenl plax) < oo.
k=1
Ocekivanje proste sluc¢ajne promenljive X sa skupom vrednosti {x1,...,x,} wvek postoji, a
formula (1.14) se svodi na
n
B(X)=> xP{X =z} (1.15)
i=1
pomocu Teoreme 1.5. Ocekivanje diskretne slucajne promenljive sa najvise prebrojivim skupom
vrednosti ne postoji uvek.

Moze se pokazati da za svaku slucajnu promenljivu X postoji niz diskretnih sluc¢ajnih pro-
menljivih {X, }nen koji uniformno konvergira ka X kada n — oo. Tada je odgovarajuéi niz
ocekivanja { E(X,,) }nen Kosijev, $to nam omoguéava da definisemo ocekivanje slu¢ajne promenljive
X (ako ono postoji) kao graniénu vrednost niza { E(X,)},en kada n — oo, tj.

BE(X) = lim E(X,).

n—oo

Osim ako nije drugacije navedeno, u nastavku ¢emo pretpostavljati da ocekivanje slucajne
promenljive postoji tamo gde se ono koristi.

Specijalno, izdvajamo apsolutno neprekidne slu¢ajne promenljive. Naime, za jednodimen-
zionalnu apsolutno neprekidnu slu¢ajnu promenljivu X, sa gustinom ¢y (x), ocekivanje je

B = [ o pxle) do

[e.e]
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i ono postoji ako prethodni integral apsolutno konvergira, odnosno, ako je

/ |z] px(x) do < oco.

(e 9]

Neke od osobina ocekivanja su

—_

- EX)] < B(1X])
2. Ako je ¢ € R konstanta, onda E(c) = ci E(cX) = cE(X).

3. Ako slucajne promenljive X1,..., X,,, n € N, imaju ocekivanja, onda
E (Z Xk,> = B(Xy).
k=1 k=1

4. Ako za svako w € Q, X(w) > 0, onda E(X) > 0.
5. Ako X >Y (za svako w € Q, X(w) > Y (w)), onda E(X) > E(Y).

6. Ako su slucajne promenljive X1, ..., X,,, n € N nezavisne i imaju ocekivanja, onda
E (H Xk> =[[E&Xw).
k=1 k=1

7. Ako E(X) postoji, onda E(X — E(X)) =0.

Neka je slucajna promenljiva Y definisana sa Y = f(X), pri ¢emu je f : R — R Borelova
funkcija i X proizvoljna jednodimenzionalna sluc¢ajna promenljiva. Moguce je izracunati ocekivanje
slucajne promenljive Y koriste¢i raspodelu slucajne promenljive X i nije neophodno poznavati
raspodelu za Y. Naime, ukoliko je X slucajna promenljiva diskretnog tipa sa skupom vrednosti
{1, x9,...}, onda je i Y diskretnog tipa i vazi

E(Y) = E(f(X)) = Zf(:vi)P{X = ;}.

Ako je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva, onda

E(Y) = / " f@)ex(a) da.

Neka je X jednodimenzionalna slucajna promenljiva i f : R — R Borelova funkcija. Ako
postoji, oéekivange sluc¢ajne promenljive Y = f(X) se definise sa

B((0) = [ fx)aP = [ f@)Px(dz) = [ fapy.

gde je Px raspodela verovatnoca slucajne promenljive X.

Podsetimo se sada definicije disperzije jednodimenzionalne slucajne promenljive.
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Definicija 1.36 Disperzija (varijansa) jednodimenzionalne slucajne promenljive X je
D(X) = E (X - E(X))?).

Napomena 1.12 Disperzija slucajne promenljive X je centralni momenat reda 2. Centralni
momenat reka k je E(X — E(X))*), dok je momenat reda k definisan sa E(X*). Moze se
pokazati da ako (centralni) momenat reda k postoji, onda postoje i svi (centralni) momenti nizeg
reda.

Za izraCcunavanje disperzije ¢esto se koristi formula D(X) = E(X?) — E*(X).

Definicija 1.37 Standardna devijacija (standardno odstupanje, prosecno odstupanje) slucajne
promenljive X se definise kao

Neke od osobina disperzije su
1. D(X) >0,
2. D(X) = 0 ako i samo ako je X = ¢ = const skoro sigurno.
3. Ako je ¢ € R konstanta, onda D(cX) = ¢*D(X) i D(X +¢) = D(X).

4. Ako su Xi,..., X, n € N, nezavisne i imaju disperziju, onda je

D <i Xk) = iD(Xk).

Primer 1.13 Ocekivanje slucajne promenljive

-2 0 1 2
X:( 111 1)
8 4 8 2
je jednako
1 1 1 1 9
EX)=—2-—4+0--4+1-=4+2-=—=—.
(X) 8+ 4+ 8+ 2 8

Koristecéi osobine oc¢ekivanja dobijamo

1 5 15
E@2X?+2) :2E(X2)+2:2(0+1.1+4-§> +2=2
Disperzija slucajne promenljive X je
11 81 95
D(X)=FE(X?*)-E*(X)= — - — =",
4 64 64

Koriséenjem osobina disperzije moze se izracunati disperzija slucajne promenljive oblika aX + b,
a,beR,
95 ,

D(aX +b) = a’D(X) = e
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Primer 1.14 Momenat reda k € N apsolutno neprekidne slucajne promenljive Y sa gustinom

32 -y), ye(0,2)
= {0> v 0,2
je
E(Y*) = /_ Veoy(y) dy = /0 22/’““(2 —y)dy=3- 2k+1(%+2 _ %—Hﬁ)

Onda je E(Y) = 1. O

OCEKIVANJE I DISPERZIJA NEKIH TIPOVA SLUCAJNIH PROMENLJIVIH

Diskretne slucajne promenljive

Neka je X jednodimenzionalna slu¢ajna promenljiva sa o¢ekivanjem E(X) i disperzijom D(X).
Standardizovana (normalizovana) slu¢ajna promenljiva X* je
X -EX) X-EX)
D(X) o(X)

*

1 vazi

E(X*)=0i D(X*)=1.

Ocekivanje i disperzija viSedimenzionalne slu¢ajne promenljive se dobijaju preko ocekivanja
i disperzije njihovih komponenti. Radi jednostavnosti, u nastavku dajemo definicije numerickih
karakteristika dvodimenzionalne slucajne promenljive.

Definicija 1.38 Ocekivanje slucajne promenljive (X,Y), ukoliko postoji, je ureden par
E(X,Y) = (E(X), E(Y)),

gde su E(X) i E(Y) ocekivanja slucajnih promenljivih X 1 Y.
Disperzija slucajne promenljive (X,Y"), ukoliko postoji, je ureden par

D(X,Y) = (D(X), D(Y)),

gde su D(X) i D(Y') disperzije sluc¢ajnih promenljivih X i Y.
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Definicija 1.39 Kovarijansa slu¢ajne promenljive (X,Y) je

cov(X,Y) = B[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).

Definicija 1.40 Koeficijent korelacije slucajne promenljive (X,Y) je

oy = cov(X*.Y) = cov (X ~B(X) Y - E(Y)) |

VD(X) ' /DY)

gde su X* 1 Y* standardizovane slucajne promenljive.

1.4 Vrste konvergencije u teoriji verovatnoce

U teoriji verovatnoce posmatraju se uglavnom ¢etiri vrste konvergencije niza sluc¢ajnih promenljvih
Xq, Xo, ..., ka slucajnoj promenljivoj X kada n — oc.

Definicija 1.41 Niz slucajnih promenljivih X1, X, ... konvergira u verovatnoéi ka slucajnoj pro-
menljivoj X kada n — oo (skraceno X,, %+ X, n — o) ako, za svako € > 0 vazi

P{|X,—X|>¢e} =0, n— 0.

Definicija 1.42 Niz slucajnih promenljivih X1, Xs, ... skoro sigurno konvergira ka slucajnoj pro-
menljivoj X kada n — oo (skraéeno X,, =% X, n — 0o) ako

P{X, - X, n— oo} =1

Definicija 1.43 Niz slucajnih promenljivih X, X5, ... konvergira srednje kvadratno ka slucajnoj
promenljivoj X kada n — oo (skraéeno X, Sy X, n— o0), ako

1) E(X?)<o0, n=1,2,...

2) E(X,—X)*) =0, n— oc.

Definicija 1.44 Niz slucajnih promenljivih X1, Xs,... konvergira u raspodeli ka slucajnoj pro-
menljivoj X kada n — oo (skradeno X, — X, n — 00), ako niz odgovarajuéih funkcija
raspodele Fx, (x), Fx,(z), ... kompletno konvergira ka funkciji raspodele slu¢ajne promenljive X,

Fx(x), (sto znaci da konvergira za svako x € RU{—00, 00} za koje je Fx(x) neprekidna funkcija).

Moze se pokazati da skoro sigurna i srednje kvadratna konvergencija nisu uporedive, ali da obe
impliciraju konvergenciju u verovatnoci, dok konvergencija u verovatnoci implicira konvergenciju
u raspodeli. Ako niz slucajnih promenljivih konvergira u raspodeli ka konstanti kada n — oo,
onda taj niz konvergira i u verovatnoci ka istoj konstanti.
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1.5 Centralna grani¢na teorema

Teorema 1.14 (Centralna grani¢na teorema) Ako su Xi, X, ... nezavisne slucajne prome-
nljive sa istom raspodelom i kona¢nom disperzijom D(X) = 0% k= 1,2,..., onda vazi

p Zk:l Xk - ‘En(Zk:l Xk) <y L/ e_édt, n — oQ.
D (Ekzl X) V2T J—oc

Napomena 1.13 Oznac¢imo sa S, =Y, X;, pri cemu X;, Xo, . .. zadovoljavaju pretpostavke iz
Teoreme 1.14. Centralna granic¢na teorema govori da niz standardizovanih slucajnih promenljivih
S"%((SS’;), n = 1,2,... konvergira u raspodeli ka slucajnoj promenljivoj sa N(0,1) raspodelom
kada n — oo, tj.
S, —E(S,) -
(5n) — X", n— oo,
D(5y)

gde X*: N(0,1).

Primer 1.15 Na trzistu postoji cetiri vrste hartija od vrednosti: za % je poznato da nece dati
profit, a kostace 10 evra, % kosta 20 evra i daje profit 10%, jedna u 10 kosta 30 evra i daje profit
od 20%, dok se za ostale zna da neée dati profit, ali ni povrat ulozenog novca (jedna takva hartija
od vrednosti kosta 5 evra).

(a) Ponudeno nam je da slucajnim odabirom sastavimo portfolio od 5 hartija od vrednosti koje
se biraju nezavisno jedna od druge. Postavlja se pitanje da li prihvatiti ovakvu ponudu, tj.
da li ocekujemo da ¢emo ostvariti profit od tako sacinjenog portfolija.

Neka je sa X; oznacen profit od i—te hartije od vrednosti. Slucajna promenljiva X; je prosta

sa zakonom raspodele
-5 0 2 6
Xi ( 3 02 1 1 >
10 5 5 10

Ocekivani profit od i—te hartije od vrednosti je negativan, jer je

15 2 6
B(X;))=——+0+2>+— =—0.5.
(Xi) == +0+5+ 1

Dakle, ocekujemo da ¢emo od ovako sastavljenog portfolija imati gubitke, pa ne treba prih-
vatiti ponudu.

(b) Ponudeno nam je da slucajnim biranjem sastavimo portfolio od 400 hartija od vrednosti
koje se biraju nezavisno jedna od druge i data nam je opcija da u njega dodamo hartiju
od vrednosti kod koje za ulozenih 200 evra ostvarujemo i dodatan profit od 5%. Zelimo da
odredimo verovatnoc¢u da od ovako sastavljenog portfolija necemo imati gubitke.

v 4 36 75 119
E(X})=0+ -+ =

36 75 _ 119 119 25 1165
5 10 10 10’

D(X;) = — — == = =2,
(X =30 ~ 100 ~ 100
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Neka je S, = Y., X; ukupan profit od n hartija od vrednosti. Tada E(S,) = —0.5 - n.
Pod pretpostavkom da je n = 400 dovoljno veliki broj, koriste¢i Centralnu grani¢nu teoremu
mozemo aproksimirati trazenu verovatnocu

—10+200> %0.5_q>< 190 )

24/1165 24/1165
=0.5—®(2.78) = 0.5 — 0.497 = 0.003,

P(Si00+10 = 0) = P(Sigo >

gde je

! D(Sn)
standardizovana slucajna promenljiva ¢ija raspodela se aproksimira sa N (0,1) raspodelom
kada n — oo. O

Teorema 1.15 (Moavr Laplasova teorema) U Bernulijevoj semi sa p > 0 vazi:

22 J—np . . .
2 = “——— uniformno po x u svakom konac¢nom intervalu,

1
— e , T
\/%1 /npq v 1pq

1) P{S, =j} ~

kada n — oo.

Sp — np } 1 /b a2
2) Pia< —<b;, > — e 2 dr, n— .
) { v/ pq Var Ja

Moavr Laplasova teorema nam omogucéava da binomnu raspodelu B(n,p) aproksimiramo sa
normalnom kada je n veliko i np > 10. To mozemo zapisati i na slede¢i nacin

* s Z*N(0,1), n — oo.
T (0,1)

Primer 1.16 Broj potencijalnih studenata MAP smera na osnovnim akademskim studijama
matematike koji bi ove godine mogao da upise master studije Primenjena matematika je 50. Poz-
nato je da svaki student, nezavisno od bilo kog drugog studenta, nece uspeti da na vreme polozi
sve ispite sa verovatnocom 0.3 (on samim tim nece zavrsiti osnovne studije i nece steci uslov da
ove godine upise master studije). Studenti koji zavrse osnovne studije ove godine odluciée da
ne upisu master studije Primenjena matematika sa verovatnocéom 0.2. Oznacimo sa X slucajnu
promenljivu koja predstavlja broj studenata MAP smera koji ¢e na kraju godine upisati master
studije Primenjena matematika.

Takode, neka je A dogadaj da potencijalni student MAP smera upise master studije Primenjena
matematika na kraju godine i H, dogadaj da ¢e student MAP smera zavrsiti osnovne studije u
ovoj godini. Tada

P(A) = P(A|H,)P(H,) =0.8-0.7=0.56

ivazi X : B(50,0.56). Sledi, E(X) = 50-0.56 = 28.

Raspodelu slucajne promenljive X mozemo aproksimirati sa normalnom raspodelom koristeci
Moavr Laplasovu teoremu. Verovatnoca da ¢e manje od 35 studenata MAP smera upisati master
studije Primenjena matematika na kraju godine je priblizno jednaka

35 —50-0.56 }N ( 35 —50-0.56 ) 0.5
v50-0.56 - 0.44 V50 -0.56 - 0.44 '

- @(%) +0.5 = B(1.994) + 0.5 ~ 0.977.

P{X <35} = P{X* <
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Do istog zakljucka mozemo dodi koriste¢i Centralnu granicnu teoremu. U tom slucaju bismo
definisali nezavisne slucajne promenljive X1, Xo, .. ., gde X; sa verovatnocom P(A) uzima vrednost
1 ako je i—ti student MAP smera upisao master studije na kraju godine, a 0 inace. Tada je broj
studenata MAP smera koji ¢e ove godine upisati master studije Ssqg = 2?21 X;. Posto su X;,
i =1,...,50 medusobno nezavisne, iz Posledice 1.2 sledi da S5y = X : B(50, P(A)). O

Kao sto je ilustrovano u Primeru 1.16, Teorema Moavr-Laplasa je specijalni slucaj Centralne
granicne teoreme, jer slu¢ajnu promenljivu S, : B(n,p) mozemo prikazati kao zbir nezavisnih
slucajnih promenljivih X7, ..., X, sa binomnom B(1, p) raspodelom, pa je zato

E(S,)=FEXi+---+X,)=FEX))+---+ E(X,) =np,
D(S,)=D(X1+---+X,)=D(Xy)+ -+ D(X,) = npq,

odakle sledi tvrdenje.

1.6 Zadaci

ZADATAK 1.1 Izaberite proizvoljan broj a > 1. Racunar ¢e vam vratiti proizvoljnu tacku (z,y)
iz pravougaonika [a — 1,a + 1] x [0, a]. Ukoliko je y < (x —(a—1))? i y < (x —(a+1))® na
racun ¢e vam biti uplacen iznos od 100 000 evra. Kolika je verovatnoca da se to desi? Kako se ta
verovatnoc¢a menja sa porastom broja a?

ResSenje:
A
s Trazena verovatnoca je p = M gde
m($)
a

o Q=[a—1,a+ 1] x [0,d],

A={(z,y) € Q:y < (x—(a—1))

y < (z—(a+1)%},
A
» am jeoznaka za geometrijsku meru (u ovom slucaju
0 a-1 a+1 povrsinu oblasti). Znamo da je m(£2) = 2a.

Povrsina oblasti A je

m(A) :/;l(:c—(a—1))2d:c—|—/aa+1(:c—(a+1))2d:c:2/Othdt: %

Dakle,
1
P=34

Trazena verovatnoca se smanjuje sa porastom a. U

ZADATAK 1.2 Milan i Uros bacaju kockicu za jamb, nezavisno jedan od drugog. Ako je suma 5,
6 ili 7, Milan pobeduje. U suprotnom, Uros pobeduje.
(a) Odrediti verovatnocu da Milan pobedi.

(b) Odrediti verovatnocu da je Milan bacio broj 3, ako se zna da je on pobedio.
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Resenje:

(a) Oznacimo sa A dogadaj da je Milan pobedio. Ako je © skup svih moguéih dogadaja, onda
|2] = 36. Neka je A = Q5 + Qg + Q7, gde je

Q5 = {(1,4),(2,3),(3,2), (4, D}, Q6 = {(1,5),(2,4),(3,3), (4,2), (5, 1)},
Q? = {(176)’ (2a5)7 (374)7 (4a3>7 (572)7 (67 1)}
Sledi |[A] =4+ 546 = 15, pa je

Al 155
PA) = Q] 36 12

(b) Neka je D dogadaj da je Milan bacio broj 3. Vazi P(D) = 1/6. Verovatno¢a da je Milan

bacio broj 3, ako se zna da je on pobedio je jednaka

P(DA)  P(D)P(A|D)

(D]A) P(A) BIAY
Vazi .
P(A|D) = P(Uros je bacio 2, 3ili 4) = = = -,
pa sledi
11
P(DA) =52 = 2.

12

ZADATAK 1.3 U kutiji se nalazi 8 belih i 2 crne kuglice.

1. Igra¢ A izvlaci dva puta po jednu kuglicu bez vracanja. Pri svakom izvlacenju bele kuglice
on dobija 300 dinara, a pri svakom izvlacenju crne kuglice on placa 500 dinara.
(1) Odrediti verovatnocu da je igra¢ A u prvom izvacenju izvukao belu kuglicu.
(17) Odrediti verovatnocu da je igra¢ A u drugom izvacenju izvukao belu kuglicu.

(7i1) Odrediti raspodelu slucajne promenljive X koja predstavlja broj izvucenih belih kuglica
u ta 2 izvlacenja, kao i Fix(1.5).

(1v) Odrediti ocekivani dobitak igraca A.

2. Igrac¢ B izvlacenja vrsi sa vracanjem, jer procenjuje da bi njegov ocekivani dobitak u tom
slucaju bio veéi. Da li je igra¢ B u pravu?

ResSenje:

1. (i) Oznacimo sa H; dogadaj da je u prvom izvaenju izvucena bela kuglica. Tada je
P(H1> - 8

ﬁ.
(17) Neka je sa Hy oznacen dogadaj da je u drugom izvacenju izvucena bela kuglica,

87 28 8

P(Hy) = P(Hy)P(H,|Hy) + P(Hy)P(Hs|Hy) = 109 T 109" 10
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(7i7) Dakle, zakon raspodele slucajne promenljive X je

. 0 1 2 (0 1 2
"\ P(H\H,) P(HHy)+ P(H,Hy) P(H H) o o o0/
gde

. i 21 82
P(H,H,) = P(H,)P(H,|H,) = ==, P(H,H,) = —=
(HyHy) = P(H)P(Hy|Hy) = <55, P(HUHy) = 5.
_ 28 87
P(H.H,) = =2 P(H\H,) = ——.
(HHy) 109’ (H 1) 109
Takode, Fx(1.5) = P{X =0} + P{X =1} = %.
(7v) Neka je Y dobitak igraca A,
(—1000 —200 600>
Yol 2 2 s |-
90 90 90

Dobijamo E(Y) = 280.

2. Neka je sa Z oznacen dobitak igraca B,
—1000 —200 600
Z: 22 928 & |-
102 1010 102

Dobijamo

1
E(Z) = 355 (—4000 — 6400 + 38400) = 280.

Oba igraca imaju isti o¢ekivani dobitak.

ZADATAK 1.4 Da bi odredila koliku premiju treba na naplate, osiguravajuca drustva c¢esto koriste
eksponencijalni model na sledeci nacin: Oznacimo sa X slucajan iznos koji bi kompanija trebala
da isplati u slucaju nezgode. Tada je premija koju ¢e naplatiti korisniku data sa

1
II=-InE(¥), a>0.
a

Odrediti premiju ako je X slucajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom sa parametrom
A>0ivazia=a\ 0<a<l1.

Resenje: Vazi

pa je premija jednaka
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ZADATAK 1.5 Data je funkcija ¢ : R? — R,

[ axy, (x,y) € D,
oo ={ 57 (0 i,

gdejeD={(z,y) eR? : 0<z<1Az<y<l1}

Y

1

promenljive (X,Y).
(b) Odrediti P ({Y > 3} [{X > 1}).

Q0.5

[0, 1]. Odrediti verovatnocu da

=Y

0

E(wX +wY) € [0,1/15].
ResSenje:
(a) Trazimo a > 0 tako da [~ [* ¢x,y)(x,y)dzdy = 1 i dobijamo a = 8.

(b) Da bismo odredili verovatnocu

p(fr= ) Lo ) 200

2 2 P{X >1}

treba da pronademo marginalnu gustinu za X,

ox(z) = / oxy)(z,y)dy, xR

o0

Za x ¢ (0,1) vazi ox(z) = 0, dok za = € (0, 1) imamo

Kako je

sledi P({Y >3} [{X >1}) =1
(¢) Za v,w € R vazi

11 1 1 — 42 1 1 — 23
E(wX +wY) = / / (vr + wy)8zy dydx = / Sva? 5 dx + / Swx 3 dx
0 Ja 0 0

_4U<%_%>+§W<%—%) _%v+%w

(a) Odrediti konstantu a € R, tako da funkcija ¢ bude
gustina raspodele neke dvodimenzionalne slucajne

(c) Na slucajan nacin se biraju brojevi v i w iz intervala
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Dalje,
8 12 1
Ut weE [0, 1—5} ako 8v+ 12w € [0, 1].
Trazenu verovatnocu racunamo kao
m(A)
P=—"57
m(Q2)
gde je
1 3
Q=1[0,1]x[0,1], A={(w,v)eR|0<w< 1,0§v§§—§w}
i m je oznaka za geometrijsku meru (u ovom slucéaju povrsinu). Kako je m(2) = 1 i
m(A) = 155 dobijamo da je p = . O

ZADATAK 1.6 Za izradu delova u fabrici auto delova koriste se dve masine (stara i nova,).

(a)

(b)

(¢)

(d)

()

Verovatnoca da stara masina izradi neispravan deo jednaka je a verovatnoca da nova

5
1000’
U jednoj kutiji se nalazi 3 dela koje je

masina izradi neispravan deo jednaka je 1000°
izradila stara masina i 9 delova koje je izradila nova masina. Odrediti verovatnocu da je

slucajno izvuceni deo iz kutije ispravan, kao i verovatnocu da je slucajno izabrani ispravan
deo proizvela nova masina.

Broj delova koje nova masina napravi u jednom danu ima Poasonovu P(4) raspodelu, a broj
delova koje stara masina napravi u jednom danu ima Poasonovu P(3) raspodelu. Masine
rade nezavisno jedna od druge.

(i) Odrediti verovatnocu da nova masina u jednom danu napravi manje od 3 dela.

(ii) Odrediti verovatnocu da ove dve masine zajedno naprave tacno 5 delova u jednom danu.

Iz prodavnice je poruceno 50 delova. Vlasnik fabrike je odgovorio da ocekuje da cée za n
dana dve masine proizvesti 50 delova. Odrediti n.

Vreme T} (u satima) koje je potrebno novoj masini da napravi jedan deo ima eksponencijalnu
raspodelu sa oc¢ekivanjem 6, dok vreme Ty (u satima) potrebno staroj masini da napravi isti
takav deo ima eksponencijalnu raspodelu sa oc¢ekivanjem 8. Vremena rada dve maSine su
medusobno nezavisna.

(i) Odrediti verovatnocu da nova masina napravi deo za manje od 5 sati.

(ii) Zbog sigurnosne provere, nova masina je pocela sa izradom dela 2 sata nakon stare.
Odrediti verovatnoc¢u da stara masina napravi deo pre nove.

(iii) Izracunati D(2T7 + 1).
(iv) Odrediti gustinu raspodele slucajne promenljive Ty + Ts.

Odrediti verovatnocu da nova masina za 400 dana napravi bar 1800 delova iste vrste. (Sma-
tramo da su izrade delova medusobno nezavisne i da je 400 dovoljno veliki broj.)

ResSenje:
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(a) Neka je sa A oznacen dogadaj da je proizvod ispravan. Koristimo formulu totalne vero-
vatnoce sa dve hipoteze: H;— deo je proizvela nova masina, Hy— deo je proizvela stara

masina). Vazi
P(A)—3<1— 5>+9<1_ 3)_3086
12 1000 12 1000/ 4000

PHAA) — P(A|H,)P(H;) 21— 125) 995
A =="50 = 38 ~ 3086
4000

(b) Oznac¢imo sa X broj delova koje nova masina proizvede u danu, a sa Y broj delova koje
stara masina proizvede u danu. Znamo da X : P(4)1 Y : P(3).

(i) Verovatnoca da nova masina u jednom danu napravi manje od 3 dela je
P{X<3}=P{X=0}+P{X=1}+P{X=2}=ec*(1+4+8) =13¢".
(ii) Verovatnoca da nova i stara masina zajedno naprave tacno 5 delova u jednom danu je
P{X4+Y =5} =P{X=0,Y=5}+P{X=1Y=4}+P{X=2Y =3}
+P{X=3Y=2}+P{X=4Y=1}+P{X =5Y =0}
0 95 1 o4 2 a3 3 92 4 a1 5 90
T S -1
or 5 1t o4 20 30 30 20 41 11 50 0!
(3 +45 4430 16427
(B ey 16k ary
5! 4! 213!

Sto sledi iz nezavisnosti slu¢ajnih promenljivih X i Y,

P{X =k Y =j}=P{X =k}P{Y =j} zasvakok,j=0,1

(¢) Trazi se n takvo da je E(nX +nY) =nE(X) 4+ nE(Y) = 50. Dakle, vazi
n(4+ 3) = 50,
pa sledi n = [5—70} = 8 dana.

(d) Neka je Ty : £(1/6) vreme potrebno da nova masina napravi deo, a Ty : £(1/8) vreme
potrebno da stara masina napravi deo.

(i) Verovatnoc¢a da nova masina napravi deo za manje od 5 sati je

SN[

P{T) <5} = Fr,(5) =1 —¢%.

(ii) Treba da odredimo P{T} + 2 > T5}. Posto su slu¢ajne promenljive T} i 75 nezavisne,

vazi

%e‘é“_éw, 1,2 >0
SO(Tl,Tz)(xla%) = o1, (71) 1, (22) = .

0, inace.

Dakle,

o Tty 1y [T
P{T, < T\ +2} = / —e 61782y dx, = / —6_6“/ e 8" dxodr
=1- Z—le*i.

7
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(iii) Iz osobina disperzije sledi
D(2T, +1) = 4D(T}) = 4 - 36 = 144.

(e) Oznacimo sa S,, broj delova koje je prva masina napravila u n dana. Tada S, = Y"1 | X;, gde
X, : P(4) predstavlja broj delova koje je nova masina napravila i—tog dana. Posto znamo da
su X;, 1 = 1,2, ... medusobno nezavisne, mozemo da koristimo Centralnu grani¢nu teoremu

. .. .. —E(Sn .
i raspodelu sluc¢ajne promenljive S} = ST(E:)) aproksimiramo sa standardnom normalnom

raspodelom. Dobijamo

1800 — 400 - 4 200
P{S4OO Z 1800} = P{4—400 S ZOO < OO} = P{E S SIOO < OO} ~ 05—(1)(5) = 0.

Dakle, nova masina skoro sigurno neée za 400 dana napraviti bar 1800 delova iste vrste. [J

ZADATAK 1.7 Racunar na slucajan nacin formira trocifrene brojeve, birajuci cifre iz skupa
{2,3,5,7,8},

gde pretpostavljamo da se svaka cifra bira sa jednakom verovatnocom. Ako trocifreni broj ima iste

deljiv sa 5 i prva cifra mu je 2, racunar ¢e izbaciti trocifren broj sa ciframa iz skupa {2,3,5,8},
a u suprotnom Ce izbaciti trocifren broj sa ciframa iz skupa {2,3,5,7,8}. Koja je verovatnoca da
je prvi trocifren broj imao sve iste cifre ako se zna da drugi trocifreni broj ima sve iste cifre?

ZADATAK 1.8 Kupili ste 50 lutrijskih listica, svaki je dobitni sa verovatno¢om p € (0,1) i dobici
su nezavisni.

(a) Odrediti verovatnocu da je bar jedan listi¢ dobitni ako je p = 3.

(b) Pretpostavimo da je svaki listi¢ kostao 1 dinar i da je ocekivani dobitak od svakog dobitnog
listi¢a nezavisan od broja dobitnih listi¢a i jednak #6—2(1—;;) dinara. Odrediti p takvo da
je ocekivani ostvareni profit maksimalan.

ZADATAK 1.9 Jovana polaze test iz Verovatnoce. Na testu je 10 pitanja i za svako od njih je
ponudeno 4 odgovora, od kojih je samo jedan tacan. Tacan odgovor vredi 5 bodova, a netacan ne
donosi bodove. Verovatnoca da Jovana zna odgovor na pitanje je 0.7. Ako zna odgovor na pitanje,
Jovana bira taj (tacan) odgovor. Ako ne zna odgovor na pitanje, Jovana na slucajan nacin bira
jedan od 4 ponudena odgovora (za svaki od ponudenih odgovora jednako je verovatno da bude
odabran). Na navedeni nacin postupa, nezavisno, za svako od 10 pitanja.

(a) Odrediti zakone raspodela slucajnih promenljivih

X — broj pitanja na koje je Jovana dala tacan odgovor,

X; — broj bodova ostvarenih za 1—to po redu pitanje, : = 1,2,...,10.

(b) Odrediti ocekivani broj bodova koje ¢e Jovana imati na testu.
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(c) Da bi polozila test, Jovana treba da ostvari bar 25 bodova. Koja je verovatnoéa da ¢e Jovana

poloziti test?

ZADATAK 1.10 Dat je niz slucajnih promenljivih {X, },en. Gustina raspodele slucajne pro-
menljive X,, je data sa

0, T < 1+%
SDXn(-T) - {nen(1_$)+2’ > 1 + % 3 n E N

(a) Odrediti funkcije raspodele F, (x) sluc¢ajnih promenljivih X,,, n € N.

(b) Dokazati da niz {X,}, konvergira u raspodeli kada n — oo ka slucajnoj promenljivoj X
koja je skoro sigurno jednaka 1. Da li posmatrani niz slucajnih promenljivih konvergira i u

verovatnoci ka slucajnoj promenljivoj X7
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2. USLOVNO OCEKIVANJE

2.1 Pojam uslovnog ocekivanja

Uslovna verovatnoéa P(A|B), tj. verovatnoca dogadaja A pod uslovom da se realizovao
dogadaj B na prostoru verovatnoca (€2, F, P) se definise tako sto se formira novi prostor
verovatnoca (€2, F, P) kod koga je Q = B, pa imamo

PAB) = Pa) = PUB)  ppy oy

Neka je X sluc¢ajna promenljiva na prostoru verovatnoca (2, F, P). Koristedéi definiciju uslovne
verovatnoce moguce je definisati uslovnu raspodelu sluc¢ajne promenljive X pod uslovom da se desio
dogadaj B,

PH{X <z}NB)
P(B) ’

Fx(z|B) = P(X < z|B) = P(B) > 0.
Kako je X|B takode sluc¢ajna promenljiva, moguce je izracunati njeno ocekivanje E(X|B), ako
ono postoji.

Definicija uslovne verovatnoce, kao i definicija oc¢ekivanja slucajne promenljive X u odnosu na
meru P,

E(X) = / X dP,

omoguc¢ava nam da definiSemo uslovno ocekivanje kao oc¢ekivanje slucajne promenljive u odnosu
na meru P.

Definicija 2.1 Neka je X slucajna promenljiva na prostoru verovatnoca (2, F, P). Ako postoji,
uslovno ocekivanje slucajne promenljive X pod uslovom da se realizovao dogadaj B € F, gde je
P(B) > 0, se definise kao

E(X|B) ::/XdP:%/BXdP. (2.1)
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Mera P je mera sa gustinom* %IB u odnosu na meru P, jer vazZi

(B)
P() = P(1B) = ) = i [ Lanm
1 1
_M/IAIBdP_AmIBdP’ A,BGJ:,

tako da (2.1) sledi iz

E(X|B) :/Xdﬁ Teorema ”/ L, xdp
P(B) -
| (2.2)

1
= P(B)/BXdP: @E(IB-X).

Ako E(X) postoji, onda iz (2.2) sledi da postoji i E(X|B).

*Videti Definiciju 1.19

Uslovno ocekivanje F(X|Y) ako je Y diskretna slucajna promenljiva
Pretpostavimo sada da je Y slucajna promenljiva diskretnog tipa na prostoru (€2, F, P) i neka je

P{Y =y} > 0. Kako je {Y = y} dogadaj iz F, ako postoji, moguée je odrediti uslovno oc¢ekivanje
slucajne promenljive X pod uslovom {Y = y} koristedi (2.1),

1
EF(X|Y = = X dP.
(XY = y) P(Y:y)/{yy} d

Ako je i X diskretna slu¢ajna promenljiva sa skupom vrednosti {z1, zs, ...}, onda

XY =y} ( P(X:2|Y:y) P(X:f;;Y:y) N )
E(X|]Y =y) = ﬁinP(X:xi,Y:y).

Primer 2.1 Primetimo da iz (2.2) sledi

B(1|B) = 5Bl 1) =

jer

g

U nastavku zelimo da definiciju uslovnog ocekivanja slucajne promenljive X ako se desio neki
dogadaj prosirimo, i definiSemo uslovno ocekivanje od X ako je data slucajna promenljiva Y.
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Uzmimo prvo najjednostavniji slucaj: Neka je Y prosta slucajna promenljiva na prostoru
verovatnoca (2, F, P) sa skupom vrednosti {y,...,yn} C R", tj.

Y= wila, Ai={w]Y(W) =y}i=1...m
=1

Tada vazi

Y1, w e A17
, wE Ay,
Y = Y(w) = Y2 2
Ym, w € Ap
Drugacije zapisano,
Y1 Y2 e Ym
Y: . 2.3
(rihy Pl 0 Pl ) 23)
Polazimo od toga da znamo kolika je vrednost slucajne promenljive Y. Posto to znamo, onda
znamo i koji od dogadaja Ai,...,A,, se realizovao. Zato sada definiSemo uslovno ocekivanje

slucajne promenljive X u odnosu na Y kao prostu slucajnu promenljivu koja uzima vrednosti
EX|)Y =y)=E(X|4), i=1,...,m,

tj.
oy Ja, XdP, we A (B(X]A), weA,

E(X|Y) _ ‘F)(;AQ)]AQXdP’ UJEAQ _ E(X‘AQ), (.UEAQ 7

mfAdeP’ (JJEAm E(X‘Am>, WEAm
Sto mozemo zapisati na sledeéi nacin

m m

E(XY) =S B(X|Y =y)- Lo, = B(X|A) - L.

i=1 i=1

Dalje, definiciju uslovnog oc¢ekivanja mozemo prosiriti i na sluc¢aj kada je Y diskretna slucajna
promenljiva sa, u opstem slucaju, najvise prebrojivo mnogo vrednosti.

Definicija 2.2 Neka je X slucajna promenljiva na prostoru verovatnoca (2, F, P) ¢ije ocekivanje
postoji i neka je Y diskretna slucajna promenljiva na istom prostoru verovatnoca sa skupom
vrednosti {y1, Yz, - . . }. Uslovno ocekivanje slucajne promenljive X ako je data slucajna promenljiva
Y se definise kao

(2.4)

P

EX|Y) = ZE(X|Y =yi)1a

i=1

Napomena 2.1 Uslovno ocekivanje (2.4) je dobro definisano, jer E(X) < oo, pa iz (2.2) sledi da
i E(X|Y =v;) postoji za svako i.



46 2. USLOVNO OCEKIVANJE

Napomena 2.2 Primetimo da je uslovno ocekivanje E(X|Y'), koje je slucajna promenljiva (a
ne broj), merljivo u odnosu na o—algebru F(A;, As,...) generisanu skupovima Ay, As, ... 1 da
F(A1, Ag,...) = F(Y) (Teorema 1.2). Takodje, primetimo da skup vrednosti koje prima slucajna
promenljiva Y (videti (2.3)) ne uti¢e na raspodelu uslovnog ocekivanja E(X|Y'), ali dogadaji
Al, Ag, ... uticu.

Primer 2.2 U Primeru 1.6 je data raspodela slucajnog vektora (X,Y"), kao i marginalne raspodele
za X 1Y, a u Primeru 1.8 su zatim odredene uslovne raspodele za X|{Y = k}. Koris¢enjem tih
rezultata, lako se dobija raspodela uslovnog ocekivanja od X ako je data slucajna promenjiva Y,

L EX[Y =1) B(X|Y=2) ... E(X|Y=6)
E(Xm'( PY =1 Py =92 .. P(Y:G))

(1 5/3 10/4 29/9 31/7 50/12
_(1/36 3/36 4/36 9/36 7/36 12/36)'

Primer 2.3 Broj X se sluc¢ajno bira iz skupa {1,2,3,4}. Zatim se broj Y bira iz istog skupa, ali
tako da je manji ili jednak od prethodno izabranog X. Zelimo da odredimo E(X|Y).

Jasno, slu¢ajne promenljive X 1Y imaju isti skup vrednosti R = {1,2,3, 4}, ali nisu nezavisne.
Da bismo odredili uslovno ocekivanje E(X|Y'), najpre moramo odrediti zakon raspodele slu¢ajnog
vektora (X,Y), kao i marginalne raspodele za X 1Y (videti Tabelu 2.1).

X\Y| 1 2 3 4

1 /4 0 0 0 |1/4
2 1/8 1/8 0 0 |1/4
3| 1/12 112 112 0 |1/4
4 | 1/16 1/16 1/16 0 |1/4
25/48 13/48 7/48 3/48 | 1

Tabela 2.1: Zajednicka raspodela za (X,Y) iz Primera 2.3.

Definisimo dogadaje Ay = {Y =k}, k = 1,2,3,4. Tada je uslovno ocekivanje
E(X|Y) = E(X|]:(A17 A27 A37 A4))

jednako
E(X|A)) E(X|Ay) E(X|A3) E(X|A4
E(XJY): ( J(D(f’h)) Jgu’m) Jgu’xg)) ]E(lm) ) |

Slucajne promenljive X |Ay, k = 1,2,3,4 se odreduju kao sto je to pokazano u Primeru 1.9,
koristeci formulu

PHX =i}n{Yy =j})

P{X =i}{y =j}) = Py =

i,j=1,234.
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Tako dobijamo

1 2 3 4
X|{Y:1}3(12/25 6/25 4/25 3/25)’

2 3 4
XI{Y=2}¢(6/13 4/13 3/13>’

3 4
X|{Y:3}:(4/7 3/7)
i X|{Y =4} = 4. Sledi

[ 48/25 36/13 24/7 4
E(X|Y)'(25/48 13/48 748 3/48)'

Lako se pokazuje da vazi E(E(X|Y)) = E(X). O

Teorema 2.1 Neka je X proizvoljna slucajna promenljiva ¢ije ocekivanje postoji i neka je Y
diskretna slucajna promenljiva sa skupom vrednosti {y1,ys,...}. Tada za svako A € F(Y') vazi

/XdP = /E(X|Y)dP. (2.5)
A A

Dokaz. 1z definicije uslovnog ocekivanja znamo da je E(X|Y) konstantno na svakom od skupova
A1, Ag, . gde Ay = {w:Y(w) =y}, i=1,2,...1da je ono F(Y)—merljivo. Dakle, vazi

/ B(X|Y)dP = / BEX|Y =y)aP= [ xap

A; Y=y, Y=y,

Kako je F(Y) = F(A1, Ay ...), onda se svako A € F(Y') moze zapisati pomocéu Ay, As, ... pa sledi
(2.5).

Uslovno oc¢ekivanje u opstem slucaju

Do sada smo definisali uslovno oc¢ekivanje proizvoljne slu¢ajne promenljive pod uslovom da je dat
dogadaj ili diskretna slucajna promenljiva. Dalje, zelimo da definiciju uopstimo na slucaj kada
je data proizvoljna slucajna promenljiva ili sigma algebra koja moze ali ne mora biti generisana
slucajnom promenljivom. Motivaciju za tu definiciju dobijamo iz Teoreme 2.1, odnosno jednakosti
(2.5) za koju smo pokazali da vazi u sluc¢aju kada je uslov diskretna slu¢ajna promenljiva Y.

Definicija 2.3 Neka su X : @ — R*" i Y : Q — R™ slucajne promenljive na prostoru vero-
vatnoéa (2, F, P). Uslovno ocekivanje E(X|Y) je (svaka) proizvoljna, F (Y )—merljiva slucajna
promenljiva koja zadovoljava uslov

/XdP _ /E(X|Y)dP za svako A € F(Y).
A A

U Napomeni 2.2 smo naveli da skup vrednosti slucajna promenljive Y nije bitan, ve¢ je bitna
o-algebra koju Y generise. To nam daje opravdanje za slede¢u definiciju.
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Definicija 2.4 Neka je (), F, P) prostor verovatnoca i neka je V C F proizvoljna o-algebra. Ako
je X : Q — R" integrabilna slucajna promenljiva, E(X|V) definiSemo kao proizvoljnu V-merljivu
slucajnu promenljivu takvu da vazi

/XdP = /E(X|V)dP za svako A € V. (2.6)
A A

Uslovno ocekivanje E(X|V) intuitivno shvatamo na sledeéi nacin*. Na osnovu informacija
dostupnih iz o-algebre V, Zelimo da napravimo procenu za X. Posto je slucajna promenljiva
E(X|V) V-merljiva, ta procena se moze konstruisati na osnovu informacija izV, a jednakost
(2.6) zahteva da nase procene budu konzistentne sa X, barem $to se tice integracije.

*Ova interpretacija je u saglasnosti sa interpretacijom uslovnog ocekivanja datom u [6]

Sledec¢e osobine su direktna posledica definicije uslovnog ocekivanja E(X|V).

1. Iz Definicija 2.3 i 2.4 vidimo da vazi
E(X|Y) = E(X|F(Y)).

2. Ako je V = {0, Q} trivijalna o—algebra, onda
E(X|V) = B(X).

Dokaz. Ova osobina je direktna posledica Definicije 2.4, jer

3. Vazi E(E(X|V)|A) = E(X|A) za svako A € F, tj.

/XdP:/E(X|Y)dP, AeF.
A A

Dokaz. Neka je A € F takvo da P(A) > 0. Tada iz (2.1) i Definicije 2.4 sledi

B(E(X|V)|A) = W/AE(Xw)dP _ %A) /AXdP _ B(X|A).
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Teorema 2.2 (Egzistencija i jedinstvenost u odnosu na P) Neka je X integrabilna slucajna
promenljiva na prostoru verovatnoca (), F,P). Tada za svaku o—algebru V C F uslovno
ocekivanje E(X|V) postoji i jedinstveno je do na skupove P—mere nula.

Dokaz Teoreme 2.2 se moze pronaéi u [1].

U skladu sa Definicijom 1.18 moZemo dati definiciju slucajnih promenljivih koje su jednake do
na skupove P—mere nula.

Definicija 2.5 Slucajne promenljive X 1Y definisane na istom prostoru verovatnoca (2, F, P)

su ekvivalentne do na skupove P—mere nula, Sto zapisujemo sa X £ Y, ako postoji dogadaj
A € F takav da za svako w € Q\ A vazi

Ako ne postoji moguénost zabune, ¢esto kazemo da su slucajne promenljive X iY skoro sigurno
jednake.

JEDINSTVENOST USLOVNOG OCEKIVANJA (DO NA SKUPOVE MERE NULA):
Ako su Z,Z* dve sluéajne promenljive na prostoru verovatnoéa (S, F,P) takve da

F(2),F(Z*)C Fi

/XdP:/ZdP:/Z*dP za svako A €V,
A A A

onda Z £ 7*.

EGZISTENCIJA USLOVNOG OCEKIVANJA:

Teorema 2.2 turdi da za svaku o—algebru V C F, uslovno ocekivanje E(X|V) postoji, $to znaci
da za svako V postoji V—merljiva slucajna promenljiva Z na prostoru verovatnoéa (2, F, P)
takva da

/XdP:/ZdP za svako A € V.
A A

Napomena 2.3 Skrenimo paznju na Definiciju 2.3, gde navodimo da je uslovno ocekivanje E(X|Y")
svaka slucajna promenljiva koja zadovoljava uslove iz definicije. Kao sto smo videli u Teoremi 2.2,

uslovno ocekivanje je jedinstveno ali do na skupove P—mere nula. Postoji vise “verzija” uslovnog

ocekivanja, ali ono u nekim slucajevima jeste jedinstveno, Sto ¢emo pokazati u nastavku.

Uzmimo sada o—algebru koja je generisana najvise prebrojivom unijom disjunktnih skupova
iz ). Moze se pokazati da je u tom slu¢aju uslovno ocekivanje jedinstveno.

Lema 2.1 (Jedinstvenost uslovnog ocekivanja) Neka je X integrabilna slucajna promenljiva
(u odnosu na P) na prostoru verovatnoca (2, F, P) i neka je A = F (A1, As,...) c—algebra gene-
risana konac¢nom ili najvise prebrojivom particijom {A;, As, ...} skupa Q. Tada su svake dve
sluc¢ajne promenljive Z i Z* na prostoru verovatnoca (2, F, P) za koje vazi

/ XdP = / ZdP = / Z*dP  zasvako A € A, (2.7)
A A A
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takve da je Z = Z* ako i samo ako
P(A;) >0 zasvako A; € A. (2.8)

Dodatno,

E(X|A) E(X|As) ...
B(X|4) = ZEX’A (1(3(14‘11) 1(3(14‘12) )

Dokaz Leme 2.1. Iz Teoreme 1.2 znamo da je sluc¢ajna promenljiva Z merljiva u odnosu na
A ako postoje a; € R, i =1,2,... takvi da

Z = iaiIAi.
=1

Pretpostavimo da vazi (2.8). Ako su Z i Z* sluc¢ajne promenljive koje zadovoljavaju (2.7),

onda postoje konstante a;,a;, i =1,2,... takve da
o o
Z=> ala i Z°=) afla, (2.9)
i=1 i=1
Tada

*
1, a; #a;
0, a;=a;

P({z + z*}) ZP )Xi  gde Xi :—{

Iz Teoreme 2.2 (uslovno ocekivanje je jedinstveno do na skupove P—mere nula) i Definicije
1.18 (definicija o ekvivalentnim preslikavanjima do na skupove P—mere nula) sledi da je

P({Z + Z*}) ZP

pa zakljucujemo da ne postoji i takvo da a; # a). Sledi {Z # Z*} =0, pa Z = Z* skoro
sigurno.

Neka sada Z = Z*, tj. {Z # Z*} = (). Pretpostavimo suprotno: neka postoji j takvo da
P(A;) = 0. Definisimo Z i Z* tako da vazi (2.9), gde a; = aj, za sve i # j iaj = a; + 1.
Sledi da su Z i Z* ekvivalentne do na skupove P—mere nula i zadovoljavaju (2.7), ali A; # ()
i Aj C{w: Z(w) # Z*(w)}. To je u kontradikciji sa pretpostavkom {Z # Z*} = 0, pa sledi
(2.8).

Primer 2.4 Vratimo se na Primer 1.9. Koriste¢i Lemu 2.1, dobijamo da je uslovno ocekivanje
sluc¢ajne promenljive X pod uslovom da je data o —algebra generisana dogadajem A prosta slucajna

promenljiva
- ( E(X]|A) E(X A 5/3 4/3

Lako se proverava da je E(E(X|F(A))) =3 = E(X). O
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Napomena 2.4 Moze se primetiti da je Definicija 2.2 konzistentna sa Lemom 2.1 i da za diskretnu
slucajnu promenljivu Y sa skupom vrednosti {yy,ys, ...} vazi

E(X|Y) = B(X|F(Y)) = E(X|F(Ay, As,...)),

gde je
i=1

2.2 Osobine uslovnog ocekivanja

U nastavku su date osobine uslovnog ocekivanja koje su posebno korisne prilikom njegovog izra¢unavanja.
Pretpostavljamo da su ispunjeni svi uslovi neophodni da bi navedene operacije bile dobro defini-

sane. Neka su X 1Y integrabilne slucajne promenljive definisane na prostoru verovatnoca (2, F, P)

i neka je V C F proizvoljna o—algebra.

1. Ako je slucajna promenljiva X V-merljiva, tada je
E(X|V) =X skoro sigurno.

Dokaz. Sledi direktno iz definicije uslovnog oc¢ekivanja. Naime, za svako A € V vazi

/A XdP = /A E(X|V)dP,

i X 1 E(X|V) su obe V—merljive slu¢ajne promenljive, pa sledi

X = E(X|V) skoro sigurno.
2. Ako su a, b konstante, vazi
E(aX +b0Y|V) =aE(X|V)+bE(Y]V) skoro sigurno.
Dokaz. Dokaz sledi iz

/(aE(X|V) L BE(YV))dP — a/ E(X|V)dP+b/ BY V)
A

A A
:a/XdP+b/YdP
A A
_/(aX+bY)dP

A

— / E(aX +bY|V)dP, zasvako A€ V.
A

3. Ako je X V-merljiva i XY integrabilna, onda vazi

E(XY|V)=XEY|V) skoro sigurno. (2.10)
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Dokaz. Pokaza¢emo da ova osobina vazi za V—merljivu prostu slucajnu promenljivu X.
Opsti slucaj dobijamo tako sto proizvoljnu V—merljivu slucajnu promenljivu aproksimiramo
nizom diskretnih slu¢ajnih promenljivih koji ka njoj uniformno konvergira. Pokazimo prvo
da za A € V vazi

E(I,Y|V) = 1,4E(Y|V) skoro sigurno.

To sledi iz
/ ILE(Y|V)dP :/ E(Y|V)dP :/ YdP = / 1,YdP, BeY.
B ANB ANB B
Kako znamo da V—merljivu prostu sluc¢ajnu promenljivu X sa skupom vrednosti {x1, ..., z,}

mozemo zapisati kao step funkciju,
n

X=> wls, A€V i=1..n
i=1

lako se pokazuje da (2.10) vazi i za takvo X.

. Ako je V; C V), onda vazi

E(E(X|V)\Vy) = E(E(X|W)|V) = E(X|V1) skoro sigurno.
Dokaz. Oznacimo Z = E(X|V;). Onda je Z Vy—merljiva. Iz V; C V sledi da je Z i

V—merljiva, pa vazi
E(Z|V)=Z skoro sigurno.

Neka je dalje W = E(X|V). Da bismo pokazali da vazi
E(W|Vy) = Z skoro sigurno

koristimo da je Z V;—merljiva i da za svako A € V; CV vazi

/AZdP:/AE(lel)dP:/AXdP:/AE(XW)dP:/AWdP:/AE(W|V1)dP.

. Ako je X <Y, onda je

E(X|V) < E(Y|V) skoro sigurno. (2.11)
Dokaz. Ova osobina je posledica osobine: Za Z > 0 vazi
E(Z|V) >0 skoro sigurno.
Za Z = X =Y, dobijamo (2.11).
Neka je
A, = {E(Z\V) < —%} neN.
Ako je Z > 0, onda

0 g/ ZdP:/ E(Z|V)dP < —lP(An),
An An n

pa sledi P(A,,) = 0 za svako n. Kako vazi
{B(Z]v) <0} = A,

neN

sledi
P{E(Z]V) <0} =0.
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6. Za svaku proizvoljnu o—algebru V C F vazi
E(E(X|V)) = E(X).
Dokaz. Ova osobina se dobija direktno iz (2.6) ako je A = Q.

Napomena 2.5 Neke osobine uslovnog ocekivanja su direktna posledica definicije i prethodno
navedenih osobina, pa ih necemo posebno navoditi. Na primer, znamo da je E(X|V) V—merljiva
slucajna promenljiva i da vazi

E(X|Y)=E(X|F(Y)) skoro sigurno,

pa sledi
E(X|V) = E(X|E(X|V)) skoro sigurno.

Takode, iz istog razloga gore navedene osobine vaze i u slucaju kada je V zamenjeno sa F(Y),
odnosno Y.

Napomena 2.6 Uslovno ocekivanje ako je data diskretna slucajna promenjliva i Osobina 6 su
narocito korisni u slucajevima kada je potrebno odrediti E(X), pri ¢emu je X po delovima de-
finisana slucajna promenljiva koja ne mora biti u potpunosti poznata. Preciznije, za potpun
sistem dogadaja {Ai,...,A,}, poznate su uslovne raspodele X|Ay, k = 1,...,n ili bar njihova
ocekivanja E(X|Ax). Tada je moguée odrediti uslovno ocekivanje E(X|F(Ay,...,A,)), a samim
tim i ocekivanje slucajne promenljive X iz

E(X) = BE(E(X|F(A,,...,A))).

Primer 2.5 Milan i Uros igraju seriju mini igara. Oni bacaju kockicu za jamb, nezavisno jedan
od drugog i ako je suma 5, 6 ili 7, Milan pobeduje u mini igri. U suprotnom, Uros pobeduje.
Ukupan pobednik je igrac¢ koji prvi ostvari 2 pobede vise u mini igrama. Koriste¢i Osobinu 6
moguce je odrediti oc¢ekivani broj mini igara koje su Milan i Uros igrali.

Oznacimo sa X slucajnu promenljivu koja predstavlja odigran broj mini igara. Verovatnoca
da Milan pobedi u mini igri je p = % Dalje, oznacimo sa Y broj Milanovih pobeda u prve dve
mini igre. Ukoliko je Y jednak 0 ili 2, pobednik je odreden u prve dve mini igre pa je i ukupan
broj mini igara poznat. A ako je rezultat neresen u prve dve igre, o¢ekivan ukupan broj igara je
jednak 2 + E(X), jer se mini igre igraju nezavisno jedna od druge. Dakle, dobijamo

s -y (D D S 2
:( 2 24+ EX) 2 )

7225752

122 12712 122

Posto vazi
E(X)= E(E(X|}'(Y =0,Y=1Y = 2))),

moguce je odrediti E(X) kao reSenje jednacine

98 140 50 70
X)=— 4 — 4 4 E(X).
X =1g 1t P

Dobijamo da je E(X) = 2 ~ 3.89. O
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Primer 2.6 Sistem svakog dana sakuplja odredenu koli¢inu podataka i sabira novac zaraden tog
dana. Zatim program klasifikuje prethodni dan u kategoriju. Svaki dan moze da se klasifikuje kao
Tipi,i=1,...,k. Poznato je da je dan klasifikovan kao Tip i sa verovatnocom p; i da vazi

k
Zp? = 0.5.
i=1

Takode, ocekivana zarada tokom dana Tipa i je In (e%) miliona, gde a > 1. Zelimo da izracunamo
ocekivanu zaradu tokom proizvoljno izabranog dana.

Oznacimo sa A; dogadaj da je dan klasifikovan kao Tip i,1=1,... k, gde P(A;) = p;. Dalje,
neka je X slucajna promenljiva koja predstavlja zaradu tokom dana. Data je ocekivana zarada
tokom dana Tipa 1,

E(X]A;))=1In (%) =1Ina — p;.

Uslovno ocekivanje slucajne promenljive X ako je data o —algebra generisana dogadajima Ay, . .., Ay
je poznato
E(X|Ay), ako se desio dogadaj A;,
E(X\]-"(Al, e ,Ak)) =9q...
E(X|Ag), ako se desio dogadaj Ay,.

Dakle, iz E(X) = E(E(X|F(A1,...,Ay))) mogude je odrediti oc¢ekivanu zaradu tokom proizvoljno
izabranog dana,

k k
E(X) = Zpi(lna —pi) = Ina>i=?i — pr =1Ina—0.5.
i=1 i=1

g

Definicija 2.6 (Slu¢ajna promenljiva nezavisna od oc—algebre) Neka je X integrabilna slu-
¢ajna promenljiva definisana na prostoru verovatnoca (2, F, P) i neka je G o—algebra takva da
g C F. Kazemo da je X nezavisna od G ako vazi

E(X|G) = E(X) skoro sigurno.

Napomena 2.7 Neka su slucajne promenljive X i Z nezavisne. Tada je X nezavisna od F(Z) i
vazi

E(X|2) = E(X|F(2)) = E(X).

Primer 2.7 Slucajna promenljiva X iz Primera 1.9 nije merljiva u odnosu na o—algebru F(A),
jer bi u tom slucaju za svako S € B moralo da vazi X 1(S) € F(A). Medutim, X *({1}) = B ¢
F(A). Isto se moze zakljuciti koriste¢i Osobinu 1., jer E(X|F(A)) # X skoro sigurno. Sa druge
strane, X jeste F(B)—merljivo pa samim tim vazi F(B) = F(X).

Navedimo sada jedan primer kada slucajna promenljiva jeste merljiva u odnosu na o—algebru
koja se posmatra.
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Primer 2.8 Novci¢ se baca sve dok prvi put ne padne grb. Oznacimo sa A; dogadaj da je grb
prvi put pao u i—tom po redu bacanju, gde i = 1,2,..., a sa A dogadaj da je pao grb. Jasno
A, =A...AA
—
i—1 put
Neka slucajna promenljiva Y uzima vrednost —1 ako je grb prvi put pao u neparnom po redu
bacanju, a 1 ako je prvi put pao u parnom po redu bacanju. Vazi

P{Y =—1} = P{> Ay} = ; P{Y =1} = P{)_ An} = %

Lako se pokazuje da Y|As, = 1, Y|Ay,—1 = —1, pa je uslovno ocekivanje E(Y|F (A1, Ay, ...))
skoro sigurno jednako Y. Isto se moze zakljuciti i iz ¢injenice da je slucajna promenljiva Y
F(Ay, Ag, . ..)—merljiva. To sledi iz

Y({-1}) = iA%_l € F(A, As,..),

k=1

Y-({1}) = iA% € F(Ay, Ay, ...

k=1
U

Primer 2.9 Neka su slucajne promenljive X 1Y nezavisne i neka je ® Borelova funkcija. Pos-
matramo uslovno ocekivanje E(X?®(Y)|F(X)). Slucajna promenljiva X? je F (X )—merljiva, a iz
nezavisnosti X 1Y sledi nezavisnost ®(Y) od o—algebre F(X). Koriste¢i osobine 2, 3 i Definiciju
2.6, dobijamo

E(X?®(Y) 4+ 2X|F(X)) = X?E(Q(Y)|F(X)) +2X = X’E(®(Y)) + 2X.
O

Primer 2.10 Nakon branja radnici vrse selekciju jabuka koje zadovoljavaju kriterijume za izvoz,
nezavisno jednu od druge. Oznacimo sa X}, slucajnu promenljivu koja uzima vrednost 1 ukoliko
k—ta pregledana jabuka zadovoljava kriterijume za izvoz (poznato je da je kod ovogodisnjeg roda
verovatnoca da se to desi p € (0,1)), a u suprotnom uzima vrednost 0. Dakle, X, k =1,....n
su nezavisne slucajne promenljive sa raspodelama

Xk<0 1), ]{7:1,...,7?,.
q p

Neka slucajna promenljiva S,, predstavlja broj jabuka selektovanih za izvoz od ukupno n pre-
gledanih. Ona se moze predstaviti kao zbir nezavisnih slucajnih promenljivih sa binomnom
raspodelom, S, = >}, X, pa vazi S, : B(n,p).

(a) Odredimo sada zakone raspodela slucajnih promenljivih S,|{X, = 0} i S,|{X,, = 1}. Ako
je X, =0,ondaiz S, =k, k=0,....,n—1,sledi S,_1 =k, pa zakljucujemo da

Sul{Xn =0} : B(n —1,p).
Sli¢cno, ako je X,, =1, onda iz S, =k, k=1,...,n,sledi S,, 1 =k —11

n—1

P{{S, =k}{X,=1}) = (kz B 1)pk_1(1 —p)" %, k=1,...,n

Primetimo da je P({S, = n}|{X, = 0}) = 0 i P({S, = 0}|{X, = 1}) = 0.
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(b) Odredimo zakone raspodela slucajnih promenljivih X, |{S, =k}, k=0,...,n i
E(X,{S.=k}), k=0,...,n.

Naime, za k =0,...,n — 1 imamo

P({Sy = k}{X, = 0)P{X, =0} _n—k

P({X, = 0}|{S, = k}) = P({S, = k}) "

Gore dobijeni rezultat se moze primeniti i u slucaju k = n, jer vazi

P({X, = 0}[{S, = k}) = == = 0.
Dalje,
P{X,=1}{S, =k})=1— P({X,, =0}{S, =k}) = %, k=0,...,n,
pa vazi E(X,|{S, =k}) =% k=0,... ,n
(¢) Koristeéi rezultat pod (b) mozemo odrediti uslovno ocekivanje
sy - (PG PRSI ) -

Vidimo da se slucajna promenljiva E(X,|S,) moze predstaviti kao funkcija od S, Sto je
ocekivani rezultat, jer je poznato da je E(X,|S,) F(S,)—merljiva sluc¢ajna promenljiva.

(d) Lako se proverava da E(E(X,|S,)) = E(X,) = p. O
U nastavku navodimo Jensenovu nejednakost koja ¢e biti korisna kasnije.

Teorema 2.3 (Jensenova nejednakost) Neka je ¢ : R — R konveksna funkcija i neka je &
integrabilna sluc¢ajna promenljiva na prostoru verovatnoca (2, F, P) takva da je ¢(€) takode in-
tegrabilna. Tada za svaku c—algebru G C F vazi

¢(E(]G)) < E(¢(§)|G)  skoro sigurno.

2.3 Uslovna verovatnoc¢a u odnosu na sigma algebru

Na slican nacin kao Sto je postepeno definisano uslovno ocekivanje slucajne promenljive ako je
data proizvoljna sigma algebra, moze se definisati uslovna verovatnoca dogadaja ako je data sigma
algebra.

Posmatramo konaé¢nu particiju {G1, Ga, ..., Gy} skupa € takvu da je
1. P(G;) >0zasvakoi=1,...,m.

2. GiNG; =0 za svako i # j.

3.3 0 G =9,
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tj. {G1,Gs,...,Gp} ¢ine potpun sistem dogadaja. Kako je

P(AG;)
P AGz = y
(A& P(G;)
uslovnu verovatnoéu dogadaja ako je data sigma algebra generisana dogadajima Gy,...,G,,,

definiSemo na sledeéi nacin
P(A|Gy), akow € Gy
P(A|F(G1,Ga,...,Gp))(w) =1 : ., we.
P(A|G,,), akow € Gy,
Oznac¢imo sa G sigma algebru generisanu dogadajima {G1,Gs,...,Gn}, tj.

Q = .F(Gl,GQ,...,Gm>.

Vidimo da je uslovna verovatnoca P(A\g) (diskretna) slu¢ajna promenljiva, a ne broj. Koriste¢i
definiciju ocekivanja diskretne slucajne promenljive se lako pokazuje da vazi

E(P(A|G)) = P(A).
Takode, moze se pokazati (videti [17]) da za svako H € G vazi
E(IuP(AIG)) = P(AN H)

pri cemu je Iy indikator dogadaja H. Ova osobina sluzi kao motivacija za definiciju uslovne
verovatnoc¢e dogadaja u odnosu na proizvoljnu sigma algebru.

Definicija 2.7 Dat je prostor verovatnoca (2, F, P) i proizvoljna sigma algebra H C F. Uslovna
verovatnoca P(A|H) dogadaja A € F u odnosu na sigma algebru H je H—merljiva slucajna
promenljiva koja za svako H € H zadovoljava uslov

E(IyP(A|H)) = P(ANH).

Kao i uslovno ocekivanje, uslovna verovatnoc¢a u odnosu na sigma algebru je jedinstvena do na
skupove P—mere nula.

Kao $to smo pokazali u Primeru 2.1, ako su data dva dogadaja A i B i P(B) > 0, vazi
P(A|B) = E(14|B),

sto nagovestava da uslovnu verovatnoéu P(A|H) mozemo posmatrati kao specijalan slucaj uslovnog
ocekivanja. Zbog toga se u literaturi uslovna verovatnoc¢a dogadaja u odnosu na o—algebru cesto
definiSe na sledeci nacin:

Definicija 2.8 Ako je V o—algebra, takva da'V C F, tada je sa
P(A|V) := E(14|V) zasvako Ae F

definisana uslovna verovatnoca dogadaja A u odnosu na V.
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2.4 Zadaci

U ovom delu dati su zadaci za vezbu uz odabrana resenja.
Citaoct treba da imaju v vidu da ce izbor zadataka u kojima se primenjuje uslovno ocekivange i
njegove osobine biti obogacen u nastavku uvodenjem pojma stohastickih procesa © martingala.

ZADATAK 2.1 Studenti ¢ekaju rezultate testa koji su radili. Nastavnik im je rekao da ¢e rezultate

moci da vide za tacno 2 sata sa verovatnocom % ili za tacno 6 sati sa verovatnocom % Inace,

rezultate ¢e dobiti tokom casa koji ¢e poceti za tacno 20 sati i trajace 2 sata (smatra se da je
u tom slucaju rezultate mogu da dobiju bilo kada u toku dva sata). Neka je sa X oznacena
proizvoljna slucajna promenljiva, nezavisna od slucajne promenljive Y koja predstavlja vreme
cekanja studenata. Izracunati E(Y|X + sgnX).

Resenje: Koristeci uslovno ocekivanje ako je data slucajna promenljiva diskretnog tipa dobijamo
E(Y) = 6.5, a kako su X 1Y nezavisne, sledi

E(Y|X +sgnX) = E(Y|X) = E(Y) = 6.5.

ZADATAK 2.2 Data je V—merljiva slucajna promenljiva X. Poznato je da
L)

1 .

12

(b) Dokazati da ne postoji Borelova funkcija f takva da'Y = f(X) ako

6)
L
12

B (

=
Wiy QO

(a) Odrediti X i E(X).

s ()

4

WIN =

iFy(3)=1.
ResSenje:
(a) Kako je X V—merljiva, vazi X = E(X|V). Dodatno

B(X) = BE(X|V) = § +24 5 = =

(b) Ako je Y = f(X), onda je i Y V—merljiva, pa sledi E(Y|V) =Y. U tom slu¢aju bismo
imali
Fr@3)=P(Y <3)=P(Y = 1)+ Py =1)= —+42=221
Y SN ST 4T3 127 Y

pa sledi da ne postoji Borelova funkcija f takva da Y zadovoljava uslove zadatka i da je
Y = f(X). O
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ZADATAK 2.3 Igra se igra na srec¢u. Masina redom izbacuje cifre 0 i 1 na ekranu sa verovatno¢ama
1 —pip, redom. Igra se zavrsava kada se prvi put pojavi 0. Ako je ulog u igri jednak a > 0,
osvojena suma je jednaka ukupnom zbiru svih cifara koje su se pojavile na ekranu u toj igri.
Odrediti ocekivani iznos koji ¢e igra¢ osvojiti u jednoj igri? Izracunati verovatnoéu p takvu da je
igra fer (ulog je jednak dobitku).

Resenje: Koristeéi definiciju uslovnog oc¢ekivanja E(N|F(A)), gde je N slucéajna promenljiva
koja predstavlja broj cifara, a A je dogadaj da je prva cifra nula, dobijamo da je oc¢ekivani iznos
koji ¢e igra¢ osvojiti je E(N) — 1 = %p — 1 = & Igra je fer ako je E(N) — 1 = a. Dakle,

1
verovatnoca da je igra fer je p = 13 (

ZADATAK 2.4 U razredu ima n studenata i rezultat 1—tog studenta na testu je x;. Studenti su
podeljeni u k disjunktnih sekcija Aq, ..., Ax. Neka je sa n, oznacen broj studenata u sekciji s.
Tada je prosecan (ocekivan) rezultat u sekciji s jednak

Odrediti ocekivan rezultat slucajno izabranog studenta i dokazati da dobijena vrednost ne zavisi
odmging, s=1,...,k.

Resenje: Vazi

ZADATAK 2.5 U jednom kazinu ljudi imaju mogucnost da zavrte tocak sre¢e za 100 evra. Igrac
moze dobiti jednu od ukupno 30 nagrada, od ¢ega polovina ima vrednost 30 evra, a 14 nagrada
vredi izmedu 60 1 120 evra. Takode postoji i jackpot nagrada kojom igrac osvaja 900 evra i priliku
da jos jednom zavrti tocak. Svaki igrac¢ ima jednaku verovatnocu da osvoji bilo koju od 30 nagrada.
Odrediti ocekivanu vrednost nagrade koju prosecan igrac¢ osvoji sa ulozenih 100 evra.

ZADATAK 2.6 Date su dve slucajne promenljive X i Y, pri ¢emu je Y nenegativna. Pronaci
Borelovu funkciju f takvu da vazi

E(B(E(X]Y) + EX|J(X))Y) + E(X f(Y)IF(Y)) = YE(X]Y) = 2B(X).
Resenje: Koristec¢i osobine uslovnog ocekivanja dobijamo
B(E(E(X|Y) + B(X|f(X)Y) + B(X(Y3)|F(Y)) - YE(X]Y)

— E(B(E(X|Y)) + B(E(X|f(X)[Y) + [(Y)E(X]Y) - YE(X]Y)
=E(X)+E(X)+ f(Y)EX|Y)-YEX]|Y).

Dakle, f(Y?) =Y, pasledi f(z) =+/z, jer je Y nenegativna. O
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3. POJAM I OSNOVNA SVOJSTVA

STOHASTICKIH PROCESA

U matematickim modelima koji opisuju realne probleme izuzetno je vazno posmatrati promene
promenljivih kroz vreme. Zbog toga je neophodno uvesti pojam stohastickog procesa koji predsta-
vlja kolekciju slu¢ajnih promenljivih definisanih na istom prostoru verovatnoca.

3.1 Pojam stohastickog procesa

Neka je dat prostor verovatnoéa (2, F, P). Zamislimo da se u svakom vremenskom trenutku ¢ € I,
gde I = [ty, T], posmatra neka karakteristika X razmatranog sistema koji je slucajnog karaktera.
Dakle, X(t) je slucajna promenljiva za svako t € I. Tada na skup svih slu¢ajnih promenljivih
{X () }+er mozemo gledati kao na sluc¢ajnu veli¢inu koja se menja u vremenu, tj. dobijamo slu¢ajnu
funkciju vremena. U tom slucaju, familiju {X (¢)}:c; zovemo stohasticki (slu¢ajni) proces.

Definicija 3.1 Stohasticki (slucajni) proces {X (t),t € I} = {X(¢) }ser je familija slucajnih pro-
menljivih definisana na istom prostoru verovatnoca (2, F, P). Skup I nazivamo parametarski
skup, a skup svih moguéih vrednosti stohastickog procesa { X (t),t € I} nazivamo skup stanja.

Napomena 3.1 Slucajni proces {X(t),t € 1} = {X(t,w)}ier je zapravo funkcija dva parametra,
teliweQ, alisew cesto izostavlja u zapisu. Krace zapisujemo kao {X,;}icr ako je poznat
parametarski skup.

Ukoliko ne postoji moguénost zabune, umesto {X;, t € I}, ¢esto cemo izostavljati viticaste
zagrade 1 stohasticki proces zapisivati samo sa X (t) ili X.

Stohasticki proces moze biti diskretan ili neprekidan u odnosu na vreme, u zavisnosti od toga da
li je parametarski skup I najvise prebrojiv (I = Z) ili neprebrojiv (I = R).

U ovoj knjizi ¢ée fokus biti na jednodimenzionalnim stohastickim procesima (X je za svako
fiksirano ¢ jednodimenzionalna slucajna promenljiva) sa realnim skupom stanja i to u nastavku
nece biti posebno naznaceno.

Primeri 3.1 Sada navodimo neke primere stohastickih procesa.

(1) Brzina aviona. Umesto da posmatramo brzinu V' kao konstantnu veli¢inu, mi posmatramo
funkciju V.=V (t), t € I, jer razni faktori uticu na to da se brzina aviona menja kroz vreme
(ali je blizu neke komandovane brzine).
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(2) Potresi zemljisnog tla, promene pritiska ili temperature u atmosferi u zavisnosti od vremena.
(3) Cene akcija na berzi koje se menjaju sa vremenom.
(4) Razni procesi koji se pojavljuju u teoriji masovnog opsluzivanja i upravljanja. Il

U gore navedenim primerima argument t je vreme, $to ne mora uvek biti sluc¢aj, npr. temperatura
vazduha se moze posmatrati kao slucajna funkcija visine. Takode, proces ne mora biti funkcija
jednog nego i vise parametara.

Kao sto je gore receno, stohasticki proces {X(t,w), t € I} posmatramo kao funkciju dve
promenljive definisanu na I x 2. Vazi sledece:

i) Ako fiksiramo ¢ € I, dobijemo jednu slu¢ajnu promenljivu X; : Q — R.

ii) Ako fiksiramo w € €2, dobijamo realnu funkciju, ¢ — X (¢,w), definisanu na I, i ona se zove
trajektorija (realizacija) stohastickog procesa {X(¢)}.

Neka, na primer avion treba da se krece konstantnom brzinom Vj u toku vremenskog intervala
[to, T]. Zbog dejstva raznih slucajnih faktora njegova brzina ¢e varirati oko Vy. Svaki drugi avion
koji treba da se krece po istim zakonima imace drugu realizaciju (trajektoriju), te na taj nacin
dobijamo familiju trajektorija.

3.2 Konac¢no-dimenzionalne raspodele stohastickog procesa

Ve¢ smo napomenuli da za svako fiksirano ¢t € I dobijamo slucajnu promenljivu koja se zove zasek
ili secenje stohastickog procesa u trenutku ¢. Ta slu¢ajna promenljiva ima funkciju raspodele

F(t,z) = Fx,(z) = P{X; <z} za fiksirano t.

Primer 3.1 Stohasticki proces {X (t), t € R} dat je sa
X(t)=X,=at+ Xy, acR,

pri ¢emu je Xy jednodimenzionalna sluc¢ajna promenljiva sa funkcijom raspodele Fx,(x). Za svako
fiksirano t dobijamo funkciju raspodele slucajne promenljive X,

Fx,(x) = F(t,z) = P{X; <z} = P{at + Xy < z}
= P{Xy <z —at} = Fx,(x — at).

Primer 3.2 Posmatramo stohasticki proces
Xi=a+tXy, acR, teR

X je slucajna promenljiva sa funkcijom raspodele Fx,(x). Funkcija raspodele stohastickog procesa
Xt je
Fx,(x)=P{X; <z} =Pla+tXy <z} =P{tX, <z —a}

Kako jet € R, da bismo je blize odredili neophodno je razmotriti 3 slucaja:
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1) Ako jet > 0, onda

P = P < T30} = o ()

2) Ako jet <0, onda

FXt(I)iP{tXO<x_a}:P{XO>x;a}
:1_P{X0§x;a}zl—<P{X0:x;a}+P{XO<$;a}>
oot

t
:1—C—FXO<$>.

Ako je slucajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa, konstanta ¢ = P{Xo = —} je
jednaka nuli.

3) Ako jet =0, onda je X; = a i vazi

1, x>a.

0, z<a
FXt<x>:{

4

Ovi jednodimenzionalni zakoni raspodele nisu dovoljni za karakterizaciju stohastickog procesa,
osim u nekim specijalnim slucajevima. U opStem slucaju, neophodno je poznavati visSedimenziona-
Ine zakone raspodela, odnosno kona¢no-dimenzionalne raspodele procesa.

Kao §to za svako fiksirano ¢ € I dobijamo (jednodimenzionalno) secenje stohastickog procesa
{X, t € I}, ako fiksiramo n—torku (¢y,...,t,), t; € I, i = 1,...,n, dobijamo n—dimenzionalno
secenje (X, ..., X;,) tog procesa, koje ima funkciju raspodele.

Definicija 3.2 Konac¢no-dimenzionalne raspodele stohastickog procesa { Xy, t € [to,T]} date su
sa:

Fy(z) = Fi(tz) = P{X; <z}
Fy to(x1,0) = Fy(t1, to; 21, x2) = P{Xy, <21, X3, < 22}

Fo (@1, 0 xn) = Fp(ty, ..t @, .o, xn) = P{Xy, <o, Xy, <o}

gdGSU t,tl,tg,...,tn EIiI,$1,IL’2,...,l’n e R.

Primer 3.3 Dvodimenzionalne raspodele stohastickog procesa X; iz Primera 3.1 su:
Fy 1, (21, 10) = P{th <z, Xy, < :1:2}
= P{at1 + Xo < 21, aty + Xo < :cg}
= P{Xo <z —aty, Xog < 9 — atQ}
= P{Xo < min{x; — aty, zg — atg}}

= FXO(min{az’l — (Itl, To — CLtQ}).
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Konac¢no-dimenzionalne raspodele stohastickih procesa, izmedu ostalog, zadovoljavaju sledeca
dva uslova:

1. USLOV SIMETRIJE:
Ako je {iy,i9,...,1,} permutacija brojeva 1,2,...,n, tada je

Bl,...,tn(:p17 L 7xn) == Eil ..... tin ('rip L axin)'

2. USLOV SAGLASNOSTI:
Za m < n i proizvoljne t,,11,...,t, € I vazi

Ftl,...,tm,tm+17...,tn (xla ey T, OO, . 7OO> = Ft1,...,tm (ajly s 7xm>'

Teorema 3.1 (Fundamentalna teorema Kolmogorova) Za svaku familiju funkcija raspodela
koje zadovoljavaju uslove simetrije i saglasnosti, postoji prostor verovatnoca (2, F, P) i proces
definisan na njemu koji ima date funkcije raspodela kao svoje konacno-dimenzionalne raspodele.

Fundamentalna teorema Kolmogorova tvrdi ekvivalenciju dva koncepta, tj. da je svejedno da li
¢emo proces definisati preko slu¢ajnih promenljivih ili preko familija raspodela koje zadovoljavaju
uslov simetrije i uslov saglasnosti.

3.3 Neka svojstva stohastickih procesa
Definicija 3.3 Srednja vrednost stohastickog procesa { Xy, t € [to, T]}, odnosno oc¢ekivanje procesa
{Xi, t € [to, T} je funkcija mx : [to,T] — R definisana sa

mx(t) = m(t) = E(Xy).

Definicija 3.4 Autokovarijansna funkcija ili korelaciona funkcija stohastickog procesa {X;, t €
[to, T]} je

Kx(t,s) = K(t,s) = E((X; — mx(t))(Xs — mx(s))) = BE(X:X,) — mx(t)mx(s).

Definicija 3.5 Uzajamna korelaciona funkcija dva procesa { X, t € [to, T|} i {Ys, t € [to, T} je

Kxy(t,s) = E((X; — mx(t))(Ys — my(s))).

Definicija 3.6 Disperzija stohastickog procesa { X, t € [to, T} je
Dx(t) = D(t) = Kx(t,t) = K(t,t) = BE(X,?) — mk(t) = E(X,*) — E*(X)).

Definicija 3.7 Koeficijent korelacije stohastickog procesa { Xy, t € [to, T} je

Kx(t, S)

pX(t,S):,O<t,S): D(t)D(S)
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Primer 3.4 Neka je stohasticki proces { X, t € R} dat sa
pri ¢emu su U i V nezavisne slucajne promenljive.

a) Pokazimo prvo da su trajektorije ovog procesa prave u ravni. Znamo X;(w) = X(t,w) =
U(w) +tV(w) i
X RxQ—=R, t. X:(t,w)— X(t,w).

Trajektorija stohastickog procesa X; za fiksirano w € €2 je oblika
Xu(t) =U(w) +tV(w), U(w),V(w)€R,
pa zakljucujemo da je X, : t — U(w) + tV(w) prava u ravni. Primetimo da nam za sada
nije trebala nezavisnost promenljivih U i V.
b) Odredimo samo mx(t), Kx(t,s) i Dx(t). Srednja vrednost stohastickog procesa X; je
mx(t) =m(t) = E(X;) = E(U+tV)=EU) +tE(V).
Sucajne promenljive U i V' su nezavisne, pa je autokovarijansna funkcija Kx(t,s) jednaka
Kx(t,s) =E(X;X,) — m(t)m(s)
=E((U+tV)(U+sV)) = (BEU)+tEV))(EU) +sE(V))
=E(U?+ sUV +tUV +tsV?) — (E*(U) + (t + s)E(U)E(V) + tsE*(V))
=E(U?) — E*(U)+ (t+s)E(U)E(V) — (t + s)E(U)E(V) + tsE(V?) — tsE*(V)
=D(U)+tsD(V),
pod uslovom da D(U) i D(V') postoje.
Disperzija stohastickog procesa X; je Dx(t) = Kx(t,t) = D(U) + t*D(V).
Specijalno, ako U iV imaju U(0,1) raspodelu, imamo

1 (1-02 1
1 1 1+4¢ 1+ st 14t

g

Primer 3.5 Dat je stohasticki proces X; = tXy + A, gde je Xy : N(m,c?) i A = const.
Znamo da ako X : N'(m,0?) i Y =aX +b, onda Y : N(am + b,a?c?). Sledi, X; = tXo+ X :

N (tm + X, t?0?), odakle dobijamo funkciju gustine stohastickog procesa X,

( ) 1 _(:cftmf)\)Q R

Tr) = ——€ 2t252 s €T 6 .

ot V2mt2o?

Kako su slucajne promenljive X, i A nezavisne, jer je A\ = const, koriste¢i Primer 3.4 dobijamo
srednju vrednost m(t), autokovarijansnu funkciju K(t, s) i disperziju D(t) datog procesa,

m(t) =tE(Xo) + A =tm+ A,
K(t,s) = D(\) +tsD(Xy) = 0 + tso? = tso?,
D(t) = K(t,t) = t*c”.
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Primer 3.6 Slucajne promenljive X 1Y su nezavisne, pri ¢emu je X odredena gustinom

_ %—xZ, z € (0,1)
ex() = {o, v ¢ (0,1)

1Y : U0, 7). Odredimo ocekivanje, autokovarijansnu funkciju i disperziju stohastickog procesa
datog sa
U =Xcos(t—Y), teR

Znamo da je gustina raspodele slucajne promenljive Y data sa

oy (y) = {%’ v 0.m)

0, inace.

Ocekivanje stohastickog procesa Uy je
my(t) = E(U;) = E(X cos(t —Y)) = E(X)E(cos(t —Y))
— [ zext@yde: [ costt = pevivdy

—00 —00

b4 T 1
:/0 x(g—x2)dx~/0 cos(t—y)%dy

(41 1) 1/t q 5 .t
=(==—-)-— = ——sin
32 4) n ) ST T oML

) )
sint — sin(t — 7)) = —— - 2sint = — sint.

B E( 127 67

Autokovarijansna funkcija procesa Uy je

Ky(t,s) = E(UUs) — my(t)my(s),

gde
E(UUs) = E( X cos(t —Y)X cos(s — Y)> = E(XQ)E<cos(t —Y)cos(s — Y)>
= ooa: (x)dx - E(lcos(t+s—2Y)+lcos(t—s)>
- px\T 5 5
b4 cos(t — s)
:/0 x (§ da: / —Cos(t+s—2y)dy+T>
4 1 1 [t cos(t — )
~G-3 (& / cosadn + =)
1 cos(t —s)\ 11
_4_5<()-|——2 ) =50 cos(s — t).
Tada

11 5\ 2
Ky(t,s) = %0 cos(s — t) — <6_7r> sintsin s,

11 2 11 2
Dy(t) = Ky(t,t) = m cos0 — (%) sin®t = 90 " (%) sin®t.
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Primer 3.7 Neka su U iV nezavisne slucajne promenljive takve da
U:U(-2,2), V:N(0,1).
Pronadimo ocekivanje, autokovarijansnu funkciju i disperziju stohastickog procesa datog sa
X, =V-2"+U-*, teR
Ocekivanje slohastickog procesa X; je
mx(t) = E(X;)=EV -2'+U-#*) =2'E(V) +*E(U) = 0.
Kako znamo
U:U(-2,2) paEWU)=0, D(U)=
V:N(0,1) paE(V)=0, D(V)=
dobijamo autokovarijansnu funkciju
Kx(t,s) = B(X:X,) = E((v LU )V 24U 32)>
=2 E(VA) +?2°E(U)E(V) + 2's*E(U)E(V) + t*s*E(U?)

4
=2 1 4 (st)*=

3
Dakle,
t+s 4 2
KX(ta S) =2 + §(St) )
2t 4 4 t 4 4

3.4 Neke klase stohastickih procesa

1. PROCES SA NEZAVISNIM VREDNOSTIMA.
{X:} je proces sa nezavisnim vrednostima ako su slucajne promenljive X, , X;,,... (sa fik-
siranim vremenskim trenucima) nezavisne:

Ft1 77777 tn(:['l,...,.xn) = Ftl(l'1>Ft2(fL'2>...Ftn(l‘n).

2. PROCES SA ORTOGONALNIM VREDNOSTIMA.
{X:} je proces sa ortogonalnim vrednostima ako vazi da je F(X;X;) =0 za t # s.

3. PROCES SA NEKOLINEARNIM VREDNOSTIMA.
To je proces {X;} kod koga vazi K(t,s) =0 zat # s.

4. PROCES SA NEZAVISNIM PRIRASTAJIMA.
To je proces {X;} za koji vazi da su sluc¢ajne promenljive (tzv. prirastaji)

Xig, Xty — Xy Xty — Xoyy oo, Xy, — Xy s - -

nezavisne za bilo koji izbor ty <t; <--- <t, <....

Za ove procese dovoljno je poznavati samo jednodimenzionalne i dvodimenzionalne raspo-

dele.
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5. PROCES SA KONACGNIM MOMENTIMA DRUGOG REDA ILI L?—PROCES.
To je proces {X;} takav da vazi F(X,?) < oo za svako t

6. PROCES SA ORTOGONALNIM PRIRASTAJIMA.
To je proces {X;} takav da vazi E((X, — X,)*) < co i

E((Xt4 — th)(XtQ — th)) = 0, za tl < tz < tg < t4.
7. STROGO STACIONARAN PROCES.
To je proces { X, } koji ima osobinu da su sve njegove kona¢no-dimenzionalne raspodele inva-
rijantne u odnosu na translaciju vremena, odnosno da za svako ti,ts,...,t, € I, raspodela

slucajnih promenljivih X, 1p,..., Xy, 1 ne zavisi od h (koje je isto za svaku translaciju
vremena), tj.

Ft1+h,t2+h7...,tn+h($1, Lo, ... >In) = Ftl,tz,...,tn ($1, T, ... 7$n)~

Ako je strogo stacionarni proces {X;} ujedno i L?—proces, onda vazi:

1. Srednja vrednost tog stohastickog procesa je konstantna, tj.
ma(t) = E(X;) = E(Xiyn) = ma(t + h) = const =m

2. Autokovarijansna funkcija je funkcija koja zavisi samo od ¢t — s, tj.
K(t,s) = E(X; — mx(1))(X, — mx(s))) = B(X; —m)(X, —m))
= E(Xi—s —m)(Xs_s —m)) = E((X;—s — m)(Xg —m)) = C(t — s).

U literaturi se ¢esto razmatraju procesi koji su slabiji od strogo stacionarnog procesa, ali
zadovoljavaju dve gore pokazane osobine.

8. SLABO STACIONARAN PROCES.
To je proces {X;} takav da je:

1. E(X:) =m = const,
2. K(t,s) =C(t—s).

Naravno, svaki strogo stacionaran stohasticki proces je ujedno i slabo stacionaran, ali obr-
nuto ne vazi (osim u specijalnim slucajevima).

Primer 3.8 Pokazacemo da je stohasticki proces dat sa

X; =cos(At+U), X = const,

gde je U : U(0, 2m), slabo stacionaran.

Funkcija gustine sluc¢ajne promenljive U je

o) = {g u € (0,27)

0, inace,
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pa koristeéi da fo% coszdxr = 0, jer je cosx parna funkcija, dobijamo srednju vrednost
stohastickog procesa X,

o0

mx(t) = BE(X;) = E(cos(M + U)) = / cos(At + u)pp(u) du

—00

2m 1
= / cos(At + u)—du = 0.
0 2

™
Dalje, autokovariansna funkcija je data sa
Kx(t,s) = E(cos()\t 4 U) cos(As + U)> — mx(t)mx(s)
= E(%COS(/\t—l— U+ As+U)+ %cos(/\t—i- U—Xs— U))

= E(% cos(A(t + s) + 2U)> + E(% cos(A(t — 5)))

1 [ 1 1
5/0 cos(A(t — s) + 2u)% du + 3 cos(A(t — s)).

Dakle, imamo

Kx(ts) = %cos(w _ ) = flt—s),

pa sledi da je X; slabo stacionaran stohasticki proces. O

. GAUSOVSKI PROCES.

Definicija 3.8 Realni stohasticki proces {X;,t € [to, T} je gausovski proces ako je svako
njegovo n—dimenzionalno secenje jedna gausovska slucajna promenljiva, tj. ako su sve nje-
gove konacno - dimenzionalne raspodele gausovske (normalne).

Ako je slucajna promenljiva Y zadata kao linearna kombinacija ¥ = a1 Xy, + -+ + a, Xy,
gde je (Xi,...,X;,) proizvoljno n—dimenzionalno secenje gausovskog procesa {X;}, tada
Y ima normalnu raspodelu. Vazi i obrnuto. Ta osobina je korisS¢ena u Primeru 3.5, gde je
analiziran stohasticki proces X; koji je gausovski.

Gausovski procesi imaju neke lepe osobine. Jedna od njih je data u slede¢oj teoremi koja
tvrdi da je gausovski proces koji je slabo stacionaran takode i strogo stacionaran, sto u
opstem slucaju ne vazi.

Teorema 3.2 Ako je stohasticki proces {X;,t € I} gausovski i njegova srednja vrednost
mx (t) je konstantna, a autokovarijansna funkcija Kx(t,t+ s) zavisi samo od s, tada je taj
proces strogo stacionaran.

Definicija 3.9 Dva procesa {X,, t € I} i {X,, t € I} definisana na istom prostoru verovatnoca
(Q, F,P) su (stohasticki) ekvivalentna ako je X; = X; skoro sigurno (sa verovatnocom 1). U tom

slucaju kazemo da je X, modifikacija ili verzija procesa X;, i obrnuto.
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Ako su ova dva procesa ekvivalentna, njihove konac¢no-dimenzionalne raspodele se poklapaju.
Medutim, oni mogu imati razli¢ita analiticka svojstva.
Na primer, stohasticki procesi dati sa

1, w=t

Xt(w) _ {O, wF#t

imaju jednake konac¢no-dimenzionalne raspodele, jer je X, skoro svuda jednak nuli, ali imaju
razli¢ita analiticka svojstva. Naime, trajektorije procesa X; su neprekidne, a procesa X, prekidne.

Zbog toga se u literaturi ¢esto biraju one verzije stohastickih procesa koje imaju pozeljna
analiticka svojstva (poput neprekidnih trajektorija).

Definicija 3.10 Istorija stohastickog procesa {X;, t € I} do trenutka t je o—algebra generisana
svim stanjima tog procesa do trenutka t (ukljucujuéi t),

Fi=F{Xs|sel,s<t},
Analogno, buducnost stohastickog procesa {X;, t € I} nakon trenutka t je c—algebra definisana

sa
Fr=F{X,— Xi|sel, s>t}

3.5 Zadaci

ZADATAK 3.1 Dat je stohasticki proces Xy = =2+ (t +1)Y, t € R, gde

Y ( 1}3 134 5/312 )

Odrediti jednodimenzionalnu funkciju raspodele Fy(x) procesa X;. Nadi vrednost x za koju je

Resenje: Akot > —1,

x+2)
t+1/’

Fi(z) = Fy<

T+ 2 T+ 2
o :1—P{Y: }-F( )
() t+1 "\t+1

dok za t < —1 vazi

Dalje,
7
Fo(x) = Fy(x +2) = D ako i samo ako 2 < x4+ 2 < 3.

Dakle, 0 <z < 1. O
ZADATAK 3.2 Dat je stohasticki proces X; sa nezavisnim prirastajima takav da FE(X;) = c i

D(X;) = 2t za svako t > 0. Neka je U : N(0,c*) nezavisna u odnosu na X;, t > 0. Pronadi
ocekivanje i autokovarijansnu funkciju stohastickog procesa Y; = X; — tU, t > 0.
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Resenje: Za s < t vazi,

m(Y:)
KY(?)

E(Xy) —tE(U) =c,

E(X, —tU) (X, — sU)) —

E(X,X,) - sE(U)E(X,) —tE(U)E(X,) +tsE(U?) —¢*

E(Xt XOE(X,) + E(X2) + (ts — 1) = 0+ D(X,) + E*(X,) + (ts — 1)c?
2s + (ts — 1)c* = s(2 + t).

O

ZADATAK 3.3 Date su dve nezavisne slucajne promenljive X 1 Y. Gustina raspodele slucajne
promenljive X je px(z) = 2e71*71 2z € R, dok Y : U(0,1/2). Pronaéi autokovarijansnu funkciju
stohastickog procesa Z, = (t + 1) XY?.

ResSenje: Srednja vrednost procesa Z; je

E(Z)=(t+1)EXY? = (t+1)E(X)E(Y?),

0 q 1 1 1 00
E(X)= Ll re” tdr = ve " dr =1,
2 2 2/,

—00
NG 2 N J/

~~
=1 =:I>

1 1
— / e tdr =0,
oo .

+/ e lde =1+1=2,
1 1

—x+1

Iy = —xe

E(Y?)=D(Y)+ E*Y) = %

Sledi E(Z;) = %, Dalje,
E(Z,Z) = (t+1)(s+ 1)E(X?)E(Z%),

| 1! 1 [
B(X?) = / Ex 20 le =1 gy = 5 / 22 e + 5/ 2?e "y =143 =4,
_ 1

—00 o0

1 1
/ r?e® Ldr = 2xe® ! — 20 =2,

—00

o0

/ e " Hdy = —2ze " 421, =6,
1

1

1/2 21 1
(Y*) /O vidy=c =g

Konaé¢no, autokovarijansna funkcija procesa Z; je jednaka

1

K(tys) = (t+1)(s+1)-4- %—(Hrl)( )1;_(t+1>(5+1)<2_10—@).
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ZADATAK 3.4 Posmatramo uredaj cije je vreme rada I slucajna promenljiva sa gustinom raspo-
dele

or(t) =
0, t < 0.

1. Odrediti funkciju raspodele slucajne promenljive T i izracunati oc¢ekivano vreme rada tog
uredaja.

2. Izraziti autokovarijansnu funkciju stohastickog procesa datog sa

4T
Xi=———1t, t>
v
kao funkciju od D(v/T).
ResSenje:
1. Akot > 0, onda
t t 9 t+1 - INESE! 1
FT(t):/ @t(x)dxz/ﬁdx:/ 2y 3dy=—y2f 21—(£+—1)2
—o0 0 3 (_ + 1) 1 3
3
(koristimo smenu promenljivih y = £ +1), dok zat < 0, imamo Fr(t) = 0. Ocekivano vreme
rada je
E(T)_/OO . dt_/ooﬁ(y_l)d Sl o | PR
NI N e L el
3(5+1)
3
2. Autokovarijansna funkcija procesa X; je
K(t,s) = BE(X;X;) — E(X3)E(X,).
Vazi
4 4 16 4
B(X,X,) = B((VT = 1) (VT = 5)) = B(ST) = SE(VT)(t +5) + ts
3 3 9 3
1
B(X;) = -E(VT) —t,
pa dobijamo
16 o 4 16 4
K(t,s) = §E<<ﬁ> ) — gE(\/T)(t +5) s — F (VT) + gE(\/T)(t +5)—ts
16 16
= 5 (B(VT)") = B*(VT)) = -D(VT).
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ZADATAK 3.5 Stohasticki proces {Xy,t > 0} je dat sa X; = tX +2Y, gde su X 1Y dve nezavisne
slucajne promenljive takve da

X : N(a,1), Y :U(0,b),b>1.
1. Pronadi autokovarijansnu funkciju i srednju vrednost stohastickog procesa { Xy, t > 0}.
2. Dokazati da za b < a ne postojit > 0 takvo da

P{X; <blY =1} =1 skoro sigurno.
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4. LANCI MARKOVA

4.1 Uvodne napomene o procesima Markova

Jedan od znacajnih stohastickih procesa je proces Markova koji, najprostije rec¢eno, ima osobinu
da evolucija sistema u buduénosti ne zavisi od ponasanja sistema u proslosti, ve¢ samo od stanja
sistema u sadasnjosti. To svojstvo se naziva Markovsko svojstvo i bice preciznije dato u narednoj
definiciji.

Podsetimo se da je istorija procesa {X;, t € T} do trenutka ¢, ukljucujuéi i ¢, oc—algebra

definisana sa
Fi=F(Xs|s<t, s,teT).

Definicija 4.1 Stohasticki proces {X;, t € T} definisan na prostoru verovatnoéa (£, F, P) se
zove proces Markova ili Markovski proces ako vazi

P{X; € B| Fs} = P{X; € B| X} skoro sigurno
za svako s < t, s,t € T i za svako proizvoljno B € B.

Napomena 4.1 Kao Sto smo naveli, uslovno ocekivanje je opstije od uslovne verovatnoce, pa se
moze pokazati da je {X;, t € T'} proces Markova ako i samo ako vazi

B(f(X)IF) = E(f(X)|X,) skoro sigurmo
za svako s <t, s,t € T i svaku Borelovu funkciju f.

Slozenost ovih procesa, kao i matematicki alat koji se koristi u velikoj meri zavise od strukture
parametarskog skupa i skupa stanja.

e Ako je skup stanja diskretan, onda govorimo o lancima Markova koji mogu biti diskretni
(T € N) ili neprekidni (7" C R) u vremenu.

Ovde ¢e akcenat biti stavljen na lance Markova koji su diskretni u vremenu, a na kraju ¢emo
se kratko osvrnuti na neka svojstva lanaca Markova koji su neprekidni u vremenu, da bismo
uveli Poasonov proces kao jedan primer.

e Ako je skup stanja neprekidan, ponovo mozemo napraviti podelu u zavisnosti od toga da
li je parametarski skup diskretan ili neprekidan. Kasnije ¢emo se upoznati sa Braunovim
kretanjem koji je proces Markova neprekidan i u odnosu na vreme, i moze se konstruisati
kao resenje stohasticke diferencijalne jednacine.
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Tako svi oblici procesa Markova pronalaze veliku primenu, za razumevanje i analizu procesa
Markova koji imaju neprekidan skup stanja je neophodno veée matematicko predznanje (npr.
iz, teorije mere), pa takvi procesi ovde neée biti detaljno analizirani. Lanci Markova koji su
diskretni u vremenu zahtevaju osnovno predznanje iz teorije verovatnoce i linearne algebre, pa
dozvoljavaju Citaocu da se upozna sa osnovnim odlikama ovih procesa. To sve omogucava lakse
razumevanje ponekad apstraktnih definicija i pojmova koji su mogu javiti u teoriji procesa Markova
sa neprekidnim skupom stanja.

4.2 Pojam lanaca Markova diskretnih u vremenu

Posmatramo stohasticki proces {X;, t € I} kod koga su skup stanja S (tj. skup svih mogucih
vrednosti) i parametarski skup diskretni u vremenu.

Preciznije, razmatramo stohasticki proces {X,,n = 0,1,...} sa kona¢nim ili prebrojivim
skupom mogucih vrednosti. Ako ne naglasimo drugacije, skup mogucéih vrednosti ¢emo oznacavati
sa S = {x,xs,...}. Dakle, ako je

Xn = Ty,

onda kazemo da je proces u stanju z; (ili i—tom stanju) u trenutku n.

Definicija 4.2 Niz slucajnih promenljivih sa istim skupom stanja S = {1, xs, ...} zove se lanac
Markova (diskretan u vremenu*) ako za proizvoljnen > ky > ... > k., r € R vazi

P{Xn = *TTL|Xk1 = LThys - - - 7Xk7‘ = xkr} = P{Xn = xn‘Xkl = $k1}- (41)

Osobina (4.1) naziva se Markovsko svojstvo.

Markovsko svojstvo (4.1) mozemo interpretirati na sledeéi nac¢in: Uslovna raspodela buduceg
stanja X,,.1, ako su data prosla stanja Xy, X1,...,X,,_1 i sadasnje stanje X,,, je nezavisna od
proslih stanja i zavisi samo od sadasnjeg stanja.

Definicija 4.3 Verovatnoca prelaza iz i-tog u trenutku m u j-to stanje u trenutku m + 1, lanca
Markova {X,,n=0,1,...} je

P{Xm+1 = l'j|Xm = lL‘Z} = pm,m-{—l‘

)

Ako verovatnoca pg-b’mﬂ ne zavisi od m (pisemo p;; umesto p:‘?’mﬂ)a onda je lanac homogen.
Matrica
P11 P12 P13
P21 P22 P23
P = [pij]i,j:lﬂa--- ~ | ps1 P32 P33 - ’
takva da je
Spi=1, zasvei=12,..., (4.2)

jeN

zove se matrica prelaza za jedan korak.

*Pod lancima Markova ¢emo podrazumevati lance koji su diskretni u vremenu, $to u nastavku neé¢emo posebno
naglaSavati
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Suma verovatnoc¢a u svakoj vrsti matrice prelaza P je jednaka 1 (uslov (4.2)), Sto sledi iz
¢injenice da skup stanja S kod lanca Markova obuhvata sva stanja u kojima se dati sistem moze
naci, a verovatnoce prelaza su nenegativne. Ova osobina je zadovoljena kod svakog lanca Markova,
nezavisno od toga da li je lanac Markova homogen ili ne. Drugim recima, sa svako ¢ = 1,2, ...

m € N vazi
oo
m,m+1
E Dij =1,
Jj=1

Sto se vidi i u narednim primerima.

Primer 4.1 Neka je matrica prelaza za jedan korak kod homogenog lanca Markova { X, },en sa
skupom stanja S = {1,2,3} data sa

1/3 1/3 1/3
P=11/2 1/3 1/6
1/4 1/2 1/4

Tada je, na primer, verovatnoca prelaza (za jedan korak) iz stanja 1 u stanje 2 jednaka

P12 = P{Xm—i-l = 2|Xm = 1} = é

i ne zavisi od trenutka m € N u kom se posmatrani sistem nalazi, jer je dati lanac Markova
homogen. Sli¢no, verovatnoca prelaza iz stanja 2 u stanje 3 je pa3 = %. U
Primer 4.2 Dati su prirodni brojevi N > 2 is < N — 1. U kutiji se na pocetku nalazi ukupno N
kuglica, od koji su s bele, a ostale su crne. U svakom koraku izvaci se po jedna kuglica i ponavlja
se sledeci postupak: ako je kuglica bela, ona se vrac¢a u kutiju, a ako je crna, pored izabrane
crne u kutiju se ubacuje jos jedna bela kuglica. Oznacimo sa X,, n € N broj belih kuglica u
kutiji posle n—tog izvlacenja. {X,}nen predstavlja lanac Markova, jer broj belih kuglica posle
(n + 1)—og izvlacenja zavisi samo od broja belih kuglica posle n—tog izvlacenja, a ne izvlacenja
pre tog. Takode, dati lanac Markova je nehomogen, jer se broj belih kuglica u kutiji menja, a
samim tim i verovatnoce da se izvuce bela, odnosno crna kuglica. Odredimo sada verovatnoce
prelaza za jedan korak p%’"“.

Primetimo da se broj crnih kuglica ne menja i u svakom koraku je jednak N — s. Neka je broj
belih kuglica posle n—tog izvlacenja m := m(n) > s. To znaci da je ukupan broj kuglica posle
n—tog izvlacenja N — s+ m. Broj belih kuglica moze da ostane isti (ako je izvucena bela kuglica)
ili da poraste za jedan (ako je izvucena crna kuglica) u jednom koraku. Tada imamo

N —s
nn+l _ _ _
man i1 = PAXoy = m 11X = m) = 5
n,n+1l __ P Xn _ Xn _ _ m
pm,m { +1 m| m} N —s+ m’

p%;jl =0zak¢ {mm+1}.
U

Radi jednostavnijeg zapisa, fokusira¢emo se na homogene lance Markove. Teorija nehomogenih
lanaca Markova se lako moze uopstiti, Sto se vidi iz prethodnog primera. Treba imati u vidu da
u vecini sluc¢ajeva nije neophodno posebno naglasavati da li je lanac Markova homogen ili ne, jer
se to lako moze uociti iz osobina sistema koji se posmatra.

Dalje, mozemo da govorimo o verovatnoc¢i prelaza iz i—tog u j—to stanje lanca Markova
{X,,n=0,1,2,...} sa skupom stanja S = {z1, x9, ...}, ali u n koraka.
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Definicija 4.4 Verovatnoca prelaza iz i-tog u j-to stanje u n koraka homogenog lanca Markova
{X,,n=0,1,2,...} sa skupom stanja S = {x1,xs,...} je

pij(n) = P{ X0 = 2| Xp = 23}
Takode, slicno definiSemo matricu prelaza za n koraka,

P(n) = P, = [pij(n)]i;.

4.3 Jednac¢ine Cepmen - Kolmogorova

Jednacine Cepmen - Kolmogorova nam obezbeduju metod za izracunavanje verovatnoce prelaza
u n koraka i glase

pij(n+m) = Zpik(n)pkj(m), za svako m,n > 0 i svako 1, j.
k=0

Data formula se najjednostavnije moze shvatiti ako posmatramo situaciju na slede¢i na¢in: proces
iz i-tog u j-to stanje stize u n + m koraka (prelaza) preko staze koja ga dovodi u k—to stanje u
n-tom koraku (prelazu).

Matri¢no zapisano,
Poim = PP, ili P,=P,P, , n>m.
Ako u jednacini P,.,, = P,P,, vazi n = m = 1, dobijamo:
P, = PP =P
Dalje,

Py, = PP = P?P = P3,
P, = PP = P3P = P*,

P, =P", zasvakon € N.

Kao §to se moze videti, jednac¢ine Cepmen Kolmogorova nam omogucavaju da verovatnoce
prelaza odredimo vrlo lako, mnozenjem matrica, samo na osnovu poznavanja matrice prelaza za
jedan korak P.

Primer 4.3 Posmatramo lanac Markova iz Primera 4.1. Verovatnocéa prelaza za dva koraka iz
prvog u trece stanje je

3
1
p13(2) = P{ X0 = 3| X, = 1} = ;pljpﬂ =1
sto je elemenat iz prve vrste i treée kolone matrice prelaza za dva koraka Py. Iz jednacina Cepmen-
Kolmogorova dobijamo

1 52 56 36
57 54 33
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Primer 4.4 Posmatramo kretanje tacke po celobrojnoj resetki na pravoj, takvo da se iz i — tog
stanja prelazi u stanje i — 1, 1 ili i + 1 sa verovatnocama 1/3, a verovatnocée prelaza ne zavise od
toga kako je tacka dosla do stanja i. Oznacimo sa X, stanje u kom se tacka nalazi u trenutku
n € N. Zbog cinjenice da verovatnoce prelaza iz jednog u drugo stanje ne zavise od proslosti,
tj. od toga kako je tacka dospela u dato stanje, { X, }nen predstavlja homogeni lanac Markova sa
skupom stanja S = Z i verovatno¢ama prelaza za jedan korak

“_{g, jefi—1,4,i+1}
Dij = . . .
0, inace

U dva koraka tacka moze da se pomeri najvise dva koraka levo ili desno, pa su verovatnoce prelaza
za dva koraka jednake

1
pi,172(2) = Pii-1Pi—1,i—2 = 57
2
pi,i—1(2> = Di,iPiji—1 T Piji—1Pi—1,i-1 = 57
3
Dii(2) = piipii + Piic1Pi-1i + Diit1Dis1i = 9’
2
pi,i+l(2) = DiiPii+1 t Diit1Pit1,i+1 = 5,

1
pi,i+2(2> = Pi,i+1Pi+1,i+2 = 5;

pij(2)=0zaj¢{i—2i—14i+1i+2}

Tako, na primer, slucajne promenljive X3|{X; = 1} i X, 12[{ X, = 1} imaju istu raspodelu za
bilo koje m,
-1 0 1 2 3
Xs[{Xo =1} ( 1/9 2/9 1/3 2/9 1/9 )

Dakle, vidimo da ako se tacka u trenutku 1 nalazila u stanju 1, ocekujemo da ¢e se nakon dve
vremenske jedinice ona ponovo naci u stanju 1, jer je E(X3|{X; =1}) = 1. O

Pretpostavimo, dalje, da u momentu n sistem moze biti u nekom od stanja zi,xs, ..., T,.
Ozna¢imo sa p;(n) verovatnocu da se proces nade u i— tom stanju x; u momentu n,

pi(n) = P{X,, = z;}.
Za fiksirano n, X, je slucajna promenljiva sa zakonom raspodele
I T e Tm
X, : )
( pi(n) p2(n) .. pm(n) )
Verovatnocu p;(0) zovemo poc€etna verovatnocéa. Vektorski zapisano,

p(k) = p(0)P",
ili

[p1(k) pa(k) - p(B)ixim = [P1(0) P2(0) - Pn(O)]1xm Proscrn-
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Definicija 4.5 Ako verovatnoce p(k) ne zavise od k, tj. ako vazi
p(k) = p(0) zasvako k € N, (4.3)

tada kazemo da je lanac Markova stacionaran.

Ako je lanac Markova stacionaran, onda iz (4.3) dobijamo

p(0) = p(k) = p(0)P* =p(0)P P*' =--- =p(0)P zakeN.
=p(1)

To znaci da ako je lanac Markova stacionaran, onda pocetni vektor verovatnoé¢a p(0) zadovoljava
sistem

a vazi i obrnuto.
Ova osobina je veoma korisna, jer se na taj nacin moze lako proveriti stacionarnost lanaca
Markova.

Primer 4.5 Lanac Markova sa matricom prelaza P = 1{2 1(/)2 i pocetnim vektorom vero-
vatnoca p(0) = (2, 1) je stacionaran, jer p(1) = p(0) = p(0)P iz ¢ega sledi da je p(k) = p(0) za
svako k. U

Definicija 4.6 Ako postoji ng € N tako da matrica P,, = P"™ ima sve strogo pozitivne elemente,
onda je lanac ergodic¢an. U tom slucaju, za svako i postoje verovatnoce

*_

p; = lim py;(n),

n—oo

i zovu se finalne (graniéne) verovatnocde.

Finalne verovatnoce shvatamo na slede¢i nacin: iz bilo kog stanja se posle dovoljno dugog
vremenskog perioda prelazi u stanje j sa verovatnocom pj .
Ako je lanac ergodican, finalne verovatnoce trazimo iz sistema jednacina

p'=p'P,

gde je p* vektor finalnih verovatnoca i vazi p; = 1, a tada pisemo
j=1

Py P2 - Py

1/4 3/4
1/3 2/3
ergodican, jer su svi elementi matrice prelaza P pozitivni. Dakle, finalne verovatnoce p* = (pi, p3)
postoje i resenje su sistema

Primer 4.6 Lanac Markova sa matricom prelaza P = { } i skupom stanja S = {1,2} je

p'P=p", pj+p;=1 (4.4)
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Lako se pokazuje da su dve jednacine iz sistema p*P = p* ekvivalentne, pa se (4.4) svodi na

1 * 1 * *
Z]h + §p2 =D
pl+p5 =1

Konacno, dobijamo da je verovatnoca da c¢e nakon dugog vremenskog perioda sistem zavrsiti u

stanju 1 jednaka %, tj.
1 2
Koo : <4/13 9/13)

Kao sto se vidi u Primeru 4.6, osobina ergodi¢nosti lanca Markova garantuje postojanje fi-
nalnih verovatnoca i znacajno olaksava njihovo izracunavanje. Medutim, ako lanac Markova nije
ergodic¢an, finalne verovatno¢e mogu, ali ne moraju da postoje, Sto se obi¢no proverava trazenjem
grani¢nih vrednosti

t

5, Pun)
Ukoliko te grani¢ne vrednosti postoje i jednake su za svako i, onda i finalne verovatnoce p7,
j=1,2,... postoje.
. : 0 1 . . .
Primer 4.7 Lanac Markova sa matricom prelaza P = 1 o | nie ergodican. Naime, za svako

k € N vazi P?»~' = P i P?* = I, gde je sa I oznacena jediniéna matrica. Dakle, za svako n € N

postoje 1,7 € {1,2} takvi da p;j(n) = 0. Ovaj lanac Markova nema finalne verovatnoce, jer za

svako 1 = 1,2 granicne vrednosti lim p;;(n), 7 = 1,2 ne postoje. O
n—oo

Sada navodimo jedan primer lanca Markova koji nije ergodican, ali granié¢ne verovatnoce pos-
toje.

Primer 4.8 Lanac Markova sa skupom stanje S = {1,2,3} i matricom prelaza

0 1 0
P=11/2 0 1/2
0 0 1

nije ergodican, jer je trec¢a vrsta u matrici P, ista za svakon € N, tj. sadrzi nule. Medutim, moze
se utvrditi opsti oblik matrice P, = P" za svako n. Naime, vazi

0 (0.5 1—(0.5)%"
Pl =1 (0.5) 0 1-(05)% |, keN
0 0 1
[ (05)% 01— (0.5)
P = 0 (0.5 1—(05)% |, keN
0 0 1

Dobijamo da za svako i = 1,2,3 vazi
lim p;; = lim pp =0, lim p;3 = 1.
n—oo n—oo n—oo

Dakle, finalne verovatnoce postoje i one su

*

py=p,=0, p5=1,

Sto znaci da ¢e dugorocno gledano sistem zavrsiti u stanju 3. U
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U slucaju kada lanac Markova nije ergodican, trazenje finalnih verovatnoca, ako one postoje,
nije uvek jednostavan zadatak, jer je u tom slucaju neophodno odrediti verovatnoce prelaza za n
koraka. U nekim slucajevima, kao u Primeru 4.8, moguce je pomoc¢u indukcije izvesti formulu za
pij(n) za svako n. Medutim, to Cesto nije moguce.

Ako se matrica prelaza P moze dijagonalizovati, tj. postoji matrica B koja ima inverznu i
dijagonalna matrica D, takve da je

P=BDB™,

onda se matrica prelaza za n koraka, P", moze lako pronaéi odredivanjem matrica B i D koje
nisu jedinstvene. Naime, vazi

P" = (BDB )" =BD"B".
Matrice B i D se mogu dobiti pomocu karakteristicnih korena i vektora matrice P.

Za datu kvadratnu matricu A dimenzije n, karakteristicni polinom matrice A se definise sa

pa(N) = det(A] — A),

pri ¢emu je sa I oznacena jedini¢na matrica dimenzije n. Spektar matrice A je skup svih
karakteristicnih korena matrice A,

o(A) ={A e C:pa(}) =0},

tj. A € C je karakteristicni koren matrice A ako i samo ako A € 0(A). Vektor z € ker(Al —A)
je karakteristicni vektor matrice A koji odgovara karakteristicnom korenu A. U zavisnosti da
li matricu A\l — A mnozimo sa leve ili desne strane, razlikujemo leve i desne karakteristicne
vektore. Desni karakteristi¢ni vektor r koji odgovara karakteristicnom korenu A je vektor
kolona i vazi

Ar = Ar,

dok odgovarajuci levi karakteristicni vektor [ zadovoljava
A =1A

i to je vektor vrsta. Za vise detalja videti [1].

Neka je dat lanac Markova { X, },, sa m stanja i matricom prelaza P koja je kvadratna, dimenzi-
je m. Oznac¢imo sa Ay, ..., A\, karakteristicne korene matrice P, asary,..., 7, odnosno ly, ..., [,
odgovarajuce desne, odnosno leve karakteristicne vektore koji odgovaraju karakteristicnim kore-
nima Ag, ..., A, matrice P. Ozna¢imo sa D = diag{\, \a, ..., A\, } dijagonalnu matricu sa karak-
teristicnim korenima na glavnoj dijagonali, sa S matricu ¢ije su vrste levi karakteristicni vektori
ly,...,lm, asa T matricu ¢ije su kolone desni karakteristi¢ni vektori rq,...,r,,. Tada vazi

P=S"1'DS=TDT.
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Primer 4.9 Posmatramo lanac Markova sa skupom stanja S = {0, 1} i matricom prelaza

1 p p :|
P = ) ,q € (0,1).

Karakteristicni polinom matrice P je

A—=1+p —p

A — P| =
| | ‘ —q A—=14¢q

‘=A2—/\(2—p—Q)+1—p—q,

pa dobijamo da su karakteristicni koreni matrice P jednaki

_2-p—atptae _,
2 Y

i Ay =1—(p+q).

Matricu P mozemo izraziti pomocu karakteristicnih korena i odgovarajucih levih karakteristicnih
vektora ly,ls koji su vrste matrice S, na slede¢i nacin

__p 4 P
P:SlDS:{1 {;*q]{)\l O}{pﬂ p+q}'
1 - 0 X -1
Matrica prelaza za n koraka je
Pn:[]?oo(n) pm(n)}zs_anS: 1 [q p]+ Ay [ p —p]‘
po(n) pi(n) p+qla p| pt+al -9 4«

Finalne verovatnoce sada lako mozemo dobiti trazenjem granicne vrednosti lim P™. Na primer,
n—oo

q Asp g+ (1 —=(p+q)"p
pOO(n): + 2 — ( ( )) .
p+q ptq p+q

Posto su p i q verovatnoce, jasno je da vazi |\y] < 1, pa dobijamo

. q
lim n)=—-—.
n_mopoo( ) P+q

Dati lanac Markova je ergodican, pa se finalne verovatno¢e u ovom slucaju mogu pronaci i
resavanjem sistema (4.4). O

Iz gore navedenih primera vidimo da neka stanja kod lanaca Markova mogu imati specijalna
svojstva.

Definicija 4.7 Stanje z; je dostiZno iz stanja x; ako postoji ng € N takvo da
pij (77,0) > O

U suprotnom je stanje x; nedostizno.

Primer 4.10 Kod ergodicnog lanca Markova, stanje x; je dostizno iz stanja x; za svako i i j. [
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Definicija 4.8 Stanje x; je povratno ako je verovatnoca da se sistem iz stanja x; bar jednom
vrati u stanje x; jednaka 1. U suprotnom je stanje x; nepovratno.

Teorema 4.1 Stanje x; je povratno ako i samo ako vaZzi

Z p;i(n) < oo.
j=1

Definicija 4.9 Stanje z; je apsorbujuce ako je p;; = 1.

Primer 4.11 Stanje 3 kod lanca Markova iz Primera 4.8 je povratno i apsorbujuce, dok stanja 1
i 2 nisu dostizna iz stanja 3. Il

4.4 Pojam lanaca Markova neprekidnih u vremenu

Do sada je bilo rec¢i o lancima Markova ¢iji je parametarski skup diskretan, a karakterizuje ih
tzv. Markovsko svojstvo koje tvrdi da raspodela u budu¢em trenutku zavisi samo od dogadaja u
sadasnjosti, a ne toga Sta se desilo u proslosti. Moguce je definisati i neprekidan analogon diskret-
nim lancima Markova koje karakterise Markovsko svojstvo, ali je parametarski skup neprekidan.
Ovi procesi su narocito korisni kada se modelira promena veli¢ine populacija za koju nije moguce
detektovati tacne vremenske trenutke u kojima se promene deSavaju (parametarski skup I je
podskup skupa R™).

Razliku izmedu diskretnih i neprekidnih lanaca Markova mozemo objasniti na slede¢i nacin:
kod diskretnih je vreme koje proces provede u svakom stanju diskretna slucajna promenljiva
sa nenegativnim vrednostima, dok je kod neprekidnih to vreme apsolutno neprekidna sluc¢ajna
promenljiva.

Definicija 4.10 Stohasticki proces {X (t), t > 0} sa diskretnim skupom stanja S je lanac Markova
neprekidan u vremenu ako za svakot,s > 01,5 € S vazi

P(X(s+1t) =j|X(s) =i, {X(u) = 2(u),0 <u < s}) = P(X(s +1) = j|X(s) = 1) = pi(1),
pri ¢emu je x : [0,s) — S funkcija sa vrednostima u S.

Verovatnoca prelaza p;;(t) predstavlja verovatno¢u da ¢e lanac biti u stanju j nakon vremenskog
intervala duzine ¢, ako je sada u stanju i.

Vidimo da se sada verovatnoce prelaza definisu kao funkcije od vremena, dok su kod lanaca
Markova diskretnih u odnosu na vreme one bile konstante, jer je sistem morao da ostane u nekom
stanju tacno jednu vremensku jedinicu pre nego Sto napravi tranziciju u neko drugo stanje. Kod
lanaca Markova neprekidnih u odnosu na vreme ne postoji to “najmanje vreme” za koje sistem
moze da napravi tranziciju, Sto ¢ini njihovu analizu komplikovanijom.

Za nas znacajna osobina kod ovih procesa je slede¢a: Oznacimo sa H; vreme zadrzavanja
u stanju ¢, tj. vreme koje sistem provede u stanju ¢ do tranzicije u naredno stanje. Moze se
pokazati da H; ima eksponencijalnu raspodelu, $to je posledica Markovskog svojstva (videti dokaz
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kod Poasonov procesa). Naime, bez obzira koliko dugo je sistem bio u stanju i, preostalo vreme
zadrzavanja u tom stanju do tranzicije u novo takode ima eksponencijalnu raspodelu.

U literaturi se mogu pronaci razlicite verzije definicije lanaca Markova neprekidnih u odnosu
na vreme. Jedna od njih definise lanac Markova {X(¢), ¢t > 0} kao proces sa diskretnim skupom
stanja S takav da je za svaki kratak vremenski period, h > 0, verovatnoca prelaza iz stanja i u
stanje j jednaka

PEX(t+h) = jIX(1) = i} = qih, i 7],

P{X(t+h)=iX(t)=i}=1- gh.

J#i

U tom slucaju H; ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom
Vi = Z dij-
J#
Oznac¢imo sa
pi(t) = P{X(t) = j}

verovatnocu da je u trenutku ¢ sistem u stanju j. Moze se pokazati (videti [22]) da je tada p;(t)

reSenje diferencijalne jednacine
pi(t) = ripi(t),

i

_ {Qiju P F
Tij =

—Vi, 1=1].

gde je

Kao najznacajnijeg predstavnika ove klase procesa navodimo Poasonov proces o kome ¢ée biti
reCi u narednoj glavi.

4.4.1 Zadaci

ZADATAK 4.1 Rasejan blagajnik ima dva kisobrana koja koristi u putu od kuce do posla i nazad.
Ako pada kisa i kiSobran mu je dostupan na trenutnoj lokaciji, on ga uzima. Ako ne pada kisa,
on uvek zaboravi da uzme kisobran. Pretpostavimo da svaki put kada on putuje kisa pada sa
verovatno¢om p i da ta verovatnoca ne zavisi od prethodnih putovanja. U svakom trenutku on
ima dostupno 0, 1 ili 2 kiSobrana na trenutnoj lokaciji. Pretpostavimo da je blagajnik na pocetku
imao 2 kisobrana na trenutnoj lokaciji. Naci verovatnocu da on na istoj lokaciji sledeéeg dana (tj.
posle dva putovanja) nece imati 2 kisobrana.

Resenje: Verovatnoc¢a da blagajnik na istoj lokaciji slede¢eg dana nece imati 2 kiSobrana je
p(L —p). O

ZADATAK 4.2 Petar je odlucio da smrsa, pa ¢e u narednom periodu ponekad i¢i na posao peske.
Pretpostavimo da dan, nezavisno od prethodnog, moze biti klasifikovan kao kiSan sa verovatno¢om
p. Inace je dan suncan. Ako je dan kisan, Petar ¢e i¢i na posao autom, bez obzira na to kako
je isao prethodnog dana. Ako je dan suncan, Petrova odluka zavisi od prethodnog dana. Ako je
prethodnog dana iSao na posao autom I dan je suncan on ¢e sigurno i¢i peske na posao. Ako je
prethodnog dana isao peske i dan je suncan, jednako je verovatno da ¢e izabrati da na posao ide
peske i autom. Posmatrano dugorocno, koja je verovatnoca da ¢e Petar i¢i na posao autom?
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Resenje: Skup stanja je {F (Petar na posao ide peske), C'(Petar na posao ide autom)}. Verova-
tnoce prelaza za jedan korak su

P{X,11 = F|X, = C} =P{dan je suncan} =1 —p
P{X,11 = C|X,, = C} =P{dan je kisovit} = p
1—
P{X,+1 = F|X,, = F} =P{dan je sunc¢an} P{iéi ¢e peske|dan je sunc¢an} = Tp
P{X,11 = C|X, = F'} =P{dan je sunc¢an} P{i¢i ¢e automobilom|dan je suncan}
+ P{dan je kisovit} P{i¢i ¢e automobilom|dan je kisovit}
1— 1+
= b +p= —p.

2 2

Finalne verovatnoce p* = (pg, p}) zadovoljavaju sistem
k k 1 >k * *
pp =1 =plpe+ 50 =p)pF, po+pp=1
Odgovor je pg, tj. p& - 100% vremena ¢ée Petar iéi na posao autom. Il

ZADATAK 4.3 Lanac Markova {X,},, je formiran na slede¢i nacin:

X():Xi(

= O

) , Xpp =min{X,, X}, neN.

N[ = =
L Ll W)

Pronaci matricu prelaza za jedan korak i verovatnoce P{X, 2 = 2|X, =0} i P{X, = 2}.

ResSenje: Matrica prelaza za jedan korak je

1 00
P=|1 20
L1 1
i 2 1
Dalje,
151 1 37 26 1
= P{Xpy2 = 2|X, =0} = 2) =pO)P* = (12576 )P = (5 o007
Po,2 { +2 | O} 0, p( ) p(O) 16°2° 16 64’ 64° 64
Dakle, P{X, =2} = ;. O

ZADATAK 4.4 Bogatas igra niz igara. Ulog u n—toj igri je 1 ili 2 dolara i zavisi od ishoda u
prethodnoj igri. Ako je izgubio u (n — 1)—oj igri, ulog u n—toj ¢e biti 1 i verovatnoéa da ce
pobediti u n—toj igri je % U tom slucaju ¢e zaraditi 1 dolar, dok ¢e u suprotnom izgubiti dolar
koji je ulozio. Ako je pobedio u (n—1)—oj igri, ulog u n—toj e biti 2 i verovatnoca da ¢e pobediti
u toj igri je % U tom slucaju ¢e zaraditi 2 dolara, dok ¢e u suprotnom izgubiti 2 dolara koje je
ulozio. Oznacimo sa X,, slucajnu promenljivu koja predstavlja dobit u n—toj igri,

-2 -1 1 2
Xn . ( ) s n e No.
P11 P2 P3 P4

Sa Xy je oznaceno pocetno stanje. Neka jeY, =sgn X, n € Ny.

(a) Pronaéi E(X,|Y,_1).
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(b) Odrediti matricu prelaza za jedan korak lanca Markova {Y,, }nen. Izracunati procenat igara
koje ¢e bogatas izgubiti.

(¢) Da li je lanac Markova {Y,, }nen stacionaran? Objasniti.

(d) Izracunati verovatnoce p;, i = 1,2,3,4 1 E(X,,).

ResSenje:
(a) Vazi E(X,|Yn-1) = E(X,|F(Yoo1=—-1,Y,1=1)) 1
E(X,|Yn1=-1) EXu|Yn1=1)
E(X,|Y,1): ;
(Xaf¥or) ( P(Vat = 1) =pr+ps P(Yar = 1) = ps+ s
gde

Xn|Yn—1 =—1: ( ! 1 ) 5 Xn’Yn—l =1: ( 2
2

1
2

wli= DN
N—

2
3
Iz B(X,|Y,-1 =—1) =01 B(X,|V,-1 = 1) = =2 sledi

E(Xn]Ynl):< X 3 )

p1tDp2 p3tps
Dakle, E(X,) = E(E(X,|Ya-1)) = —2(ps + pa).
(b) Skup stanja lanca Markova {Y}, },en je S = {—1,1} i vazi
P(Y,=-1)=pi+p, PYo=1)=ps+ps

Verovatnoce prelaza za jedan korak su jednake

P(Yn—i-l = _1|Yn - _1) = (ulog je 1, gUbl)

PY,h =1y, =-1) = (ulog je 1, pobeduje)
P(Yn—I—l = _1|Yn = 1) = (ulog je 2, gubl)

PY,nn=1Y,=1)= (ulog je 2, pobeduje).

W WINN| =N =

Dobijamo matricu prelaza za jedan korak lanca Markova {Y}, },en

P-lit]

Ovaj lanac Markova je ergodican jer su svi elementi matrice P pozitivni, pa finalne vero-
vatnoce p*, i pj postoje i dobijaju se iz sistema p* = p*P, p*, + p; = 1, gde je p* vektor
finalnih verovatnoca. Lako se dobija

O [
WM =

(¢) Lanac Markova {Y,}.en je stacionaran, jer slucajne promenljive Y,, n € Ny imaju istu

raspodelu, pa vazi
3

4
+ po = =, +ps=c.
p1 T P2 7 P3 T Pa 7
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(d) Do sada znamo,

p1+ P2 =

I

| |

P3+ P4 =

?

2 2
E(Xn) = =2p1 = p2 +ps + 2ps = _g(p?, +ps) = B

p1+p2+p3+ps=1.

Dalje,
2 4 3 1 . 1
—P1tpa= —§+?—§ =5 pa sledi py = p1 — 7
Takode,
4 3 4 B
p2—7 p1, p3—7 p4—7 P1 = p2.
Konaéno,

— P(Xy = 2V = —D) PVt = 1)+ P(Xo = —2Vy 1 = 1)P(Yy 1 = 1)

1
=0+ P(Y,=—-1Y,-1 = —1)(p1 +p2) = =(p1 + p2)

2
14 2
27 7

1 vazl

g

ZADATAK 4.5 Mis je zarobljen u kuci sa 5 prostorija cija je skica data na Slici 4.1. On se
krecée iz jedne u drugu prostoriju sa verovatnoc¢ama proporcionalnim broju vrata u toj prostoriji.
Na primer, ako prostorija i ima k izlaza (vrata), verovatnoca da odabere svaki od njih je 1/k.
Medutim, u prostoriji broj 5 nalazi se zamka i ako se mis nade u toj prostoriji, on ¢e skoro sig-
urno biti zarobljen i nece moci da izade napolje. Dat je homogen lanac Markova { X, },, gde X,
predstavlja broj prostorije u kojoj se mis nalazi u trenutku n. Odrediti verovatnoc¢u da mis iz
prostorije broj 1 prede u prostoriju broj 5 u 3 koraka. Da li je dati lanac Markova ergodican?

91
1o ;;()

®
d
©

Slika 4.1: Skica uz Zadatak 4.5
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Resenje: Matrica prelaza datog lanca Markova je

0 1/3 1/3 1/3 0
1/2 0 0 0 1/2
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
Vazi - .
p1i(2) = 3 p12(2) = p13(2) = p1a(2) =0, p15(2) = 6
i p15(3) = %
Lanac Markova sa gore datom matricom prelaza nije ergodican, jer kad mis ude u prostoriju
broj 5, on Ce i ostati u njoj, poslednja vrsta je ista u svakoj matrici prelaza u n koraka, P,. O

ZADATAK 4.6 Matrica prelaza za jedan korak lanca Markova je data sa

P =

oS ot O

1
0
1

o o O

gde b,c > 0. Neka je sa S = {0,1,2} oznacen odgovarajuéi skup stanja.

(a) Da li je lanac Markova ergodican? Da li se nesto moze zakljuciti o postojanju finalnih
verovatnoca? Objasniti.

(b) Nadéi vektor pocetnih stanja za koji je lanac Markova stacionaran.
(c) Navesti sva povratna stanja iz skupa S.

ResSenje:
(a) Imamo

b c
PP=Q:=|010]|, P=pP .. PF'=p PF=g,
b c

pa lanac Markova nije ergodican. Finalne verovatnoce ne postoje.

(b) Za py = (xg, z1,x2) lanac Markova je stacionaran ako

xlzg, il')o:bllfl, Lo = CI1.

(c) Sva stanja iz S su povratna, jer za svako i € S postoji ng € N takvo da p;;(ng) > 0. O

Genetika je danas veoma popularna medu naucnicima i na osnovu eksperimentalnih podataka
se razvijaju razni sofisticirani stohasticki modeli. Jedan od primera je dat u nastavku, a neki
jednostavni modeli se mogu naci i u [17].
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ZADATAK 4.7 Posmatramo eksperiment ukrstanja zeceva, tj. pratimo evoluciju odredenog gena
koji se pojavljuje u dva tipa, G ili g. Zec moze imati par gena, GG (dominantan), Gg (hibrid
- redosled nije bitan, Gg je isto Sto i gG) ili gg (recesivan). Ukrstanjem dva zeca, potomak
nasleduje gene od oba roditelja sa jednakim verovatnocama. Dakle, ako ukrstamo dominantnog
(ili recesivnog) sa hibridom, potomak je dominantan (ili recesivan) sa verovatno¢om 1/2 ili hibrid
sa istom verovatnocom. Ako ukrstamo hibrid sa hibridom, potomak je dominantan ili recesivan
sa verovatnoéama 0.25. Krecemo sa zecom datog karaktera (GG, Gg ili gg) i ukrstamo ga sa
hibridom. Potomak se zatim ponovo ukrsSta sa hibridom i proces se ponavlja kroz generacije
(potomak se uvek ukrsta sa hibridom).

(a) Nadi matricu prelaza za jedan korak lanca Markova { X, }, gde X,, predstavlja karakter zeca
n—te generacije.

(b) Pretpostavimo da je eksperiment zapocet sa hibridom. Neka je

Hn = [MN<GG)7 1n(Gg), Mn(gg)]

raspodela verovatnoca karaktera zeca n—te generacije. Drugim recima, u,(GG), u,(Gg),
tn(gg) su verovatnoce da je n—ta generacija GG, Gg ili gg, redom. Odrediti piy, pis i pi3. Sta
se moze primetiti?

Da ste reSenje ovog zadatka dobili pre 1858. godine kada je Gregor Mendel, koji se smatra
zacetnikom genetike, po¢eo da razmmnozava grasak u svojoj basti u manastiru i posmatra ishod
ukrstanja, postali biste veoma poznati.

Resenje:

(a) Oznacimo skup stanja sa S = {GG, Gy, gg}. Matrica prelaza za jedan korak lanca Markova

{ X} je
0.5 05 0
P=1025 05 0.25
0 05 05

(b) MnozZenjem matrica dobijamo matrice prelaza za dva i tri koraka,

1.5 2 0 25 4 1.5
pPr=22|1 2 1 |, PP=23| 2 4 2
05 2 1.5 1.5 4 25

Vidimo da vazi
1(GG) = 0.25, 1(Gg) = 0.5, pi(gg) = 025, i=1,2,3.

Moze se pokazati da se te verovatnoc¢e ne menjaju sa n. U

ZADATAK 4.8 Organizacija ima N zaposlenih, pri ¢emu je N velik broj. Svaki zaposleni moze biti
klasifikovan u jednu od 3 kategorije i menja kategoriju nezavisno i u skladu sa lancem Markova sa

matricom prelaza
0.7 0.2 0.1

P=102 06 0.2
0.1 04 0.5
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Koji procenat zaposlenih je u svakoj kategoriji? Ako je na pocetku svaki zaposleni klasifikovan u
prvu kategoriju, koja je verovatnoca da c¢e zaposleni ostati u prvoj kategoriji posle dve izvrsene
klasifikacije?

ZADATAK 4.9 Univerzitetski fudbalski tim igra seriju utakmica u narednom periodu. Ako pobedi
utakmicu, slede¢u ¢e pobediti sa verovatnocom 0.6, a jednako je verovatno da ce je izgubiti ili
igrati nereseno. Ako su igrali nereseno, slede¢u utakmicu ¢e pobediti sa verovatnocom 0.2, dok ¢e
je izgubiti sa verovatnocom 0.3. Ako izgube utakmicu, sledecu ¢e igrati nereseno sa verovatnoc¢om
0.3, a nece izgubiti sa verovatnocom 0.4. Pronaci verovatnoce prelaza za jedan korak homogenog
lanca Markova koji prati ishod utakmica igranih od strane Univerzitetskog fudbalskog tima. Da
li je moguce da lanac Markova bude stacionaran ako se zna da je verovatnoca da tim nece izgubiti
prvu utakmicu jednaka 0.47

ZADATAK 4.10 Neka je N diskretna slucajna promenljiva sa vrednostima u skupu Sy = {1, 2, 3,4}
i odgovaraju¢im verovatnocama p; = P{N = i}, i = 1,2,3,4. Koristimo N da kreiramo lanac
Markova X, sa skupom stanja {0,1,2,3} na sledeéi nacin: Sistem de ostati u stanju 0 sa ve-
rovatnocom p,. Ako je sistem u stanju i > 0, moguc je prelaz u stanje i + 1 sa verovatno¢om
Piit1 = P{N > i+ 1|N > i} ili u stanje 0 sa verovatnocom p;o = P{N =i+ 1|N > i}.

(a) Dokazati da E(N) =1+ po1+ po1p12 + Po1pP12pP2,3-
(b) Odrediti stacionarne verovatnoce.

ResSenje:
(a) Trazena relacija sledi iz

P{N >i+1)}
Pii+1 = - ,
P{N > i}
pO,l :P{N> 1}: 1—p1’
poap12 = P{N > 2} = p3 + pu,
Po1pP12D23 = P{N > 3} = ps.

(b) Stacionarne verovatnoée q = (qo, q1, g2, ¢3) Su resenje sistema

qQoPo,1 = q1, @iP12 = q2, @P23=4¢q3, qo+q +q+q3=1
Sledi
@2 = Qpo.1P12 = qo(P3 +Pa), 43 = qoP0,1P1,2P2,3 = QoPa,

pa
Go+a+e+a=qpl+p+ps+pi+ps+pi+p)=qEN)=1

Zakljucujemo da vazi

o = 1 q_l—Pl q_p3+p4 4 = D4
0= T 1= s Q2= ;o Q3= .
E(N) E(N) E(N) E(N)
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ZADATAK 4.11 Dva kockara igraju sledecu igru. Baca se fer novéié. Ako je rezultat glava, igrac¢
A Ce platiti igracu B jedan dolar, a ako je rezultat pismo, igra¢ B ¢e platiti igracu A jedan dolar.
Igra se nastavlja sve dok jedan igrac¢ ne ostane bez novca. Pretpostavimo da na pocetku igrac A
ima jedan dolar, a igra¢ B ima 2 dolara (Sto znaci da je u igri tri dolara). Neka X, predstavlja
koli¢inu novca koju poseduje igra¢ A posle n bacanja novcica.

(a) Nadi ocekivani broj bacanja novcica dok jedan od igraca ne ostane bez dolara.
(b) Pokazati da je { X, }nen lanac Markova i naéi verovatnoce prelaza za jedan korak.
(¢) Koja je verovatnoca da je igra zavrsena nakon samo jednog bacanja novcica?

(d) Pronadi verovatnocée prelaza za dva koraka P[X, o = 1| X, = 1], i =1,2.

Napomena: Smatra se da kada se igra zavrsi, stanje igraca pocinje da se ponavlja sa svakim
korakom.



5. POASONOV PROCES

To je proces prebrajanja, a u nastavku ¢e pored njegove definicije i osnovnih svojstava, postupno
biti definisani neki osnovni tipovi ovog procesa. Kroz primere ¢e Citalac biti u mogucénosti da
stekne osnovnu ideju o njegovim mogucim primenama. Potencijal ovog procesa je veliki, a njegove
primene kroz razna uopstenja se mogu naci u ekologiji, medicini, geologiji, astronomiji i mnogim
drugim naukama.

5.1 Pojam Poasonovog procesa

Definicija 5.1 Stohasticki proces {X;,t > 0} se zove proces prebrajanja (ili prebrojavanja) ako
X; predstavlja ukupan broj dogadaja koji su se realizovali do vremenskog trenutka t, ukljucujuci
it.

Jasno je da procesi prebrajanja zadovoljavaju sledec¢e uslove:

1. X, > 0 za svako t > 0.

2. X, ima vrednosti u skupu celih brojeva Z.

3. Ako je s < t, onda X, < X;.

4. Ako je s < t, onda X; — X predstavlja broj dogadaja koji se realizuju u intervalu (s, t].

Poasonov proces je proces prebrajanja sa nezavisnim i stacionarnim prirastajima.

Definicija 5.2 Proces prebrajanja {X;,t > 0} se zove Poasonov proces sa stopom rasta A,
A > 0, ako vazi:

1) Xo=0.

2) Proces {X;,t > 0} ima nezavisne prirastaje, tj. za svako 0 <ty <t; < ... <t, <tpi1 <...
prirastaji X;,, Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, ... su nezavisni.

3) Broj dogadaja u proizvoljnom intervalu duzine t ima Poasonovu raspodelu,

)"
P{Xyys — Xs=n} —e”%, n=0,1,2,..., zasvakot>0. (5.1)
n!
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Iz uslova 3) sledi da Poasonov proces ima stacionarne prirastaje (raspodela broja dogadaja koji
se pojavljuju u bilo kom vremenskom intervalu zavisi samo od duzine trajanja tog intervala, a ne od
njegovog polozaja na vremenskoj osi). Drugim rec¢ima, proces (tj. njegove kona¢no-dimenzionalne
raspodele) je invarijantan u odnosu na translaciju vremena (ne zavisi od s).

Ako u (5.1) stavimo s = 0 onda dobijamo

(A"

P{X, - Xo=n} = P{X; =n} =e M,
n.

n=012,....

To znaci da broj dodadaja koji se pojave do trenutka ¢ (ukljucujuéi t), X;, ima Poasonovu raspo-
delu sa parametrom \t.
Primetimo da je
E(X;) = At,

Sto ujedno objasnjava zasto se A zove stopa rasta.

Da bismo proverili da li je neki proces prebrajanja Poasonov, moramo proveriti uslove 1), 2) i
3). Uslovi 1) i 2) mogu se obi¢no direktno proveriti na osnovu poznavanja procesa, dok utvrdivanje
da li je uslov 3) zadovoljen nije uvek jednostavno. Zbog toga je pogodno uvesti jos jednu definiciju
Poasonovog procesa.

Definicija 5.3 Proces prebrajanja {X;,t > 0} je Poasonov proces sa stopom rasta A\, A > 0, ako
za malo h > 0 vazi:

1) X, =0.

2) Proces {X;,t > 0} ima nezavisne prirastaje.

3) P{Xin — Xy =1} = M+ o(h).

4) P{Xisn— X, > 2} = o(h).

Teorema 5.1 Definicija 5.2 i Definicija 5.3 su medusobno ekvivalentne.

Dokaz. Pokaza¢emo tvrdenje samo u jednom pravcu, tac¢nije da Definicija 5.3 povlaci Definiciju
5.2.

Uvedimo pretpostavke i oznake:

1) Verovatnoéa p,(t), da se u intervalu duzine t desi tatno n dogadaja, zavisi od ¢ i od n, ali
ne i od polozaja intervala na vremenskoj osi.

2) Broj dogadaja koji se dese u proizvoljnom vremenskom intervalu ne zavisi od broja dogadaja
koji se dese u bilo kom drugom, njemu disjunktnom vremenskom intervalu (prirastaji su
nezavisni).

3) Verovatnoca da se u kratkom vremenskom intervalu duzine At ostvari tacno jedan dogadaj
je AMAt+o(At), At — 0, a verovatnoca da se desi vise od jednog dogadaja je o(At), At — 0.
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Tada za At > 0 vazi
polt + At) = po(t)po(At), po € [0, 1],
gde je
po(t) =e
Dalje, vazi sledece
Pu(t + At) = pra (£)p1(At) + pa(t)po(At) + o(At)
= Pu_1(O)AAL + p, (£) (1 — NAE) + o At)
= pn_1(E)AAL + pp(t) — pu(t) AAL + o(At),
pa dobijamo
Pt + At) — pp(t) = pn_1(H)AAL — p,(E)AAL + o( At).

Deljenjem gornje jednacine sa At > 0 dobijamo

pn(t + At) - pn(t)
At

o(At)
At

= Apna(t) = pa(t)) +

odakle sledi
piz(t) = )‘<pn—1<t) - pn(t))
kada At — 0. Resenje gornje diferencijalne jednacine je

b
B nl

Pn(t)

Ovim smo dobili Poasonovu raspodelu broja ostvarenih dogadaja u intervalu duzine ¢, a odgo-
varajuéi proces zovemo Poasonov potok dogadaja. U

5.2 Raspodela vremena izmedu pojave dva dogadaja

Neka je dat Poasonov proces { X;,t > 0}. Oznac¢imo sa T, vreme koje protekne od pojave (n—1)-og
do n-tog dogadaja. Specijalno, T7 je vreme do pojave prvog dogadaja.

Najpre primetimo da se dogadaj {17 > t} desi ako i samo ako se u intervalu [0,¢] ne desi
nijedan dogadaj Poasonovog procesa, odnosno dogadaji {77 > t} i {X; = 0} su ekvivalentni pa
za t > 0 vazi

P{Ty > 1} = P{X, =0} = e,

odnosno

P{Ty<t}=1-P{Ty >t} =1-P{T1 >t} =1—-e t>0.
Jasno, P{T} <t} =0 ako je t < 0, jer vreme ne moze biti negativno, pa zakljuc¢ujemo da T} ima

eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A, odnosno ocekivanjem —.

Pretpostavimo da se prvi dogadaj u Poasonovom procesu desio u trenutku s i zelimo da nademo
raspodelu za T;. Iz ¢injenice da Poasonov proces ima nezavisne i stacionarne prirastaje sledi

P{T2 >t|T1:S}:P{Xt+S—Xs:0 |T1:S}
= P{Xy4s— X, =0} = P{X, =0} = e

Primetimo da smo koristili da ako znamo da se prvi dogadaj desio do trenutka s, onda je vreme
koje protekne izmedu prvog i drugog dogadaja vece od t ako i samo ako se desilo nula dogadaja u



96 5. POASONOV PROCES

intervalu (s, t], tj. X;— X = 0. Zakljucujemo da i T5 ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom
A

Analogno sledi da za svako n vazi da ¢e T, imati eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A,
odnosno srednjom Vrednoscu , 1 da su ovi dogadaji medusobno nezavisni.

Teorema 5.2 Neka je {X;, t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta A. Oznacimo sa T,, n =
1,2,..., vreme koje protekne izmedu (n — 1)—og i n—tog dogadaja u Poasonovom procesu. Tada
suT,,n=1,2,... nezavisne sluc¢ajne promenljive sa eksponencijalnom E(\) raspodelom.

Dalje nas interesuje raspodela sluc¢ajne promenljive S,, koja predstavlja vreme realizacije n—tog
dogadaja, odnosno
Sp=T1+To+---+1T,.

Posto T; : £(N), za svako i = 1,2,... 1 medusobno su nezavisne, moze se pokazati da je funkcija
gustine sluc¢ajne promenljive S,, jednaka

A"t
SOsn(t):{ )\6 ( ) tZO)

5.2
0, t<0 (5:2)

Jedan nacin da se to pokaze je slede¢i. Najpre primetimo da ¢e se n—ti dogadaj pojaviti ako
i samo ako je broj dogadaja koji se pojave do vremena ¢t najmanje n. To znaci da su dogadaji
{X; >n}i{S, <t} ekvivalentni, pa sledi

P{S, <1} = P{X, Zn}ZZP{Xt:j}:ZQAt%—tR

Diferenciranjem gornje jednacine po t dobijamo

> D\ - Aj(\t)
@Sn@) _ Z _)\e—At( >|) + Ze—)\t ]( ')
j=n J: j=n J
j—1

= (M = (M
= —)e Z( )+)\ Z((j—)l)!

1
i=n

IS VE N0 1) vy 1) K N 0 [
=—)e Z i + Xe ( (n— 1)l )
j=n ]:n—l—l

!
(n—1)I

= )de

Primetimo jos i da
P{S, <t} = P{S, <t} + P{S, =t} = Fs,(t),
jer je vreme neprekidno, odnosno 5, je apsolutno neprekidna sluc¢ajna promenljiva.

Kako Poasonov proces ima stacionarne prirastaje, vreme proteklo izmedu k—tog i (n+ k)—
dogadaja ima istu raspodelu kao i vreme do n—tog dogadaja S,,.

Primer 5.1 Kupci ulaze u supermarket koji radi 24 ¢asa dnevno u skladu sa Poasonovim pro-
cesom sa stopom rasta od A\ = 20 kupaca po satu. Ako sa X; oznacimo broj kupaca koji su usli
u supermarket do trenutka t, onda X; : P(20t). Vreme koje protekne izmedu dolaska n—tog i
(n + 1)—og kupca je slucajna promenljiva T,1 : £(20), dok je vreme koje protekne do dolaska
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n—tog kupca slucajna promenljiva S, = Ty + ... + T, sa funkcijom gustine (5.2), gde je A = 20.
Ocekivano vreme do dolaska n—tog kupca je

E(S,) = nE(T}) = % sati.

Isto se moze dobiti i koriséenjem funkcije gustine ¢g, (t),

B(S,) = /_ " s (1) dt.

[e.9]

Znajuci sve gore navedeno mozemo da odredimo i verovatnoce da se pojedini dogadaji realizuju. Na
primer, verovatnoca da nijedan kupac nije usao u supermarket u sat vremena je P{X, = 0} = e,
Sto je takode odgovor na pitanje kolika je verovatnoca da je vreme dolaska prvog kupca duze od
sat vremena. U

Teorema 5.2 nam omogucava da na jo$ jedan nacin definiSemo Poasonov proces. Pretpo-
stavljamo da poc¢injemo sa nizom {7}, } ey nezavisnih, jednako eksponencijalno raspodeljenih slu-
¢ajnih promenljivih sa srednjom vrednoséu % Definisemo proces prebrajanja tako sto ¢emo reci
da se n—ti dogadaj pojavljuje u vremenu

Sp=T1+To+---+1T,,
a rezultujuci proces prebrajanja X; definisan sa
Xy =max{n: S, <t}, Sy=0,

se zove Poasonov proces.

Primer 5.2 U firmi svi zaposleni koriste jedan stampac¢. Pretpostavimo da su vremena izmedu
pristizanja uzastopnih zahteva za stampanje dokumenata medusobno nezavisna i imaju ekspo-
nencijalnu raspodelu sa srednjom vrednoséu 1/10 casova. Stampacu treba tacno 6 sekundi da
odstampa jedan list papira. Oznacimo sa T, vreme izmedu pristizanja zahteva za Stampanje
(n—1)—og i n—tog dokumenta. Dato je T,, : £(10). Dalje, neka je sa X, oznacen proces koji broji
zahteve za Stampanje do trenutka t. Tada X; : P(10t).

(a) Broj zahteva za Stampanje dokumenata koji pristignu u intervalu (s,s + t| je slucajna
promenljiva Xy — X @ P(10t). Tada je verovatnoca da ce tacno k zahteva za Stampanje
dokumenata pristi¢i u periodu od t ¢asova

(10t)*

P{X,— X, =k} =P{X, =k} = o0t .

(b) Odredimo sada verovatnocu da ¢e zahtev za Stampanje sti¢i dok prethodni dokument, koji se
sastoji od 6 listova papira, nije jos uvek odStampan. Vreme koje je potrebno da se odstampa
6 listova papira je 36 sekundi Sto je jednako 0.01 ¢asova. Mi trazimo verovatnocu da je vreme
proteklo izmedu dva uzastopna zahteva za stampanje manje od 36 sekundi, tj.

P{T,, < 0.01} = Fr, (0.01) = 1 — !0 =1 — 701,
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Primer 5.3 U jednoj prostoriji zvono zazvoni sa vremena na vreme prate¢i Poasonov proces sa
stopom rasta A > 1. Igrac¢ ulazi u prostoriju i u trenutku t = 0 pocinje sledecu igru: Igra¢ ima
mogucnost da odmah posle jednog zvona (nije bitno kog po redu) samo jednom pritisne dugme
ispred sebe. Ukoliko od trenutka kada je pritisnuo dugme ispred sebe do trenutkat = 1 zvono vise
ne zazvoni, igra¢ pobeduje, a u suprotnom gubi. Igra¢ odlucuje da ¢eka do trenutka s € [0,1] i da
potom pritisne dugme ¢im prvi put zazvoni zvono.

1. Oznacimo sa X; slucajnu promenljivu koja broji koliko puta je zvono zazvonilo u intervalu
[0,t]. Onda je {X;,t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta \. Igra¢ pobeduje ako od
trenutka s do trenutka t = 1 zvono zazvoni samo jednom, tj. ako Xy — X; = 1, pa je
verovatnoca da igra¢ pobedi jednaka

P{X;— X, =1} = A1 —s)e X079,

2. Sada zZelimo da odredimo optimalan trenutak s i njemu odgovarajucu (maksimalnu) verova-
tnoc¢u za pobedu u igri.

Oznacimo sa
f(s) = X1 —=s)e 179 5¢€[0,1]

funkciju koja za fiksirano s predstavlja verovatnocu da igra¢ pobedi u igru. Imamo

F(s) = Ae DAL= s) — 1),

pa se lako pokazuje da za A > 1 funkcija f(s) dostize maksimum za s = 1 — % € [0,1].

Odgovarajuéa maksimalna verovatnoéa je tada e~! i ona ne zavisi od \.

3. Za razliku od slucéaja kada je A > 1, ako je X € (0,1), maksimalna verovatnocda je A\e™*, jer
se maksimum dostize us =0 (sada1—3 < 01 f(s) opadazas > 1—1). Vidimo da u ovom
slucaju maksimalna verovatnoca zavisi od \. (I

5.3 Neka svojstva Poasonovog procesa

Znamo da ako je {X;,t > 0} Poasonov proces, onda vazi

P{Xiys— Xs=n}= e‘”&, n=20,1,...,
n!

ili, drugacije zapisano,
Xt — Xs : P()\(t — S))

To znaci da i}
=) (AL —9))
P{X;,— X, =k} =e ) e

Ako je s = 0, onda imamo X; : P(At), pa su ocekivanje i disperzija od X; (za fiksirano t) jednaki

k=01,....

E(X,) =M, D(X,)=At.

Teorema 5.3 Autokovarijansna funkcija Poasonovog procesa {X;,t > 0} sa stopom rasta \ je

K(t,s) = Amin{t, s}.
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Dokaz. Autokovarijansna funkcija je jednaka
K(t,s) = BE(X;X5) — E(X})E(X;) = BE(X: Xs) — AtAs,
pa preostaje da odredimo E(X;Xy).
1) Neka je s >t > 0. Koriste¢i nezavisnost prirastaja Xy — X; i X;, dobijamo

(Xe(Xs — Xi + Xy)) = B(Xe(Xs — X)) + X,P)
(X:(Xs — Xy)) + E(X?)
(
(

= M(E(X,) — E(Xy)) + Mt + X2
= M(As — M) + At + A2
= At + N\’ts

Dakle, ako je s >t > 0, onda

K(t,s) = M + M’ts — MAs = At

2) Analogno, ako je t > s > 0, onda na isti nac¢in kao u slucaju s >t > 0 dobijamo
E(XX,) = B((X; — X,) + X0)X,) = As + Ns,
pa sledi K(t,s) = As.
3) Ako jet =s,
BE(X,X,) = B(X.?) = M + Nt
Ovim je dokazano da
K(t,s) = Amin{t, s}. (5.3)
O

Koristedi (5.3) mozemo lako da odredimo koeficijent korelacije p(t, s) Poasonovog procesa X;
sa stopom rasta A. Bez gubljenja opstosti pretpostavimo da je 0 < ¢ < s. Dobijamo da koeficijent
korelacije ne zavisi od A i vazi

_ K(t,s) _ Amin{t,s} [t .
it ) = VDWOD(s)  VA-Xs \/; O<t=s

Teorema 5.4 Poasonov proces je proces Markova, tj. lanac Markova neprekidan u vremenu.

Dokaz. Neka je {X;, t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta A i neka su 0 < t; <ty < ... <
th <tpi1iby,...,bp, b1 € Ntakvidavazi 0 < by < by <...<b, <b,y1.. Treba pokazati da
Poasonov proces zadovoljava Markovsko svojstvo,

P{thJrl - bn+1|X0 - 07Xt1 - bla s 7th71 = bn—l; th - bn} - P{Xt = bn+1|th = bn}

n+1
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Koristec¢i da Poasonov proces ima nezavisne prirastaje dobijamo

P{Xy ., =by1|Xo=0,X4, =b1,..., Xy, =by1, Xy, = by}
CP{Xo=0,X,, =by,..., Xy, =by1, Xy, =bn, Xy, = b1}
P{Xo=0,X, =bi,...., Xy, , =bp_1, X, =by}
CP{Xy, — Xo=0b1, X, — Xy, =bo— by, Xy, — Xiy o = by — bpo1, Xopi1 — Xiy, = bog1 — by}
B P{X;, — Xo=b1,X;, — Xoy, =bo—by,.... Xy, — Xy, = by — b1}
CP{Xy, = Xo=0bi}...P{Xy, — Xy, = by — by 1 }P{ X1, 41 — Xi, = bps1 — bu}
B P{X, —Xo=b}...P{X,, — X, , =by —b,_1}
= P{X;, 11— Xt, = b1 — b} = P{Xs,,, = bni1| X, = ba},

Sto je i trebalo pokazati. O

Sada pretpostavimo da posmatramo Poasonov proces {X;,t > 0} sa stopom rasta A, i pret-
postavimo jos da se svaki put kada se dogadaj realizuje on moze klasifikovati kao tip 1 ili tip 2.
Neka se dogadaj tipa 1 realizuje sa verovatnoc¢om p, a dogadaj tipa 2 sa verovatno¢om 1 — p,
nezavisno od drugih dogadaja.

Definisimo procese { Xy, t > 0} i { X, t > 0} na slededi nacin

Xi; — broj dogadaja tipa 1 do trenutka ¢ (ukljucéujudi i t),
Xyt — broj dogadaja tipa 2 do trenutka t (ukljucujuéi i t).

Jasno, vazi

Xt — Xlt + th.

Teorema 5.5 Neka se svaki dogadaj u Poasonovom procesa {X;, t > 0} sa stopom rasta A,
nezavisno jedan od drugog, moze klasifikovati kao tip 1 sa verovatnocom p € (0,1), ili kao tip 2
sa verovatnocom 1 — p. Oznacimo sa X;;, © = 1,2, broj dogadaja tipa i koji su se realizovali do
trenutka t (ukljucujudi t). Tada su procesi { Xy, t > 0}, {Xas, t > 0} su Poasonovi procesi takvi
da {Xy;, t > 0} ima stopu rasta Ap, a {Xq, t > 0} ima stopu rasta A(1 — p), i medusobno su
nezavisni.

Dokaz. Pokaza¢emo da je {Xy;, t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta Ap, tj. da {Xy, t > 0}
zadovoljava sledece uslove:

(i) X1 =0.

P{Xy, =1} =Ap-h+o(h), h— 0.

)
(ii) Proces {Xy;,t > 0} ima nezavisne i stacionarne prirastaje.
(i)

)

(iv) P{Xy, > 2} =o(h), h — 0.

Uslov (i) sledi trivijalno iz Xy = 0, a uslov (i7) sledi direktno iz ¢injenice da Poasonov pro-
ces {X;, t > 0} takode ima nezavisne i stacionarne prirastaje. Da bismo pokazali da vazi (iii)
definisimo sledec¢e dogadaje

Hy:={X, =0}, Hy:={X,=1}, H3:={X,>2}, h—0,
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koji ¢ine potpun sistem dogadaja, pa je P{Xj, = 1} moguce izracunati koriste¢i formulu totalne
verovatnoce,
P{Xy, =1} = P(H,) P{Xy, = 1|H,} + P(H,) P{Xy, = 1|Hy} + P(H;3) P{Xy; = 1|Hs}
~ ~~ e ~——
=0 =Ah-+o(h) =o(h)
=0+ (M +o(h)p+o(h) =Ap-h+o(h), h—D0.

Konacéno,

Da je { Xy, t > 0} Poasonov proces se dokazuje analogno. 0

Primer 5.4 Ljudi ulaze u jednu postu koja radi 24 ¢asa dnevno u skladu sa Poasonovim procesom
sa stopom rasta 20 po satu nezavisno jedan od drugog i bez pratilaca. Sa verovatnoc¢om 0.4, osoba
koja je usla zeli da podigne paket, dok se preostali ljudi upute ka blagajni, gde mogu da podignu,
uplate novac ili plate racune. Ako sa N(t) oznacimo broj ljudi koji su usli u postu u t sati, onda
N(t) : P(20t) za fiksirano t. Dalje, ako Ny(t) predstavlja broj ljudi koji su usli u postu u t sati, ali
sa namerom da podignu paket (5to se desava sa verovatnocom p = 0.4), onda N;(t) : P(20 - 0.4t).
Broj ljudi koji su usli u postu u t sati, ali su se uputili ka blagajni (oznac¢imo taj broj sa Na(t))
se ponasa u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom rasta 20 - 0.6 = 12 po satu. Procesi Ni(t)
i Ny(t) su medusobno nezavisni i vazi

N(t) = Ni(t) + No(t).

Verovatnoca da nijedna osoba koja je usla u postu u 15 minuta (tj. 1/4 sata) nije usla sa
namerom da podigne paket je
P{N;(0.25) = 0} = ™2,

Primetimo da je dogadaj {N1(0.25) = 0} ekvivalentan dogadaju da je vreme koje je proteklo
izmedu dva uzastopna dolaska osoba koje podizu paket vec¢e od 15 minuta, tj. vazi

P{N;(0.25) = 0} = P{T* > 0.25},

gde je sa T : £(8) oznaceno vreme izmedu dva uzastopna dolaska osoba koje podizu paket u
pOSti. ]

Primer 5.5 Pretpostavimo da kompanija poseduje dve licence za automobile koje proizvodi u
skladu sa Poasonovim procesom sa stopom rasta 1 po danu i oznacimo sa X (t) broj automobila
koje je kompanija proizvela ut dana. Ako se zna da jedan od deset automobila padne na zavrsnom
testiranju i da rezultat testiranja jednog automobila ne zavisi od nekog drugog, onda sa X;(t)
mozemo oznaciti broj automobila koje je data kompanija proizvela u t dana, ali koji nisu prosli
zavrsno testiranje. Dakle,
t

X(t):Pt), Xi(t): P<E>.
Verovatnoca da je vise od jednog proizvedenog automobila palo na zavrsnom testiranju u 10 dana
je

P{X1(10) > 1} =1 — P{X;(10) =0} — P{X1(10) =1} =1 —e '(14+1) =1 —2¢".
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Teorema 5.5 se moze uopstiti.

Teorema 5.6 Neka se svaki dogadaj u Poasonovom procesu{X (t), t > 0} sa stopom rasta A\ moze
klasifikovati kao tip i sa verovatnocom p; € (0,1), i =1,..., k nezavisno od drugih dogadaja, gde

k
i=1
Oznacimo sa X;(t) broj dogadaja tipa i koji su se dogodili u [0,t]. Tada za svako t > 0 vazi
Xq(t) 4+ ...+ Xp(t) = X(2).

{X;(t), t > 0} je Poasonov proces sa stopom rasta Ap;, © = 1,...,k i ti procesi su medusobno
nezavisni.

Do sada smo pretpostavljali da su verovatnoce da se dogadaj klasifikuje kao tip ¢ konstantne.
To se moze uopstiti ako pretpostavimo da te verovatnoce zavise od vremena kada se dogadaj desio.

Teorema 5.7 Pretpostavimo da ako se dogadaj u Poasonovom procesu {X (t), t > 0} sa stopom
rasta A desio u trenutku y > 0, onda se on moze klasifikovati kao tip i, i =1, ..., k sa verovatno¢om

Pi(y), gde )
>_Ply) =1

Neka je X;(t) broj dogadaja tipa i koji su se desili u [0,t], i = 1, ..., k. Ako se klasifikacija dogadaja
vrsi nezavisno od drugih dogadaja, onda su slucajne promenljive X1(t), ..., Xx(t) nezavisne i za
svako fiksirano t > 0 imaju Poasonovu raspodelu sa parametrom (odnosno o¢ekivanjem)

E(Xi(t) = )\/OtPi(s)ds, i=1,..., k.

Poasonov proces pronalazi primenu u velikom broju realnih problema iz najrazli¢itih sfera
nauke i zivota. U nastavku navodimo zanimljiv primer koji pokazuje na koji na¢in mozemo da
dobijemo dodatne informacije ako je deo njih poznat.

Primer 5.6 ([20]) Poznato je da od trenutka kada se neka osoba zarazi HIV-om pa do pojave
prvih znakova bolesti AIDS-a prode relativno dug period inkubacije. Iz ovih razloga, zdravstvene
organizacije ne mogu sa tacnoscu da odrede koliko je ljudi zarazeno ovim virusom u nekom vre-
menskom trenutku. Sada ¢emo predstaviti aproksimativni model za ovaj problem koji se moze
koristiti za dobijanje grube procene broja zarazenih HIV-om. Pretpostavimo da

e pojedinac biva zarazen HIV virusom u skladu sa Poasonovim procesom cija je stopa rasta A
nepoznata,

e vreme od trenutka kada pojedinac biva zaraZzen do trenutka kada se pojave prvi simptomi
bolesti je slucajna promenljiva koja ima poznatu funkciju raspodele G,

e vremena inkubacije kod razli¢itih pojedinaca su nezavisna.

Oznac¢imo sa Ni(t) broj pojedinaca kod kojih su se pojavili znaci bolesti do trenutka t. Takode,
neka je sa Ny(t) oznacen broj zarazenih HIV-om kod kojih se nisu pojavili znaci bolesti do trenutka
t. Zelimo da odgovorimo na dva pitanja.
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1. Koja je najbolja procena za broj zarazenih bez simptoma do trenutka t?

2. Koja je najbolja procena za broj zarazenih bez simptoma, ako period inkubacije ima ekspo-
nencijalnu raspodelu sa oc¢ekivanjem 10 i ako je ukupan broj ljudi kod kojih su se ispoljili
znaci bolesti u periodu od 16 godina 220 0007

Znamo da ¢e pojedinci zarazeni HIV-om u trenutku s, s <t ispoljiti znake bolesti do vremena
t sa verovatnoom G(t — s) (vreme od trenutka kada pojedinac biva zarazen do pojave prvih
simptoma je manje od t—s), a nece ispoljiti znake bolesti sa verovatnoéom G (t—s) := 1—G(t—s).
Takode, znamo da su Ni(t) i Ny(t) nezavisne Poasonove sluc¢ajne promenljive sa ocekivanjima

BNy (1)) = )\/OtG(t —s)ds = A/OtG(y) dy,

E(Ns(t)) :)\/ @(t—s)ds:)\/o G(y) dy.

0
Da je A poznato, mogli bismo da ga iskoristimo da ocenimo Ns(t), broj pojedinaca koji su zarazeni
HIV-om, ali ne pokazuju znake bolesti do vremena t, sa ocekivanjem E(N(t)). Medutim, kako
je A nepoznato, moramo prvo nekako da ga ocenimo. Ocekujemo da ¢emo bar priblizno znati
vrednost Ny(t), pa je mozemo iskoristiti kao procenu za E(N;(t)).

Ako je broj pojedinaca sa simptomima do vremena t jednak n,, onda imamo procenu

m = EQL0) = [ “Gly)dy.

Dakle, ocenjujemo A\ sa A koje je dato sa

Jy Gly)dy

Koriséenjem procene za A dobijamo procenu za broj zarazenih bez simptoma do vremena t

E(0) ~ A [ Gl dy = n%

Specijalno, neka je G eksponencijalna raspodela sa ocekivanjem p. Tada je G(y) = e » za
y > 0 i jednostavna integracija daje

\ =

t

s 28

Ako pretpostavimo da je t = 16 godina, u = 10 godina i ny = 220 hiljada, tada je procena broja
inficiranih bez simptoma do vremena t = 16 godina jednaka

220 - 10(1 — e~16)
ER(6) >[5 T0 = e o)

= 218.96.

Dakle, ako period inkubacije ima eksponencijalnu raspodelu sa ocekivanjem 10 i ako je ukupan
broj ljudi koji su iskazali znake bolesti u periodu od 16 godina 220 000 tada moZemo ocekivati da
ima jos 219 000 zarazenih HIV-om, a bez znakova bolesti.

Treba imati u vidu da je pretpostavka o konstantnoj stopi rasta A slaba tacka ovog modela, narocito
ako se posmatra dug vremenski period. Razvoj medicine i broj zarazenih, ali i promena svesti
pojedinaca o virusima poput HIV-a znacajno uticu na stopu po kojoj se pojedinci zarazavaju. [
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Primer 5.7 Jedan grad ima veoma popularnu prodavnicu sladoleda koja prodaje sladoled sa
jedinstvenim ukusima, ali prilagodava ponudu u skladu sa zeljama kupaca. Kutije sa svezim
sladoledima razlic¢itih ukusa se dostavljaju i stavljaju u prodaju u skladu sa Poasonovim procesom
sa stopom rasta od 10 kutija po danu. Prodavnica ima pravilo da ako kutija sa nekim ukusom
nije prodata u roku u 2 dana, taj ukus se ne stavlja u prodaju u narednih 15 dana. Vreme " koje
je potrebno da se jedna kutija u potpunosti proda je slucajna promenljiva sa gustinom raspodele

%e‘t + %, t €(0,5)
pr(t) =4 3, t>5
0, inace.

Oznacimo sa X; broj kutija stavljenih u prodaju u t dana. Tada, X; : P(10t), dok vreme T,
koje protekne izmedu stavljanja dve uzastopne kutije u prodaju ima eksponencijalnu raspodelu
sa parametrom A = 10.

Pretpostavimo da je kutija sa sladoledom nekog ukusa stavljena u prodaju u trenutku s. Ta
kutija ¢e biti u potpunosti prodata do vremena t ako je'I' <t — s, pa je verovatnoca da se to desi
jednaka

(1—e )+ 290 ¢ 5 € (0,5)

(1— e t+9), t—s>5.

pl(S)ZP{T<t—S}=/O_SsDT(@)da: {i

Ako sa X;(t) oznacimo broj kutija koje su stavljene u prodaju i prodate do vremena t, onda X (t)
za fiksirano t ima Poasonovu raspodelu sa oc¢ekivanjem

(é(l —e ) + At — S)>ds

t t—5 1 t
E(X(t) = 10/ pi(s)ds = 10/ —(1—e"*)ds + 10/
; s 5 o 2

t 8 t
= 2/ (1—e"*)ds + —/ (t —s)ds
0 5 Ji-s

2= [ 3-S5

4
=10t — 2+ 2¢" — (10t — 25) = 2t + 18 + 27",
10t — 2+ 2¢7™" — (10t — 25) = 2t + 18+ 2¢™"

5

Na slican nac¢in mozemo da odredimo ocekivan broj kutija koje su stavljene u prodaju, ali nisu
prodate u t dana. O

5.4 Neka uopstenja Poasonovog procesa

5.4.1 Nehomogeni Poasonov proces

Nehomogeni Poasonov proces je jedna od generalizacija Poasonovog procesa koji se jos zove i
nestacionarni Poasonov proces. Dobija se kada je stopa rasta A funkcija koja zavisi od vremena,
a ne konstanta.

Primer 5.8 Ako bismo u Primeru 5.4 pretpostavili da posta ne radi 24 ¢asa dnevno, onda stopa
rasta A ne bi bila konstantna i imali bismo nehomogeni Poasonov proces. U
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Definicija 5.4 Proces prebrajanja {X;,t > 0} se zove nehomogeni Poasonov proces sa funkcijom
intenziteta \(t) ako vazi:

1) X, =0.

2) Proces {X;,t > 0} ima nezavisne prirastaje.
3) P{Xin — X, =1} = NO)h +o(h), h — 0,
4) P{Xin — Xy > 2} =o0(h), h— 0.

Uvodimo oznaku:
t

m(t) = [ Aoy
0
Tada se moze pokazati da vazi sledeca jednakost

t _ n
P{Xs—i-t - Xs = ’I’L} = e_(m(S—l-t)—m(S)) (m(s + ) ‘ m(s)) 7 = N U {0}
n!
Dakle, X, ;— X, je Poasonova slu¢ajna promenljiva sa parametrom m(s+t)—m(s). Specijalno, za
s = 0 dobijamo da je X; : P(m(t)). Funkcija m(t) zove se funkcija srednje vrednosti nehomogenog
Poasonovog procesa.

Najvaznija osobina nehomogenog Poasonovog procesa je da on nije stacionaran, tj. sada “dozvo-
ljavamo” moguénost da se dogadaji ces¢e pojavljuju u odredenom vremenskom periodu nego u
nekom drugom.

Primer 5.9 Prodavnica radi od 10 do 18h. Kupci dolaze u prodavnicu pratec¢i Poasonov proces
sa funkcijom intenziteta A(t) koja je do otvaranja prodavnice jednaka nuli, od 10 do 14h linearno
raste, a od 14 do 18 linearno opada i data je sa

(0, t €10,10]
2 —20, te(10,12]
IO IR I S B VA S VPP IRV
2t +34, te(14,16]
1418, te(16,18]
Lo, t € (18,24)

Dodatno, pretpostavimo da je broj musterija koje dolaze u prodavnicu nezavisan u disjunktnim
vremenskim intervalima.

1. Oznac¢imo sa X; broj kupaca koji pristignu u prodavnicu u intervalu [0,t] (¢t je dato u
satima). Zbog nezavisnosti prirastaja kod nehomogenog Poasonovog procesa, broj kupaca
u toku proizvoljnog dana je Xo4 : P(m(24)), gde m(24) = 24.

2. Verovatnocéa da nijedan kupac ne dode do podneva je
P{Xlg — X(] = 0} = 674,

jer je X2 : P(m(12)) = P(4). O
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Na slican nac¢in kao i kod homogenog Poasonovog procesa moguce je odrediti raspodelu slucajne
promenljive S,, koja predstavlja vreme do n—tog dogadaja kod nehomogenog Poasonovog procesa
X sa funkcijom intenziteta A(t).

Primer 5.10 Oznacimo sa T} vreme realizacije prvog dogadaja kod nehomogenog Poasonovog
procesa X; sa funkcijom intenziteta A(t). Dogadaji {T1 > t} i {X; = 0} su ekvivalentni, pa
dobijamo

Fr(t)=1—-P{Ty >t} =1—-P{X, =0} =1 —¢ ™",

gde m(t) = fot A(s) ds. Primetimo da sada T) u opstem slucaju nema eksponencijalnu raspodelu.
Raspodelu vremena S,, u kom se dogodio n—ti dogadaj ako znamo da je broj dogadaja do trenutka
s jednak n, odredujemo na sledeci nacin

P{S, <t,X;=n
Fs,jx.=n}(t) = P{Sn <t{Xs =n}} = { P{X, =n} }

_ P{X,—Xo=n,X,— X, =0}
N P{X,=n} ’

t < s.

Dalje, koriste¢i nezavisnost prirastaja dobijamo

P{Xt—onn}P{Xs—Xt:()}
Fanioe-m () = P{X, = n}

O ) )\
o —m(s)L(S) - ( > '

n!

e m(s)

Jasno, Fs, (x,=n}(t) =1 zat > s. O

5.4.2 Slozeni (zbirni) Poasonov proces

Definicija 5.5 Stohasticki proces {X;,t > 0} se zove slozeni ili zbirni Poasonov proces ako moze
biti predstavljen kao
Ny
Xt = Z }/;7
i=1

gde je {N;,t > 0} Poasonov proces, a Y; nezavisne, jednako raspodeljene slucajne promenljive
koje su nezavisne i od { Ny, t > 0}.

Primeri.
1. Ako je Y; =1, onda je X; = N; “obican” Poasonov proces.

2. Pretpostavimo da navijaci u autobusima stizu na stadion sa Poasonovom raspodelom i pret-
postavimo da je broj navijaca u autobusima nezavisan i jednako raspodeljen. Tada je X;
slozen Poasonov proces, gde je X; broj navijaca koji su stigli na stadion, a Y; broj navijaca
u svakom autobusu.

3. Pretpostavimo da musterije napustaju supermarket u skladu sa Poasonovim procesom. Sume
novca koje potrose musterije pojedinacno su nezavisne i jednako raspodeljene. Ako je Y;
suma koju potrosi i-ti kupac, a N; broj musterija koje napuste supermarket do trenutka ¢,
onda X; oznacava ukupnu sumu novca potrosenu do trenutka t.
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Moze se pokazati da za svako t > 0 vazi

E(X) = ME(Y),  D(X,) = ME(Y??).

Primer 5.11 Pretpostavimo da putnicki automobili prelaze granicu na jednom granicnom prelazu
u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom rasta A\ = 12 po satu. Ako su brojevi putnika koji se
nalaze u svakom od tih automobila medusobno nezavisni i jednaki 1,2, 3,4 ili 5 sa verovatnocama
%, %, %,i i %, redom, Zelimo da nademo ocekivani broj ljudi koji ¢e preci granicu u periodu od 5
sati.

Ako sa Y; oznacimo broj ljudi u i—tom automobilu, onda

v - 1 2 3 4 5
U\ 1/6 1/3 1/6 1/4 1/12 )°
Dobijamo

1 1 1 1 1 33

EY)=1--+2.-- .44 = .

(¥) 6+ 3+3 6+ 4+5 12 12
1 1 1 1 1 109
EY2:12'— 22‘_ 2 - 42‘_ 2__:_'
(¥7) S a DB =

Ako sa X; oznac¢imo broj ljudi koji su presli granicu u t sati, a sa N; broj automobila koji su presli
granicu u t sati, onda N, : P(12t) za svako t i

Ny
X =)V,
=1

tj. {Xy, t > 0} je slozeni Poasonov proces. Tada X; predstavlja broj ljudi koji su presli granicu
periodu od 5 sati i vazi

33 109
E(Xs)==12'5-1§:=165, 17CY9==12~5-7E;==545

U

Teorema 5.8 Neka su {X;,t > 0} i {Y;,t > 0} nezavisni slozeni Poasonovi procesi sa stopama
A1 1 A iraspodelama F i Fy, redom. Tada je {X;+Y;, t > 0} slozen Poasonov proces sa stopom
A1 + Ay 1 raspodelom

D VW

A

F
(z) M+ Ao

F1<£L') +

FQ(ZE), relR

Primer 5.12 Pretpostavimo da kompanija poseduje dve licence (A i B) za automobile koje
proizvodi. Ako se dve kategorije automobila proizvode nezavisno, ali proizvodnja u svakoj od
kategorija prati Poasonov proces sa stopom 0.5 po danu, zZelimo da odredimo verovatnocu da nece
biti proizvedeno vise od jednog automobila (bez obzira na kategoriju) u periodu od 10 dana.

Oznac¢imo sa X 4(t) broj proizvedenih automobila sa A licencom u t dana, a sa Xg(t) broj
proizvedenih automobila sa B licencom u t dana. Tada X4(t) : P(0.5t) i Xp(t) : P(0.5t), a
ukupan broj proizvedenih automobila je proces dat sa

X(t) = Xa(t) + Xg(t).
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Nece biti proizvedeno vise od jednog automobila (bez obzira na kategoriju) u periodu od 10
dana ako nije proizveden nijedan automobil u 10 dana ili je proizveden jedan automobil iz jedne
kategorije, a nijedan iz druge. Kako se automobili iz razlicitih kategorija proizvode nezavisno,
trazena verovatnoca je

p =P{XA(10) = 0, X5(10) = 0} + P{X4(10) = 1, Xp(10) = 0} + P{X4(10) = 0, X5(10) = 1}
=P{X4(10) = 0} P{Xp(10) = 0} + P{X4(10) = 1} P{Xp(10) = 0}
+ P{X4(10) = 0}P{X(10) = 1}
26710-0.56710-0.5 4 (10 i 0.5)67100.56710-0.5 + 6710-0.5(10 X 0.5)67100.5 — 116710.

5.5 Zadaci

ZADATAK 5.1 Paketi kategorije B se dopremaju u postu u skladu sa Poasonovim procesom sa
stopom od 20 paketa po satu. Statisticki podaci pokazuju da tezina svakog paketa ima normalnu
raspodelu sa ocekivanjem 3432 g i standardnom devijacijom 482 g.

(a) Odrediti verovatnocu da ce slucajno izabran paket kategorije B imati izmedu 3000 i 4000 g7

(b) Pronadi verovatnocu da ¢e u naredna 2 sata biti dopremljeno 40 paketa kategorije B sa
tezinom izmedu 3000 i 4000 g. Odrediti prosecno vreme izmedu dva uzastopna dopremanja
paketa kategorije B.

ResSenje:

(a) Ozna¢imo sa X slucéajnu promenljivu koja predstavlja tezinu paketa. Verovatnocéa da c¢e
slucajno izabran paket kategorije B imati izmedu 3000 i 4000 g je

P{3000 < X <4000} =~ 0.6956 =: p

(b) Ako sa N; ozna¢imo broj paketa kategorije B koji su dopremljeni u postu za t sati, a sa
N (t) broj paketa kategorije B sa tezinom izmedu 3000 i 4000 g koji su dopremljeni u postu

za t sati, onda
N; : P(20t), Ny(t) : P(20pt)

i verovatnoca da ¢e u naredna 2 sata biti dopremljeno 40 paketa kategorije B sa tezinom
izmedu 3000 i 4000 g je
(4027)40 —40p

Vreme izmedu dva uzastopna dopremanja paketa kategorije B je slucajna promenljiva sa
eksponencijalnom raspodelom i ocekivanjem % = % sata tj. 3 minuta. Il

ZADATAK 5.2 Mehanicki uredaj proizvodi male “Sokove” u skladu sa Poasonovim procesom sa
stopom rasta 0.1 po satu. Uredaj prestaje da radi kad se dogodi ukupno K Sokova. Odrediti
ocekivani vek trajanja T tog uredaja. Naci verovatnoce da ¢e se K—ti i (K — 1)—i Sok dogoditi
posle E(T) sati i uporediti te vrednosti.
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Resenje: Neka slucajna promenljiva X; : P(0.1¢t) predstavlja broj “Sokova” koje mehanicki uredaj
proizvede u t sati. Tada

01 0.1-10K)¥ KK
p{XE(T) = K} =€ 0-1 lOK—( I%d ) =e KF = P{XE(T) =K — 1}

U

ZADATAK 5.3 Gajgerov broja¢ broji radioaktivne cestice emitovane od strane izvora. Pret-
postavimo da cestice pristizu u Gajgerov brojac¢ u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom
rasta A = 800 u sekundi. Brojac¢ nece detektovati radioktivnu cesticu sa verovatno¢om 0.1, neza-
visno od sveh ostalih. Pretpostavimo da je brojac¢ detektovao 3 cestice u 0.01 sekundi. Odrediti
verovatnocu da je bar 7 cestica pristiglo u broja¢ u tom periodu.

ZADATAK 5.4 Korisnici pristizu u biblioteku u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom rasta
od dva korisnika po minuti i oni se mogu klasifikovati u 3 kategorije, nezavisno jedan od drugog:
studenti, radnici i ostali. Trec¢ina populacije koja koristi usluge biblioteke su studenti i vreme
koje oni provedu u biblioteci, nezavisno jedan od drugog, je uniformno raspodeljeno u intervalu
(10,70) minuta. To vreme je takode nezavisno od broja korisnika biblioteke. Odrediti oc¢ekivani
broj studenata koji ¢e doéi u biblioteku u prvih sat vremena od otvaranja. Koje je ukupno
ocekivano vreme koje ti studenti provedu u biblioteci? Odrediti verovatnoc¢u da nijedan student
ne dode u biblioteku u 10 minuta.

ZADATAK 5.5 Poznato je da ljudi bivaju zarazeni korona virusom u skladu sa Poasonovim pro-
cesom sa stopom rasta A = 300 po danu. Vreme od kada se pojedinac zarazi do pojave simptoma
je eksponencijalna slucajna promenljiva sa ocekivanjem 5 dana. Pretpostavimo da su vremena
zarazavanja pojedinaca medusobno nezavisna. Pronaci procenu za broj zarazenih bez simptoma
u 10 dana. Da li u tom periodu ima vise zarazenih bez ili sa simptomima?

ZADATAK 5.6 Sateliti se lansiraju u svemir prema Poasonovom procesu sa stopom 2 po godini.
Vreme koje svaki satelit (nezavisno od ostalih) provede u svemiru pre nego sto padne na zemlju
je eksponencijalno raspodeljeno sa ocekivanjem 40 godina. Odrediti ocekivani broj satelita koji c¢e
pasti na zemlju posle 20 godina.

ZADATAK 5.7 Funkcija intenziteta nehomogenog Poasonovog procesa { Ny, t > 0} je data sa

A =42 LELAVEAUEGGU...
3, t€(0,1]U(2,3]U... '

Pronadi verovatnocu da je broj dogadaja u intervalu (1.25, 3] veéi od 2.

Resenje: Slucajna promenljiva N(3) — N(1.25) ima Poasonovu raspodelu sa ocekivanjem

m(3)—m(1.25)—/3 )\(t)dt_/12 5dt+/233dt—6.75.

1.25 .25

Dakle, vazi
2

P{N(3) = N(1.25) > 2} =1— e %™ (1+6.75 + ) ~ 0.964.
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ZADATAK 5.8 Zemljotresi se desavaju u skladu sa Poasonovim procesom X; sa stopom rasta 2 na
nedelju dana. Svaki zemljotres prouzrokuje neku stetu. Pretpostavimo da su Stete prouzrokovane
razlicitim zemljotresima medusobno nezavisne i da je steta Y,, prouzrokovana n—tim zemljotresom
slucajna promenljiva sa uniformnom raspodelom na intervalu (0,10). Proceniti ukupnu Stetu i
standardnu devijaciju Stete prouzrokovanu zemljotresima u godinu dana.

Resenje: Ukupna steta u t nedelja se modelira kao slozeni Poasonov proces
Xt
Nt = Z Yk7
k=1

gde X; : P(2t) 1 Yy : U(0,10) za svako k = 1,2,.... Vazi

100 100
E(N,) = E(X,)E(Y,) =2t -5=10t, D(N,) = E(X,)E(Y?) = 2t<§ + 25) = 2t—-.

Za t = 52 imamo

T=YEVIRY 104
E(N52) - 520, D(N52) - ]_0 ?
U

ZADATAK 5.9 Pocevsi od nekog vremena autobusi pristizu na stanicu u skladu sa Poasonovim
procesom sa parametrom X\ (po casu). Putnici pristizu u skladu sa nezavisnim Poasonovim proce-
som sa parametrom ji.. Kada autobus pristigne na stanicu svi putnici koji u tom trenutku cekaju
odmah ulaze u autobus, a svi naredni ¢ekaju sledec¢i autobus. Odrediti vezu izmedu broja au-
tobusa koji pristignu u t sati, broja putnika koji pristignu u t sati i slucajnih promenljivih koje
predstavljaju broj putnika koji udu u k—ti autobus, k € N. Odrediti oc¢ekivani broj putnika koji
udu u m—ti autobus.

Resenje: Oznac¢imo sa N; broj autobusa koji se zaustave na stanici u periodu od t sati i sa X;
broj putnika koji stignu na stanicu u periodu od ¢ sati. Dato je da N; : P(At) i X, : P(ut). Dalje,
neka je 7,, vreme koje protekne izmedu dolaska (n — 1)—og i n—tog autobusa, a S, = Y ,_, T}
vreme dolaska n—tog autobusa. Znamo da vazi T,, : £()\) za svako n.
Broj putnika koji udu u m—ti autobus je Z,, = Xg,, — Xg,,_, : P(u(Sm — Sm—1)). Vazi
—_———

wlm

Ny
Xt = Z Zk‘7
k=1

o E(Xy) = E(Ny)E(Zy)
sledi B(x
%)= Fwy =5

g

ZADATAK 5.10 Taxi vozila polaze sa aerodroma u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom
rasta od 2 po minutu. Verovatnoce da se u vozilu nalazi jedna, dve ili tri osobe su 0.5, 0.3 1 0.2,
redom. Pretpostavimo da su polasci medusobno nezavisni, tj. da je broj ljudi u jednom polasku
ne zavisi od ostalih polazaka i da ne zavisi od vremena polaska.
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(a) Odrediti verovatnoéu da je broj vozila koja su krenula sa aerodroma u 10 minuta jednak 10.
(b) Odrediti ocekivani broj putnika koji krenu sa aerodroma u 10 minuta.

Resenje: Oznacimo sa N, broj vozila koja su krenula sa aerodroma u t minuta, a sa Y; broj osoba
koje se nalaze u i—tom vozilu. Tada

12 3
Ne:P(2t), Y’"<0.5 0.3 0.2>'

Tada je {X;, t > 0}, gde X; predstavlja broj osoba koje su krenule sa aerodroma u t minuta,
slozeni Poasonov proces i vazi
Nt
X =) Y.
i=1

(a) Verovatnoéa da je broj vozila koja su krenula sa aerodroma u 10 minuta jednak 10 je

2010
_ =20
P{Ni =10} = e "=

(b) Ocekivan broj putnika koji su krenuli sa aerodroma u 10 minuta je
E(XIO) == 34
O

ZADATAK 5.11 Broj ljudi koji kupuju lutrijske listice je saglasan sa Poasonovim procesom sa
stopom rasta 100 po danu. Poznato je da su dobici nezavisni i da je dobitak od svakog lutrijskog
listi¢a slucajna promenljiva sa normalnom raspodelom, ocekivanjem 1 i standardnom devijacijom
V3. Takode, dobitak ne zavisi od broja lutrijskih listi¢a kupljenih u nekom vremenskom periodu.
Odrediti ocekivani dobitak od svih lutrijskih listi¢a kupljenih u dva dana.
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0. BRAUNOVO KRETANJE

6.1 Slucajno kretanje i pojam Braunovog kretanja

D D

Braunovo kretanje je stohasticki proces ¢ija je prvobitna uloga bila opisivanje kretanja cestica koje

su uronjene u tecnost ili gas. Ime potice od Skotskog botanicara Roberta Brauna (eng. Robert
Brown) koji je 1827. godine pomocéu mikroskopa posmatrao nepredvidivo kretanje polenovih zrna
u vodi © uocCio je da su putanje Cestica nepravilne. Zatim je Ajnstajn 1905. godine objasnio da
je takvo kretanje posledica bombardovanja molekula vode © u skladu sa tim je razvio matematicku
teoriju. On je u dugacku, tanku cev sa ¢istom vodom ubrizgao neku koli¢inu mastila i posmatrao
je kako se gustina mastila u vodi menja tokom vremena (za vise detalja videti [6]). Objasnjeno je
da dolazi do mmogo brzih sudara cestica mastila sa cesticama vode $to sprecava stvaranje taloga,
a dolazi 1 do razmene energije i kolicine kretanja izmedu cestica. Kasnije je MIT matematicar

Norbert Viner (Norbert Wiener) razvio precizniji matematicki model Braunovog kretanja.

\ Vg

Kao sto je ve¢ objasnjeno, Ajnstajn je posmatrao gustinu mastila u vodi u trenutku ¢ > 0 i
polozaju z € R (u oznaci f(z,t)), pri Cemu je poCetna gustina je data sa

f(x, 0) = (50.

On je pokazao da f zadovoljava tzv. difuzionu (toplotnu) jednacinu

d

Cije je reSenje dato sa
1 2

e_ﬁ
vV 2mtd

pri ¢emu konstanta d zavisi od univerzalne gasne konstante, apsolutne temperature, koeficijenta
trenja i Avogadrovog broja. Time je pokazano da je f gustina raspodele slucajne promenljive sa
normalnom N (0, td) raspodelom. Iako je AjnStajnova teorija vrlo znacajna jer je, izmedu ostalog,
njegov rad imao ulogu u izracunavanju broja molekula u molu i u razvoju atomske teorije materije,
mi ¢emo ovom problemu pristupiti na malo drugaciji nac¢in. Naime, pomoc¢u slucajnog kretanja
(hoda) ¢emo pokazati da za fiksirano ¢ slu¢ajna promenljive X (t), koja predstavlja polozaj Cestice
u trenutku ¢, ima normalnu N (0, td) raspodelu.

f(t,l‘) =

Posmatra se kretanje cCestice po celobrojnoj resetki. Pretpostavljamo da je x = 0 pocetni
polozaj estice i da u diskretnim vremenskim trenucima nAt, n = 1,2, ... ¢estica prelazi rastojanje
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Az nalevo ili desno sa verovatno¢om % Oznacimo sa S,, broj pomeranja cestice u desno u n koraka.
Slucajna promenljiva S, se moze izraziti kao zbir

Sn = ile

pri ¢emu je sa X; oznacena slu¢ajna promenljiva koja je jednaka 1 ako se u i—tom koraku (odnosno
vremenskom trenutku iAt) ¢estica pomerila u desno*, a u suprotnom je jednaka 0. Dakle,

X,(? }) i=1,2,...
3 3

i slucajne promenljive X7,... su nezavisne. Kako je S, definisana kao zbir nezavisnih sluc¢ajnih
promenljivih sa binomnom raspodelom, onda i ona ima binomnu raspodelu sa ocekivanjem i
disperzijom

1 n
E(S,) =nE(X;) = n§ =5
1 n
jer je
1 1 1 1 1

Ideja je izraziti polozaj ¢estice u trenutku t = nAt pomocu S,,. Dobijamo da vazi

X(t) = S,Az + (n— S,)(—Az) = S,Az — nAzx + S, Az = (25, — n)Aw.

Tada je
D(X(t)) = D((2S, — n)Azx) = (Az)’D(2S, — n) = (Az)*D(25,,)
= 4(Az)’D(S,) = (Az)’n = (AAxt) t.

Pretpostavljamo da je (AJC

= d za neku pozitivnu konstantu d. Tada je

7—2(571—%) n x:Sn_g nAzr
i VA \/E\/_A

Su—=% [t . _Sa—3% [AaZ S, —1%

v

Primenom Moavr - Laplasove teoreme dobijamo

limP{aﬁs’“‘\/_;me}zhmp{ “dgsn_%g b )

i
1 21 d
= e Z.
J 2m vV 2mtd
Vitd

*Alternativno, slucajnoj promenljivoj X; smo mogli da dodelimo vrednost 1 ako se Gestica pomerila u levo, a
0 ako se Cestica pomerila u desno. Tada bi S,, oznacavala broj pomeranja u levo u n koraka
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Dakle, zaklju¢ujemo da X (t) ima normalnu raspodelu sa oc¢ekivanjem 0 i disperzijom td, tj.
X(t) : N(0,td).

Inspirisani ovim, za d = 1 uvodimo stohasticki proces koji se naziva Braunovo kretanje ili
Vinerov proces, po ugledu na matematicare koji su ih proucavali.

Definicija 6.1 Stohasticki proces {W;, t > 0} se zove Braunovo kretanje (Vinerov proces)
ako vazi:

1) Wy = 0 skoro sigurno.
2) Proces {W;, t > 0} ima nezavisne prirastaje.
3) Vazi Wy — W5 : N(0,t — s) za svakot > s > 0.
Specijalno, za s = 0 dobijamo W; : N'(0,1), pa znamo da je
E(W,;) =0, D(W,) =t = E(W}?).
Takode, iz osobine 3) vidimo da Braunovo kretanje ima stacionarne prirastaje, jer raspodela
slucajne promenljive W, — W zavisi samo od duzine njoj odgovarajuceg intervala (s,t], a ne od

pozicije tog intervala na t—osi. Prema tome, Braunovo kretanje {W;, t > 0} bismo mogli definisati
kao proces sa stacionarnim i nezavisnim pristajima, takav da W; : N'(0,t) za svako t > 01 Wy = 0.

Napomena 6.1 Treba imati u vidu da neki autori prave razliku izmedu Braunovog kretanja i
Vinerovog procesa. Na primer, moze se naci objasnjenje da je Vinerov proces zapravo verzija
Braunovog kretanja sa skoro svuda neprekidnim trajektorijama. Mi ¢emo podrazumevati da
Braunovo kretanje ima skoro svuda neprekidne trajektorije.

Braunovo kretanje, dato u Definiciji 6.1, je specijalni slu¢aj Braunovog kretanje (sa driftom i
volatilnoséu) koje pronalazi veliku primenu u finansijama, o ¢emu ¢e kasnije biti reéi.

Definicija 6.2 Stohasticki proces {W;,t > 0} je Braunovo kretanje sa driftom u i volatilnoséu o
ako

(i) Wy = 0 skoro sigurno.

(i3) {W,, t > 0} ima stacionarne i nezavisne prirastaje.

(1i1) Za svakot > 0, W, ima normalnu raspodelu sa ocekivanjem ut i varijansom ot, tj.
Wy = N (ut, ot).

Imajuci ovu definiciju u vidu, da bismo naglasili da posmatramo Braunovo kretanje dato u Defini-
ciji 6.1, ponekad dodajemo rec¢ standardno. Ukoliko nista nije naznaceno, posmatramo standardno
Braunovo kretanje. Braunovo kretanje sa driftom p i volatilnoséu ¢ mozemo definisati preko stan-
dardnog Braunovog kretanja koriste¢i osobinu normalne raspodele.

Ako je {Wy,t > 0} standardno Braunovo kretanje, onda se {Wt,t > 0} moze definisati kao

Wt = UWt+Mt

Tako ¢e u ovoj knjizi akcenat biti na jednodimenzionalnom Braunovom kretanju, i to nece biti
posebno naglasavano, treba imati u vidu da postoji i viSedimenzionalno Braunovo kretanje koje
se, analogno definiciji viSedimenzionalne slucajne promenljive, definise kao n—torka cija je svaka
komponenta jednodimenzionalno Braunovo kretanje.
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Definicija 6.3 R"-vrednosni stohasticki proces {W,, t > 0}, gde
W, = W(t) = (Wi (8), Wa(D), ..., Wa(),
je n-dimenzionalno Braunovo kretanje ako vazi:

1) Za svako k =1,2,...,n, {W(t), t > 0} je jednodimenzionalno Braunovo kretanje.

2) o-algebre W* := F(W,,(t), t > 0) su nezavisne, za k = 1,2,...,n.

6.2 Neka svojstva Braunovog kretanja

Neka je {W;, t > 0} Braunovo kretanje. Znamo da za svako t > 01 a < b vazi

b
1 o2
Pla <W, <b} = \/%/e_%dx,

jer
Wt : N(O, t)
Sada nas interesuje ¢emu je jednaka zajednicka verovatnoca
P{al S th S blaaf2 S Wtz S b27"'7afn S th S bn}7
zal <ty <---<ty, a,bjeR i=1,...,n.
Moze se pokazati da vazi

P{G,l SWM Sbl,GQSWtQ §627"'7an§th Sbn}

b1 bn,
(6.1)
= / .. /g(xl, t1|0)g($2, to — t1|561) - g(ﬂ?n, t, — tn,1|$n,1)dl‘n ..o.dzy,
a1 an

N )

gde je g(x, tly) == Z=e

Mi ¢emo pokazati opstije tvrdenje.

Teorema 6.1 Neka je {W;, t > 0} Braunovo kretanje. Tada za svako n € N, sva vremena
0=ty <ty <---<t,isve Borelove funkcije f : R" — R vazi

E(fWy,...W)) = 7 - 7f(x1, oy xp)g(x, t1]0)

cg(wa,te — ti|m1) ... g(xn, ty — tu1|n_1)dx, .. . dx;.

Napomena 6.2 Ako u Teoremi 6.1 odaberemo

f(xb Xy ... 7xn) = ][ahbl](‘rl)l[ambﬂ (x2> s [[an,bn](xn)7
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pri cemu je sa I, ,) 0znacen indikator skupa [a;, b;], dobijamo bas (6.1). To lako mozemo ilustrovati
na slucaju n = 1. Naime, ako je
f@) = Iay(2),

dobijamo

[e.e]

E(f(W,) = E(juy(Wh) = / Ty (2) s (2)da = / o (2)dz = P{a < W, < b}

—00

Dokaz Teoreme 6.1. Neka je X; =Wy, Y, =W, =W, 1 =X, - X, 1,i=1,...,n1

h(yla--'7yn) = f(ybyl_‘_y%ayl—{_—i_yn)

Tada vazi

A

E(f(Wey, ..., W) = E(f(Xq, ..., X5))

=FE(f(X1,Xo— X1+ X1, X5 - Xo+ Xo - X1+ Xq,..., Xp, — Xpa+ ...+ X1))
= E(f(Y1,Ya4+ Y, Y54+ Yo+ Y, ... Y, 4+ Y, i+ ... +Y7))

= B(h(Y1,Ya,...,Y))

/ / (Y1, Yas s Yn)Pva, ) Yrs oo s Yn)dYn - di
2/ / h(y1, 92, -5 Un)eyi (1) - - - 0y, (Un) Ay - - - dyn,

gde je koriséeno da su Yy, ..., Y, nezavisne slucajne promenljive, pa se zajednicka gustina moze
napisati kao proizvod marginalnih. Kako Y; : N(0,¢; —t;_1), i =1,...,n, imamo

oy, (v) = 9(y,1|0)

1 L .
evi(y) = TR )e WtD = gy, t; — tiq|0), i=2,3,....
i = Ui—1

Dakle,

E(f(VVt1a"'7th / / y17y27"’7y’n) (yl;t1|0) (yna n_tn—1|0)dyndyl

Posle smene promenljivih y; = x; — ;1,7 = 1,2, ..., n, gde je Jakobijan transformacije jednak 1,
dobijamo

E(f(th,...,th)):/ / Wz, 29 — 21, ... Ty — Tpo1)g(x1, £1]0)
cg(xy — Ty, by — th1]0)dzy, . dxy

/ / f T1,T2,...,T )g($17t1|0)g($2,t2—t1|$1)

gz, ty — tha|Tp_1)dz, ... dx;.

Lema 6.1 Autokovarijansna funkcija Braunovog kretanja {W;, t > 0} je jednaka
K(t,s) = E(W;W;) = min{t, s}, s,t>0.
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Dokaz. Kako je E(W;) =0 za svako t > 0, vazi
K(t,s) = E(WW,) — E(W,) E(Wy) = E(W,W5).
Ako je t > s, onda
E(W,W,) = E(W, — W, + W)W,) = E(W, — W)W,) + E(W2),
a kako Braunovo kretanje ima nezavisne prirastaje dobijamo
EW W) = E(W, — W) E(Ws) + D(W;) = s.
Zat =s, vazi E(W,Wy) = D(W;) = t, dok se analogno pokazuje da je K(t,s) =t zat < s. O

Naredna teorema sledi iz nezavisnosti prirastaja Braunovog kretanja, ali je ne¢emo dokazi-
vati zbog ¢injenice da je Braunovo kretanje stohasticki proces neprekidan u vremenu koje nismo
detaljno obradili.

Teorema 6.2 Braunovo kretanje je proces Markova.

Primeri

Primer 6.1 Dato je standardno Braunovo kretanje {W;, t > 0}.

(a) Posto je za svako fiksirano t poznata raspodela slucajne promenljive W;, lako se mogu izracunati
verovatnoce oblika
P{a < Wy <b}, a<b.

Na primer, dobijamo

P{1 <W; <2} =®(2) — &(1) =~ 0.136.

(b) Sada Zelimo da pronademo uslovnu verovatnocu P (W, < 3|{W; = 1}). Primetimo da vazi
Wy =Wy 4+ Wy — Wy. Takode, Wy i Wy — Wy su nezavisne slucajne promenljive, gde

Wg—Wl ZN(O,l),

i EW{Wy, = 1}) = 1, D(W[{W, = 1}) = 0. Posto je slucajna promenljiva Wy — W,
nezavisna od Wy, koristeéi da Wo|{W; = 1} mozemo predstaviti kao zbir nezavisnih slucajnih
promenljivih sa normalnom raspodelom, dobijamo

Wal{W) = 1} : N(1,1).

Sledi,
31
P{W, < 3|W, =1} = @(T) 0.5 =®(2) + 0.5 ~ 0.98.
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Primer 6.2 Sa {W;, t > 0} je dato standardno Braunovo kretanje. Koriste¢i osobine uslovnog
oc¢ekivanja u kombinaciji sa definicijom Braunovog kretanja (nezavisnost prirastaja Wy — Wy i Wy
i stacionarnost), mozemo odrediti E(W2|Ws). Vazi

E((W4)*|Wy)

E((Wy — Wy + Wy)?|Wa)

((
= BE((Wy — Wa)? + W3 + 2Wo(Wy — Wy)|Wy)
= E((W4 - WQ) ‘WQ) -+ W2 + 2W2E(W4 - WQ‘WQ)
=W5 +2.

Poslednja jednakost sledi iz
Wy —Wa: N(0,2), E(Wy—Wo|Wo)=EW,—Wo)=0 i E((Wy—Wy)?*|Ws) =
O

Primer 6.3 Proces {V(t),t > 0} dat sa V(t) = W(t + 1) — W(T) je standardno Braunovo
kretanje za svako T > 0, ako je {WW(t), t > 0} standardno Braunovo kretanje.

To se moze pokazati po definiciji: Za bilo koje 0 <ty < t; < ... <, prirastaji
V(tn) = V(tn-1), ..., V(t1) = V(o)
procesa V (t) su nezavisni, jer su prirastaji
W(t,+T) =Wt +T),... W(t1+T)—=W(to+T)

procesa W (t) nezavisni ({W(t), t > 0} je Braunovo kretanje).
Pored toga, za bilo koje 0 < s < t prirastaj V (t)—V (s) ima normalnu raspodelu sa ocekivanjem
nula i disperzijom t — s, jer je ima i W (t+T)— W(s+ T). Jasno, vazi

V(0) =W(T)—-W(T)=0 skoro sigurno.

Sledi da je {V (t), t > 0} Vinerov proces. O

Primer 6.4 Neka je {W;, t > 0} standardno Braunovo kretanje i neka je proces {X;,0 <t <1}
dat sa
Xt::Wt—tVVl, 0§t§1

(a) Odredimo autokovarijansnu funkciju Kx(t,s) procesa X;. Kako je
dobijamo

Kx(t,s) = E(X,X,) — E(X;)E(X,) = E(W, — tW1)(W, — sW1))
= E(W,W,) —tE(W,W,;) — sE(W,W;) + stE(W})
= K(t,s) — sK(t,1) —tK(s,1) + stD(W)
= min{t, s} — st —ts+ st
= min{t,s} —ts
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(b) Proces {X;, 0 <t < 1} nema nezavisne prirastaje.
Neka je 0 < s <t < 1. Tada je
cov(X; — X, X,) = cov(Xy, Xi) — cov(Xy, X) = min{s, t} — st — cov(X;, Xs)
=5 —st—(s—s%)=s(s—t) #0.

— X5)Xs) = E(X; — X5)E(Xs) = 0 za svako

Da su prirastaji nezavisni imali bismo E((X;
U

s < t, Sto ovde nije slucaj.

ODGOVORITE NA PITANJE:

CEMU JE JEDNAKO E(W*) ZA PROIZVOLIJNO
n € N7

Primer 6.5 Dato je standardno Braunovo kretanje {W (t), t > 0}. Za s >t > 0 vazi

. 0, akon =2k, k=0,1,2,...
EW(sW (t)):{ " akon=2%k—1 k=12 "

n!lt =,
Kako W (t) ima nezavisne i stacionarne prirastaje, vazi
E(W(s)W"(1)) = E(W(s) = W(O)E(W"(1)) + E(W" (1)) = E(W"*(1)).

2
. s .o . . . _z .o
Koristedi parcijalnu integraciju (uzimamo u = x™, dv = ﬁxe 2t dx ), dobijamo

o 1 o2
EW™(t :/ "t e 2dx
(W™ (1)) N oo
= —na"! ! e 5| —l—/oo na™! ! e’%dm‘:tnE(W”’l(t))
V2 < J oo V2T ) 7
=0 (W7 )
jer
[T
v = re 2dr =——— [ e’ds = — e 2 (smenas=——).
27t 27 27 2t

Kako je poznato da E(W (t)) = 01 E(W?(t)) = D(W(t)) = t, indukcijom se moze pokazati da je

0 akon=2k, k=0,1,2,...
E(W(s)W"™(t)) = EW™ () =1 " . ’
(W(s)W™()) = £ ®) {n!!tél, akon=2k—1,k=1,2,....

Ovaj primer pokazuje kako mozemo pronac¢i momente reda n Braunovog kretanja za bilo koje
n € N. Znamo da je gustina raspodele W, parna funkcija, pa je svaki momenat neparnog stepena

Braunovog kretanja jednak nuli, Sto je pokazano gore. U
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Primer 6.6 Neka je sa {W;,t > 0} oznaceno standardno Braunovo kretanje. Oznacimo sa W,
istoriju Braunovog kretanja do vremena « (ukljucujuéi ). Uslovno ocekivanje

EW2 4+ 2W2 + W W,), t>s>0

zavisi od parametra o > 0 i njegovog odnosa sa t i s.
Za svako t > o vazi

E(WiW,) = E(W, — Wa[W,) + E(Wo|[W,)
= BE(W, = W,) + W, =W,
EWZW,) = E(W, — Wo)?W,) + 2E(W, W W,) — E(W2IW,)

=t—a+2W,E(W,W,) - W2 =t —a+W?

EW?W,,) = E(W; — W,)? — 3W,W2 + 3W2W, + W2 W,)
= B(W, = Wa)?) = SWIE(WiWa) + 3Wo E(WZW,) — W3
= —3W2 +3W,(t — a) +3W2 + W2 =3W,(t — a) + W2.

Svuda smo koristili da je prirastaj W; — W, nezavisan od istorije Braunovog kretanja W, i da je
Wo W,—merljivo.
Ako je a > t, vazi

E(W? +2W2 4+ W W,) = W2+ 2W2 + W,

jer je Wy W,—merljivo za svako b < a.
Ako je s < o < t, onda je

E(W? +2W2 4+ WoW,) = E(WEW,) + 2E(W2W,,) + W,
= 3W,(t — ) + W3 +2W2 + W,,.

U slucaju 0 < a < s, vazi

E(W? +2W2 4+ W, W,) = E(WEW,) + 2E(W2W,,) + W,
=3W,(t —a) + W2 +2(s —a+ W?2) + W,.

6.3 Beli Sum kao izvod Braunovog kretanja

Svako Braunovo kretanje ima verziju sa skoro sigurnim neprekidnim trajektorijama. Medutim,
iako su skoro sve trajektorije Braunovog kretanja neprekidne, one nisu nigde diferencijabilne
(odnosno, svuda su nediferencijabilne) funkcije. Tu nediferencijabilnost intuitivho mozemo ob-
jasniti na slede¢i nacin: Za fiksirano ¢ uzmimo diferencni koli¢nik

Wi — W 1
Wosn = Wi sy 1)
h ||
Kada h — 0 dobijamo izvod Braunovog kretanja W;, ali bi u tom slucaju disperzija ﬁ postala
neograniceno velika. To znaci da, za svaki Borelov, ogranicen skup B, vazi

P{VVt—l-h_Wt c

B}Oho.
- -0, h—
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Wi

Dakle, izvod d

kovarijansna funkcija Dirakova delta funkcija. Medutim, on se moze definisati u tzv. prostoru
uopstenih stohastickih procesa i naziva se proces belog Suma.

= T, Braunovog kretanja W, ne postoji u klasi¢nom smislu, jer je njegova

Beli sum ima veliku primenu u modeliranju realnih fizickih procesa i grubo receno, koristi se
da opise zvuk (signal) koji ima jednak intenzitet na svim frekvencijama (npr. zvuk u rok muzici,
huk mlaznog motora, i slicno). Zanimljivo je da se beli Sum, u neformalnom obliku, pojavio jos
pre nego sto je Ito definisao Itov integral, o kojem ¢e kasnije biti reci.

Neka K oznacava prostor beskonacno diferencijabilnih funkcija ¢(t) : R — R, koje su identicki
jednake nuli van nekog kona¢nog intervala. Niz takvih funkcija ¢;(t), p2(t),... konvergira ka
©(t) = 0, ako sve te funkcije jesu identicki jednake nuli van nekog ogranic¢enog intervala i ako sve
one i svi njihovi izvodi uniformno konvergiraju ka nuli. Svaka neprekidna linearna funkcionela &
definisana na prostoru K zove se uopstena funkcija ili distribucija.

Definicija 6.4 Uopsteni stohasticki proces je jedna slucajna uopstena funkcija u slede¢em smislu:
svakom ¢ € K dodeljena je slucajna promenljiva ®(p) (drugim rec¢ima, ®(p) je obican stohasticki
proces sa parametarskim skupom K), tako da vazi:

1. @ je linearna na K sa verovatnocom 1 (skoro sigurno), tj. za svako a, f € R isvako ¢,9 € K
vazi

P + ) = a®(p) + BP(Y)  skoro sigurno.

2. ®(yp) je neprekidna u sledec¢em smislu: iz konvergencije yy; 5 o na K, kada j — oo, sledi
konvergencija u raspodeli vektora (®(p1;), ..., P(pn;)) ka vektoru (®(p1), ..., P(¢,)) kada
J — 00.

Definicija 6.5 Uopsten stohasticki proces je gausovski ako je za proizvoljne linearno nezavisne
funkcije @1, . .., pn € K slucajna promenljiva (®(¢1), ..., P(p,)) gausovska (ima normalnu raspo-
delu).

Prednost uopstenih stohastickih procesa u odnosu na klasicne je, izmedu ostalog, i ta sto njihov
izvod uvek postoji i on je, opet, uopsten stohasticki proces. Naime, vazi

D(p) =—-P(¢), ¢eK

Ukoliko Braunovo kretanje W; posmatramo kao uopsten stohasticki proces, tada postoji izvod
Braunovog kretanja .
Wt == 5t, t Z O (62)

i naziva se proces belog Suma.
Jednaédina (6.2) se moze zapisati u integralnom obliku

Wt = deS. (63)
/

Beli Sum je pogodan za opisivanje brzo flukturiraju¢ih slucajnih pojava. Medutim, iz inte-
gralnog oblika (6.3) vidimo da je dovoljan samo uglacavajuéi efekat integracije, pa da pomocu
& izracunamo W,.
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Proces belog suma je jedan gausovski uopSten proces sa ocekivanjem nula i kovarijansnom

funkcionelom
oo

C&(%?ﬂ)_/go(t)w(t)dt.

—00

Definicija 6.6 n-dimenzionalni gausovski beli sum je n-dimenzionalni vektor ¢ije su komponente
jednodimenzionalni beli sumovi koji su medusobno nezavisni.

6.4 Zadaci

ZADATAK 6.1 Dato je standardno Braunovo kretanje {W;, t > 0}.
(a) Dokazati da su slucajne promenljive X, := W2 + W2 + 3Wy, — 3W, — 2Wo W, 1 Y, :=
Wg’s - W%QS + 2 nezavisne za s > 0.
(b) Naci E(E(X, + Y,|W,)).
Resenje:
(a) Slucajne promenljive X i Y; se mogu zapisati u slede¢em obliku
Xy = (Was = W) + 3(Way — W) = f(Was — W), Y, =g(Wi, — Wp).

Iz definicije Braunovog kretanja znamo da su prirastaji Wa, — W 1 W1, nezavisni, pa sledi
. . . . . . ~ . 2
da su X i Y; nezavisne kao funkcije nezavisnih prirastaja.

(b) Vazi
E(X|W) = E(Xs)=s (nezavisnost X, od Wy),
E(YJ|W,) =Y, (Y, je W,—merljiva),

pa dobijamo

B(B(X, + YilW.)) = s + E(W},) ~ E(W},) +2 =540~ s5+2= s +2

ZADATAK 6.2 Dokazati da vazi
E(Wt/Q(WQt — Wt)2 —|— Wt2/2’Wt/2) - E(Wt(W2t - Wt)2 + Wt2/2|Wt/2>
ako je W, = F(Ws, 0 < s < 1) istorija Braunovog kretanja {W;, t > 0} do trenutka t.

ZADATAK 6.3 Odrediti
E(aW? + W Wa, + bW W2W,), 0<s<t, abeR

ako je {W,;, t > 0} standardno Braunovo kretanje, a W, = F(W,, 0 < s < t) je istorija Braunovog
kretanja do trenutka t.

ZADATAK 6.4  (a) Dokazati da je W, — LW, t < s nezavisno od Wy ako je {W;, t > 0} stan-
dardno Braunovo kretanje.

(b) Izracunati E(W, — tW,|W;), t < s.
(c) Odrediti E(W? — 2W,W, + SW2 + sW, — tW,|W,), t < s.
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7. STOHASTICKA INTEGRACIJA

- MOTIVACIJA I PROBLEMI

Posmatramo diferencijalnu jednacinu koja opisuje promenu velicine populacije

WO _ aew(e). (0) = vo = const (7.1

gde y(t) predstavlja veli¢inu populacije u trenutku ¢, a «(t) je relativna stopa rasta u trenutku ¢
koja je u potpunosti poznata. Medutim, opste je poznato da na tu stopu rasta uti¢u razni faktori
iz okoline koji se najces¢e ne mogu precizno odrediti, a ni meriti. Zbog toga bismo realniji model
dobili definisanjem stope rasta a kao sluc¢ajne veli¢ine. Na primer, ukoliko pretpostavimo da “u
proseku” ti slucajni faktori vrlo malo uti¢u na stopu rasta, mogli bismo da je definisemo kao

a(t) = al(t) +e,

gde je a(t) deterministicka funkcija, a € slu¢ajna velicina takva da E(e) = 0. Postavlja se pitanje
kako sada resiti jednacinu (7.1), koja ubacivanjem slucajne veli¢ine postaje stohasticka dife-
rencijalna jednacina (ili kratko SDJ). Braunovo kretanje i beli sum se nameéu kao osnovno
sredstvo kojim se opisuje ponasanje neke slucajne velicine.

Dakle, analiza stohastickih dinamickih sistema cesto nas dovodi do diferencijalnih jednacina

oblika

dX (1) = b(X (1), 1) + B(X(t),t)dW,, t>0

X(0)— Xy (7.2)

gde je {W;, t > 0} Braunovo kretanje, X, je neka slu¢ajna promenljiva, a b i B su Borelove
funkcije. Ekvivalentno, (7.2) mozemo zapisati u integralnom obliku,

t t
X() =X, =X+ [WXes)ds + [ B )W, 20 (73)
0 0

Resavanje stohasticke diferencijalne jednacine, cak iako je ona dobijena trivijalnim uopstenjem jed-
nostavne diferencijalne jednacine, nije lak zadatak i alati koji se koriste u resavanju diferencijalnih
jednacina se uglavnom ne mogu primeni u sluc¢aju stohastickih diferencijalnih jednacina.

T
Nas cilj je da definiSemo integral [ G(t)dW; za $to siru klasu stohastickih procesa {G(t), t > 0}
0

tako da desna strana jednakosti (7.3) ima smisla.
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Prvi logican korak bio je pokusaj da se Itov integral definiSe na slican nac¢in kao Sto je to
uradeno sa integralom u klasi¢noj teoriji. Medutim, ti pokusaji su uglavnom bili samo delimi¢no
uspesni, jer se ispostavilo da je tako nesto moguce samo u specijalnim sluc¢ajevima.

7.1 Pejli-Viner-Zigmundova definicija stohastickog
integrala

Neka je {W;, t > 0} Braunovo kretanje. Jedna od moguéih definicija je ona koju su dali Pejli,
Viner i Zigmund koji su imali ideju da imitiraju parcijalnu integraciju.

Definicija 7.1 Pretpostavimo da je g : [0,1] — R neprekidno-diferencijabilna funkcija takva da
je g(0) = g(1) = 0. Definisimo integral

1

/1 (B dW, = — / § ()Wt (7.4)

0

Integral u (7.4) nazivamo Pejli-Viner-Zigmund integral ili kra¢e P-V-Z integral.

Napomena 7.1 Pejli-Viner-Zigmund integral se moze definisati na bilo kom intervalu |a, b], a < b
dok god je funkcija g takva da je g(a) = g(b) = 0.

Navedimo neke od osobina koje slede iz Definicije 7.1.

Lema 7.1 (Osobine P-V-Z integrala) Vazi

) £ (fowam) <o

(

2) E

o =

g(t)th> ] = Oflg2(t)dt.

Dokaz.

1) Koristeci da je W, stohasticka veli¢ina, dobijamo

1 1 1

E(/g(t)th> - E(— /g’(t)Wtdt> - /—g’(t)E(Wt)dt —0.

0 0 0
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2) Koristedi alat iz elementarne analize i osobine Braunovog kretanja dobijamo
1 1

( /19 Hdw,) ) —5( g(t)th/l (s)aW) :E</ ’(t)Wtdt/g’(s)WSd3>
:E(//g() ()Wthtds // W,V )dtds

g'(1) ( /01 ¢'(s) min{t, S}ds> dt

t 1

/ sq'(s)ds + / tg’(s)ds)dt

O\H

Q\
S
~
S—
VS

0 0

Poslednja jednakost je dobijena primenom parcijalne integracije.

P-V-Z definicija se moze prosiriti na prostor L?(0, 1) kvadratnih integrabilnih funkcija na (0, 1)
na sledeé¢i nacin.

Pretpostavimo da je g € L*(0,1). Moze se pokazati da postoji niz {g,}nen C' funkcija iz
P-V-Z definicije koji srednje kvadratno konvergira ka g, tj. da vazi

1

/(gn — g)Q(t)dt — 0, kadan — oo.
0

Dalje se pokazuje da ako su {g,}nen 1 {gm}men nizovi funkcija iz P-V-Z integrala koji srednje
kvadratno konvergiraju ka g kada n — oo, onda

1
/ (gn — gm)*(H)dt =0, n,m — oo.
0

Naime, koriste¢i osobine 1) i 2) iz Leme 7.1 dobijamo

E[( [ton—awam)’] = B[( [ suaw, — [ gtyaws)’]

o —

1
()| + E[( [ gnttiaw, - / g(t)a)’|
0
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1
Sto znaci da je niz {fgn(t)th} . Kosijev u L*(0,1), pa i konvergira u L*(0,1). Zato za
0 ne
g € L?(0,1) definisemo
1 1
| swaw =t [ g @
0

n—o0 0

Svi pokusaji da se ova definicija progiri na §iru klasu prostora od L? prostora, nisu bili uspesni.
Osim toga, postojala je potreba za prosirenjem definicije, jer je P-V-Z definicija ograni¢ena na
stohasticke integrale sa deterministickom podintegralnom funkcijom. To znac¢i da njihovom pri-
menom ne bismo mogli da izracunamo integrale oblika

T
/ B(Xs, s)dWs,
0

pri ¢emu je { X, t € I} proizvoljan stohasticki proces, a B integrabilna funkcija.

7.2 Metod Rimanovih suma

Posto je P-V-Z definicija ograni¢ena na prostor L?, sledeé¢i pokusaj reSavanja integrala

/ G(t)dW; (7.5)

se zasniva na imitaciji klasi¢nog pristupa integraciji preko Rimanovih suma. Znaci, ideja je da se
dati integral aproksimira pomoc¢u Rimanovih suma, nakon ¢ega bi se posmatrala grani¢na vrednost
tih Rimanovih suma.

Za pocetak, zanima nas ¢emu je jednak integral (7.5) ako je G(t) = W;. Dakle, zelimo da

dodemo do razumne definicije za
T
/ Wi dW.
0

Definicija 7.2 1) Ako je [0,T] interval, particija P intervala [0,T] je konacan skup tacaka u
[0,T] takav da vazi
P={0=ty<t;<---<t,=T}

2) ‘P‘ = Inax 1’tk+1 _tkl

0<k<m—
3) Za fiksirano A € (0, 1] i particiju P od [0, T definisemo
Tk = (1 = Ntg + M1, k=0,1,... m—1.
Tacke 11, se zovu tacke deobe podintervala [ty tg1], k=0,1,...,m — 1.

4) Za particiju P i za A € (0,1], odnosno deobne tacke 1, k =0,1,...,m — 1, definiSemo

[y

m—

R=R(P,X) =Y W(m)(W(tsm) — W(t)). (7.6)

k=0

T
Tada (7.6) predstavlja aproksimaciju integrala [ WidW; pomocu Rimanovih suma.
0
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Ideja je da se integral (7.5) definise kao lim R,, pri ¢emu je R, Rimanova suma iz gornje
n—oo

definicije koja odgovara particiji P™ intervala [0, 7] definisanoj u Lemi 7.2. O tome govore sledece
dve leme.

Lema 7.2 Neka je [a,b] interval u [0,00) I neka su
Pri={a=ty <ty <---<t =b}, neN

particije intervala [a,b] takve da |P™| — 0, n — co. Tada

i_: ((W(tZH) - W(tZ)))z LIy - a, n — oo.
Dokaz. Neka je
Qui= D (W(t) = W(E))”
k=0

Treba pokazati da E((Q, — (b — a))?)) — 0 kada n — co. Jasno,

mp—1

Qu—(b—a)= 3 ((Wlti) = W(E)" = (i — 1))

k=0

pa koristec¢i osobine ocekivanja dobijamo
E((Qu—(b—a)) = E[(W(t) - W) = (e — 1)

(V) - W)~ - )]

Dalie, ako je k # j, onda su (W(t,,) — W(t))" = (fy — ) 1 (W(tgay) = W(ED) = (13,1 — 1)

nezavisne slucajne promenljive, jer Braunovo kretanje ima nezavisne prirastaje, pa imamo
El((W () = W) = (e = t0) (W™ = W) = (G — )]
= E((W< o) = WD) — (g — t’,;))E((W(tﬁQ - W(t?))Q — (tf1 — t?)) =0,

Sto sledi iz ,
E((W(ti) = WH)*) =t — 6

Dakle,
P@u— o)) = 3 B[V ) W)~ et 1)
B (Y - )]
= E((Y*-1)) mnl( 2 < B((Y? ]P”|mi:1 —

~
=b—a



130 7. STOHASTICKA INTEGRACIJA - MOTIVACIJA I PROBLEMI

gde je
Wity ) — W(t}
k+1 bk

za svako n i k. Kako |P"| — 0 kada n — oo, a ocekivanje E((Y2 — 1)?) postoji, tvrdenje je
pokazano. 0

Lema 7.3 Neka P™, n € N, oznacava particiju intervala [0,T], i neka je A € [0, 1] fiksiran broj.
Ako definisimo

mp—1

Roi= 3 W)Wt ) - W(H)).

tada vazi

s T)? 1
Rn—k>W( ) —|—<)\—§>T, n — 00,

(122 (o-2)r)

Dokaz. Primetimo da R, mozemo zapisati na slede¢i nacin

Sto znaci da

E — 0, n— oo

W ) W) 1
n — s - _An Bn n
R 5 5 5 + B, +C

gde t,,, =T, 1ty =0 zasvakon i

mnp—1

Ay =) (W(ten") - W),
k=0

mnp—1

B, = Z (W(Tk”) — W(tZ))Q,
k=0

mn—1

Coi= D (Wltea™) = W) (W (m") = W)
k=0

Koriste¢i Lemu 7.2 za a = 01 b = T, direktno dobijamo da A, by T, n — oo. Da B, LN AT,
n — 00, vazi pokazujemo koriste¢i Lemu 7.2 i ¢injenicu da

mp—1 mp—1
D=t =D At — th) = NT = 0).
k=0 k=0

Kako je W(?") = WéT) i W(;g) = WQ(O) = 0, preostalo je da pokazemo da C, sk 0, tj. E(C?) — 0

kada n — oo. Vazi

mp—1

B(CD) =B Y (Wlth) -~ W) (W) - W(tg)

mp—1

Y (W)~ WE) (W) - W)

J=0
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Slicno kao u dokazu Leme 7.2, sabirci za koje je j # k Ce biti jednaki nuli, jer Braunovo kretanje
ima nezavisne prirastaje ¢ije je ocekivanje jednako nuli. Dakle,

mp—1

B(C2) = 3 B[(W(th) = W) (W) - w)’]

k=0

Dalje, intervali (¢}, 7;") i (71, t},,) su disjunktni, pa su odgovarajuéi prirastaji, W(t¢,,) — W(r})
1 W(r") — W(t}) nezavisni, i vazi

mp—1
n n 2 n n 2
B(C2) = 3 B|(W(t) = W)’ | B[ (W) - wen)?]
k=0
mp—1
= (e =T — 1)
k=0
mp—1
= Y A= N — 1)
k=0
mnp—1
<AL= NP Yy — 1) = A1 = NPT
k=0
E(C?) — 0, n — oo sledi iz |P"] — 0, n — oo. O

Podsetimo se da Rimanov integral

R= /OT ft)dt

poseduje dve veoma bitne osobine. Naime, dobijena grani¢na vrednost zbira povrsina pravougaoni-
ka koji aproksimira povrsinu ispod grafika funkcije f na intervalu [0,7] ne zavisi od particije i
tacaka podele. Primetimo da u slu¢aju integrala (7.5) to vise nije slucaj, jer grani¢na vrednost
Rimanove sume zavisi od izbora tacaka podele tf < 7 < )., gde 7' = (1 — Nt} + A}, tj.

vrednost integrala
T 2 T 1
/ Wtth::IimRn:W<)+()\——)T
0 n—o00 2

2

zavisi od A. Ako izaberemo da je A = 0, dobijamo takozvani Itov (stohasticki) integral,

T

XT) T
/Wtth:W( )—5,
0

2

ili opstije

r W?2(s) — W2(r s—r

Za izbor \ = %, dobijamo Stratonovicev integral
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Primecujemo da izbor A = % deluje daleko prirodnije, jer u tom slucaju resenje integrala odgovara

resenju koje bismo dobili u realnoj analizi. Medutim, u praksi je daleko prisutniji [tov stohasticki

integral (izbor A = 0), jer nam formiranje Rimanovih suma u krajnjim levim tackama na svakom
T

od podintervala [t7,17, ], K = 0,1,...,m — 1, omogucava definisanje integrala /G(t)th za
0

siroku klasu stohastickih procesa GG. Pored toga, moze se pokazati da je Itov stohasticki integral

martingal. Martingale ¢emo definisati u Glavi 11.



8. DEFINICIJA I OSOBINE ITOVOG

INTEGRALA

U ovom delu ¢emo definisati i dati osobine Itovog stohastickog integrala koji je osnovni alat u
stohastickoj analizi i ima veoma veliku ulogu u modeliranju slucajnosti u finansijama, fizici i
mnogim drugim oblastima.

8.1 Progresivno merljivi stohasticki procesi

Dat je prostor verovatnoca (€2, F, P) i Braunovo kretanje {W;, ¢t > 0}.

Definicija 8.1 (Istorija i buducénost Braunovog kretanja)

1) o-algebra W, = W(t) := F(W(s),0 < s < t) zove se istorija Braunovog kretanja do trenutka
t (ukljucujuéiit).

2) o-algebra W, = W (t) := F(W(s) — W(t),s > t) zove se buduénost Braunovog kretanja
nakon trenutka t.

Definicija 8.2 Familija {U(t), t > 0} o-algebri koje su podskupovi od F je neanticipirajuca ako
vaze uslovi:

1) U(t) D U(s) za svako t > s > 0 (kako vreme prolazi nase znanje se povecava).
2) U(t) D WI(t) za svako t > 0 (u bilo kom trenutku t je poznato sta se desavalo do t).

3) U(t) je nezavisna od buduénosti Braunovog kretanja W (t) za svako t > 0 (nije poznato Sta
¢e se desavati u buducnosti, posle trenutka t).

Definicija 8.3 Stohasticki proces {G(t), t > 0} je neanticipirajuéi ako za svako t > 0 vazi da je
G(t) U(t)-merljivo, pri ¢emu je {U(t), t > 0} neanticipirajuca familija o-algebri.

Intuitivno, neanticipiraju¢a familija o—algebri treba da sadrzi sve informacije koje su nam
dostupne do trenutka ¢. Kao prirodan izbor za takvu familiju o—algebri se namece familija
{G(t), t > 0} o—algebri

G(t) :==F({W,, 0 < s < t}, Xo),
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generisana istorijom Braunovog kretanja do trenutka ¢ i slucajnom promenljivom X, koja je neza-
visna od buduénosti Braunovog kretanja W,

Ideja je da za svako t > 0 sluc¢ajna promenljiva G(t) zavisi samo od informacija dostupnih iz
o—algebre U(t). U praksi ¢e nam trebati ja¢a osobina, tj. treba¢e nam da G(t) = G(t,w), w € Q
bude tzv. progresivno merljivo, Sto znaci neanticipirajuce i zajednicki merljivo i po ¢ i po w. Kako
je teorija mere koja je potrebna za ispravno definisanje pojma zajednicke merljivosti slozena i
nije predmet ovog kursa, ne¢emo je navoditi. Navedimo samo definiciju progresivno merljivog
stohastickog procesa.

Definicija 8.4 Stohasticki proces {G(t), t > 0} je progresivno merljiv ako je neanticipirajudi i
zajednicki merljiv i pot i po w.

Definicija 8.5 1) SalL?(0,T) oznacavamo prostor svih realnih progresivno merljivih stohastickih
procesa {G(t), t > 0} na intervalu [0, 7], takvih da

T

E(/G2(t)dt> < 0.

0

2) Sa LY(0,T) oznacavamo prostor svih realnih progresivno merljivih stohastickih procesa
{F(t), t > 0} na intervalu [0,T], takvih da je

E(/m(t)dt) < oo.

8.2 Itov integral step procesa

Definicija 8.6 Stohasticki proces {G(t), t > 0} € L?(0,T) zove se step proces (proces koraka)
ako postoji particija intervala [0,T], P := {0 =ty < t; < --- < t,, = T'} i slucajne promenljive
Gy, ...,G 1 takve da je

G(t) =Gy, za tp <t<tg, k=0,1,...,m—1 skoro sigurno.
Primetimo da je Gy, je U(tx)—merljiva slu¢ajna promenljiva za svako k = 0,1,..., m — 1. To
sledi iz ¢injenice da je G(t) neanticipirajudi stohasticki proces.

Definicija 8.7 (Itov integral step procesa) Neka je G € IL%(0,T) step proces. Tada je

T

/G(t)th = 2_: Gr(W (te1) — W (ty))

0

Itov (stohasticki) integral step procesa G na intervalu [0, T].

Napomena 8.1 Primetimo da su u slucaju step procesa Rimanove sume dobro definisane i da
Itov integral step procesa ne zavisi od deobnih tacaka.
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Posto je za svako fiksirano ¢, W; jedna slucajna promenljiva, sledi da je Itov integral step
procesa takode slucajna promenljiva.

Teorema 8.1 (Osobine Itovog integrala step procesa) Za sve konstante a,b € R i proizvo-
ljne step procese G, H € 1.2(0,T) vazi:

(i) } (aG(t) + bH(t))dW, = a}G(t)th + b}H(t)th (linearnost)

(ii) E(jG(t)th> —0.

T

(i) E[(Ofa(t)dwtﬂ - E( fGZ(t)dt> (Ftova izometrija)

0
Dokaz.

(i) Sledi direktno iz definicije.
(ii) Kako je {G(t), t > 0} step proces, vazi
G(t)EGk, e <t <tpi, k=1,2,....m—1,

pa iz cinjenice da je Gy nezavisno od W, ., — W, (G je U(ty)—merljivo, a W, — W,
predstavlja “deo” buduénosti nakon t) sledi

k

T m—1 m—1
E( /0 G(t)th> - E( Gr(Wi,,, — Wtk)> =5 E(Ge(Wi,, — W)
k=0 k=0
m—1
= E(Gk‘) E(Wtk+l Wtk) =0
k=0 -~

(iii) Ponovo koristedi da je {G(t), t > 0} step proces, dobijamo

T

B[( [ owaw] = 5[5 66w, ~ Wi, - ;)]
0 k=0 j=0

= E [G]Gk(Wtk+1 - Wtk)(Wt,j+1 - mJ)] :

Posmatramo prvo slucaj j < k. Tada je Wy, — W,
dobijamo

nezavisno od G;Gr(Wy,,, — W), pa

k J

B|GiGH Wiy, = We) (W, = Wi)| = 0.

Analogno se pokazuje da isto vazi za j > k. Ako je 7 = k, onda imamo

m—1 m—1
E(GZ(VVtk+1 - Wtk>2) = Z E<Gz)E((Wtk+1 - Wtk)Q)
k=0 k=0
m—1 m—1

B(GR) (e — 1) = B( X Giltrs — 1))

e
I

0

/0 ' G2(t)dt>.

=
Il

I
&
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8.3 Itov integral proizvoljnog progresivno merljivog sto-
hastickog procesa

Sada zelimo da definiSemo stohasticki integral

/0 ' G(t)dw,

za proizvoljan proces G iz L2(0,T). Ideja je da proces G aproksimiramo pomocu step procesa iz
L%(0,T), a zatim Zeljeni stohasticki integral dobijemo kao grani¢nu vrednost Itovog integrala step
procesa.

Moze se pokazati da za svaki proces G € IL?(0, T') postoji niz step procesa koji srednje kvadratno
konvergira ka G (ideja za dokaz se moze pronaci u [0]).

Lema 8.1 (Aproksimacija step procesima) Ako jeG € IL?(0,T), onda postoji niz ogranicenih
step procesa G" € 1.2(0,T) takvih da

E(/T|G—G”|2(t)dt) 50, n— oo

0

Dalje, sledi da je za proizvoljno t € [0, 7] niz integrala step procesa { fot Gnth} Kosijev
neN
u L2(0,7T), §to znaci da konvergira u L?(0,T), pa se Itov integral procesa GG moze definisati kao

grani¢na vrednost niza integrala step procesa.

Definicija 8.8 (Itov stohasticki integral) Neka je G € 1.2(0,T) i neka su step procesi
{Gn(t)v te [07T]}n€N

iz IL?[0, T dati sa
1
an (1) ::G(E), §§t< kil

n n

Tada vazi

T

E[(/(Gn - Gm)(t)th>2] _ E[/ (6" - Gm)Q(t)dt} 50, nym - oo,

0

a granicna vrednost

G"(£)dW,

n—0o0

T T
/G(t)th = lim

0 0
postoji u1L?(0,T) i predstavlja Itov stohasticki integral procesa {G(t), t € [0,T]}.

Osobine Itovog integrala koje su vazile za step procese, vaze i u opstem slucaju, sto se pokazuje
prelaskom na granicne vrednosti.

Teorema 8.2 (Osobine Itovog integrala) Za svako a,b € R i za svako G, H € L?(0,T) vazi:
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T

0

2) E(fG(t)th) —0.

3) E[(Ofa(t)dwtﬂ - E(OfGQ(t)th>,
4) E[(OfTG(t)th)(OfH(t)th)} - E(Of

1) [(aG + bH)(t)dW, = afa(t)dwt + be(t)th.

G(t)H(t)dt) .

Primetimo da je osobina 3) iz Teoreme 8.2 specijalan slu¢aj osobine 4), kada je G = H skoro

sigurno.
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9. STOHASTICKI DIFERENCIJALI

I ITOVA FORMULA

U prethodnoj glavi upoznali smo se sa stohastickim integralom, a sada ¢emo se pozabaviti sto-
hastickim diferencijalom i dati Itovu formulu koja je izuzetno vazna, jer izmedu ostalog, omogucava
da se rese neki tipovi stohastickih diferencijalnih jednacina.

9.1 Itova formula

Neka je dato Braunovo kretanje {W;, t > 0}. Izraz

t

X,(w) = / (s, )W, ()

0

mozemo formalno zapisati i na slede¢i nacin

To je takozvani stohasticki diferencijal. Sli¢no, stohasticki proces dat sa

t t
X = Xo +/f(s)ds—|— /G(s)dWs, (9.1)
0 0
moze se zapisati kao
dX; = f(t)dt + G(t)dW,, (9.2)

sto predstavlja stohasticki diferencijal stohastickog procesa {X;, t > 0} datog sa (9.1).

Od ranije znamo da vazi

N |

t
2
[, 2152
2
0

Diferenciranjem izraza

t
2/ WodW, = W2 —t
0
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dobijamo
QW dW, = d(W?2 —t) = d(W}?) — dt
ili
d(W,2) = dt + 2W,dW,. (9.3)

Sa druge strane, ako bismo diferencijal d(W}?) konstruisali formalnom primenom Tejlorovog razvoja,
dobili bismo
d(W;2) = (dW;)? + 2W,dW. (9.4)

Poredenjem (9.3) i (9.4) dobijamo da bi “trebalo” da vazi
dt = (dW,)? = dW, - dW,.
Slicno se moze pokazati da bi “trebalo” da vazi
dt-dt =0, dt-dW,=0, dW,-dt=0.

Zato uvodimo tablicu simbolickog mnozenja

‘ dt dW;
a |0 0
dw, | 0 dt
Teorema 9.1 (Itova teorema) Neka je u = u(t,xy,...,x4) neprekidna funkcija definisana na
intervalu [tg, T] x R? sa neprekidnim parcijalnim izvodima g, u,,, Ugse; zat,j = 1,2...,d. Neka
je d jednodimenzionalnih stohastickih procesa X;(t), i = 1,...,d, definisano na intervalu [ty, T

stohastickim diferencijalima
dX;(t) = f;(H)dt + G;(t)dW,, i=1,2...,d

u odnosu na isto Braunovo kretanje W;.
Tada stohasticki proces
Y; = U(t,Xl,. .. ,Xd)

ima stohasticki diferencijal na intervalu [ty, T koji je dat sa

d d d
dY, = wdt + ) "y dX; + % DY g, dXdX;.
i=1

i=1 j=1

Napomena 9.1 U Teoremi 9.1 i u nastavku ¢emo, radi jednostavnijeg zapisa, izostavljati argu-
ment

(t, Xq,...,Xq)

uz sve parcijalne izvode funkcije u.

Koristedi tablicu simbolickog mnozenja, izraz d.X;dX; mozemo zapisati kao
dX;dX; = (fi(t)dt + Gi(t)dW,)(f;(t)dt + G;(t)dWy)

G, (1) G, (t)dW,dW,
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Tada dobijamo da se diferencijal dY; moze zapisati i na drugaciji nacin

d d d
dY; = (ut+2uxifi +%ZZUWJGZ >dt+2um () dW,.
=1

=1 j5=1

Specijalno, za d = 1, vazi sledeca teorema.

Teorema 9.2 (Itova teorema za d = 1) Neka je u = u(t,x) neprekidna funkcija definisana na
[to, T] x R sa neprekidnim parcijalnim izvodima uy, u,,u.,. Dalje, neka je stohasti¢ki proces X;
definisan svojim diferencijalom

dX, = f(t)dt + G(t)dW,.

Tada stohasticki proces
}/;5 = ’U,(t, Xt)

ima stohasticki diferencijal dat sa

1
AYe = (ur+ f (s + 5 G (ttze) dt + .G (1) AW,

9.1.1 Neki primeri vezani za Itovu teoremu

Primer 9.1 Neka su dati procesi {X;(t), t € I} i {X»(t), t € I} sa stohastickim diferencijalima

dXs(t) = fo(t)dt + Ga(t)dW,.

Zelimo da odredimo d(X1(t)X(t)) koristeéi Teoremu 9.1 za d = 2 (u(t,x1,13) = 2175). Vazi
A1) X (1)) = X2 ()X (1) + d(X (1) X (1)
F 20+ dX(D)XAD) + X ()d(XalD) +0)

=X1(1)d(Xa(t)) + d(X1 (1)) X2(t) + d(X1(8))d(Xa(1),
—G1 (1) G (t)dt

Sto mozemo zapisati i na sledec¢i nacin

d(X1(H)X2(t)) =(X1(t) fa(t) + Xo(t) f1(t) + G1(t)Ga(t)) dt
+ (X1 (6)Ga(t) + Xo(£) G4 (1)) dW,.

Gore data formula za d (X, (t) X»(t)) se u literaturi ¢esto naziva Itovo pravilo mnozenja. Njenim
integraljenjem u intervalu [s,r] C I dobijamo formulu

/ " Xo(1)dXy (1) = Xy (1) Xa(r) — Xy (s) Xa(s) — / "X (1) dXa(t) — / "G DG )t

koja se moze smatrati formulom za parcijalnu integraciju u Itovom kalkulusu.

Ako specijalno uzmemo da je
Xq(t)=t i Xo(t) =W,
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za koje vazi

AX:(t) =1-dt+0-dW,, dXo(t)=0-dt+1-dW,,

dobijamo

Sa druge strane, ako izaberemo
Xl(t) == Xg(t) = Wt,

dobijamo
d(W?) = dt + 2W,dW,. 0

Primer 9.2 Za proizvoljnu skalarnu funkciju v = u(t, x) koja zadovoljava uslove Itove teoreme i
za Xy = Wi 1Y, = u(t, Xy) = u(t,W,), imamo

1
d(u(t,Wy)) = (u(t, Wy) + éum(t,Wt»dt + ug (t, W) dW,.
U specijalnom slucaju kada funkcija u ne zavisi od t, i imamo u = u(x), vazi
1
d(U(Wt)) = éu”(Wt)dt + U,(VVt)th,

Sto u integralnom obliku zapisujemo kao

u(Wy) = u(0) + %/0 u"(W)ds +/0 u (W) dW,.

Ako je, na primer, u = u(x) = 2", n € N, i X; = W; 1Y; = w(X;) = w(W;), onda vazi
1
d(Wy) = §n(n — D)W/ 2dt + nW, W,
dok specijalno za n = 2 ponovo dobijamo

Primer 9.3 Neka je dat stohasticki proces

t t

X;=Xo— %/G%s)ds + /G(s)dWS.

0 0

Izracunajmo stohasticki diferencijal procesa Y, = eXt. Primetimo da
dx, —%Gz(t)dt + G @)W
Koriste¢i Teoremu 9.2 za u = u(x) = e dobijamo da je stohasticki diferencijal procesa Y; dat sa
Y, = ( - %GQ(t)eX* + %GQ(t)eXt>dt + G AW, = VG () dW,,

pri éemu Yy = e*X0 > 0. U
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Lema 9.1 Neka su {W;,t > 0} i {W,, t > 0} dva nezavisna jednodimenzionalna Braunova
kretanja. Tada vazi o -
d(WtWt) - Wtth -+ Wtth. (95)

Dokaz. Neka je X, stohasticki proces dat sa

L
=5

Primetimo prvo da je X; Braunovo kretanje jer vazi:

X, Wi+ W,).

(1) Xo = \%(Wg + Wy) = 0 skoro sigurno.

(2) X; ima nezavisne prirastaje, jer W i W, imaju nezavisne prirastaje. Naime, posmatramo
prirastaje X, 1 X; — X5 za s <,

1 — 1 _
X, = E(Ws +Wy), Xi—X,= E((Wt — W)+ (W, —W,)

koji su nezavisni, jer su slucajne promenljive dobijene kao Borelove funkcije nezavisnih
slucajnih promenljivih takode nezavisne.

(3) X, je zbir dve nezavisne slucajne promenljive sa normalnom N (0, £) raspodelom, pa vazi
X N(0,¢).
Slicno, X; — X, : N(0,t — s), iz ¢ega sledi da proces X; ima stacionarne prirastaje.
To znaci da X; (kao i W i Wt) zadovoljava formulu iz Primera 9.1,
d(X}) = 2X;d X, + dt.
Dalje je

1 1—o W, + W2 1 R =
4= (2w,

pa vazi
_ 1 1.,
d(WWy) = d(X7) = 5d(W7) — 5d(W)

1 = — 1

W, + W, dW,+dW,
V22
= W, dW, + W dW, + W dW, + W, dW, — W, dW, — W ,dW,
= W, dW, + W dW,.

== 2 - Wtth - Wtth

U

Primetimo da formula (9.5) odgovara formuli za izvod proizvoda dve deterministicke funkcije.
To je posledica pretpostavke da su dva Braunova kretanja {W;, t > 0} i {Wy, t > 0} nezavisna.
U opstem slucaju to pravilo ne vazi (videti Primer 9.1).
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Primer 9.4 (Ornstajn-Ulenbek proces) Nekasua >0 i o € R fiksirani brojevi. DefiniSemo
modifikaciju stohastickog integrala {Y (t), t > 0} kao

t
Y, = Ue_at/ e dW,
0

sa skoro svuda neprekidnim trajektorijama. Stohasticki diferencijal dY; dobijamo koriséenjem
Teoreme 9.2 za Y; = u(t, X;), gde u(t,x) = e 'z i

t
X = a/ e*dWs.
0

Naime,

dXt = U@atth,

pa dobijamo
dY, = —ae ' X, dt + oe®te " dW, = —aY,dt + odW,. [

9.2 Zadaci

ZADATAK 9.1 Neka je {W;, t > 0} standardno Braunovo kretanje. Dat je proces
t
M, = (W7 —t)* - 4/ W2ds.
0

Odrediti stohasticki diferencijal procesa { My, t > 0} i izraziti M, kao stohasticki integral.

Resenje: Neka je X; = (W2 — t)%. Tada je dM; = dX; — 4W2dt. Da bismo odredili dX;
primenjujemo Itovu formulu na funkciju u(t, z) = (2% — ¢)%. Dobija se

dM, = AW2Edt + AW, (W2 — t)dW, — 4W2dt = AW, (W2 — t)dW,,

odnosno .
M, = / AWL(W2 — §)dW,.
0
ZADATAK 9.2 Dat je stohasticki proces { Xy, t > 0},
Xt =1 + VVta t Z 07
pri éemu je {W;, t > 0} standardno Braunovo kretanje. Odrediti dY;-dZ; ako su procesi {Y;, t > 0}
i{Z;, t > 0} dati sa
Yi=X? i Z =tX,.
Resenje: 1z X, =t + W, dobijamo stohasticki diferencijal
dX; = dt + dW,.

Koristec¢i Itovu formulu racunamo dY; i dZ;, jer

Vi =u(t, Xy), wu(t,x)= 22,
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Zy=v(t, Xy), v(t,z) =tz

Imamo
dY, = (14 2Xy)dt + 2X, dWy,  dZ, = (t + X;)dt + tdW,.
Dakle,
d)/t N dZt — QtXt dt,
jer dWy - dW, =dt, dt - dt = dt - AWy = dW; - dt = 0. O

ZADATAK 9.3 Dato je standardno Braunovo kretanje {W,, t > 0}.

2
(i) Odrediti srednju vrednost stohastickog procesa datog sa Z; = te%_XT, teRgdejeX =W,
1Y =W5—Wi.

(ii) Odrediti stohasticki diferencijal procesa V; = 3tW; — W32 t > 0, izraziti ga kao stohasticki
integral (ako je to moguce) i odrediti E(V}).

ResSenje:

(i) Vazi X : N(0,1)1Y : N(0,4), i slucajne promenljive X i Y su nezavisne. Dalje

<1 1 y_22 _22 _y?
E(Zt):/ / ?\/S_Wtef_Te_Te_?dxdy

1 1 <1 2 >~ 1 1 2 (&
= —te2 —e " dx/ e s gy = \/jt
\/§ /oo \/E J—oo V 8T % 2

(ii) Primenom Ttove formule na V; = u(t, W;), gde u(t, z) = 3tz — z*, dobijamo
1
AV, = (3W, — 6W)dt +3(t — W)W, = 3(t — W7)dWW..

Dalje
t
V, = / 3(s —WHdW,, V=0
0

E(V;) = E(/Ot 3(s — Wf)dm) —0.

ZADATAK 9.4 Dati su dva puta neprekidno-diferencijabilna funkcija u = u(x), standardno Braunovo
kretanje {W;, t > 0} i stohasticki proces Y; = tu*(W;), t > 0. Odrediti dY;.

ZADATAK 9.5 Dati su stohasticki procesi

Xt - t(l - QWt), Zt — WE + Xt, t Z O
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(i) Proveriti da li postoji konstanta « takva da je zadovoljena jednakost

dZt . th — aitdt — QWtdt = —dXt . th
ZADATAK 9.6 Dat je stohasticki proces { Xy, t > 0} sa stohastickim diferencijalom

1
dXt - —Z(dt + th),

pri ¢emu je sa W, oznaceno standardno Braunovo kretanje. Pronaci stohasticki proces ciji je

ay; 1W,
stohasticki diferencijal jednak Tt + §Ttdt’ gde Y, = —tW,e*Xt.
et

ZADATAK 9.7 Neka je X; = tW;, t > 0, gde je {W;, t > 0} standardno Braunovo kretanje. Resiti
jednacinu

D(/Ot\/2_des> —E(/Otidws/ot(us)dm)+2/1dXt-th=0

I+s 0

po t.

ZADATAK 9.8 Dati su stohasticki procesi { X;, t > 0} 1 {Y;, t > 0} sa stohastickim diferencijalima
dXy = [x()dt + gx (£)dWy,  dYy = fy(t)dt + gy (¢)dW,

gde gy'(t) = gy (t). Neka je Z, = tX;. Odrediti stohasticki proces {D;, t > 0} ako je

dD; = dZ, - dY; + 3t2dW,.



10. STOHASTICKE DIFERENCIJALNE

JEDNACINE (SDJ)

Stohasticke diferencijalne jednacine (ili skra¢eno SDJ) su osnovni alat u modeliranju realnih sis-
tema koji su podlozni uticaju sluc¢ajnih promena i zbog toga imaju veliku primenu u finansijama,
fizici, biologiji i slicno. U ovoj glavi ¢emo se posvetiti nekim tipovima stohastickih diferencijalnih
jednacina, kao i pitanju jedinstvenosti i egzistencije resenja SDJ.

10.1 Resenje stohasticke diferencijalne jednacine

Neka je {W;, t > 0} Braunovo kretanje i Xy slu¢ajna promenljiva nezavisna od W;. Oznacimo sa
U(t) :=F (Xo; W(s), 0<s<t),
o-algebru generisanu slucajnom promenljivom X i istorijom Braunovog kretanja do trenutka ¢
(ukljuéujudi t).
Neka su za T > 0 date Borelove funkcije

b:Rx[0,T] — R,
B:Rx[0,T] = R.

Definicija 10.1 Stohasticki proces {X;, t € [0,T]} je resenje (Itove) stohasticke diferencijalne
jednacine

dXt — b(Xt, t)dt ‘I— B(Xt7 t)th
X(0)=Xy, 0<t<T,

ako je:
1) {X;, t €[0,T)} progresivno merljiv stohasticki proces u odnosu na {U(t), t € [0,T]},
2) b(Xy,t) € LY(0,T),
3) B(X,,t) € L2(0,T),

t t
4) Xy = X(t) = Xo+ [b(Xs,s)ds + [ B(Xs, s)dW, skoro sigurno za sve t € [0, 7.
0 0
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10.2 Primeri SDJ

U nastavku navodimo neke primere SDJ, kao i njihova resenja, Sto se lako moze proveriti koris¢enjem
[tove formule.

Primer 10.1 Neka je G neprekidna (deterministicka) funkcija. U Primeru 9.3 smo pokazali da

je proces Y, = eXt, gde
t t

X, =X, — %/GQ(s)ds + /G’(s)dWS,
0 0

resenje stohasticke diferencijalne jednacine
1 1
Y, = ( — 5GADE + §G2(t)eXt>dt + G AW, = Y,G()dW,,

sa pocetnim uslovom Yy = eX° > 0.
Ukoliko bismo specijalno izabrali G = 1 i Xy = 0, dobili bismo stohasticku diferencijalnu
jednacinu
dY, =YidW,, Yy=1 (10.1)
Cije je resenje stohasticki proces
Y, = Wims,

Ako bismo jednacinu (10.1) formalno interpretirali kao obi¢nu diferencijlnu jednacinu, dobili bismo
da je njeno resenje Y, = eVt. Dakle, mozemo reéi da, na neki nacin, ulogu obi¢ne eksponencijalne
funkcije u stohastickom kalkulusu preuzima funkcija Y; = Wi, O

Primer 10.2 Neka su f i g neprekidne (deterministicke) funkcije. Slicno kao i u Primeru 10.1,
dobijamo da je resenje SDJ

dX = f(t)X,dt + g(t) X, dW;,  X(0) =1

oblika

Xt:exp</0t (f(s)—%g%g))ds%—/otg(s)dws» 0<t<T. -

Pomocu stohastickih diferencijalnih jednac¢ina moguce je opisati slucajne promene cena akcija
na finansijskom trzistu. U nastavku navodimo primer iz [6] koji to pokazuje.

Primer 10.3 (Cena akcije) Neka S(t) = S; oznacava cenu akcije u trenutku t, t > 0. Evoluciju
cene akcije S(t) u vremenu moZemo modelirati pretpostavljajuci da relativna promena cene akcije,

dS—S:, zadovoljava sledec¢u stohasticku diferencijalnu jednacinu
ds
?t = pdt 4 odW, (10.2)
t

gde je p drift, a o volatilnost cene akcije. Neka slucajna promenljiva Sy predstavlja pocetnu cenu
akcije u trenutku t = 0.
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D D

Odnos dS—SLt predstavlja stopu prinosa ili rentabilnost cene akcije. Modeliranje cene akcije vrsimo

tako $to predpostavijamo da je jedan deo stope prinosa proporcionalan stopi prinosa novca inve-
stiranog u banci po nerizicnoj kamatnoj stopi (to je faktor pdt, gde je u mera proseénog rasta
cene akcije), a drugi deo je podloZan slucajnim poremeclajima u ceni koji se modeliraju pomocu
Braunovog kretanja (to je faktor cdWy, gde je o volatilnost stope prinosa,).

Na osnovu (10.2) dobijamo
dS; = pSydt + S dW,,  S(0) = Sy, (10.3)
pa koris¢éenjem rezultata iz Primera 10.2 dobijamo da je resenje SDJ (10.3) dato sa
Sp = SpeWH=z7,

Isto se moze dobiti primenom Itove formule na log S,

1 1 1 1
1 — — 2 — —)s29,2 — W,
d( og St) 0dt + St ,UStdt + 9 ( St2 ) g St dt + St O'Std t

_ (u _ %&) dt + odWW,.

Formula (10.3) se moze predstaviti u integralnom obliku

t t

Sy = Sy + /uSsds + /aSdeS.
0 0

Posto je za svako fiksirano t, S; slucajna promenljiva koja se moze posmatrati kao funkcija od
Wi, tj. Sy = f(Wy), a Sy je nezavisna od buducnosti Braunovog kretanja nakon t = 0, mozemo
izracunati E(S). Dobijamo

B(S) = B(S)E(e 0 47) = B(S) [ eor i (a)da
1

oo 1;2
= E(So)e(“_é‘#)t/ e”" i dx

1 1 2 to?
= E(So)e(“_é‘ﬂ)t/ e~ 2@ 5y
—oo V21t

= E(So)e“t,
gde je koriséeno da je

1 2
e 2, jer W, : N(0,1)
2m

YW, ($) =

ida je

- ¥

e~ 2t (@10) gy — 1,

|
jer je podintegralna funkcija gustina raspodele slucajne promenljive sa N (to,t) raspodelom.
Primetimo da je funkcija h(t) = spe*, koja odgovara E(S;) (uzimamo sy = E(Sp)), resenje
obic¢ne diferencijalne jednacine
MO _ phie), h(0) = 50
Sto je jednacina koju bismo dobili kada bismo u (10.3) stavili o = 0. Dakle, ocekivana cena akcije
odgovara deterministickom resenju jednacine (10.3) za o = 0. O
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10.3 Egzistencija i jedinstvenost resenja SDJ

Teorema 10.1 Neka je data jednacina
dX; = b( Xy, t)dt + B(Xy, t)dW,, X(0) =X, 0<t<T < o0, (10.4)

i neka su b(x,t) i B(x,t) deterministicke i merljive (Borelove) funkcije na R x [0,T]. Neka postoji
k > 0 takvo da vazi:

1) Lipsicov uslov: Za svako t € [0,T] i svako x,y € R vazi

2) Restrikcija rasta: Za svako t € [0,T] i svako x € R vazi
bz, t)* + Bz, )] < k*(1+ |2]).

Tada jednacina (10.4) ima jedinstveno resenje X; na intervalu [0,7T] koje je neprekidno (skoro
sigurno) i koje zadovoljava pocetni uslov X (0) = Xp.

Za razliku od obic¢nih diferencijalnih jednacina, ne postoje opSte poznate metode za resavanje
stohastickih diferencijalnih jednacina, osim u specijalnim sluc¢ajevima, i uglavnom se metodi koji
se koriste u resavanju obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina ne mogu uopstiti na stohasticke. U slucaju
SDJ koje ispunjavaju odredene kriterijume, moguce je odrediti vezu izmedu SDJ i obi¢ne diferen-
cijalne jednacine koju zadovoljava ocekivanje resenja te SDJ.

Teorema 10.2 Posmatramo linearnu SDJ oblika
dX, = (A@)X; +a(t)) dt + (Bt) X, + b(t)) dWs, Xy =C, t € [to,T).

Neka su A(t), a(t), B(t) i b(t) deterministicke funkcije, a C' je sluc¢ajna promenljiva (ne mora biti
konstanta). Ako je E(|C|*) < oo, tada postoji m(t) = E(X,) (X, je jedinstveno resenje SDJ) i
predstavlja resenje ODJ

m/(t) = At)m(t) + a(t), m(ty) = E(C).
Teorema 10.3 Resenje SDJ
dX, = (AX; +a(t)) dt + b(t) dW;, X;y =C, t€ [to, T,

dato je sa

t t
X, = CeAltt) +/ e =q(s) ds—l—/ eA=p(s) dW,.

to to

Itov stohasticki integral sa deterministickom podintegralnom funkcijom ima normalnu raspo-
delu, sto je rezultat koji se ¢esto koristi.

Teorema 10.4 Ako je g(t) realna, deterministicka funkcija iz L*[ty, T), tada

/tg(s) dW, : N (0, /t g*(s)ds).

to to



10.3 Egzistencija i jedinstvenost reSenja SDJ 151

Primer 10.4 Stohasticka diferencijalna jednacina iz Primera 9.4,
dX; = —aXdt + odW,, te€[0,T], (10.5)

opisuje Braunovo kretanje ¢estice pod uticajem sile trenja i nijedne druge sile i naziva se Langevi-
nova jednacina. Ovde X, predstavlja brzinu Cestice u trenutku t ako je pocetna brzina jednaka
Xo=0. Ako je Xy = C, gde E(C?) < 00, onda je resenje SDJ (10.5) dato sa

t
X, =Ce " 4+ ae"‘t/ e dWs.
0

Napomenimo da resenje X; Langevinove jednacine mozemo dobiti i primenom Teoreme 10.3 za
A(t) = —a, a(t)=0, bt)=0, ty=0.
Teorema 10.4 nam omogucava da odredimo ocekivanje od Xy,
t
E(X,) = E(Oe*at) + E( / e’o‘(t’s)adWS>
0

= E(C) +0o E( / t e_a(t_s)dW5>
0 J

[\

-~

=0

=e “E(0).
Primetimo da E(C') postoji, jer postoji E(C?). Oznac¢imo
m(t) == e “E(C).
Iz Teoreme 10.2 dobijamo da je m(t) resenje obicne diferencijalne jednacine
m/(t) = —am(t), m(0)=E(C).
Ponovnim koriséenjem Teoreme 10.4, mozemo odrediti i D(X;). Naime, kako je
D(X,) = E(X}) - E*(Xy),

preostaje da izracunamo E(X}?).
Vazi

E(X?) :E<026—2at> —|—E<2(]e—at /t 6_a(t—s)0dWS> +E<02(/t e_a(t—s)UdWS)2>
0

0

t t
= e B(C?) + 20e B (C / e AW, ) + o* B ( / e taw,)?).
0 0

Slucajna promenljiva C' je nezavisna od buducnosti Braunovog kretanja nakon t = 0 pa vazi

E(C /0 t e*a@*S)dWS) - E(C)E( /0 t e*a“*s)dWS) —0,

a iz osobine Itovog stohastickog integrala (ili Teoreme 10.4) sledi

E((/Ot ea(ts)dWs>2) = E(/O (efa(tfs))2d8) _ /Ot o-20(t-5) Jg _ %(1 _ o2ty

(0%

t
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Dakle,

2

i(l o 6—2at) o 6—2atE2(C) — 6—2atD(C) 4 0_(1 o 6_2at).

DX — —2atE 2 2,
(Xy) =e (C’)—i—a 5 o

Pretpostavimo sada da C' ima normalnu raspodelu, tj.
C: N(a,d?).

To znaci da je, za svako t, slucajna promenljiva X; data kao linearna kombinacija dve slucajne
promenljive sa normalnom raspodelom, jer

t t
/ =) gy, :N(O,/ e_QO‘(t_s)dt).
0 0

Dakle, X; takode ima normalnu raspodelu sa izracunatim ocekivanjem i disperzijom. Primetimo
da

E(X;)=E(C)e* =0, kadat— oo,
2 2

o
D(Xt) = 672atD(C) + %(1 - 672at) — %, kada t — oQ,
pa vazi
N(0,Z
o (05)
2a O

Primer 10.5 Neka je {X;, t > 0} stohasticki proces koji je resenje Langevinove jednacine (videti
Primer 10.4). Neka je {Y;, t > 0} proces koji zadovoljava SD.J

dY, = X, dt, t >0, Y(0) =Y.

Kao sto je receno, proces X; predstavlja brzinu cestice u trenutku t. Onda iz

Yy
“t_ X
dt !

vidimo da je Y, polozaj te cestice u trenutku t i vazi

¢
Yt:Yo—i—/ X, ds.
0

Posto iz Primera 10.4 znamo da je E(X;) = E(C)e™*, mozemo lako da odredimo ocekivanje
sucajne promenljive Y; za fiksirano t > 0,

B(¥;) = B(vy) + B( /X ds :E(YO)+/tE(XS)ds

t
E(Y) / B(C)e=ds = B(Yy) + E(C) / 0% ds
0

= B(Y%) + - B(O)(1 - ).
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[ako se metode u resavanju obi¢nih diferencijalnih jednacina u opstem slucaju ne mogu pri-
meniti kod stohastickih diferencijalnih jednacina, u nekim slucajevima nas resenje odgovarajuce
ODJ moze dovesti do resenje SDJ, sto ¢e biti pokazano u narednom primeru.

Primer 10.6 Neka je g : R — R deterministicka, neprekidna funkcija takva da g € L[ty T).
Zelimo da resimo stohasticku diferencijalnu jednacinu datu sa

dY; = g(t)Y; dW,, Y, = c = const. (10.6)

Ako je dat stohasticki proces u integralnom obliku, onda se, koriste¢i Itovu formulu, moze
izracunati njegov stohasticki diferencijal i samim tim odrediti SDJ koju taj proces zadovoljava.
Medutim, osim ako ta SD.J nema neki od specijalnih oblika koje smo do sada videli kroz primere,
nije je lako resiti.

Znamo da je resenje ODJ

dato sa
tj.

Zato definiSimo proces
Ult)y=InY(t) =u(Y(t)), gdeu(x)=Inz.

Koristeci Itovu formulu, mozemo odrediti dU (t). Vazi
1
dU(t) = =5g°(6)dt + g(£)dW’,

Sto u integralnom obliku zapisujemo

Ut) - U(0) = —+ / " P(s)ds + / ' G(s)dW..

2 to to
Primenom eksponencijalne funkcije na ceo izraz dobijamo
1 t t 1 t t
Y; = exp(InYy,) - exp ( - —/ g*(s)ds +/ g(s)dWS> = - exp ( - —/ g°(s)ds + / g(s)dVVs).
2 to to 2 to to

Vidimo da nam je u ovom slucaju poznavanje resenja ODJ, koja ima oblik kao SDJ koju zelimo
da resimo, pomoglo da dodemo do resenja date SD.J.
Na ovaj nac¢in mozemo do¢i i do reSenja SDJ

dY; = f(t)dt + g(t)Y; dW;, Y, = ¢ = const.
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10.4 Zadaci

ZADATAK 10.1 Dat je stohasticki proces

t
th(z—t)/ QLdWS, teo,2).
0

(i) Dokazati da je Xy, t € [0,2) resenje stohasticke diferencijalne jednacine

X
dX, = —(2 _tt>dt FtdW,, X =0.

(ii) Izracunati E(X,) i E(X;Z;), ako je stohasticki proces Z; dat sa
t
Zt = / (2 — S)dWs.
0

ReSenje:

(i) Neka je

t S
Y, :/ dWs.

Tada dY; = 55dW, i X, = u(t,Y;), gde u(t, x) = (2—t)x. Koristedi Itovu formulu dobijamo

X
dX, = -3 ttdt+tth.

(ii) Koristi¢emo da je

E(/OtGdW> —0, E((/OtGdW)(/OtHdW)) :E(/OtGHds>.

Dobijamo,

ZADATAK 10.2 Pokazati da je sa

t t
Y; = 6—2f0 s2ds+2 [ sdWs 4t

dato resenje stohasticke diferencijalne jednacine

dY; = dt + 2t(Y, — t)dW,, Yy = L.

ZADATAK 10.3 Dato je standardno Braunovo kretanje {W;, t > 0}. Odrediti stohasticku diferen-
cijalnu jednacinu koju zadovoljava stohasticki proces
2
Y, = 2ezbtHeWe 4 >
Odrediti za koje konstante b i ¢ vazi
2
E(Y,) = 2e7.
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ZADATAK 10.4 Dokazati da je stohasticki proces
t t
X, =Ye* +/ ez(t_s)sds—i-/ 29 2qW,,
0 0

gde je Y : N(0,1), resenje stohasticke diferencijalne jednacine
dX, = (2X, + t)dt + t*dW,, X, =Y.

Odrediti E(X;), D(X}) i raspodelu stohastickog procesa {X;, t > 0}.
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11. MARTINGALI

Posmatramo fer igru kod koje je isplata u trenutku ¢ slucajna promenljiva Y; takva da je E(Y;) =
0, « = 1,2,...,n. Neka se isplate realizuju u dikretnim vremenskim trenucima i neka su one
nezavisne u svakom vremenskom trenutku. DefiniSimo sumu

koja predstavlja ukupan isplacen novac zakljuéno sa trenutkom n. Pretpostavimo da su poz-
nate sve uplate zakljuéno sa trenutkom n, sto je ekvivalentno poznavanju slucajnih promenljivih
Yi,...,Y, ili S1,...,95,. Zanima nas koja bi bila nasa najbolja procena za dobitak u nekom
budué¢em trenutku, tj. cemu je jednako

E(Sn+k|"r(sla .- 'aSn))7 k€ N.

Ovde o—algebra generisana sa Si,...,.S, sadrzi sve naSe akumulirano znanje o isplatama u fer
igri zaklju¢éno sa trenutkom n.
Koristeci osobine uslovnog oc¢ekivanja dobijamo
E(Snik|F(S1,....5%) =EY 1+ -+ Y, + -+ Y k| F(S1,...,5n))
=F(S,|F(S1,...,5n))
+ E(Y + -+ Yok F(S1, .., Sh))

=S, +EY,i1+ -+ Yoir)
=S, + E(Yn+1) +oot E(Yn+k)
=5h.

Dakle, najbolja procena “buduée vrednosti” S,.x je (samo) S,. To znaci da je ocekivani
dobitak u bilo kom buduc¢em trenutku, ako su poznati dobici do tada, jednak trenutnoj sumi
novca. To je ocekivano, jer je u pitanju fer igra. Ako igra nije fer, dobitak bi mogao i¢i u prilog
igracu ili ne, i u skladu sa tim bismo dobili

E(Spin|F(St,...,5,)) > S,
ili
E(SpikF(S1,...,50)) < S
Grubo receno, niz slucajnih promenljivih Sy, Ss, ... za koji vazi

E(Snir F(Si,...,50) = S, (11.1)

naziva se martingal. Koncept martingala ima svoje poreklo u igrama na sre¢u (kockanju) i opisuje
fer igru. Kako su neki aspekti kockanja “prisutni” u finansijskoj matematici (posebno u teoriji
finansijskih derivata), martingali imaju veliku primenu u finansijskoj matematici, ali i raznim
oblastima moderne verovatnoce i stohasticke analize.
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11.1 Definicija martingala

Primetimo, oc—algebra
JT"n ::f(Sl,...,Sn)

sadrzi sve informacije o isplatama u pomenutoj fer igri zakljucno sa trenutkom n. Kako vreme
prolazi, nase znanje o prethodnim isplatama se samo moze uvecavati (na veé postojeéa znanja
dodajemo nova). Niz o—algebri za koji to vazi ¢ini filtraciju i oznacava se sa {F,, n € N} ili

{fn}neN'

Definicija 11.1 Neka je (2, F, P) prostor verovatnoca. Niz o—algebri Fy, Fa, ... na ) takvih da
flgfgggfngfn+1§§f, n €N

se zove filtracija.

Intuitivno, F,, predstavlja nase znanje o posmatranom eksperimentu ili dogadajima u trenutku
n, n € N. Tac¢nije, F, sadrzi sve informacije do trenutka ¢ o tome da li se dogadaj A desio ili
ne. Kako n raste, bi¢e sve vise takvih dogadaja A, to jest, familija {F,}, (koja predstavlja nase
znanje) bice sve veda.

Pretpostavimo da je &, &, ... niz slu¢ajnih promenljivih i da je Fi, Fa, ... filtracija pri ¢emu
oni ne moraju imati nista zajednicko. Medutim, u praksi, filtracija obi¢no sadrzi znanje koje se
akumulira posmatranjem ishoda nekog slucajnog niza.

Filtracija se moze definisati tako da svako JF, sadrzi sve informacije koje se mogu dobiti iz
odgovarajuceg niza &1, &s, ... do trenutka n.

Definicija 11.2 Kazemo da je niz slucajnih promenljivih &,&,,... adaptiran (prilagoden)
filtraciji Fi, F, ... ako je slucajna promenljiva &, JF,—merljivo za svakon =1,2,....

Neka je dat niz slu¢ajnih promenljivih &, &5, . ... DefiniSimo o—algebru F,, kao o—algebru
generisanu slu¢ajnim promenljivama &1, ..., &,, tj.

fn:f(§1’§27"'7§n)7 n € N.

Primetimo da niz JFj, Fa,... Cini jednu filtraciju i da je za svako n slucajna promenljiva &,
Fn—merljiva. Iz Definicije 11.2 sledi da je niz &;,&,... adaptiran filtraciji Fi, Fa,.... Ovo
je prirodan nac¢in da definisemo filtraciju koja odgovara nekom nizu sluc¢ajnih promenljivih, Sto
¢emo Cesto koristiti.

Definicija 11.3 Niz slucajnih promenljivih &;,&,, ... se zove (diskretni) martingal u odnosu
na filtraciju Fi, Fo, ... ako vaze uslovi:

(i) &, je integrabilna® za svakon = 1,2, ... (ekvivalentno uslovu da E(|,|) postoji),

(ii) Niz &1,&s, ... je adaptiran filtraciji Fy, Fo, . . .,

(iii) E(&n11|Fn) = &, skoro sigurno, za svakon =1,2,....

*u smislu mere verovatnoce P
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Osobina (iii) u Definiciji 11.3 se naziva martingalsko svojstvo.

Napomena 11.1 U nastavku obi¢no neéemo naglasavati da jednakosti koje ukljucuju uslovno
ocekivanje (kao u tacki (iii) Definicije 11.3) vaze skoro sigurno, nego ce se to podrazumevati.

Primer 11.1 Neka je 1,19, ... niz nezavisnih integrabilnih slucajnih promenljivih takvih da
E(n,) =0,n=1,2,.... Definisimo

o=+ -+, 1 Fo=Fm, ...,0n), n=1,2,..

Moze se pokazati da je niz &;,&,, ... martingal u odnosu na filtraciju Fy, Fo, . . ..
Slucajna promenljiva &, je integrabilna za svako n, jer je E(&,) = 0. Takode, niz &1,&,, ... je
adaptiran filtraciji Fy,Fs, ..., jer je &, = f(m,...,nn), pa je samim tim i JF,,—merljiva za svako

n. Ostalo je da pokazemo da vazi martingalsko svojstvo, tj.
E(&ni1|Fn) =&, za svako n.
Slucajna promenljiva &, je JF,—merljiva, pa vazi
E(&nlFn) = &n,

dok je n,+1 nezavisna od F,,, pa

E(Un+1|~7:n) = E(nn+1) = 0.

Sledi
E(&ni1|Fn) = E(&alFn) + Bl Fn) = n- O

Primer 11.2 Neka je X1, X5, ... niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istim zakonom raspodele

-1 1
X"'(l/Q 1/2>, n € N.

Definisimo slucajne promenljive S, := X, + ...+ X,, 1 &, :=S2 —n, n € N. Pokaza¢emo da je
&1,&, ... martingal u odnosu na filtraciju F;, Fo, ..., gde

./T"n:./t‘(Xl,...,Xn), n € N.

Kako je E(|S,]) < E(|X41|) + ...+ E(|X,|) = n, vazi E(S?) < n* < oo za svako n. Sledi da
je &, integrabilna za svako n, tj. E(|¢,]) < n?+n < oo. Jasno, vazi &, = f(X1,...,X,), pa je &,
Fn—merljiva za svako n.

Da bismo pokazali martingalsko svojstvo koristimo da su sluc¢ajne promenljive S,, i 5% F,—mer-
ljive, pa vazi

idasu X, 1 Xflﬂ nezavisne od F,,, Sto znaci da vazi

E(Xpi1|Fn) = BE(Xo1) =0, E(XZ.,|F) =EB(X2,) =1

Koristeci sve to dobijamo
E(&n1|Fn) = E(SZ+1|fn) —(n+1)
= E(Sp|Fn) + 2B(Su X1 |Fo) + BE(Xp | Fo) — (0 +1)
= Sn + 285, B(Xp1) + E(Xp ) — (n+1)
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Primer 11.3 Dat je niz nenegativnih, nezavisnih sluc¢ajnih promenljivih Xy, Xs,... na (Q,F, P)
sa ocekivanjem F(X;) =1 za svei € N. Neka je My :=1i

(i) Slucajne promenljive X,,, n € N su nenegativne, pa E(|M,|) = E(|X4]) - ... E(|X,]) = 1,
n€NgiE(My) =FE(1l)=1.

(ii) Definisimo filtraciju Fo, Fi, ... takvu da F, := F(Xy,...,X,). Tada je M, F,—merljiva
slucajna promenljiva.

(iii) Da bismo dokazali da je niz My, My, . .. diskretni martingal u odnosu na filtraciju Fo, Fi, . . .
ostalo je da proverimo uslov

E(M,1|Fn) = M,.

Koristeéi da je M,, F,—merljiva i da je X,, 11 nezavisna od F,,, dobijamo

E(Mn+1|fn) = E(Man+1|~Fn) - MnE(Xn+1|]:n)

= MyE(Xpi1) = M,.
O

Primer 11.4 Neka je &,&,, ... martingal u odnosu na filtraciju Fi, Fo, . ... Koriste¢i martingal-
sko svojstvo dobijamo

E(E(£n+l|'rn)) = E(Sﬂ)? n e N

Sa druge strane, znamo da je E(E(X|v)) = E(X) za bilo koju slucajnu promenljivu X i c—algebru
vV, pa vazi

E(E(€n+1|fn)) = E(gn-i-l)v ne N

Sledi
E(&,) = E(£1) zasvakon € N, 0

Ukoliko je neka igra takva da je ocekivani dobitak u nekom buduéem periodu veéi ili manji
od dobitka u sadasnjem trenutku, a to se moze ostvariti bez dodatnih ulaganja ili koris¢enja “in-
sajderskih” informacija, onda martingalsko svojstvo nije zadovoljeno i odgovarajuci niz slucajnih

promenljivih je submartingal ili supermartingal. Za takvu igru kazemo da nije fer.

Primer 11.5 Posmatramo kretanje cena akcija na finansijskom trzistu. Oznacimo sa S, cenu
akcija na pocetku dana n. Grubo receno, za finansijsko trziSte kazemo da nema arbitraze ako
nije moguée sa pozitivnom verovatno¢om ostvariti prihod ni iz ¢ega (bez ulaganja ili dodatnih
informacija o kretanju cena na trzistu), sto odgovara uslovu da za svako n vazi

E(Sni1]Fn) = Sn,
gdefn:f(SO,Sl,...,Sn). U

Definicija 11.4 Niz slucajnih promenljivih &1, &, . . . se zove (diskretni) submartingal u odnosu
na filtraciju Fi, Fo, ... ako vaze uslovi:

(i) &, je integrabilna za svakon = 1,2, ... (u smislu da E(|§,|) postoji ),
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(ii) Niz &1,&,, ... je adaptiran filtraciji Fi, Fo, . . .,

(iii) E(&n+1|Fn) > &, skoro sigurno, za svakon =1,2,.. ..

Primer 11.6 Neka je &, &, . .. niz kvadratno integrabilnih sluc¢ajnih promenjivih (tj. E(£?) < oo
za svako i). Pokazacemo da ako je &,&, ... martingal u odnosu na filtraciju {F,}nen, gde je
Fn=F(&,...,&), onda je {£2},en submartingal u odnosu na istu tu filtraciju.

Prva dva uslova u definiciji slede direktno iz formulacije. Naime, niz {£2},en je adapti-
ran filtraciji {F,}n, jer je {&,}nen adaptiran istoj filtraciji (€, je F,—merljiva, pa je £ takode
Fn—merljiva). Ostalo je da za svako n pokazemo vazi

E(&uialFn) = &

Znamo da za svako n vazi
&n = E(€n+1|fn>a

jer je {&.bnen martingal. Funkcija p(z) = x? je konveksna, pa primenom Jensenove nejednakosti
(Teorema 2.3) dobijamo

2

&= (B(GnlF)) < BEalR). .
Definicija 11.5 Niz slucajnih promenljivih &;,&,, ... se zove (diskretni) supermartingal u
odnosu na filtraciju Fi, Fa, ... ako vaze uslovi:

(i) &, je integrabilna za svakon = 1,2, ... (u smislu da E(|&,]) < o0),
(ii)) Niz &1,&,, ... je adaptiran filtraciji Fi, Fa, . . .,

(iii) E(&ni1|Fn) < &, skoro sigurno za svakon =1,2,. ...

Do sada smo posmatrali niz slu¢ajnih promenljivih koje predstavljaju (diskretni) martingal u
odnosu na neku filtraciju. Taj niz slu¢ajnih promenljivih mozemo interpretirati kao stohasticki
proces kod koga je parametarski skup diskretan. Na analogan nac¢in mozemo definisati martingale
kao stohasticke procese kod kojih je parametarski skup interval na realnoj pravoj. U ovom slucaju
se kao prirodan izbor za filtraciju namece istorija tog procesa.

Podsetimo se, istorija stohastickog procesa {X;, t > 0} do trenutka ¢ (ukljucujuéi i trenutak
t) je o-algebra definisana sa

Fi=F(X,,0<s<t).

Definicija 11.6 Neka je I C R. Familija o—algebri {F;, t € I} je filtracija na prostoru verova-
tnoca (2, F, P) ako je Fs C F; C F za svako s,t € I, s <.

Definicija 11.7 Neka je I C R. Stohasticki proces {X(t),t € I} je martingal u odnosu na
filtraciju {F;, t € I} ako vazi:

(i) X (t) je integrabilna slucajna promenljiva za svako t € I (tj. E(|X(t)]) < oo).
(ii)) X (t) je Fi—merljiva za svakot € I (tj. {X(t), t € I} je adaptiran fitraciji {F;, t € I}).

(iii) E(X(t)|Fs) = X(s) skoro sigurno, za svako s <t, s,t € I.
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Napomena 11.2 Ako je filtracija {F;, t € I} istorija stohastickog procesa {X(t),t € I} ili
nekog drugog procesa pomocu koga je {X(t), t € I} definisan, onda uslov (ii) u Definiciji 11.7
sledi direktno iz definicije te filtracije.

Na analogan nac¢in definiSemo submartingale i supermartingale.

Definicija 11.8 Neka je I C R. Stohasticki proces {X(t),t € I} je submartingal (odnosno
supermartingal) u odnosu na filtraciju {F;, t € I} ako vazi:

(i) X (t) je integrabilna slucajna promenljiva za svakot € I (tj. E(|X(t)]) < oo).
(ii)) X (t) je Fi—merljiva za svakot € I (tj. {X(t), t € I} je adaptiran fitraciji {F; t € 1}).

(iii) E(X(t)|Fs) > X(s) (odnosno E(X (t)|Fs) < X(s)) skoro sigurno, za svako s < t, s,t € I.

Primer 11.7 Ako je {N(t), t > 0} Poasonov proces sa stopom rasta \, moze se pokazati da je
{N(t) — Mt, t > 0}, martingal u odnosu na istoriju Poasonovog procesa.

Naime, E(|N(t)—At|) < E(N(t))+ At = 2\t < 0o i koriste¢i da Poasonov proces ima nezavisne
prirastaje dobijamo da zat > s > 0 vazi

E(N(t) = MtINs) = E(N(t) = N(s)|Ns) + E(N(s)|N.) — At
= E(N(t) — N(s)) + N(s) — Mt
=Mt —35)+ N(s) — At = N(s) — As,

gde je sa Ny = F{N(s)| 0 < s < t} data istorija Poasonovog procesa {N;, t > 0}. O

Primer 11.8 Stohasticki proces {eWt_%,t > 0} je martingal u odnosu na istoriju Braunovog
kretanja W, = F{W,|0 < s < t}. (Ovaj martingal se naziva eksponencijalni martingal.)

v . .. _t . .. . ..
Za svako t, slucajna promenljiva et~z je W,—merljiva i vaZi
)

> 1 2 J
e~ efe” 2 dx

/oo V2T
o0 1 o 2
/ e_(2tt) dr =1 < oo,

N J/

t t

E(je™2)) = e E(e™) =

N+

Sto se moze iskoristiti u dokazu da E(e"t~2|W,) = E(e"+~3) zat > s > 0. Braunovo kretanje
ima nezavisne prirastaje i W, je W,—merljivo pa vazi

E(eWt’%|Ws) = e’%E(eWt’WSeWS W) = e~zeWs E(eVrWs) = eWe3,

———
R -
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11.2 Martingali i Braunovo kretanje

Neka je {W,;, t > 0} Braunovo kretanje i W, = {W,|0 < s < t} istorija Braunovog kretanja do
trenutka ¢.

Teorema 11.1 {W,, t > 0} je martingal u odnosu na istoriju Braunovog kretanja.
Dokaz. Neka je t > s. Tada
EWiWs) = E(W, — W [Ws) + E(Ws|[Ws).

Dalje, Wy, — Wy : N(0,t — s), prirastaj W, — Wy je nezavisan od W, pa samim tim i od W;, dok
je Wi Wi—merljivo, pa sledi

E(Wt - Ws’Ws) = E(Wt - Ws) = 07 E(WS|WS) = Ws'
Lako dobijamo da vazi

E(W W) = Ws. 0

Teorema 11.2 {W? —t, t > 0} je martingal u odnosu na istoriju Braunovog kretanja.

Dokaz. Neka je t > s. Slucajnu promenljivu W2 mozemo zapisati kao

WP = (W, = W,)? + 2W,(W, — W) + W
Dalje, prirastaji W, — W, i (W; — W,)? su nezavisni od W, i W; — W, : N(0,t — s), pa vazi

EW, = WW;) = E(W, — W) =0,
E((Wt — WS)2\WS) = E(W, - WS)Q) =t—s.
Dodatno, slu¢ajne promenljive W, i W2 su W,—merljive. Sledi,
E(W2W,) = E((W, — W)* W) + 2E(W, (W, — W) [W,) + E(WZW,)
=t—s+2W,E(W, — W,|W,) + W2 =t — s+ W,

¢ime je dokazano da vazi martingalsko svojstvo

E(W? —tW,) = W2 —s. -

Pokazali smo da su {W;, t > 0} i {W? —t, t > 0} martingali u odnosu na istoriju Braunovog
kretanja, a pored toga od ranije znamo da vazi Wy = 0 s.s. i da Braunovo kretanje ima skoro
svuda neprekidne trajektorije. Moze se pokazati da svaki proces koji ima te karakteristike jeste
Braunovo kretanje.

Teorema 11.3 (Levijeva karakterizacija Braunovog kretanja) Neka je
Fi=F(X;, 0<s<t)

istorija stohastickog procesa { Xy, t > 0} do trenutka t. Proces {X;, t > 0} je Braunovo kretanje
ako 1 samo ako
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1. Xy = 0 skoro sigurno.
2. X; ima neprekidne trajektorije.
3. X; je martingal u odnosu na F;.

4. X2 —t je martingal u odnosu na F;.

Primer 11.9 Neka je ¢ > 0. Ako je {W;, t > 0} Braunovo kretanje, onda je stohasticki proces
{V(t), t >0}, gde V(t) := LW (c?*t), takode Braunovo kretanje.

c

Ovo se moze pokazati po definiciji ili koriste¢i Teoremu 11.3, Sto ¢emo sada pokazati.

Jasno, prva dva uslova iz Teoreme 11.3 su zadovoljena: V(0) = 0 s.s. i V(t) ima neprekidne
trajektorije zato Sto Braunovo kretanje ima neprekidne trajektorije. Da bismo pokazali preostala
dva uslova neophodno je da nademo vezu izmedu istorije procesa {V (t), t > 0},

G =F{V(s)|0<s <t}
i istorije Braunovog kretanja. Vazi

1
Gi = F{-W(c)[0 < s St = F{W(c*)[0 < s < 't}

=F{W()|0 <7<t =Wa.

Prvo éemo pokazati da je {V(t), t > 0} martingal u odnosu na {G:};. Jasno, E(|V(t)|) < oo sledi
iz ¢injenice da E(|W;|) < oo, dok za 0 < s < t vazi

1 1
E(V(1)|Gs) = —B(W (1) We,) = “W(c*s),
jer je {Wy, t > 0} martingal u odnosu na {W,, t > 0}.

Slicno, {V%(t)—t, t > 0} je martingal u odnosu na istoriju tog procesa, jer E(|V?(t) —t]) < oo
sledi iz definicije i za t > s > 0 vazi

E(V2(¢) - 1|G,) = C%E(WQ(CQt) W) = 0—12(W2023 _ 2s)
= VZ(S) -5,

Sto sledi iz ¢injenice da je {W?(t) —t, t > 0} martingal u odnosu na {W;, t > 0}. O

11.3 Zadaci

ZADATAK 11.1 U kutiji se nalazi r crvenih i b plavih kuglica. U svakom izvlacenju se iz kutije
izvlaci jedna kuglica, sa vracanjem, i u kutiju se ubacuje jos a kuglica iste boje.

(a) Neka je Z, broj crvenih kuglica u posudi posle n—tog izvlacenja. Dokazati da niz {Z,}, ¢ini
lanac Markova i odrediti verovatnoce prelaza za jedan korak. Da li je lanac Markova {Z,},,
homogen ili nehomogen?
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(b) Neka je sa X,, oznac¢en udeo crvenih kuglica u posudi posle n—tog izvlacenja. Dokazati da je
{X,, n € N} martingal u odnosu na filtraciju {F,,, n € N}, gde F,, = F(Y1,...,Y,). Slucajna
promenljiva Y,, n € N uzima vrednost 1 ako je u n—tom izvlacenju izvucena crvena kuglica,
a u suprotnom uzima vrednost 0.

Resenje:
(a) Ukupan broj kuglica u posudi posle n—tog izlac¢enja je r + b+ n - a. To znaci da je
P{Z 1 =rvs1lZpn =10y Zn1="Tn1,..., Zog =1} = P{Zyi1 =1r0s1|Zn =10}
i {Z,, n € N} je nehomogen lanac Markova. Verovatnoce prelaza za jedan korak su

r+b+an—ry,

r+btan Tnt1 = Tn
_ _ _ Tn J—
P{Zpi1 = roni|Zn =} = § o2, Tngl = Tn +a
0, inace.

(b) E(|X,|) < oo vazi, jer 0 < X,, < 1. Takode, X,, = —Z»— je funkcija koja zavisi od Y7, ..., Y,

r+b+an
jer Z, = f(Y1,...,Y,). Dakle, {X,, n € N} je adaptiran u odnosu na filtraciju {F,,, n € N}.
Vazi
E(Xp1|Fn) =E(Xpi1|Zn = 1)
T'n + aYn—i—l
=P (Vo1 = 0}B( Yisr =0)
o } r+b+a(n+ 1)1 "
T'n + aYn+1
PV = 1}E( Vi =1)
PV =1} r+b+a(n+ 1)1 "
r+b+an—r, T, T T+ a
= . + . — Xn’
r+b+an r+b+an+1) r+b+an r+b+aln+1)
pa zakljucujemo da je {X,, n € N} martingal u odnosu na filtraciju {F,, n € N}. O

ZADATAK 11.2 Dat je niz nezavisnih i ogranic¢enih slucajnih promenljivih Xy, Xs, ... takvih da
je |Xk| < a < oozasvako k =1,2,.... Neka je S, = Y ,_, Xi. Nadi dovoljan uslov da bi niz
{52 — E(S?)},, bio diskretan martingal u odnosu na filtraciju {F, },, gde F,, = F(X1, Xo, ..., X,,).

Resenje: Kako vazi
E(Sp1 — BE(Spi1)Fa) = Si = E(Sy) + 2E(X41) (S — B(S,)),

sledi da je {S? — E(S?), n € N} martingal u odnosu na filtraciju {F,, n € N} ako je E(X, 1) = 0.
U

ZADATAK 11.3 {Y, },>0 je niz apsolutno integrabilnih sluc¢ajnih promenljivih adaptiranih filtraciji
{Fu}n>0. Pretpostavimo da postoje realni brojevi u,, v,, n > 0, takvi da

E(Y, 1| Fn) = unYs + vy

Pronadi nizove realnih brojeva {a,}n>0 I {bn}n>0, a0 = 1, by = 0, takve da je niz slucajnih
promenljivih M, := a,Y,, + b,, n € N martingal u odnosu na istu filtraciju.
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Resenje: Da bi niz { M, },en bio martingal u odnosu na {F, },en treba da vazi
E(Mpia|Fr) = My,
£,
E(Mn+1|~’rn) = an+1E(Yn+1|Fn) + bn+1 = 6Ln—&-lu’n}/n + Apy1Vn + bn—i—l = a,Y, + bn

Dobijamo
-1

Ap41 = Ay, , Ao = 17 bn+1 = by — QAp41Un, b(] = 0.

Indukcijom se moze pokazati da vazi

n—1

Huk , Qg = b, = — Zak+1vk’ bo = 0.

k=0 O

ZADATAK 11.4 Dat je niz nezavisnih, jednako raspodeljenih slucajnih promenljivih

-6 -2 2 6
Xn.(1/4 1/4 1/4 1/4), n=12....

Dokazati da je niz {7, = cos(mn)sin <§Sn>, n € N}, gde je S, = Xy + ...+ X,,, martingal u

odnosu na filtraciju Fi, Fa, ..., gde je F, = F(Xq,..., Xp).

ZADATAK 11.5 Neka je X : U(0,1). Dat je niz slucajnih promenljivih X;, Xs, ... definisan na
sledeéi nacin: Ako je dato X; = wx1,...,X,_1 = x,_1, tada X,, ima uniformnu raspodelu na
intervalu (0, z,—1).

(a) Dokazati da je E(X,1) = 2~ "D,
(b) Dokazati da je {X,}, supermartingal u odnosu na filtraciju {F,},, Fn = F(X1,...,Xn).

ZADATAK 11.6 Pokazati da je {e*Vte™2 t > 0} martingal u odnosu na istoriju Braunovog kre-
tanja ako je {W;, t > 0} standardno Braunovo kretanje.

Resenje: Treba pokazati da je {G;, t > 0}, G; := e?"te™2 martingal u odnosu na filtraciju
Wy, t > 0} W, = {W,, 0 < s < t}. Jasno, G; je adaptirano filtraciji W, jer je i {W,, t > 0}
adaptirano u odnosu na {W,, t > 0}.

Neka je 0 < s < t. Prirastaj W, — Wy je nezavisan od W, i W, je W,—merljivo, pa dobijamo

E<62Wt|WS> _ E<62(Wt—WS)€2WS|WS) _ 62W3E<62(Wt—ws)|ws) _ 62W5E<62(Wt—Ws)>'
Kako prirastaj W; — W, ima normalnu raspodelu sa ocekivanjem nula i disperzijom ¢ — s, sledi

1 2
E 2(Wem Ws / ———¢ W dx

m

E<€2Wt6_2t|Ws) = W28

Posto je E(|G:|) < oo za svako t, sledi da je G; martingal u odnosu na W;. O

(z—2(t—s)
SO ats) g p2t-5)

Dobijamo
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ZADATAK 11.7 Neka je dat stohasticki proces {X;, t > 0} sa stacionarnim i nezavisnim prirasta-
jima, oc¢ekivanjem jednakim nula i disperzijom o%t. Dokazati da je {Z;, t > 0}, gde je

Zy=a(X? —oxt)+Y:, acR,

martingal u odnosu na istoriju stohastickog procesa {X;,t > 0} zaklju¢no sa vremenom t, ako je
{Y;, t > 0} martingal u odnosu na istu filtraciju.

Resenje: Koristimo da je {Y;, t > 0} martingal i da vazi

E(a(X} — 0%t)|Fs) = aok(t — s) + aX? — aokt = aX} — aoks, s<t. -

ZADATAK 11.8 Dokazati da je stohasticki proces {X,, t > 0}, gde je X, = e~ 2 cosh W,, martingal
u odnosu na istoriju Braunovog procesa'.

"Vazi coshz = L (e” + %)
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12. NEKE PRIMENE SDJ

U MATEMATICI FINANSIJA

Za razumevanje ovog dela udzZbenika potrebno je predznange iz finansijske matematike
(pre svega osnovni pojmovi i nacini trgovanja na finansijskom trzistu).

Svaki investitor ulaze novCana sredstva u finansijske aktive (roba, valute, akcije, menice i
drzavne hartije od vrednosti, finansijski derivati) sa ciljem da ostvari prinos. Medutim, investitor
se suocava sa odredenim rizikom da njegovo ulaganje nece rezultirati u skladu sa ocekivanjima. U
poslednje vreme se poklanja velika paznja prac¢enju i upravljanju rizicima na finansijskim trzistima.
Zbog toga postoji velika potreba za modelima koji treba da sto bolje predvide fluktuacije na fi-
nansijskom trzistu i smanje rizik u poslovanju. Potreba za modelima zastite od rizika je rezul-
tirala pojavom finansijskih derivata koji predstavljaju hartije od vrednosti ¢ija je cena izvedena
iz cena drugih finansijskih instrumenata. Oni omogucavaju investitorima da posluju sa smanje-
nim rizikom. U nastavku ¢e biti predstavljeni neki modeli koji opisuju evoluciju cena finansijskih
instrumenata na trzistu.

12.1 Koks - Ros - Rubinstajn (CRR) model

U nastavku ¢emo predstaviti CRR model koji omogucava pracenje cena akcija na trzistu pod
odredenim uslovima.

Posmatra se vremenski interval [0, L] i vrsi se particija tog intervala takva da je duzina svakog
od T podintervala jednaka At, tj.

th —tr1=At, k=1,2,...,T
za
to <ty <+ <tp.
Jasno, tada je L = TAt.

Aktiva predstavlja konkretne oblike sredstava sa kojima raspolaze preduzece ili pojedinac. Kod
CRR modela pretpostavljamo da imamo sledec¢e aktive:

1) Nerizi¢ne* aktive (prinos od aktive se sa sigurnoséu zna);

2) Rizicne' aktive.

*riskfree assets
frisky assets
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CRR model pretpostavlja da se tokom svakog vremenskog intervala [ty,tx.1] (ekonomsko)
stanje menja na dva nacina, ili raste ili opada. Takode, koje ¢e se od te dve promene desiti ne
zavisi od prethodnih promena stanja.

Pretpostavimo da se rast desava sa verovatnocom p € (0,1), a pad sa verovatnotom ¢ = 1 — p,
gde se verovatnoca p odreduje na osnovu osobina (kriterijuma) trzista.

12.1.1 CRR model i sluéajan hod

Neka je rizicna aktiva akcija koja predstavlja hartiju od vrednosti ¢ijom kupovinom se stice
vlasnistvo nad delom kapitala akcionarskog drustva.

CRR model pretpostavlja da u svakom vremenskom intervalu [tg, ;1] cena akcije moze da
raste sa faktorom u, od Sy do Sipi1 = Spu, dok cena akcije opada sa faktorom d i to sa S; na
Ske1 = Skd. Pri tome su u i d konstante rasta, odnosno pada i nezavisne su od vremena, a vazi
0<d<1<u.

Promene pojedinacne cene se mogu modelirati pomocu niza {E;, i € N} Bernulijevih slu¢ajnih

promenljivih takvih da je
u d
Ez' . s =1-
(20) o=t

za svako ¢+ = 1,...,7T. To znaci da se cena akcije u kona¢nom vremenskom trenutku 7' moze
zapisati kao
Sp =Sk -...- Ep,

gde Sy predstavlja pocetnu cenu akcije. Ako sa

a S
Hy = logE; = logS—T
i=1 0

oznacimo slucajnu promenljivu koja pokazuje logaritamski rast cene akcije, onda je cena akcije u
trenutku 7" jednaka
Sy = Spelo8FrBr) = g eXinalosBr — G oHr.

Definisimo konstante 1 i ¢ na sledeé¢i nacin:
L Bllog B, o = - D(log E))
= A o) i) = AL o) i)
T= A8 7T A
Vazi
E(log E;) = plogu + qlogd,
D(log E;) = E((log E;)*) — E*(log E;)
= plog®u + qlog®d — (plogu + qlog d)?
= p(1 — p)log®u + q(1 — ¢)log® d — 2pqlog ulog d
= pq(logu —log d)?,
pa dobijamo
! (pl + qlogd)
= —(plo
n Al plogurqloga),
2

1
o’ = qu(logu —logd)*.
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Kako je
E(log E;) =nAt, i D(log E;) = 0?At,

mozemo standardizovati (normalizovati) slu¢ajnu promenljivu log E;. Neka je
log E; — E(log E;)  log By — nAt

Xi = (lo Ez =
(log £4) D(log E) oV At

Posto je X; standardizovana slucajna promenljiva, znamo da je E(X;) =01 D(X;) = 1. Izrazimo
sada log F; iz gornje formule kao

log E; = nAt + oV AtX;.
Primetimo da ako je E; = u (8to se desava sa verovatno¢om p), onda je
logu — E(log ;) ¢

D(log E;) VPa

Ako je E; = d, tada
logd — E(log E;) P

D(log E;) \/p_q

To znadi da X; ima slede¢u raspodelu:

p
Dodatno, slucajne promenljive X;, i = 1,..., T, su nezavisne. Sada imamo

T T
Hp = Zlog E; = Z(nAt +0/(ADX;)
i=1 i=1
T T T
= ZnAt + ZU\/A_tXi =nTAt + O'\/A_tZXi
i=1 i=1 i=1

T
=nL+oVAt) X,
=1

Dobijena formula prikazuje logaritamski rast cena Hp kao zbir deterministickog dela, nL, i slucajnog

T
dela, oV At > X;. Svako X; opisuje promenu cene akcije za vreme i—tog podintervala modela.
i=1

Konacna cena akcije (cena u kona¢nom, krajnjem trenutku 7) je tada

T
nL+ovV At Z X;
St = SoeHT = Soe =1

gde je n drift, a o volatilnost (nestabilnost) cene akcije.
[zraz

1 /S 1
— <_):_H
T8, T T

mnogi autori zovu stopa prinosa. Razlog za to je Sto je gornji izraz ekvivalentan sa izrazom

sT
St = SQ@ >
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koja pokazuje da cena akcije neprekidno raste sa stopom s. Niz {X;, i € N} koji opisuje ponasanje
cena akcije u svakom vremenskom intervalu je jedan primer slu¢ajnog hoda, jer u svakom trenutku
slucajna promenljiva X; moze imati dve vrednosti (cena akcije moze da poraste ili da opadne).

Dobijeni zakljucci se mogu iskazati slede¢om teoremom.

Teorema 12.1 Za C' RR model kod koga je verovatnoca da cena raste p, a da cena opada g = 1—p,
koji ima trajanje L = T'At i vremenske prirastaje At, cena akcije u krajnjem trenutku je data sa

T
nL+oVAL Y X;
ST = SQG =1

gde je
1
0= (plogu+qlogd)
drift cene akcije, a
2

o = qu(logu —logd)?

disperzija cene akcije. Tada je

T
YT = Z Xi;
i=1
gde su X;, v =1,...,T nezavisne slucajne promenljive sa raspodelom

9 __D_
XZ-:(W? ﬁq).
p q

Primer 12.1 (Binomni model kretanja cena akcija) Neka je pocetna cena akcije So. Nakon
jednog perioda, sa verovatnoéom p € (0,1), cena akcije raste sa faktorom w (tj. cena akcije je

jednaka S, := uSy), a sa verovatnoéom q = 1 — p, cena akcije opada sa faktorom d (cena akcije je
tada Sy := dSy). Neka je ud = 1.

Nakon dva perioda, cena akcije moze da poraste, a zatim opadne (to se desava sa verovatnoéom
pq) 1 nakon cega je jednaka S,q = dS, = duSy = Sp. Ili, cena akcije moze da opadne, a zatim
poraste (sa verovatnocom pq) i u tom slucaju je jednaka

Sdu = ’LLSd = Ung = So.
Ako cena akcije oba puta poraste (sa verovatno¢om p*), nakon dva perioda ¢e ona biti jednaka
Suu = U2S(),

a ako oba puta opadne, bice jednaka
de == d250.

Ako sa S, oznacimo cenu akcije nakon n—tog perioda, onda imamo
uSy dS ) ( u d ) ( u?Sy udSy, d*S ) ( u? ud d? )
St =5 , Sy =5 :
1(pq "\p ¢ 2 ¥ 2q ¢ "\ p* 2pq ¢
Slicno, nakon tri perioda imamo
oo d d*
S35, )
3100 < P 3% 3¢ P >

Ovo se moze predstaviti na takozvanom binomnom stablu koji opisuje kretanje cene akcije (videti
Sliku 12.1).
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Slika 12.1: Binomno stablo za n perioda

Primetimo,

E(S,|S)) : E(5]51 = uSy) E(S:|S = dSp) _ pu2Se + qSo pSe + qd2So
2]51) - P{S; =uSy} P{S; = dSp} D q ,

jer vazi

25, S Sy d2S
SS:S:UOO),SS:dS:<° 0).
2’{1 U0}<p q 2‘{1 0} p q

Uslovno ocekivanje E(55|S1) je F(S1)—merljiva slu¢ajna promenljiva, Sto znaci da postoji Borelova
funkcija f : R — R takva da
E(52[51) = f(51).

Kako je
d
E(Sa11) = So(pu + qd) ( . ) _ (pu+ qd)Sh,

imamo
f(z) = (pu+qd)z, zeR

Sliéno, moze se pokazati da vazi
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12.2 Cena akcije i Braunovo kretanje

Akcije su hartije od vrednosti koje su veoma popularne medu investitorima jer im obezbeduju
visok profit. Medutim, velike promene u ceni akcija i nepredvidivnost kretanja cena akcija ih ¢ine
veoma rizicnom investicijom. Cilj svakog investitora je da minimizuje taj rizik, zbog ¢ega postoji
velika potreba za kvalitetnim modelima koji bi obezbedili bolje predvidanje buduéih cena akcija
i obezbedili investitorima pomo¢ prilikom donosenja odluka o tome koje akcije da prodaju, kupe
ili zadrze. lako se promena cene akcije moze modelirati kao lanac Markova, ovaj metod je veoma
neprecizan, Sto ¢ini njegovo koris¢enje veoma rizicnim. Po jednom od najpoznatijih modela koji se
koriste za kratkoro¢no predvidanje buducih cena akcija, cena akcije prati geometrijsko Braunovo
kretanje, o cemu ¢e biti reci u nastavku.

Podsetimo se prvo definicije Braunovog kretanja sa driftom i volatilnoséu.

Definicija 12.1 Stohasticki proces {ﬁv/t, t <0} je Braunovo kretanje sa driftom 7 i volatilnoséu
o ako vaze uslovi:

1) Wo = 0 skoro sigurno.

2) {I/IN/t, t > 0} ima nezavisne prirastaje.

3) W, — W, N (n(t—s),0%(t —s)), t>s>0.

Specijalno, za n = 0 i 02 = 1 dobijamo standardno Braunovo kretanje {W;, t > 0} i vazi
Wi =t + oW,

sto sledi direktno iz definicije normalne raspodele, za s = 0.

12.2.1 Geometrijsko Braunovo kretanje

Ukoliko bismo posmatrali cenu akcije kao ¢esticu koja je konstantno “bombardovana” manjim
¢esticama u vidu transakcija, onda bi normalna raspodela, odnosno Braunovo kretanje bila razu-
man izbor za modelovanje cena akcije. Medutim, ukoliko bismo cenu akcije modelirali kao
Braunovo kretanje, susreli bismo se nekim oc¢iglednim problemima:

e Braunovo kretanje moze biti negativno, dok cena akcije ne moze biti negativna.

e Oznacimo sa S; cenu akcije u trenutku ¢t. Ako bi cena akcije u trenutku ¢ bila jednaka T//Iv/t,
onda bi (na osnovu definicije) ocekivana promena cene na intervalu [s, ¢] bila jednaka

E(S;—Ss) = E(W, —W,) =n(t —s).
To bi znacilo da cena akcije ne zavisi od pocetne cene akcije u trenutku s, sto nije realna
pretpostavka.

. . .. L. . Sy — 5
Vise smisla bi imalo modelirati stopu prinosa : 0

pomoc¢u Braunovog kretanja, jer je ta
0
veli¢ina nezavisna od pocetne cene. Na primer, stopa prinosa koja je jednaka 10% opisuje i slucaj

porasta cene sa 100$ na 110$, ali i i slucaj porasta sa 1$ na 1.1$, nebitno od pocetne cene. Dakle,
ovi problemi se mogu resiti pretpostavkom da je cena akcije u trenutku t jednaka

_ Hy
St = Soe s

gde je Sp pocetna cena, a H,; logaritamski rast cene akcije. Tada bismo proces {H;, t > 0}
modelirali Braunovim kretanjem {W;, ¢t > 0}.
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Definicija 12.2 Stohasticki proces {ve, t > 0}, gde je {T//Iv/t, t > 0} Braunovo kretanje sa driftom
n 1 volatilnos¢u o, zove se geometrijsko Braunovo kretanje.

Modeliranjem cene akcije u trenutku ¢ kao
S, = Spe't

obezbedili bismo nenegativnost cene akcije koja bi sada zavisila od pocetne cene akcije Sy.
Ako pretpostavimo da je H; Braunovo kretanje sa driftom 7 i volatilnos¢u ¢, onda imamo

H;, = log (g—;) =nt+ oW,

gde je W, standardno Braunovo kretanje (n =01 0% = 1).
Dakle, H; = log(g—z) ima normalnu raspodelu takvu da vazi

E(H,) = E(log (%)) = nt,

D(H,) = D(log (%)) = 0%,
t.

log (g—;) : N(nt, ot),

S,
pa kazemo da S—t ima log-normalnu raspodelu.
0

Koristec¢i da log (g—;) ima normalnu raspodelu, mozemo izrac¢unati ocekivanu cenu akcije u

trenutku £. Naime, vazi

S o St &
E(é) — B =) :/ ¢ oy, () dx
1 * (=nt) 1 *
N \/2—215/ e dr = \/2—215/ M V2er = ot da
T™o —0o0 Yixex —00

1 * 2 1 o2 [ V2, 2
— 6—((1 —ﬁﬁaa)da — et 6—((1—71?0) da
VT /oo VT

—0o0

2
t
e e'r]t‘i‘% s

gdejea:%:’fi

je gustina raspodele slu¢ajne promenljive sa normalnom N (?to, %) raspodelom. Dakle, ocekivana
cena akcije u trenutku ¢ je jednaka

0'2t
E(S;) = Spe™ 7,
Na slican nacin se moze pokazati da vazi

D(S)) = (Soet™ 1) (7 — 1).
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Napomena 12.1 Modeliranju cene akcije mozemo pristupiti i na drugaciji nacin. Naime, stopa
prinosa cene akcije u kratkom vremenskom intervalu [t,t + At] je data sa

ASi _ Serar — S

St Sy
Ako At — 0, tu stopa prinosu mozemo posmatrati kao stopu prinosa u kratkom vremenskom
periodu dt. Na taj nacin dobijamo trenutni prinos cene akcije koji oznacavamo sa %. Ako

pretpostavimo da je trenutni prinos cena akcija proces Braunovog kretanja, onda vazi

d
DS _ it + odW,.

t

gde je Wy standardno Braunovo kretanje. To se moze zapisati i na sledec¢i nacin:
dSt = T]Stdt + aStth,

Sto je stohasticka diferencijalna jednacina iz Primera 10.3 za koju smo veé¢ rekli da modelira
promenu cene akcije.

12.3 Blek - Solcova jednaé¢ina za cenu evropske opcije

Opcije su finansijski derivati koji omogucavaju osobi koja ih poseduje da kupi ili proda odredenu
imovinu po unapred odredenoj ceni tokom nekog vremenskog perioda. Ako je opcija evropska,
nju je moguce izvrsiti samo na datum dospeca, dok se americke opcije mogu izvrsiti bilo kada
zakljuéno sa datumom dospeca.

Posmatramo problem odredivanja vrednosti evropskih opcija u proizvoljnom vremenskom
trenutku ¢ pre trenutka dospeca T', ili specijalno, problem odredivanja cene opcije koju treba
platiti za pravo kupovine ili prodaje za unapred odredenu cenu E koju garantuje data opcija.
Oznac¢imo sa V' (S, t) vrednost opcije u trenutku ¢.

Specijalno, neka je:
e (C(S;,t) vrednost kupovne opcije u trenutku t,
e P(S;,t) vrednost prodajne opcije u trenutku t.

Pretpostavimo da cena akcije (ili neke druge aktive na koju se opcija odnosi) prati model ge-
ometrijskog Braunovog kretanja.

Dalje, ozna¢imo sa o(t) volatilnost cene akcije u trenutku ¢, a sa r(¢) nerizicnu kamatnu stopu
u trenutku ¢, koja je poznata funkcija vremena u periodu dok vazi opcija. Neka je pored toga:

- iskljuéena moguénost arbitrazet;
- aktiva na koju se odnosi opcija ne obezbeduje dividendu;
- nema troskova transakcije;

- moguce je neprekidno trgovanje aktivom;

fArbitraza je moguénost da se ostvari trenutni profit bez rizika sa pocetnim ulaganjem ili da se vremenom
ostvari profit, ali bez ikakvih ulaganja.
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- Finansijsko trziste je likvidno®, a aktiva je deljiva¥ sto znaci da je u svakom trenutku moguée
trgovati sa delom akcije;

- volatilnost je konstantna tokom vremena i poznata jell;
- nerizi¢cna kamatna stopa je konstantna i poznata;

- dozvoljena je kratka prodaja (eng. short selling) koja predstavlja pozajmljivanje hartija od
vrednosti za koje se ocekuje da ¢e im cena pasti i da ¢e se prodati na berzi, sa idejom da se
kasnije te iste hartije od vrednosti kupe po nizoj ceni.

Ako je na datum dospeca cena akcije S; vecéa od unapred odredene cene (Sy > E), onda ¢e se
kupovna opcija izvrsiti, a ako je St < E, tada se kupovna opcija nece izvrsiti.

Funkcija prihoda za kupovnu opciju u momentu 7' je
C(St,T) = max{Sr — E,0},

a za prodajnu je

P(ST,T) = maX{E - ST, O}

Vrednost opcije V(5;,t) je funkcija od ¢, a S; prati model geometrijskog Braunovog kretanja,
tj.
dSt = nStdt + O'Stth,

pa mozemo primeniti Itovu formulu da bismo izracunali

ov ov 1 0%V ov oV 10%V
= s+ Llar+ = 48,d8, = L (nS,dt + 0:8,d CAMp
a3, St + BN +28St2 SidSy 8St(nst + oS dW;) + ot +235t2

Dobijamo stohasticku diferencijalnu jednacinu za proces V (S, t),

ov ov. oV 10*V
av(Sy,t) =o0Si—=dW, + ( nSi=—= + — + =
( t ) tGSt t (77 t@St It 28&2
Sada konstruisemo portfolio (skup svih razli¢itih vrednosnih papira) koji se sastoji od jedne opcije
i —A akcija. Broj —A je trenutno nepoznat, ali smatramo da je konstantan u kratkim vremenskim
intervalima duzine dt (iako, $to ¢emo pokazati, ta konstantnost zavisi od S; i t). Vrednost ovakvog
portfolija u trenutku t je 7, gde

dV(St, t) O'QSt2dt.

0233) dt. (12.1)

Ty = V(St,t) - ASt (122)
Pokazacemo da je promena vrednosti ovog portfolija u vremenskom periodu duzine dt jednaka
dﬂ't = dV(St, t) - AdSt

Koriste¢i da S; prati model geometrijskog Braunovog kretanja i formulu (12.1) dobijamo sto-
hasticku diferencijalnu jednacinu

ov ( ov. oV 10*V
NSy

d?TtZUSta_Stth+ 8_5}+E+§65t2

ov ov. v 10°V
_ _A - 2q2 A )
O'St <_aSt ) th + (nSt_aSt + _8t + 5 aStQO' St nSt) dt

UQSt2) dt — A(nStdt + O'Stth)

§Finansijsko trziste je likvidno ako je u svakom trenutku moguée kupiti ili prodati finansijske instrumente bez
uticaja na njhovu cenu.

YAktiva je nedeljiva ako se ne moze podeliti bez gubitka funkcionalnosti ili vrednosti.

IOva pretpostavka je slaba tacka modela jer u realnom svetu volatilnost nije ni konstantna, ni poznata, a ima
veliki uticaj na cenu opcije.
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Vidimo da je izraz za dm; jasno podeljen na dva dela, slucajni i deterministicki. Cilj svakog
investitora je da formira portfolio koji bi ga zastitio od rizika ili ga bar minimizovao. Ako izaberemo

oV

A = TR neutralisaéemo slucajni (stohasticki) faktor iz prethodne formule. U tom slucaju
t
dobijamo

p ov n 10%V
= =4z

" \0S; 208,72
Znamo da, ako bi svota novca jednaka vrednosti m; bila investirana u banci po nerizi¢noj kamatnoj
stopi r(t), dovela bi do prinosa

0253) dt. (12.3)

dm, = rmdt

u vremenskom intervalu duzine dt. Posto smo iskljucili moguc¢nost arbitraze, sledi da desna strana
jednacine (12.3) mora biti, takode jednaka rmdt. Dakle,

oV 10V .,
Tﬁtdt— (a—st—i-§ast20' St>dt

Kombinovanjem ove jednacine sa (12.2) i zamenom oznake S; sa X, dobijamo ¢uvenu Blek -
Solcovu™ stohasticku diferencijalnu jednacinu,
V(X,t) 1 V(X1 oV (X, t
(X, 1) (X,0) VXD

- 2X2
o 37 X2 oz

rV(X,t) = 0. (12.4)

Jos treba primetiti da Blek - Solcova jednacina zavisi od volatilnosti o, a ne od drifta . To znaci
da vrednost opcije ne zavisi od brzine promene cene aktive nego od nestabilnosti (tj. volatilnosti)
cena. Jednacina (12.4) je jedna linearna parcijalna diferencijalna jednac¢ina paraboliénog tipa. Da
bi njeno resenje (vrednost opcije) bilo jedinstveno odredeno, potrebno je definisati grani¢ne uslove.
Grani¢ni uslovi su ti koji karakterisu tip evropske opcije (prodajne ili kupovne).

Potrazimo grani¢ne uslove za evropske kupovne opcije. Podsetimo se, njihovu vrednost ozna-

cavamo sa C(S;,t), odnosno C(X,1).
Imamo sledeée uslove:

1. U momentu dospeca t = T, vrednost opcije mora biti jednaka prihodu koji ona donosi, tj.
finalni uslov po vremenskoj promenljivoj je

C(ST, T) = maX{ST — E, O},

ili

C(X,T) =max{X — E,0}.

2. Prvi grani¢ni uslov po prostornoj promenljivoj (koja predstavlja cenu aktive u vremenu t)
dobijamo kada stavimo X = 0, tj. S; = 0. Ako je u bilo kom vremenskom trenutku cena
akcije jednaka nuli, onda na osnovu

ds

—t = ndt + odWy,

St
dolazimo do zakljucka da je i dS; jednako nuli, Sto znaci da cena akcije ne moze da se menja.
Ovo je ujedno i jedini deterministicki slucaj gornje jednakosti. Dakle, u trenutku dospeca,
cena akcije je nula, a kako je prihod na bezvrednu akciju nula, sledi da je

C(0,1) = 0.

**eng. Black-Scholes
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3. Drugi grani¢ni uslov po prostornoj promenljivoj dobijamo ako X — oo, odnosno, cena akcija
neograniceno raste. U ovom sluc¢aju opcija ¢e se sigurno izvrsiti (bez obzira na cenu E). Zato
je njena vrednost jednaka

C(X,t) > X —Ee "I D X - 0.

Dakle, uslovi za evropske kupovne opcije su:

1. C(X,T) =max{X — E,0},

3. C(X,t) = X —EBe""T0 X — c0.

Sada trazimo finalni i grani¢ne uslove za evropske prodajne opcije. Njihovu vrednost oznacavamo
sa P(S;,t), odnosno sa P(X,t).

1. U momentu despeca t =T je

P(X,T) = max{E — X, 0}.

2. Ako je X = 0, odnosno S; = 0, onda, kao sto je ve¢ objasnjeno, cena akcije ostaje nula
u svakom vremenskom trenutku, pa je konacan prihod u momentu 7' jednak E. Da bismo
dobili P(0,t) u proizvoljnom vremenskom trenutku, diskontujemo po kamatnoj stopi 7, pa
dobijamo

P(0,t) = Be7 "0,

3. Ako X — oo, odnosno, ako cena akcije neograni¢eno raste, onda se prodajna opcija nikada
nece izvrsiti, pa je zbog toga

P(X,T) =0, X — 0.

Dakle, finalni i grani¢ni uslovi za evropske prodajne opcije su:
1. P(X,T) =max{F — X, 0},
2. P(0,t) = Ee "I,
3. P(X,t) >0, X — 0.
Blek - Solcova jednacina sa datim graniénim uslovima se pogodnim smenama moze trans-

formisati u jednacinu provodenja toplote

du a2 0%u

—_— = 12.
dr 2 0y? (12.5)

Naime, pomo¢u smena
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Blek - Solcovu jednacinu (12.4) svodimo na parcijalnu diferencijalnu jednacinu

0Z 1 ,0°Z o? 0z
22 _p2l2 (2 N\ iz =0
27 y2+<2 7A>5’y+r

sa pocetnim uslovom

Z(y,0) = V(Ee, T).

Dalje, definiSemo funkciju
u(y,t) = e Z(y, 1),

pri cemu se konstante «, € R biraju tako da u zadovoljava jedna¢inu provodenja toplote (12.5),
i dobijamo

T 1 T o? r?
EaTy Pty e

Konacno, resenje ovog problema je dato sa

1 o _=s)®
u(y, ) = \/ﬁ/—m up(s)e” = ds.

Resavanjem integrala i vracanjem smena dobija se trazeno resenje (tj. vrednost evropske kupovne
opcije). Sliéno se radi i za evropsku prodajnu opciju, ili se koristi prodajno-kupovni ili put-call
paritetT.

Resenja Blek - Solcove jednacine za evropske opcije su

C(St,t) = Stq)(dl) — ES_T(T_t)CI)<d2)7
P(S;,t) = Ee "I 0®(—dy) — S,0(—d,),

gde

oI —t
5 In(3t) + (r — $6?)(T — t)
2 o1 —t ’

1 ®(z), z € R, predstavlja funkciju raspodele slucajne promenljive sa normalnom N (0, 1) raspode-
lom.

Linearnost Blek - Solcove jednacine garantuje da mozemo izracunati vrednosti ¢itavih portfolija
opcija (a ne samo jedne) kao linearnu kombinaciju vrednosti kupovnih i prodajnih opcija. Blek-
Solcova jednacina se resava i za opcije sa proizvoljnom funkcijom prihoda A(ST), pa se slicnim
postupkom dobija resenje u obliku

V(S t) = et 7/\(@ exp (_ (In(&) — (r = 50*)(T - t))2)@

o\/2n(T —t) 202(T —t) T

1 Put-call paritet je formula koja daje vezu izmedu cene evropske kupovne i prodajne opcije.
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12.3.1 Blek - Solcova jednacina za evropske opcije sa dividendama

Neke vrste aktiva kao Sto su, npr. drzavne hartije od vrednosti i obi¢ne akcije, ispla¢uju svojim
vlasnicima dividende. Ako Zelimo da izracunamo vrednost opcija koje se odnose na ovakvu vrstu
aktiva, potrebno je modifikovati Blek - Solcov model. Dividende se mogu isplaé¢ivati u diskretnim
vremenskim trenucima, kao npr. kod akcija, a moze se vrsiti i neprekidno isplac¢ivanje, kao npr. za
inostrane valute. Svota novca koja se isplacuje moze biti deterministicka ili stohasticka. Prinos
od dividendi se definise kao deo cene akcije (aktive) koji se ispla¢uje po jedinici vremena (u
procentima).

Konstantni prinos od dividendi

Najjednostavnija modifikacija Blek - Solcove jednacine se dobija kada se pretpostavi da za vreme
dt akcija isplacuje dividendu jednaku svoti novca DgS;dt, gde je Dy konstanta. Ova svota novca u
sustini ne zavisi direktno od ¢, ali zavisi od cene akcije u trenutku ¢, tj. od S;. U ovom slucaju je
prinos od dividende konstantan i iznosi Dy. Ispladivanje dividendi ima efekta na cenu akcije (Sto u
potpunosti odgovara hipotezi da trziste momentalno reaguje na sve promene i nove informacije).
Isplac¢ivanje dividendi rezultuje padom cene akcije, pored svih ostalih fluktuacija. Zbog toga je
potrebno modifikovati Blek - Solcov model tako §to ¢emo najpre modifikovati model geometrijskog
Braunovog kretanja po kome se ponasa cena akcije.

Prinos cene akcije je sada

dS; = (n — Dy)Sidt + .S dW,.

Takode se menja i vrednost portfolija iz Blek - Solc analize posto dobijamo DyS;dt novca po akciji,
a imamo —A akcija, pa se vrednost portfolija menja za svotu —A DS, dt.
Dakle, sada imamo
dmy = dV — AdS; — ADyS,dt.

Sa svim ovim promenama, Blek - Solcova jednacina postaje

V(X t) 1 4 ,0*V(X,1)
o 20N T xe

OV (X, 1)

—+ (T' — DU)X 8X

—rV(X,t)=0.

Prva dva uslova za kupovnu opciju
1. C(X,T) =max{X — E,0},
2. C(0,t) =0

ostaju ista i u slucaju sa dividendama. Medutim, poslednji se menja. Kada cena akcije neogranice-
no raste, opcija ¢e se sigurno izvrsiti, tj. kupice se akcije, i onda opcija postaje ekvivalentna akciji,
ali bez prinosa od dividende. Sada imamo

3. C(X,t) = Xe DTt X — oo,

U suprotnom bi postojala moguc¢nost arbitraze.

Smenom
C(z,t) = e PT0C (2, ¢),

dobija se da C(z,t) zadovoljava Blek - Solcovu jednacinu u kojoj umesto r imamo r — Dy, i sa
istim grani¢nim uslovima kao za kupovne opcije bez dividendi.
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Dakle, vrednost C(z,t) je ista kao za opcije bez dividendi sa kamatnom stopom r — Dj.
Odavde se moze dobiti resenje Blek - Solcove jednacine za opcije sa dividendama i reenje je
oblika

C(Sy,t) = e PT=08,0(dy,) — BEe " TDd(dy,),

gde su
. In(3t) + (r — Do + 20®)(T — t)
i ovIT —1t

In(3t) + (r — Do — Lo?)(T — t)
=dy, —oVT —t.
ovT —t o7

Dividende smanjuju vrednost opcije. Isplata dividendi ima efekat da smanji vrednost kupovne
opcije, jer vlasnik ne dobija dividendu. Primenom put-call pariteta dobija se vrednost prodajne
opcije sa dividendama.

d20 —

Diskretan prinos od dividendi

Pretpostavicemo da se dividenda ispla¢uje jednom za vreme trajanja opcije i to u trenutku t = 4,
i da je stopa prinosa od dividende poznata konstanta d,.

Oznac¢imo sa t;- momenat neposredno pre isplate dividende, a sa t;+ momenat odmah nakon
isplate dividende. To znaci da akcionari u trenutku ¢, dobijaju

dyStd,

novca od dividende. Takode, dividenda ima efekat takav da cena akcije pada za onaj procenat
svoje vrednosti koliko iznosi dividenda. Ako cena akcije ne bi padala, mogli bismo u trenutku ¢4
kupiti akciju, pokupiti dividendu i odmah prodati akciju i na taj nac¢in napraviti arbitrazu. Zato
je

Std+ — Std* - dySth - (1 - dy)Stdf .

U vremenskim trenucima t; vrednost opcije se menja zbog slucajnog kretanja cene akcije, a te
promene su neprekidne po ¢ jer su trajektorije Braunovog kretanja neprekidne.

U trenutku isplate dividende ¢ = t;, vrednost opcije ima skok, ali vrednost opcije mora imati
neprekidan prelaz po vremenu jer bi inace postojala moguénost za arbitrazu (vlasnik opcije ne

dobija dividendu)
V(Std+ ) Zfdf) = V(Std_ ) tdf)'

Kombinujemo ovu jednacinu sa prethodnom i stavljamo S; = X, pa dobijamo

V(X te-) =V((1—dy) X, tq-).
Ovaj uslov tvrdi da vrednost opcije V' mora biti neprekidna za svako ¢, i to za svaku realizaciju
procesa S; (za svako fiksirano X), ali ima skok po X u trenutku t = ¢,.

Vrednost opcije sa dividendama se racuna na sledeci nacin.
Oznacimo sa Cy(X,t) vrednost kupovne opcije sa dividendama, a sa C(X,t; E) vrednost
kupovne opcije bez dividendi sa ugovorenom (strajk) cenom F.

1. Prvo se resava Blek - Solcova jednacina unazad od trenutka dospeéa T do trenutka tg+ sa
poznatim grani¢nim uslovima. To znaci da je

Cu(X,t) = C(Z,: B), te <t<T.
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2. Zatim se koristi uslov skoka u trenutku ¢t = t; da bi se odredila vrednost opcije u trenutku
t = t4-. Dakle,

Od(X, td—) = Od((l — dy)X, td+) = C((l — dy)X, td+;E).

3. Resava se Blek - Solcova jednacina unazad do trenutka t,- kao datumom dospeéa, i grani¢nim
uslovom dobijenim u drugom koraku. Kako smo u drugom koraku dobili funkciju

C((l - dy)Xa td*; E),

u kojoj je promenljiva X pomnozena skalarom, a Blek - Solcova jednacina je linearna, sledi
dajei C((1 —dy)X,ts+; E) resenje Blek - Solcove jednacine.

Posto je to ujedno jednako vrednosti opcije u trenutku ¢,-, onda je jednako i vrednosti opcije
u svakom trenutku pre t4-. Dakle,

E
Od(X,t) - C((l —dy)X,t7E) — (]_ —dy)C<X,t,m>7 t() S t S tdf.
Y
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