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Predgovor

Ova zbirka zadataka je pisana, pre svega, za studente matematike koji slusaju
kurs Finansijska matematika 1, na Prirodno-matematickom fakultetu u Novom
Sadu. Nastala je na osnovu visegodisnjeg nastavnog iskustva u drzanju vezbi i pre-
davanja na promenutom predmetu. Zbirka moze da bude od koristi svima onima
koji zele da se upoznaju sa osnovama finansijske matematike. Za razumevanje ovog
kursa neophodno je srednjoskolsko poznavanje matematike (elementarne funkcije,
nizovi, diferencijalni i integralni rac¢un).

Zahvaljujem se recezentima prof. dr Natagi Kreji¢, prof. dr Sanji Rapaji¢ i
doc. dr Mirjani Brdar na svim primedbama i sugestijama, koje su ovu zbirku za-
dataka ucinile kvalitetnijom.



Uvod

Zbirka je podeljena u 6 glava. Osnovni teorijski pojmovi su dati na pocetku
svakog poglavlja, da bi ¢italac mogao lakse da razume pojmove i formule koje se
koriste, nakon toga, u zadacima.

U prvih 5 glava obradujemo detaljno sve zadatke. U prvoj glavi reSavamo pro-
bleme koji zahtevaju osnovno poznavanje razmere, proporcije i procentnog racuna,
a bavimo sc i prostim i sloZzenim kamatnim racunom. Drugi deo zbirke je naj-
obimniji i bavi se novéanim tokovima. U glavama 3 i 5 razmatramo dve vrste
hartija od vrednosti: obveznice i opcije. Cetvrta glava je rezervisana za funkcije u
ekonomiji. Poslednja glava sadrzi zadatke izabranih ispitnih rokova u periodu od
skolske 2014/2015. do 2020/2021. godine. Ovi zadaci nisu reseni i predstavljaju
odli¢nu vezbu i pripremu studenata za ispit.

Racuni u zadacima u prve tri glave su uglavnom uradeni u Excel-u, sa ve¢om
preciznoséu nego §to je prikazan najveéi broj rezultata (rezultati u zbirci su dati
uglavnom na dve decimale). U Sestoj glavi je koriséen i programski paket Wolfram
Mathematica. Citaocima je neophodno samo elementarno znanje i Excel-a i Wol-
fram Mathematica-e, da bi mogli da isprate sve naredbe i funkcije koje su koriséene
u ovoj zbirci.
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Glava 1

Kamatni racun

1.1 Razmera i proporcija

Zadatak 1.1 Tri grupe radnika su ubrale redom 500 kg, 727 kg i 486 kg malina,
tokom jednog dana. Za ovaj posao je ukupno placeno 85.650 RSD. Ako je movac
podeljen svakoj grupi radnika srazmerno koli¢ini koju su ubrali, naci koliko novca
je svaka grupa radnika zaradila.

Resenje. Sumu od 85.650 RSD, treba podeliti u razmeri 500 : 727 : 486. Ukupno

je ubrano
500 + 727 + 486 = 1.713 kg malina.

Dakle, radnici ¢e biti placeni

85.650
1.713

— 50,00 RSD

za ubrani kilogram. Posledi¢no, prva grupa radnika je zaradila

500 - 50 = 25.000,00 RSD,

druga grupa
727 - 50 = 36.350,00 RSD,

dok je treca zaradila
486 - 50 = 24.300,00 RSD.

Zadatak 1.2 U nekom preduzecu zaposleno je 63 radnika. Svaki radnik dobija
koeficijent na osnovu radnog mesta na kom je zaposlen. Poznato je da:

e 31 radnik ima koeficijent 1;
e 18 radnika imaju koeficijent 1,22;

e 10 radnika imaju koeficijent 1,6;
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e 7 radnika imaju koeficijent 1,72;
e 2 radnika imaju koeficijent 1,9 i

e 1 radnik ima koeficijent 2,13

i da je u proteklom mesecu fond za zarade iznosio 3.500.000 RSD. Visine plata su
proporcionalne koeficijentima koje radnici imaju. Naci kolike su pojedinacne plate
isplacene za taj mesec.

Resenje. Iznos od 3.500.000 RSD treba podeliti u razmeri

1:1...:1:122:1,22...:1,22...1,9:1,9:2,13.
T
13

Zbir svih ¢lanova u razmeri je
31-1413-1224+10-1,6 +7-1,72+2-1,9+ 2,13 = 80,83.

Dakle, redom ¢e plate radnika (u grupama) biti:

Radnici Plata
. 3.500.000
KOGﬁClJel'lt 1 T,SS . 1,00 = 43300,75 RSD
3.500.000
Koeficijent 1,22 | ———— - 1,22 = 52.826,92 RSD
80,83
. 3.500.000
Koeficijent 1,6 T,Si% -1,6 = 69.281,21 RSD
Koeficijent 1,72 M -1,72 = 74.477,30 RSD
80,83
.. 3.500.000
Koeficijent 1.9 T,S?) -1,90 = 82.271,43 RSD
Koeficijent 2,13 % 2,13 =92.230,61 RSD

Zadatak 1.3 Dwve grupe radnika su zaradile 1.430.380 RSD. Ovu sumu treba razde-
liti na ove dve grupe i to direktno srazmerno broju sati provedenog na poslu i vre-
dnosti satnice. Prva grupa je radila 30 dana sa 15 radnika po 8 sati dnevno, dok
je druga grupa radila 20 dana sa 30 radnika po 6 sati dnevno. Koliko je zaradila
svaka grupa, ako je satnica druge grupe veéa za 10% od satnice prve grupe?

Resenje. Datu sumu treba podeliti u odgovarajucoj razmeri, koja ¢e ukljuciti broj
radnika, broj radnih sati rada dnevno i broj radnih dana, ali i odnos satnice ove
dve grupe radnika. Ukupan broj radnih sati koji je utrosila prva grupa radnika je

30-15-8 = 3600,
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dok je druga grupa radila ukupno
20-30-7 = 4200

sati. Kako je satnica druge grupe za 10% veéa od satnice prve grupe, ukupno
zaradu treba podeliti u odnosu (3600 -1) : (4200-1,1), odnosno 3600 : 4620. Dakle,
prva grupa radnika dobija

1.430.380
— 3600 = 626.443,80 RSD,
3.600 + 4.620 ) :
dok druga grupa dobija
1.430.380
7600 + 1o " 1620 = 803.936,20 RSD.

Zadatak 1.4 Neki posao 36 radnika moze zavrsiti za 48 dana. Posao je zapocet
1.1.2021, ali sa 24 radnika. Posle 18 dana na posao je doslo jos 30 radnika. Kog
datuma ée posao biti zavrsen?

Resenje. Prvo ¢emo izracunati za koliko dana 24 radnika moze da zavrsi ceo posao.
Oznacimo taj broj sa . Sa smanjenjem broja radnika, povecacée se broj dana za
koji ¢e posao biti zavrsen, odnosno ovde je re¢ o obrnutoj proporciji, tj. vazi

36:24 —  : 48,
pa je
48 - 36
_ 2D 4
T T

Dakle, 24 radnika ¢e ovaj posao zavrsiti za 72 dana. Oni su taj posao radili 18 dana,
pa je nakon tog vremena njima preostalo posla za 72 — 18 = 54 dana. Preostali deo
posla zavrsava 24 + 30 = 54 radnika. Ako je y broj dana za zavrSetak ovog dela
posla, onda je

24 : 54 =y : 54,
pa je
54 - 24
= —— =24
54

Kako je posao zavrsen za 18 + 24 = 42 dana, a zapocet je 1.1.2021, dobijamo je da
je zavrsen 11.2.2021.

Zadatak 1.5 Dana 24.2.2021. (srednji) kurs dinara prema pojedinim stranim va-
lutama dat je u sledecoj tabel

| Drzava | Valuta | Pam'tet| Oznaka | Kurs |
Japan Jen 100 JPY 91,6932
Velika Britanija | Funta 1 GBP | 136,9949
SAD Dolar 1 USD 96,7885
EU Evro 1 EUR 117,5690
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Odrediti kurs evra u odnosu na ostale valute dana 24.2.2021.

ResSenje. Paritet z znaci da je kurs dat za z jedinica neke valute, pa je

117,5690
91,6032

100
117,5690

136,9949
117,5690

96,7885

1 EUR = = 128,2200 JPY,

1 EUR = — 0,8582 GBP,

1 EUR = — 1,2147 USD.

1.2 Procentni racun

Trgovacki rabat se odreduje na osnovu prodajne cene artikla:

e iskazuje se kao procenat prodajne cene (7,);

e nabavna cena artikla (V) = prodajna cena (P) — iznos rabata.

Marza se obracunava na nabavnu cenu artikla:

e iskazuje se kao procenat nabavne cene (7,,);

e prodajna cena artikla (P) = nabavna cena (IN) + iznos marze.
Zadatak 1.6 Automobil se prodaje po ceni od 18.500 EUR. Ako je trgovacki rabat
20%, odrediti nabavnu cenu.
ResSenje. Lako dobijamo nabavnu cenu
N =P(1—-r,)=18500(1 —20%) = 14.800,00 EUR.

Zadatak 1.7 Nabavna cena letnje automobilske gume 205/60 R16, koja se wvozi,
je 82,25 EUR. Ako je marza 18%, naci prodajnu cenu ove automobilske gume u
RSD, ako se racuna kurs po kome 1 EUR vredi 117,82 RSD.

Resenje. Odredimo prvo prodajnu cenu u evrima
P=N(1+ry,)=2_8225(1+18%) = 97,06 EUR,
a potom i u dinarima

P =97,06-117,82 = 11.435,02 RSD.
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Zadatak 1.8 Prodavnica namestaja odobrava popust od 12% za gotovinsko placanje
ako se kupi namestaj u vrednosti vecoj od 100.000 RSD. Ukoliko Zelite da kupite
trosed i dve fotelje u vrednosti od 135.000 RSD i da iskoristite gotovinski popust,
koliko cete zaista platiti?

Resenje. Kako je ukupna cena kupljenog namestaja veé¢a od 100.000, ostvari¢ete
popust od 12%, pa Cete platiti

135.000 — 12% - 135.000 = 135.000(1 — 12%) = 118.800,00 RSD.

Zadatak 1.9 Posle dva poskupljenja po stopama od 4,5% i 5,5% i jednog pojefti-
njenja po stopi od 3%, cena ves masine iznosi 42.650 RSD. Po kojoj stopi jos treba
promeniti poslednju cenu, da bi se dobilo ukupno povecanje cene od 4%7%

Resenje. Oznacimo sa Cy pocetnu cenu veS masine, a sa C;, cenu posle i-te
promene, ¢ = 1,2, 3,4. Tada je

Ci1 =Co+45%Cy = (1+4,5%)Co

Cy=(1+55%)C1 = (1+4,5%)(1 +5,5%)Co

C3=(1-3%)Cy = (1+4,5%)(1 +5,5%)(1 — 3%)C.

Kako je C3 = 42.650 RSD, lako dobijamo i

Co = Cs
O (14 4,5%)(1 +55%)(1 — 3%)

= 39.882,15 RSD.

Ukupna promena cene treba da bude 4%, pa je
Cy = (1+44%)Co = 41.477,43 RSD.

Ako sa r oznac¢imo poslednju promenu cene, onda je Cy = (1 + 7)Cs, pa je

Gy 4147743

== = 9 75%.
Cs 42.650,00 5%

r
Dakle, poslednju cenu C3 treba smanjiti za 2,75%, kako bi ukupno povecéanje
iznosilo 4%.

1.3 Prost kamatni racun
Neka je:

A(0) - glavnica,
r — godisnja kamatna stopa,
t — broj godina,
I =rtA(0) - kamata tokom ¢ godina,
) — ukamadcena vrednost.
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Tada se ukamacena vrednost ra¢una po formuli

A(T) = A(0) + T = A(0)(1 +rt).

Taéna prosta kamata se obracunava na bazi 365 dana u godini (366 u prestupnim
godinama):

broj dana _, broj dana
t=——— ili t=—%=——.
365 366
Obi¢na prosta kamata sc obracunava na bazi godine sa 360 dana
_ broj dana
360

Bankarsko pravilo = obi¢na prosta kamata sa tacnim brojem dana.

Menica je hartija od vrednosti i ona se potpisuje na ukamacenu vrednost A(T).
Bitni elementi menice su:

- nominalni iznos menice — iznos na koji glasi menica,
- datum dospec¢a menice — dan kada poverilac prima nominalni iznos,

- rok dospeca menice — vremenski interval do datuma dospeca.

Eskontovati menicu zna¢i kupiti menicu (pre roka dospeca).

Uvedimo 1 sledeée oznake:

t — period od dana izrac¢unavanja vrednosti duga do datuma dospeca,
A(T) - nominalni iznos menice,

A(ty) - sadasnja vrednost duga.
Tada je

A(T)

A(T) = AL +rt). Aln) = T

Zadatak 1.10 Menica nominalne vrednosti 160.000 RSD koja dospeva 24.12.2021.
eskontovana je u Novom Sadu 6.2.2021. sa 15% godisnje kamatne stope. Odrediti
eskontovanu cenu menice po bankarskom pravilu.

Resenje. Nominalna vrednost ove menice je A(T) = 160.000, dok je r = 15%.
Broj dana do dospec¢a menice mozemo lako dobiti u Excel-u, oduzimanjem dva data
datuma (slika 1.1). Kod ove razlike, samo jedan od krajnjih datuma se racuna, sto
je nama i potrebno, jer se na dan dospec¢a menice ne obrac¢unava kamata.
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12| A(T)  160.000,00 RSD 12| A(T)  160.000,00 RSD
13 r 15% 13« 15%

14 6.2.2021 14| 6.2.2021

15 24.12.2021 15 24.12.2021
16 | Broj dana =B15-B14 16 Brojdana 321
17t 0,89 17t 0,89

Slika 1.1: Broj dana izmedu dva datuma

Dakle, ukupan broj dana izmedu 6.2.2021. i 24.12.2021. je 321, pa je
321
=25
(delimo sa 360, jer se primenjuje bankarsko pravilo). Dalje, lako dobijamo i eskon-

tovanu vrednost menice

A(?)

Zadatak 1.11 Odrediti nominalnu vrednost menice koja dospeva 25.9.2021. ako
je njena eskontovana cena na dan 12.5.2021. bila 400.000 RSD. Kamatna stopa je
10% na godisnjem nivou.

¢ 0,89

_A(T)  160.000
S 14rt 14+15%-0,89

= 141.124,59 RSD.

Resenje. Dato je A(t) = 400.000 i » = 10%, a lako dobijamo i da u periodu od
12.3.2021. do 25.9.2021. ima ukupno 197 dana, pa je

197
365
Sada je nominalna vrednost menice

A(T) = A(t)(1 4 rt) = 400.000(1 + 10% - 0,54) = 428.065,75 RSD.

¢ 0,54.

Zadatak 1.12 Sa kojom godisnjom kamatnom stopom je eskontovana menica od

250.000 RSD, sa datumom dospeca 17.10.2020, ako je na dan eskontovanja 1.2.2020. is-

plaéeno 230.000 RSD?

Resenje. U ovom zadatku su dati: A(T) = 250.000, A(t) = 230.000 i datumi
eskontovanja i dospeca. Broj dana do dospeca menice je 259, pa dobijamo da je

259

t=— =071,
366
jer je 2020. prestupna godina, pa ima 366 dana.
Dalje je
A(T) 250.000
A0 230.000
T_T_l_o,—n_l_l?’zg%'
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Zadatak 1.13 Kada dospeva menica ¢ija je momanalna vrednost 295.000 RSD,
ako je na dan 14.1.2021. njena eskontovana cena bila 280.000 RSD, uz godisnju
kamatnu stopu 15% ¢

Resenje. Poznate su nam nominalna i eskontovana vrednost menice: A(T) =
295.000 i A(t) = 280.000 i kamatna stopa r = 15%. Vreme do dospeéa menica je

AT) | 295.000
A(0) 280.000
— — 280.000 _ 3¢
t 15% ’

Kako je t = %, gde je x broj dana do dospeca menice, to je z =t - 365 = 130,36.
Ako zaokruzimo taj broj dana na 130, onda datum dospeca dobijamo kada na

dan eskontovanja 14.1.2021. dodamo 130. Dobijamo da je datum dospeéa menice
24.5.2021.

Zadatak 1.14 Menica nominalne vrednosti 150.000 RSD dospeva 12.4.2021. Na
dan dospeca duznik, na ime dospelog duga, izdaje novu menicu nominalne vrednosti
110.000 RSD sa rokom dospeca 22.7.2021, a ostalo placa. Odrediti koliko duznik
treba da plati 12.4.2021. ako se racuna godisnja kamatna stopa od 10%.

ResSenje. Oznacimo sa x iznos koji duznik placa 12.4.2021. SadaSnja vrednost
menice koja se izdaje i iznosa x, jednaka je ukupno dospelom dugu od 150.000
dinara, tj.

A(t) + z = 150.000.

Znamo da je do dospeca te menice ostao 101 dan (od 12.4.2021. do 22.7.2021.), pa

je
101

t:%:

0,28.
Sada lako dobijamo

A(T) 110.000

At) = =
(®) 1+rt 1+10%-0,28

= 107.038,12 RSD.

pa je
x = 150.000 — A(t) = 42.961,88 RSD.

Zadatak 1.15 Duznik se dogovorio sa poveriocem da dug w iznosu od 100.000
RSD, koji treba da plati 27.1.2021, isplati menicama koje dospevaju za 50, 100 1
150 dana, s tim da je nominalna vrednost svake sledeée menice za 20% veca od
nominalne vrednosti prethodne menice. Odrediti nominalne iznose menica, ako se
obradunava godisnja kamatna stopa od 10%.
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Resenje. Dug od 100.000 RSD mora biti jednak zbiru sadasnjih vrednosti ove
tri menice. Neka je A(T) nominalna vrednost prve menice. Tada je nominalna
vrednost druge menice

Ay(To) = 1,.2A(T),

a treée
As(Ts) = 1,2(1,2A(T)) = 144 A(T),
pa je
100.000 = AT | A(T) A3(T3),
1+7rty  1+7rte  1-+71t3
odnosno AT)  12A(T) 144A(T
100.000 = AT L2AT) | 144A( ), (1.1)

1+rty 1+ rty 1+ 7t
gde jer =10% i

50
=—=0,14
=g =04
100
= =027
t2 365 072 )
150
= — =041.
ts= 365 =%
Dalje iz (1.1) dobijamo
1 1.2 1.44
100.000 = A(T) b ! :
147t 14+ rty 1+ rts
odnosno 100.000
A(T) = — T3 T = 28-267.40 RSD,

14+rty 14+rte 14 1ri3

pa su nominalne vrednosti druge i tre¢e menice:

Ay(Ty) = 1,2A(T) = 33.920,88 RSD

As(Ts) = 1,44A(T) = 40.705,05 RSD.

Zadatak 1.16 Menica nominalne vrednosti 150.000 RSD dospeva 17.6.2021. Na
dan dospeca duznik izdaje, na ime duga, dve move menice sa rokovima dospeca
13.11.2021. i 18.12.2021, pri ¢emu je nominalna vrednost druge menice za 20%
manga od nominalne vrednosti prve. Odrediti nominalne vrednosti ovih menica ako
se dug u potpunosti isplacuje novim menicama i racuna godisnja kamatna stopa

10%.
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Resenje. Ako sa A(T) oznac¢imo nominalnu vrednost prve menice, onda je nom-
inalna vrednost druge menice A9(T,) = 0,8A(T). Izracunajmo prvo vremena
dospeca za obe menice. Broj dana izmedu 17.6.2021. i 13.11.2021. je 149, pa je
vreme dospeca za prvu menicu

149
365

Period 17.6.2021 — 18.12.2021. sadrzi 184 dana, pa je vreme dospeca za drugu
menicu

t1 0,41.

184
— =22 _0.50.
=36 ="

Kako je iznos duga (nominalna vrednost menice koja je dospela) jednak zbiru
sadasnjih vrednosti novoizdatih menica, to je

A(T)  0.8A(T)

150.000 = ,
1+7rty 1+ 17t

odakle je

150.000 150.000
A(T) = — e = - 03 — 87.088,50 RSD.

14+rty 147ty 14+10%-0,41 +1+10%-0,50

Nominalna vrednost druge menice je
As(Ty) = 0,8A(T) = 69.670,80 RSD.

Zadatak 1.17 Duznik ima sledece obaveze:
A : menicu nominalne vrednosti 13.200 RSD, datum dospeca 14.5.2022;

B : 5.300 RSD pozajmljenih 15.6.2017. sa godisnjom kamatnom stopom 6,2%,
datum dospeéa 25.11.2020. godine;

C' : menicu nominalne vrednosti 12.500 RSD, datum dospeca 16.2.2021. godine.

Poverilac © duznik su se dogovorili da 15.7.2020. isplati 5.500 RSD, a sve ostale
obaveze jednom isplatom 16.6.2021. Izracunati vrednost isplate 16.6.2021. godine,
ako se racuna godisnja kamatna stopa 5% 1 bankarsko pravilo.

Resenje. Da bismo mogli da izracunamo vrednost isplate na dan 16.6.2021, neophodno
je da izracunamo vrednost svakog duga na taj dan.

A: Kako menica dospeva 14.5.2022, jasno je da ¢e na dan 16.6.2021. njena vrednost
biti izracunata kao eskontovana vrednost menice. Broj dana izmedu 16.6.2021. i
14.5.2022. je 332, a kako se racuna bankarsko pravilo, lako dobijamo i vreme do

dospeca
332
tqg=— =0092.
47360
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Sadasnja vrednost ove menice je
13.200
Ap(t) = ————
Alt) 1+5%-0,92

B: prvo je neophodno izracunati ukamacenu vrednost duga od Ap(0) = 5.300 RSD
na dan dospeca duga, odnosno na dan 25.11.2020. Broj dana izmedu 15.6.2017. i
25.11.2020. je 1.259, pa je

= 12.618,16 RSD.

1.259
360
Kako je ugovorena kamatna stopa za ovaj period r = 6,2%, to je

Ap(t1) = 5.300(1 + 6,2% - 3,50) = 6.449,19 RSD.

t = = 3,50.

Ovo je vrednost duga na dan dospeca, prema prvobitnim uslovima. Kako je novi
dogovor da se sva dugovanja, pa i ovo, vrati 16.6.2021, potrebno je sada na ovu
vrednost obracunati kamatu za dati period, uz kamatnu stopu r = 5%. Prvo ¢emo
izracunati vreme preostalo do dana izjednacavanja vrednosti, tj. vremenski period
izmedu 25.11.2020. i 16.6.2021.
203

i
Vrednost duga B na dan 16.6.2021. je

Ap(t) = 6.449,19(1 + 5% - 0,56) = 6.631,02 RSD.

to 0,56.

C': Ova menica dospeva pre dana izjednacavanja vrednosti, pa je neophodno obrac¢unati
kamatu za period od 16.2.2021. do 16.6.2021, odnosno za vreme
120
tc = — =0,33.
“7360
Sada je
Ac(t) =12.500(1 + 5% - 0,33) = 12.708,33 RSD.
D: Oznac¢imo sa D poslednju obavezu — iznos koji treba platiti 15.7.2020. Izracunajmo
sada ukamacenu vrednost za D na dan 16.6.2021. Vreme do dospeca je
336
=—=20,93
=555 = U0
pa je
Ap(t) =5.500(1 + 5% - 0,93) = 5.756,67 RSD.

Konac¢no, ukupna vrednost isplate na dan 16.6.2021. je
Aa(t) + Ap(t) + Ac(t) — Ap(t) = 26.200,85 RSD.

1.4 Slozeni kamatni racun

Slozena kamata je kamata koja se u jednom vremenskom periodu obrac¢unava na
iznos glavnice i na iznos kamate iz prethodnog vremenskog perioda.
Kapitalisanje je pripisivanje kamate glavnici (formiranje nove glavnice).
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Koristi¢éemo sledeée oznake:

A(0) - glavnica,
r, — godisnja kamatna stopa,

n — ukupan broj kapitalisanja,

A(T) - ukamadena vrednost
m  — broj kapitalisanja godisnje,
r
r = -2 — relativna kamatna stopa.
m

Ako je tokom perioda kamacenja broj kapitalisanja ceo, onda se ukamacena vre-
dnost moze izrac¢unati kao

A(T) = A(0)(1 + 7)™,

Kada je potrebno izracunati kamatnu stopu za period koji je manji od perioda
ka-pitalisanja, onda za taj period obrac¢unavamo konformnu kamatnu stopu

1/
Tk:(l—l—%) S—1,

gde je s broj perioda za koji obracunavamo kamatnu stopu, u jednom periodu
kapitalisanja.

Kada je period za koji je potrebno izracunati kamatnu stopu veéi od perioda kap-
italisanja onda stopu za taj period dobijamo kao efektivnu kamatnu stopu

k
m:@+ﬁ)—L
m

gde je k broj kapitalisanja u jednom periodu za koji obracunavamo kamatnu stopu.

Ako je period za koji treba izracunati kamatu manji od jednog perioda kapita-
lisanja, onda za taj period kamatu mozemo obracunati pomoéu konformne ka-
matne stope ili kao prostu kamatu, pa dobijamo dva moguca obracuna za periode
kamacenja, kod kojih nemamo samo cele periode kapitalisanja:

(i) obra¢un kamate konformnim metodom
Uvescemo sledece oznake:

sp — broj dana koji prethodi prvom celom periodu kapitalisanja;

dp, — ukupan broj dana u periodu kapitalisanja kojem pripadaju dani
oznaceni sa Sp;

sq — broj dana koji sledi nakon poslednjeg celog perioda kapitalisanja;

d, — ukupan broj dana u periodu kapitalisanja kojem pripadaju dani

oznaceni sa Sq;



GLAVA 1. KAMATNI RACUN 13

Ukamacena vrednost, ako primenjujemo ovaj obracun, se dobija kao

A(T) = A(0)(1 + T)Sa'/d“"i'n"'sb/db_

(ii) obra¢un kamate kombinacijom proste i slozene kamate

Neka su:
t, <1 - vremenski period koji prethodi prvom celom periodu
kapitalisanja;
t, <1 — vremenski period od kraja poslednjeg celog perioda

kapitalisanja do kraja transakcije.
Ukamacena vrednost, ako primenjujemo ovaj obracun, se dobija kao

A(T) = A0)(1 + tyra) (1 + )" (1 + tara).

Ukamacena vrednost tokom vremena t za glavnicu A(0), kamatnu stopu r, i kon-
tinuirano kapitalisanje je
A(t) = A(0)e™".

Zadatak 1.18 Ako je iznos od 250.000 RSD orocen na 5 godina sa nominalnom
godisnjom kamatnom stopom od 7% i godisnjim kapitalisanjem, odrediti ukamadenu
vrednost.

Resenje. Glavnica je A(0) = 250.000, r, = 7% i m = 1, dok je ukupan broj
kapitalisanja u periodu kamacenja n = 5, pa je ukamacena vrednost

%

5
A(T) = 250.000 (1 + 1 ) = 350.637,93 RSD.

Zadatak 1.19 Ako ste 20.000 EUR orocili na 10 godina © ako ste nakon isteka
tog perioda iz banke podigly 45.000 EUR, izracunati nominalnu godisnju kamatnu
stopu. Banka kvartalno kapitalise.

Resenje. Glavnica je A(0) = 20.000, ukamacena vrednost A(7") = 45.000 i m =4
je broj kapitalisanja tokom jedne godine, dok je

n=10-m =40
ukupan broj kapitalisanja tokom ¢itavog perioda. 1z

A(T) = A0) (1+ me)

m

_ o [ /AT
ra—m< m—l),

dobijamo da je



GLAVA 1. KAMATNI RACUN 14

odnosno
re = 8,19%.

Zadatak 1.20 Za koje ée se vreme bilo koji kapital udvostruciti, uz obracun 10%
nominalne godisnje kamatne stope i pri kvartalnom kapitalisanju?

Resenje. Kako je A(T) = 2A(0), to imamo da je

24(0) = A(0) (1+22)",

10%\"
(98"

Ako logaritmujemo obe strane prirodnim logaritmom, dobijamo da je

In2=nln (1 + 10%),

odnosno

4

odnosno
In2

10%
In (l—l- 1 )

Posto godisnje imamo 4 perioda kapitalisanja, dobijamo da je vreme potrebno da
se kapital udvostuci jednako

n — — 28,07.

BOT _ 709,
4

odnosno malo vise od 7 godina.

Zadatak 1.21 Izracunati godisnju efektivnu kamatnu stopu, ako je mominalna
godisnja kamatna stopa 12%, a kapitalisanje:

a) godisnje;

b) polugodisnje;
¢) kvartalno;
d) mesecno;
)

e) dnevno.

Resenje. Trazenu kamatnu stopu dobijamo iz

m
re:(1+r—a> — 1.
m

Dakle:
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a) re = (1 + 121%>1 — 1 =12,00%;
b) 1, = (1 " 122%)2 1 = 12,36%
c) e = (1 + 1Z%>4 —1=12,55%;
d) e (1 T %) N —1=12,68%;

=14+ — —1=12,75%.
€) Te <+365) 757

Grafik koji prikazuje promenu efektivne kamatne stope, u odnosu na promenu broja
kapitalisanja prikazan je na slici 1.2.

12,80%

— s
12,70%
8 12,60%
’ 0
S
"
g 12,50%
-
o
5 12,40%
= @
o
€ 12,30%
£
L 12,20%
w
12,10%
12,00% L
0 50 100 150 200 250 300 350

Broj kapitalisanja

Slika 1.2: GodiSnja efektivna kamatna stopa

Zadatak 1.22 Izracunati godisnju efektivnu kamatnu stopu, ako je mominalna
godisnja kamatna stopa 12%, a kapitalisanje kontinuirano.

Resenje. Kada je kapitalisanje kontinuirano, to znaci da broj kapitlisanja neograni¢eno
raste, pa efektivnu kamatnu stopu dobijamo kao sledeé¢u grani¢nu vrednost

1 m/rqTa
ro = lim (1+r—a)m—1:hm <1+ > 11,

m—00 m m—00 m/ra

Dakle,
re = e'?% — 1 =12,7497%.
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Zadatak 1.23 Odrediti kamatnu stopu za tri meseca, ako je nominalna godisnja
kamatna stopa 12% i kapitalisanje:

a) polugodisnje,

b) mesecno.

Resenje. U zadatku je dato r, = 12%.

a) Kako je period za koji se trazi kamatna stopa manji od perioda kapitalisanja i to
dva puta (s = 2), onda za period od tri meseca obra¢unavamo konformnu kamatnu
stopu

r:rk:(l—kr—a) —1:<1+122%) — 1 —=296%.
m

b) U ovom slu¢aju je period za koji obracunavamo kamatnu stopu veéi i to k = 3
puta od jednog perioda kapitalisanja, pa sada obra¢unavamo efektivnu kamatnu

stopu
k 12%\
7,:7,6:(1+r_a) —1=(14+ % —1=13,03%.
m 12

Zadatak 1.24 Iznos od 120.000 RSD uloZen je 17.7.2016. sa datumom dospeca
25.11.2021. Izracunati ukamacdenu vrednost, ako je nominalna godisnja kamatna
stopa 4,5%, kapitalisanje je

a) kvartalno,

b) mesecno,

a ugovoren je obracun konformne kamatne stope.

Resenje.

a) Datum 17.7.2016. pripada tre¢em kvartalu u godini, odnosno periodu izmedu
1.7.2016. i 30.9.2016. (slika 1.3). Nakon tog datuma, sledi jos jedan ceo period
kapitalisanja u 2016, potom po 4 perioda kapitalisanja u naredne 4 godine i tri cela
perioda kapitalisanja u 2021, pa je

n=14+4-4+3=20.

Datum 25.11.2021. pripada poslednjem, ¢etvrtom kvartalu, tj. periodu od 1.10.2021. do
31.12.2021.

1.7.2016. . 30.9.2016. 1.10.2021. 31.12.2021.
O @ b O — = @ O
17.7.2016. 25.11.2021.

Slika 1.3: Vremenska osa — kvartalno kapitalisanje
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......

jednak je s, = 76, dok je u periodu od 1.10.2021. do 25.11.2021. broj dana s, = 55
(ra¢unamo samo sa jednim krajnjim datumom, jer na dan kada se novac podize,
kamata se ne obrac¢unava). U treéem kvartalu 2016. godine, ukupan broj dana je
d, =92, a i u poslednjem kvartalu 2021. ima ukupno d, = 92 dana.
Sada, lako dobijamo ukamac¢enu vrednost

A(T) _ A(O) (1 n T’_a)sb/db+n+5a/da

m

76/92+20+55/92
4’5%> = 152.500,08 RSD.

= 150.000 (1 + 1

b) Ovaj deo zadatka resavamo slicno kao i zadatak pod a), samo je sada svaki
mesec u godini jedan period kapitalisanja (slika 1.4). Zbog toga, 17.7.2016. pripada
sedmom periodu kapitalisanja u 2016. godini. U istoj godini je preostalo jos 5 celih
perioda kapitalisanja. Nakon toga, slede 4 cele godine sa po 12 kapitalisanja i jos
10 celih perioda kapitalisanja u 2021. godini, pajen=5+4-12+ 10 = 63.

1.7.2016. _ 31.7.2016. 1.11.2021. 30.11.2021.
o—o LF —e——o
17.7.2016. 25.11.2021.

Slika 1.4: Vremenska osa — mesec¢no kapitalisanje

Broj dana koji prethodi prvom celom periodu kapitalisanja jednak je s, = 15, dok
je broj dana nakon poslednjeg celog perioda kapitalisanja jednak s, = 24. Sedmi
period kapitalisanja (mesec jul) ima 31 dan, pa je d, = 31, dok jedanaesti period
kapitalisanja (mesec novembar) ima d, = 30 dana.

Dakle, ukamacena vrednost iznosi

15/31463+24/30
4’5%> = 152.643,54 RSD.

A(T) = 150.000 (1 + -

Ocekivano, iznos koji se dobije pod b) je veéi od iznosa koji se dobije pod a), jer
je i broj kapitalisanja u drugom delu zadatka vedi.

Zadatak 1.25 Uraditi prethodni zadatak, ako je ugovorena kombinacija proste 1
slozene kamatne stope.

Resenje.
a) Razlika u odnosu na prethodni zadatak je u tome $to se za periode od sp 1 s,
obra¢unava prosta kamata. Shodno tome je

S 76
366

0,21

t — —
b 366



GLAVA 1. KAMATNI RACUN 18

(2016. je bila prestupna godina, pa zato delimo sa 366) i

Sq 55
= = — =0,15.
ta 365 365 ’

Sada, lako dobijamo ukamacenu vrednost

A(T) = A0) (1 +rats) (1+ %)" (1 + ate)
4.5%

20
= 150.000 (1 + 4,5% - 0,21) (1 + ) (1+4,5%-0,15)

= 152.519,79 RSD.

b) I u ovom delu zadatka, jednostavnim ra¢unom dolazimo do:

S 15 ) Sq 24
b= 22 04 i ot — % 22 o7
=366 366 . ® 365 365

odnosno do ukamadene vrednosti

4.5%
12

63
A(T) = 150.000 (1 + 4,5% - 0,04) (1 + ) (1+4,5%-0,07)

= 152.642,25 RSD.

Zadatak 1.26 Iznos od 80.000 RSD orocen je na 8 godina i 8 meseci. Izracunati
ukamadenu vrednost, ako je nominalna kamatna stopa 9%, kapitalisanje kvartalno
1 ugovorena je kombinacija proste 1 slozene kamate.

Resenje. U 8 godina i 8 meseci je sadrzano ukupno
n=8-4+2=34
cela perioda kapitalisanja (jedan kvartal ¢ine tri meseca) i jos dodatna 2 meseca

(za koje obracunavamo kamatu pomocu prostog kamatnog racuna). Posledi¢no je

2 . ,
te = T2’ pa je ukamacena vrednost

Ta\ "
A(T) = A(0) (1 + E) (1 + rata)
34
— 80.000 (1 + 97%> (1 + 9%1—22> — 173.024,98 RSD.

Zadatak 1.27 U nekom Sumskom kompleksu bilo je 5.950 m* drveta. Nakon 10
godina poseceno je 3.000 m>.

a) Koliko je drveta ostalo nakon sece, ako je prosecan godisngi prirastaj 5% 7%

b) Koliko bi morala biti minimalna proseéna stopa prirastaja nakon sece, ako bi
se 15 godina nakon sece zelelo dobiti na tom sumskom kompleksu 15.000 m3 ?
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Resenje. Ovde je re¢ o neprekidnom rastu, tj. kontinuiranom kapitalisanju.
a) Nakon 10 godina, pre sece, na Sumskom komleksu ¢ée biti ukupno
A(T) = A(0)e™ = 5.950e'95% — 9.809,89 m?
drveta. Posle sece, na kompleksu ¢e ostati
9.809,89 — 3.000,00 = 6.809,89 m?> drveta.

b) Poznato je pocetno stanje (nakon sec¢e) A(0) = 6.809,89 i zeljeno stanje ¢ = 15
godina nakon toga, tj. A(T) = 15.000. Iz A(T) = A(0)e'"*, dobijamo da je

A(T)

— plTa
A(0)
Kada logaritmujemo obe strane prirodnim logaritmom dobijamo
A(T)
In—= =t
n A(O) TGJ

a odatle je i
~ InA(T) — In A(0)

. = 5,26%.

Tq

Zadatak 1.28 Koliko dinara treba uloZiti u banku danas, da bi se posle 10 godina
podiglo 100.000 RSD, ako banka kapitalise polugodisnje uz 3% nominalne godisnje
kamatne stope?

Resenje. 1z A(T) = A(0) (1 + %)n, dobijamo

A(T 100.000
A(0) = @ __ — 74.247,04 RSD,

N

Sto je suma koju treba uloziti da bismo, uz date uslove, nakon 10 godina podigli
100.000 RSD.

Zadatak 1.29 Koji iznos je ulozen 15.3.2019. da bi ukamacena vrednost na dan
1.2.2021. iznosila 150.000 RSD? Nomianalna godisnja kamatna stopa je 4,99%, kap-
italisanje je mesecno, a ugovorena je:

a) konformna kamatna stopa;

b) kombinacija proste i sloZene kamate.

Resenje. Kako se 15.3.2019. nalazi u tre¢em periodu kapitalisanja, tokom 2019. je
preostalo 9 celih perioda kapitalisanja, svih 12 u 2020. godini i samo jedno u 2021.
Zato je ukupan broj celih perioda kapitalisanja

n=9+12+1 =22.
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1.3.2019. 5t 31.3.2019. 1.2.2021.
o—o—o ®
15.3.2019.

Slika 1.5: Vremenska osa — mese¢no kapitalisanje

Broj dana koji prethodi prvom celom periodu kapitalisanju jednak je s, = 17
(Slika 1.5).

Oznacimo sa A(t) vrednost trazenog iznosa na dan 15.3.2019.

a) Broj dana u tre¢em periodu kapitalisanja je 31, pa je

A(T 150.000
A®) = r ( sz/db—i—n - T7/3iez — 150-601,24 RSD.
(1) (1 + 293%)
b) Kako je t, = 17 = 0,05, to je
J a — 365 - Y ’ J
A(T) _ 150.000

A(t) = 5 = 136.594,98 RSD.

N\ T 2
(T rats) T+ 52)" (1 1 4,09% - 0,05) (1+25%)

Zadatak 1.30 Na danasnji dan duznik ima sledece obaveze:
A : dug u vrednosti od 75.000 RSD; datum dospeca 18.5.2022;

B : 14.500 RSD pozajmljenth 15.6.2015. sa mominalnom godisnjom kamatnom
stopom 6,1%; datum dospeéa 1.1.2019. godine;

Poverilac i duznik su se dogovorili da duznik 25.7.2018. isplati 25.000 RSD, a
sve ostale obaveze isplati jednom isplatom 16.6.2021. Izracunati vrednost isplate
16.6.2021, ako se obracunava nominalna godisnja kamatna stopa u visini od 5,3%,
kvartalno kapitalise i ugovoren je obracun konformne kamatne stope.

Resenje. Svaku od obaveza ¢emo posmatrati posebno.

A: Dug u iznosu od A4(T) = 75.000 RSD dospeva nakon datuma izjednacavanja
vrednosti, tj. posle 16.6.2021. Zbog toga je neophodno izracunati sadasnju vrednost
duga A. Dan 16.6.2021. se nalazi unutar drugog kvartala, pa je do kraja 2021. ostalo
dva cela kvartala. Dan dospec¢a duga 18.5.2022. se nalazi u drugom kvartalu 2022,
pa njemu prethodi samo jedan ceo kvartal. Zbog toga je

n=2+1=3.

Neophodno je, dalje, izrazunati s, i dp, odnosno s, i dg, slika 1.6.

Drugi kvartal u 2021. pocinje 1.4.2021, a zavrSava se zaklju¢no sa danom 30.6.2021.
Ukupan broj dana u tom periodu je d, = 91. Dalje je s, broj dana izmedu
16.6.2021. i 30.6.2021, odnosno s; = 15.
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1.4.2021. 5, 30.6.2021. 1.4.2022. ¢ 30.6.2022.
o o o o ° -
t: 16.6.2021. T:18.5.2022.

A(T)=75.000
Slika 1.6: Dug A

Isto tako, drugi kvartal u 2022. pocinje 1.4.2022, a zavrSava se zaklju¢no sa danom
30.6.2022. pa je d, = 91, dok je s, broj dana u periodu od 1.4.2022. do 18.5.2022,
tj. sq = 47.
Sada dobijamo da je

75.000

Aa(t) = (1 s = 11462:36 RSD.
+ 24%)

B: Znamo da je na dan 15.6.2015. vrednost ovog duga Ap(0) = 14.500 RSD.
Prvo, treba izracunati ukamacenu vrednost ovog duga na dan 1.1.2019, slika 1.7.
U tom periodu obracunava se nominalna kamatna stopa od 6,1%. Datum kada je
ovaj iznos pozajmljen pripada drugom kvartalu tekuce godine, pa je opet dp = 91.
Period od 15.6.2015. do kraja tog kvartala, tj. do 30.6.2015. ima ukupno s, = 16
dan. Sa druge strane, datum dospeca ovog duga se poklapa sa prvim danom prvog
kvartala u 2019. godini, pa je s, = 0. Broj celih perioda kapitalisanja u 2015. je 2,
a nakon toga imamo jos cele 3 godine sa po 4 kapitalisanja, pa je

n=2+3-4=14.

Dakle, na dan 1.1.2019. vrednost duga B je

6.197\ 16/91+14
’ %> =17.969,90 RSD.

Ap(t1) = 14.500 (1 + =

1.4.2015. s, 30.6.2015. 1.1.2019. 1.4.2021_5/ 30.6.2021.

® ® ® ° ® CH— ®

15.6.2015. t: 16.6.2021.
Ag(0)=14.500

Slika 1.7: Dug B

Sada je ncophodno izracunati i ukamacenu vrednost za ovaj dug na dan 16.6.2021.
Ovaj datum pripada drugom kvartalu, pa je do tog datuma ostao jedan kvartal u
2021. godini i cele 2019. i 2020. godina, odnosno

n=2-4+1=09.
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Sada je s, = 0, a opet broj dana u drugom kvartalu d, = 91. Ostalo je jos da
izracunamo broj dana izmedu 1.4.2021. i 16.6.2021. Lako dobijamo da je s, = 76.
Napokon,

5 307\ 9+76/91
’ %> = 20.453,59 RSD.

Ap(t) = 17.969,90 (1 + 2=

C': Neka je sa C oznacen iznos placanja Ac(0) = 25.000 na dan 25.7.2018. Potrebno
je izracunati ovaj iznos na dan 16.6.2021. Dan 25.7.2018. pripada tre¢em kvartalu
tekuce godine, pa je nakon toga do kraja te godine ostao jo§ samo jedan kvartal,
potom u naredne dve godine imamo po 4 cela kvartala i pre dana izjednacavanja
vrednosti jos jedan (prvi kvartal u 2021.), pa je

n=1+4+2-4+1=10.

Broj dana u trecem kvartalu je d, = 92, a ukupan broj dana od 25.7.2018. do
30.9.2018. je s, = 68, slika 1.8. Slicno, kao kod duga B dobijamo i s, = 76 i
d, =91, pa jc

5 307\ 68/92+10476/91
’ %> = 29.114,26 RSD.

Ac(t) = 25.000 (1 + =

1.7.2018. S 30.9.2018. 1.4.2021. s, 30.6.2021.
o O——0— @ —— o)
25.7.2018. t: 16.6.2021.

A (0)=25.000

Slika 1.8: Isplata C

Dakle, ukupna vrednost isplata na dan 16.6.2021. je

Aa(t) + Ap(t) — Ac(t) = 17.969,90 + 20.453,59 — 29.114,26 = 62.791,69 RSD.



Glava 2

Novcani tokovi

2.1 Periodi¢na pla¢anja
2.1.1 Dekurzivna periodi¢na pla¢anja

Dekurzivna periodi¢na placanja su ona pla¢anja kod kojih se:
e pla¢anja vrse na kraju intervala,
e sva placanja su medusobno jednaka.
Koristicemo sledec¢e oznake:
T - trajanje placanja;
r — kamatna stopa po intervalu placanja;
n — broj placanja u vremenu 7.

Buduéa (ukupna) vrednost ovakvog novcéanog toka je

JY (Y

dok se njegova sadasnja vrednost moze izracunati na slede¢i nacin

1—(1+r)_”.

A(0) =R -

Ako je poznata sadasnja vrednost A(0) dekurzivnog periodi¢nog novcanog toka,
onda se R moze izracunati na sledec¢i nacin

r

23
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Zadatak 2.1 Ukoliko na kraju svake godine uplacujete po 1.000 EUR na racun
u banci, koliko cete imati na tom rac¢unu nakon 8 godina, ako banka obracunava
nominalnu godisnju kamatnu stopu u visini od 5% i kapitalise godisnje.

Resenje. Znamo da je R =1.000, n =8, r = r, = 5%. pa lako dobijamo da je

L+r)"—1 1+5%)% -1
ATy = R =L oSN = 1 g 4911 BUR
5%
Ovaj zadatak se moze uraditi i pomoc¢u ugradene funkcije u Excel-u — "FV”,
slika 2.1.
Function Arguments ? X
Fv

Rate || + -

Nper | =

Pmt 2+ =

Pv | =
Type + =

Returns the future value of an investment based on periodic, constant payments and a constant interest rate.

Rate is the interest rate per period. For example, use 6%/4 for quarterly payments at 6% APR.

Formula result =

Help on this function Cancel

Slika 2.1: Ugradena funkcija "FV”

Ova funkcija ima 5 argumenata, od kojih je obavezan unos za (bar) 3 od prva cetiri:
e "rate” — kamatna stopa za jedan anuitetni period;

e "nper” — ukupan broj rata tokom otplate kredita;

"PMT” — iznos placanja (payment);
e "pv” — sadasnja vrednost duga (present value);
e "type” —logicka vrednost, ako su placanja na kraju perioda unosi se vrednost

0 (ili se ovo polje ostavlja praznim), a ako su pla¢anja na pocetku perioda,
onda se u ovo polje upisuje 1.

U polje ”PMT” se unosi negativna vrednost placanja (kao dug).
Dakle,
A(T) = FV(5%;8;—1000) = 9.549,11 EUR.
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Zadatak 2.2 Duznik duguje poveriocu 350.000 RSD. Poverilac © duznik su se do-
govorili da se dug vraca narednih 5 godina jednakim periodi¢nim placangima krajem
svakog meseca. Ako je ugovorena nominalna godisnja kamatna stopa 12% i meseéno
kapitalisanje, odrediti:

a) iznos periodicnog placanja;

b) buducu (ukupnu) vrednost periodicénih placanja.

Resenje. Dato je A(0) = 350.000, n = 512 = 60, a kako se period pla¢anja i
period kapitalisanja poklapaju, to je

ra  12%
== = 1%.
12 %
a) Iznos periodi¢nog placanja je
1
R=A(0)—— —350.000 % — 7.785,56 RSD.
I—(14mr)™m 1—(141%)-60

Ovaj zadatak mozemo resiti i pomocu ugradene funkcije "PMT”, slika 2.2.

Function Arguments ? X
PMT
Rate |
Nper
Pv

Fv

I 15 1% 1=
"

Type
Calculates the payment for a loan based on constant payments and a constant interest rate.

Rate is the interest rate per period for the loan. For example, use 6%/4 for quarterly payments at 6%
APR.

Formula result =

Help on this function Cancel

Slika 2.2: Ugradena funkcija "PMT”
Argumente "rate”, "nper”, "type” i "pv” smo veé upoznali. Jedino novo polje je
"fv” — ukupna (buduéa vrednost duga (future value), koju uglavnom posmatramo
kao alternativu polju ”pv”. Ocekuje se da se u oba pomenuta polja unese negativna
vrednost (kao dugovanje).
Dakle,
R = PMT(1%; 60; —350000) = 7.785,56 RSD.
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b) Buduéa (ukupna) vrednost je

1 n_q 14+1%)%0 —1
A" =1 g5 56l 1)
r 1%

Zadatak 2.3 Pri kupovini automobila kupac daje ucesce od 5.000 EUR, dok pre-
ostali iznos potreban za ovu kupovinu uzima na kredit ¢ije rate w visini od 276
EUR 1isplacuje krajem svakog meseca naredne 3 godine. Banka koja odobrava kredit
obracunava 9,9% nominalne godisnje kamatne stope i mesecno kapitalise. Odrediti:

A(T)=R — 635.843,84 RSD.

a) cenu automobila, ako bi isplata bila odmah u celosti;

b) iznos koji kupac mora platiti uw osmoj uplati, ako je propustio prvih 7 uplata,
a zZeli da nastavi sa plaéanjem po dogovorenim uslovima;

c) iznos koji kupac mora platiti pri devetnaestoj uplati, ako Zeli da isplati ceo
dug, a prethodnih 18 rata je uplacivao redovno;

d) iznos koji kupac mora platiti u 21. uplati ako Zeli da isplati ceo dug, a pro-
pustio je prethodne 4 rate.

ResSenje. Period kapitalisanja i period pla¢anja se poklapaju, pa je mesecna ka-

matna stopa
9,9
poTe _99% o gqn
m 12 /

dok je ucesée U = 5.000, iznsos rate R = 276, a broj placanja

n=3-12 = 36.

a) Cena automobila je jednaka zbiru ucesca i iznosa kredita koji se uzima, a koji
lako dobijamo

L-(4n)™ 1=+ 0,83%) 36
r N 0,83%

A(0) =R — 8.566,04 EUR.

Dakle, cena automobila je
U+ A(0) = 13.566,04 EUR.

Vrednost za A(0) smo mogli dobiti i preko ugradene funkcije "PV”, slika 2.3.
Dakle,
A(0) = PV(0,83%; 36; —276) = 8.566,04 EUR.
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Function Arguments ? X

PV
Rate |

Nper

Pmt

Fv

I 15 19 15 &
"

Type

Returns the present value of an investment: the total amount that a series of future payments is worth now.

Rate is the interest rate per period. For example, use 6%/4 for quarterly payments at 6% APR.

Formula result =

Help on this function Cancel

Slika 2.3: Ugradena funkcija "PV”

b) Da bismo nastavili pla¢anje pod istim uslovima, neophodno je da kupac plati
sve zaostale rate (sa odgovarajuéim kamatama). Dakle, neophodno je izra¢unati
ukupnu (buduéu) vrednost za ukupno 8 rata (prethodnih 7 rata i osma, koja
dospeva), sto je

(140,83%)% — 1

A(T) =276
(7) 083%

— 2.272,82 EUR.

c) Kupac treba da plati dospelu 19. ratu i preostalih 36 — 19 = 17 rata, pa je
potrebno da plati

1—(140,83%)"17

976 + 276
+ 0.83%

= 4.637,10 EUR.

d) Kupac treba da plati iznos koji predstavlja zbir budué¢ih vrednosti za 5 plaéanja
(prethodne 4 i sada dospelu ratu) i sadasnje vrednosti za preostala 36 — 21 = 15
pla¢anja, odnosno

(1+0,83%)° — 1+2761 — (1 +0,83%)"1°

276
0,83% 0,83%

= 1.402,96+3.879,07 = 5.282,03 EUR.

Zadatak 2.4 Tokom 4 godine krajem svakog kvartala se ulaze 8.000 RSD sa 8%
nominalne godisnje kamatne stope. Odrediti ukupnu vrednost periodi¢nog placanja
ako je kapitalisanje

a) polugodisnje,

b) mesecno.



GLAVA 2. NOVCANI TOKOVI 28

Resenje. Iznos periodi¢nog placanja je R = 8.000, dok je ukupan broj pla¢anja
n=4-4=16.

a) Period pla¢anja je manji od perioda kapitalisanja i to s = 2 puta, pa se stopa
za jedan period placanja rac¢una kao konformna kamatna stopa, tj.

1/2
r:rk:<1+87%> —1=1,98%.

Dalje, lako dobijamo da je

(14 1,98%)'6 — 1

A(T) = 8.000 o8

— 148.887,44 RSD.

b) Period placanja je veéi od perioda kapitalisanja (i to k& = 3 puta), pa stopu za
period placanja racunamo kao efektivnu kamatnu stopu, tj.

8 3
T:re:<]—+1;?> _1:2701%7

pa je
(1+2,01%)'6 — 1

2.01% = 149.269,10 RSD.

A(T) = 8.000

2.1.2 Anticipativna periodi¢na plac¢anja

Anticipativna periodi¢na placanja su periodicna placanja kod kojih se placanje
vrsi na pocetku intervala placanja. Buduéa (ukupna) vrednost ovakvog placanja
dobija se na slede¢i nacin

A(T) = R(1 4 )LD =L

Sadasnja vrednost anticipativnog nov¢anog toka je

(I+r)"—1

AO) = R

Zadatak 2.5 Mesecni zakup garsonjere je 180 EUR uz placanje unapred, mesecno.
Odrediti sadasnju i ukupnu vrednost zakupnine za 3 godine, ako je mominalna
godisnja kamatna stopa 5% i kapitalisanje mesecno.

Resenje. Kako se pla¢anja izvrsavaju na pocetku svakog perioda (meseca), rec je
o anticipativnim pla¢anju, kod koga je R = 180 EUR, m = 12, n = 3 - 12 = 36.
Kako se period pla¢anja poklapa sa periodom kapitalisanja, kamatna stopa za jedan
mesec se racuna kao relativna kamatna stopa, odnosno

e _ 5%

_Ta — 0.42%.
r= =g = A2
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Sadasnja vrednost ovog novcanog toka je

n __ 36 _
A(O)—R(1+T) 1:180 (1+0,42%) 1

(A )iy (1+0,42%)36-10,42%

= 6.030,85 EUR.

Buduca (ukupna) vrednost ovog novcanog toka je

(14 0,42%)% — 1
0,42%

(I4+r" -1

A(T) = R(1+7) — 180(1 +0,42%) — 7.004,67 EUR.

Ovaj zadatak smo mogli da uradimo i pomoc¢u Excel-ovih ugradenih funkcija ”PV”
i 7’FV”. Kod anticipativnih pla¢anja u ovim funkcijama u polju ”type” piSemo 1
(kod dekurzivnih pla¢anja smo ovo polje ostavljali prazno, ili upisivali nulu). Dakle,
sadasnju vrednost zakupnine ove garsonjere mozemo dobiti i kao

A(0) = PV(0,42%; 36; —180; ;1) = 6.030,85 EUR,
dok je buduca vrednost
A(T) = FV(0,42%; 36; —180; ;1) = 7.004,67 EUR.

Zadatak 2.6 Odlucili ste da meseéno od plate odvajate po 12.000 RSD i da ih
pocetkom svakog meseca uplacujete u banku, i to tokom narednih 8 godina. Koliku
sumu cete imati na racunu za 10 godina, ako banka sve vreme na iznos koji tmate na
ra¢unu obracunava 8% nominalne godisnje kamatne stoeu i polugodisnje kapitalise?

Resenje. Kamatna stopa za period pla¢anja (mesec dana) je konformna kamatna

stopa
8%\ 1/6
r:rk:<1+%> —1=0,66%.

Broj placanja u narednih 8 godina je n; = 8- 12 = 96, pa je ukupna vrednost na
isteku tog perioda

(14 0,66%)% — 1

A(Ty) = 12.000(1 + 0,66%) YT
, 0

— 1.607.831,73 RSD.

Potrebno je na¢i ukamacenu vrednost od ovog iznosa, za period od dve godine.
Ukupan broj kapitalisanja u tom periodu je n =2 -2 =4, pa je

AR
A(T) =1.607.831,73 (1 + %) = 1.880.935,72 RSD

iznos koji ¢ete imati na rac¢unu nakon 10 godina od pocetka ove Stednje.
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2.2 Amortizacija kredita

U ovom poglavlju koristicemo sledece oznake:

e 7 — iznos kredita;

e R; — anuitet (rata) u j—tom periodu;
e [; — kamata u j—tom periodu;

e B; — otplata u j—tom periodu;

e D; — preostali dug u j—tom periodu;

e O; — otplaceni deo duga u j—tom periodu.

Plan amortizacije sadrzi 5 kolona, slika 2.4. Prva kolona sadrzi redni broj 7 tekuceg
perioda rate kredita. U narednoj koloni se nalazi ostatak duga D;_1 koji prethodi
tekucoj rati, pa je

Do = Z,
Dj:Dj—l_Bj7 iZl,Q,...,?’L.

Treca kolona sadrzi kamatu I; za j-ti period i ona je jednaka

IjZT-Dj_l, i:1,2,...,n.

j Dj1 l B Rj
1 Do=Z =r*Dy
2 D,=Dy-B, =r*D,
3 D,=D;-B, =r*D,

Slika 2.4: Plan amortizacije

U poslednje dve kolone se nalaze tekuca otplata B; i teku¢i anuitet R;, redom.
Jedan deo anuiteta odlazi na placanje kamate, a drugi na otplatu samog kredita,
tj.
Rj:Ij—I—Bj, 1=1,2,...,n.
Kako sc u poslednjoj rati otplacuje cco iznos duga, to mora biti
D,_1=8B,.

Takode, zbir svih otplata mora biti jednak iznosu kredita Z, odnosno

n

> B =2

j=1
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2.2.1 Krediti sa jednakim anuitetima

Ako se kredit u iznosu od Z otplacuje u n jednakih rata, sa kamatnom stopom
r za jedan anuitetni period, onda se rata R moze izracunati na slede¢i nacin

B rZ
1147
Zadatak 2.7 Napraviti plan amortizacije za kes kredit od 150.000 RSD, ako se

obracunava nominalna godisnja kamatna stopa v visini 7%, a banka kapitalise polu-
godisnje. Ugovoreni rok otplate je godinu dana, a anuiteti su dvomesecns.

R

Resenje. Kako su anuiteti dvomesecéni, a rok otplate godinu dana, ukupan broj
rata je n = 6. Period kapitalisanja je 6 meseci i tri puta je ve¢i nego period za koji
treba da obra¢unamo kamatnu stopu (period jednog anuiteta — dva meseca). Zbog
toga se kamatna stopa r za trazeni period obra¢unava kao konformna kamatna
stopa, za s = 3, pa je

) 1/3
r:(1+%) /8—1:<1+7—%) —1,15%.

2
Kako je Z = 150.000, to anuitet R lako mozemo izrac¢unati
R= A = 26.018,79 RSD.
I—(1+r)™m

A B , C , D , E
1 Z 150.000,00 RSD
2 ks 7%
3 m 2
- n 6
5| s 3 J=(1+Bz/B3)A(1/BS)-1 |
6 r 1,15% = R4
7 R 26.018,79 RSD“/I_pMT(BG'M' B
8 =B10*B$6 =B$7
9| ] D1 | B, R,
10 1 150.000,00 RSD 1.729,97 RSD 24.288,82 RSD 26.018,79 RSD
11 ‘ 2 125.711,18 RSO’ 1.449,84 RSD 24.568,95 RSD 26.018,79 RSD
12 3 101.142,23 R 1.166,49 RSD 24.852,30RSD 26.018,79 RSD
13 ‘ 4 76.289,93 R6D 879,86 RSD 25.138,93 RSD 26.018,79 RSD
14 ‘ 5 51.151,00 RSD 589,93 RSD  25.428,86 RSD 26.018,79 RSD
15 6 25.722,14 RSD 296,66 RSD 25.722,14 RSD 26.018,79 RSD
16 @ 6.112,76 RSD 150.000,00 RSD 156.112,76 RSD

Slika 2.5: Plan amortizacije
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Ratu smo mogli dobiti i preko ugradene funkcije ”PMT”
R =PMT(r;n; —7) = 26.018,79 RSD.

Plan amortizacije kreiramo pomocéu odgovarajué¢ih formula, slika 2.5 (poslednja
vrsta je kontrolna i sadrzi ukupnu kamatu, otplac¢eni iznos kredita i ukupan iznos
svih placanja po kreditu, redom).

Zadatak 2.8 Odlucili ste se za kupovinu automobila, ¢ija je cena 22.350 EUR. Da
biste dobili kredit morate da imate ucéesée u visini od 30% cene automobila. Banka
vam odobrava kredit sa godisnjom kamatnom stopom od 5,2% 1 polugodisnjim kap-
italisanjem. Kredit se otplacuje jednakim tromeseénim anuitetima. Ako je kredit
odobren na 5 godina, izracunati:

a) trecu otplatu,

b) iznos otplate u prva cetiri anuiteta,

c) deo duga koji se otplacuje sa anuitetima u prvoj polovini druge godine.
Resenje. Ucesce predstavlja iznos koji upla¢ujete u gotovini prodavcu automobila
i taj iznos je

30% - 22.350,00 = 6.705,00 EUR.

Iznos kredita je jednak razlici cene automobila i ucesca, tj.
Z = 22.350,00 — 6.705,00 = 15.645,00 EUR.

Kako je period za koji treba da ra¢unamo kamatnu stopu (tri meseca) dva puta
manji od perioda kapitalisanja (Sest meseci), trazena tromese¢na kamatna stopa se
racuna kao konformna kamatna stopa r za s = 2, pa je

59 1/2
r= <1+’T%> —1=1,29%.

a) Ukupan broj rata je n =5 -4 = 20, pa se rata lako moze izracunati

r/z

R=— 2
1—-(14r)™m

= PMT(r;n; —7) = 892,65 EUR.

Iznos treée otplate mozemo izracunati na sledeé¢i nacin
BgIR—IQ,:R—TDQ.

Dy, k=1,2,...,n je ostatak duga nakon k otplata, odnosno sadasnja vrednost
preostalih n — k otplata, tj.
1— (14 7))tk

Dy =R :
.
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a za k = 2, dobijamo

_ —n+2 _ —204-2
1—(1+7) _ 892,65 L] (1+1,29%)
r 1.29%

By =R (1 -
— 708,52 EUR.

Bilo koju otplatu mozemo dobiti i preko ugradene funkcije "PPMT” u Excel-u.
Ova funkcija ima samo jedno novo polje u odnosu na "PMT”. To polje je "per” i
predstavlja period za koji zelimo da izracunamo otplatu, slika 2.6.

Function Arguments ? X
PPMT
Rate a1 = A
Per » =
Nper 2| =
Pv * =

k2
I
<

Fv

Returns the payment on the principal for a given investment based on periodic, constant payments and a
constant interest rate.

Rate is the interest rate per period. For example, use 6%/4 for quarterly
payments at 6% APR.

Formula result =

Help on this function Cancel

Slika 2.6: Ugradena funkcija "PPMT”

Dakle, dobijamo da je
Bs = PPMT(r;3;—Z2) = 708,52 EUR.

b) Ukupan iznos otpla¢en u prvih k rata jednak je razlici kredita i preostalog duga
nakon k otplata (sadasnja vrednost za preostalih n — k rata), odnosno

1—(1+r)™ 1—(1+7r)" 0k L4+r)k—1

Op=7-Dy=p= U pLoUHD B gy LED 2L
r r r

Za nas problem je k = 4, pa je iznos ukupno otplacenog dela kredita u prva 4

anuiteta

—n(1+r)4_1

O4 = R(1+7) — 2.816,26 EUR.

Isti rezultat mozemo dobiti i u Excel-u

4 4
Oy =) By=>» PPMT(r;k;—Z) = 2.816,26 EUR.
k=1 k=1
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c¢) Deo duga koji je otpla¢en u prvoj polovini druge godine jednak je zbiru pete i
Seste otplate i lako se rac¢una (na jedan od nacina iz zadatka pod b)).

Bs + Bg = Og — O4 = 1.463,28 EUR.

Ceo zadatak smo mogli da uradimo i izradom plana amortizacije. U tom planu
mozemo da nademo sve vrednosti koje se traze, slika 2.7.

j Dj4 I B, R;
1 15.645,00 € 202,08 € 690,57 € 892,65 €
2 14.954,43 € 193,16 € 699,49 € 892,65 €
3 14.254,94 € 184,13 € 708,52 € 892,65 €
4 13.546,42 € 174,97 € 717,68 € 892,65 €
5 12.828,74 € 165,70 € 726,95 € 892,65 €
6 12.101,80 € 156,31 € 736,34 € 892,65 €
7 11.365,46 € 146,80 € 745,85 € 892,65 €

Slika 2.7: Plan amortizacije

Zadatak 2.9 Ako ste se u ugovoru sa bankom obavezali da Cete kredit od 100.000
RSD wvracati tromeseénim anuitetima od 8.000 RSD i ako banka racuna nominalnu
godisnju kamatnu stopu 6%, uz meseéno kapitalisanje, koliko godina éete isplacivati
ovaj dug?

Napraviti © plan amortizacye kredita.

Resenje. Kako su rate tromesecne, a periodi kapitalisanja mese¢ni, period za koji
racunamo kamatnu stopu je kK = 3 puta vec¢i od perioda kapitalisanja, pa trazenu
kamatnu stopu ra¢unamo kao efektivnu kamatnu stopu

k 6 3
T:(Hr_a) 1= 1+ﬁ —1=151%.
m 12

1z

R___ "%
I—(1+r)™m
dobijamo da je
Zr
1 N=1-—
(1+7) =

i nakon logaritmovanja leve i desne strane sledi
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Dakle,

In (1 _100.000 - 1,51%
8.000
In(1+1,51%)
Ovaj rezultat smo mogli dobiti i prek ugradene funkcije u Excel-u

n —= — > — 13,95.

NPER(1,51%;100000; —8.000) = 13,95.

Ovo znaci da ¢e 13 rata biti u iznosu od 8.000 dinara, dok ¢e poslednja 14. rata
biti neSto manja (ukupan period otplate je 3,5 godine).

Plan amortizacije kreiramo u 13 perioda, kao Sto smo to radili i u prethodnim
zadacima. Poslednju, 14. vrstu popunjavamo na neSto drugaciji nacin. Prvo
racunamo koliko je preostalo duga pre poslednjeg perioda otplate, a potom i ka-
matu za poslednji period:

D3 = 7.525,08 RSD, Iy =7r- D3 = 113,44 RSD.
Poslednja otplata mora biti jednaka preostalom dugu, odnosno
By = D13 = 7.525,08 RSD.

Na kraju, poslednju ratu dobijamo kao zbir poslednje kamate i poslednje otplate,

t].

R4 = I14 + B14 = 7.638,52 RSD.

Kompletan plan amortizacije je prikazan na slici 2.8.

j Byt I B, R;
1 100.000,00RSD ~ 1.507,51RSD  6.492,49RSD  8.000,00 RSD
2 93.507,51RSD  1.409,64RSD  6.590,36 RSD  8.000,00 RSD
3 86.917,15RSD  1.310,29RSD  6.689,7LRSD  8.000,00 RSD
4 80.227,44RSD  1.209,44RSD  6.790,56 RSD  8.000,00 RSD
5 73.436,88RSD  1.107,07RSD  6.892,93RSD  8.000,00 RSD
6 66.543,95RSD  1.003,16RSD  6.996,84RSD  8.000,00 RSD
7 59.547,10RSD  897,68RSD  7.102,32RSD  8.000,00 RSD
8 52.444,78RSD  790,61RSD  7.209,39RSD  8.000,00 RSD
9 45.23540RSD  681,93RSD  7.318,07RSD  8.000,00 RSD
10  37.917,32RSD  571,61RSD  7.428,39RSD  8.000,00 RSD
11 30.48893RSD  459,62RSD  7.540,38RSD  8.000,00 RSD
12 22.94856RSD  34595RSD  7.654,05RSD  8.000,00 RSD
13 15.294,51RSD  230,57RSD  7.769,43RSD  8.000,00 RSD
14 7.52508RSD  113,44RSD  7.525,08RSD  7.638,52 RSD

11.638,52 RSD

100.000,00 RSD

Slika 2.8: Plan amortizacije

111.638,52 RSD
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Zadatak 2.10 Zajam od 700.000 RSD se otplacuje 6 godina dvomesecnim anu-
itetima tako da su anuiteti jednaki, uz 10% nominalne godisnje kamatne stope i uz
mesecno kapitalisanje. Nakon dve godine, u sledecoj (13. uplati) kao ratu ste up-
latili tacno 120.000 RSD, a potom nastavili otplatu pod istim uslovima kao i ranije.
Napraviti plan amortizacije kredita.

Resenje. Posto je kapitalisanje mese¢no, a anuitetni period dva puta veéi, onda
je kamatna stopa za dva meseca dobija kao efektivna kamatna stopa

2
r= (1 + 10%) =1,67%.

12

Kako su anuiteti dvomesecni, godisSnje moramo plac¢ati 6 rata, pa je ukupan broj

anuiteta
n=6-6=36.

Sada lako mozemo izra¢unati iznos tih rata
R =PMT(1,67%; 36; —700000) = 26.044,24 RSD.

Za prvih dvanaest perioda otplate, plan amortizacije se popunjava na standardan
nacin. Nakon toga, prvo racunamo ostatak duga D2 nakon dvanaeste rate, a na
osnovu njega i kamatu I13 za tekuéi period. Sada upisujemo i 13. anuitet, koji

1znosi
Ry3 = 120.000,00 RSD,

dok je
Bi3 = Ry3 — I13 = 111.442.,70 RSD.

Dug koji prethodi 14. periodu, dobijamo lako
D13 = Do — B1o = 399.865,09 RSD.

Dalje, na osnovu ovog ostatka duga, lako mozemo dobiti i sve naredne rate (do
kraja otplate kredita)

R' = PMT(r,36 — 12, —D;3) = 21.088,99 RSD.

Plan amortizacije za ovaj kredit je prikazan na slici 2.9.
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] Dy ] B R

1 700.000,00 RSD  11.715,28RSD  14.328,96 RSD = 26.044,24 RSD
2 685.671,04 RSD 11.475,47RSD  14.568,77RSD = 26.044,24 RSD
3 671.102,26 RSD  11.231,64 RSD = 14.812,60RSD = 26.044,24 RSD
4 656.289,67 RSD  10.983,74RSD  15.060,50 RSD  26.044,24 RSD
11  545.422,86RSD 9.128,26 RSD  16.915,98RSD = 26.044,24 RSD
12  528.506,88 RSD  8.845,15RSD  17.199,09RSD = 26.044,24 RSD
13  511.307,79RSD  8.557,30RSD  111.442,70RSD 120.000,00 RSD
14  399.865,09RSD 6.692,19RSD  14.396,80RSD  21.088,99 RSD
15  385.468,29RSD  6.451,24RSD  14.637,75RSD  21.088,99 RSD
16  370.830,54RSD  6.206,26 RSD  14.882,73RSD  21.088,99 RSD
17  355.947,81RSD 5.957,18RSD  15.131,81 RSD = 21.088,99 RSD
18  340.816,01RSD 5.703,93RSD  15.385,05RSD = 21.088,99 RSD
32  100.350,76 RSD  1.679,48RSD  19.409,51RSD = 21.088,99 RSD
33 80.941,25RSD  1.354,64RSD  19.734,35RSD  21.088,99 RSD
34 61.206,90 RSD  1.024,37RSD  20.064,62 RSD = 21.088,99 RSD
35 41.142,28 RSD 638,56 RSD 20.400,43RSD  21.088,99 RSD
36 20.741,85 RSD 347,14 RSD 20.741,85RSD  21.088,99 RSD

217.577,63 R5D 700.000,00 R5SD 917.577,63 R5D

Slika 2.9: Plan amortizacije

Zadatak 2.11 Stambeni kredit u visini od 72.000 EUR se otplacuje 20 godina jed-

nakim mesecnim anuitetima uz 3,5% nominalne godisnje kamatne stope sa godisnjim
kapitalisanjem. Posle 5 godina nominalna godisnja kamatna stopa je pala na 3,2%,

a vreme amortizacije produzeno za jo$ dve godine.

a) Naci novi anuitet.

b) Napraviti plan amortizacije.

Resenje. a) Kako je kapitalisanje godisnje, a anuiteti mese¢ni, to je period za koji
treba da izracunamo kamatnu stopu 12 puta manji od perioda kapitalisanja, pa
ra¢unamo konformnu kamatnu stopu uz s = 12, odnosno

r:rk:(1+

Kredit se otpla¢uje 20 godina, odnosno na n = 20 - 12 = 240 rata. Na pocetku

3.5%

1/12
) —1=0,29%.
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otplate kredita rata kredita je

0,29% - 72.000

R—
1— (1 +0,290%) 2%

— 415,54 EUR.

Nakon 5 godina, kamatna stopa pada, a vreme otplate se produzava, pa ¢e nova rata
biti manja od pocetne. Da bismo izrac¢unali tu ratu, neophodno je prvo izracunati
koliki je preostali dug nakon 5 godina otplate. Uradi¢emo to na dva nacina, bez
pravljenja (celog) plana amortizacije.

Pomoéu ugradene funkcije ”PPMT” mozemo dobiti trazeni ostatak duga. U Excel-
u mozemo lako kreirati tabelu koja sadrzi sve otplate u prvih 5 godina

(Bla BZ? . '7360)7

slika 2.10. Kada saberemo sve ove otplate (pomocu funkcije ”SUM”) dobijamo
iznos dela kredita, koji je otpla¢en u prvih 5 godina, odnosno Ogy = 13.652,82 EUR.

A B C D
1]z 72.000,00 €
2 r, 3,50%
3 m 1
4| s 12
5 r 0,29%
6| n 240
7 R 415,54 €
8
9 J B, ,-I/\=PPMT(B$5;A10;B$6;-B$1) |
10| 1 208,84 €
11 2 209,44 €
12| 3 210,04 €
13| 4 210,64 €
67 "
68 58 24591 €
69 59 246,62 €
70 60 247,32 €
71 5 13.652,82 €

Slika 2.10: Otplate

Preostali iznos kredita, koji treba otplatiti, je

7' = 7 — Ogp = 72.000,00 — 13.652,82 = 58.347,18 EUR.
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Ovaj dug otpla¢ujemo 17 godina (15 preostalih + 2 godine, za koje je produzeno
vreme amortizacije). Dakle, n’ = 17-12 = 204. Nova nominalna godi$nja kamatna
stopa je rl, = 3,2%, pa je

3907\ 1/12

Dakle, nova rata je
,  0,26% - 58.347,18
1 (1+0,26%) 204

Nadimo sada ostatak duga nakon 5 godina otplate, na drugi nacin — koriS¢enjem
pocetne rate. Nakon 5 godine otpate, preostalo je jos 15 godina, odnosno

n =15-12 =180
rata u visini od R = 415,54 EUR, kako bi kredit bio u potpunosti isplacen. Dakle,

ostatak duga nakon 60 rata je sadasnja vrednost preostalih 180 rata (po pocetnim
uslovima), odnosno

7' = PV(0,29%; 180; —415,54) = 58.347,18 EUR.

— 369,88 EUR.

Sada, novu ratu racunamo identi¢no, kao i kod prvog nacina resavanja ovog pro-
blema.

b) Na osnovu izra¢unatih vrednosti u zadatku pod a) lako dobijamo i plan amor-
tizacije, slika 2.11.

j Dj1 lj B; .

1 72.000,00 € 206,70 € 208,84 € 415,54 €

2 71.791.16€ 206,11 € 209,44 € 415,54 €

3 71.581,73 € 205,50 € 210,04 € 415,54 €
59 58.841,11 € 168,93 € 246,62 € 415,54 €
60 58.594,50 € 168,22 € 247,32 € 415,54 €
61 58.347,18 € 153,36 € 216,52 € 369,88 €
62 58.130,65 € 152,79 € 217,09 € 369,88 €
63 57.913,56 € 152,22 € 217,66 € 369,88 €
262 1.103,83 € 2,90 € 366,98 € 369,88 €
263 736,85 € 1,94 € 367,94 € 369,88 €
264 368,91 € 0,97 € 368,91 € 369,88 €

28.388,04€ 72.000,00€ 100.388,04€

Slika 2.11: Plan amortizacije
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2.2.2 Krediti sa razliéitim anuitetima

Sada ¢emo napraviti plan amortizacije za kredite, koji se otpla¢uju tako da su

Z

im otplate jednake. Svaku otplatu mozemo lako izracunati B; = —, j =1,2,...,n.
n

Potom, racunamo i anuitete R; = I; + B, j =1,2,....n.

Zadatak 2.12 Kredit od 60.000 RSD treba otplatiti za godinu dana uz nominalnu
godisnju kamatnu stopu od 12%, uz

a) godisnje,
b) mesecno

kapitalisanje i dvomeseéne anuitete kod kojih su otplate jednake. Napraviti plan
amortizacije.

Resenje. a) Broj anuiteta je n = 6, pa je svaka otplata jednaka

B = LP = 10.000,00 RSD.

Kako je period kapitalisanja 6 puta veci od anuitetnog perioda, to se kamatna stopa
za period od dva meseca racuna kao konformna kamatna stopa

12 1/6
r= <1+%%> 1 =1,91%.

Dalje je lako napraviti plan amortizacije, slika 2.12.

A LA WN R —

D,
60.000,00 RSD
50.000,00 RSD
40.000,00 RSD
30.000,00 RSD
20.000,00 RSD
10.000,00 RSD

l;
1.144,06 RSD
953,38 RSD
762,70 RSD
572,03 RSD
381,35 RSD

190,68 RSD

E
10.000,00 RSD
10.000,00 RSD
10.000,00 RSD
10.000,00 RSD
10.000,00 RSD

10.000,00 RSD

R;
11.144,06 RSD
10.953,38 RSD
10.762,70 RSD
10.572,03 RSD
10.381,35 RSD

10.190,68 RSD

4.004,20 RSD

60.000,00 RSD

Slika 2.12: Plan amortizacije

64.004,20 RSD

b) U odnosu na zadatak pod a), ovde se razlikuje samo kamatna stopa za anuitetni
period. Posto u svakom anuitetnom periodu imamo dva kapitalisanja, onda se
trazena kamatna stopa dobija kao efektivna

2
r= <1+ 112(270> —1=2,01%.
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Naravno, ova kamatna stopa je nesto ve¢a u odnosu na stopu iz prvog dela zadatka,
pa su samim tim i kamate i rate, u svakom periodu vece, Sto se moze videti i u
planu amortizacije, slika 2.13.

j D, | B, R
1 60.000,00 RSD 1.206,00 RSD 10.000,00 RSD  11.206,00 RSD
2 50.000,00 RSD ~ 1.005,00RSD  10.000,00RSD  11.005,00 RSD
3 40.000,00RSD  804,00RSD  10.000,00 RSD  10.804,00 RSD
4 30.000,00RSD  603,00RSD  10.000,00RSD  10.603,00 RSD
5 20.000,00 RSD 402,00 RSD 10.000,00 RSD  10.402,00 RSD
6 10.000,00RSD  201,00RSD  10.000,00RSD ~ 10.201,00 RSD
4.221,00RSD  60.000,00RSD  64.221,00 RSD

Slika 2.13: Plan amortizacije

U slede¢em zadatku ¢emo razmotriti kredite kod kojih anuiteti ¢ine aritmeticku
progresiju sa razlikom d. Prvi takav anuitet mozemo izracunati na slede¢i nacin
r

Ry, = T—(tr " (Z —dQ),
gde je N .
Q= <—_ ( :”’) Cn(l+ 7’)_") . 2.1)

Zadatak 2.13 Kredit od 5.000 EUR treba vratiti za godinu dana mesecnim anu-
itetima kojt se

a) povelavaju,

b) smanjuju
za 100 evra pri meseénom kapitalisanju i racunajuéi 14% nominalnu godisnju ka-

matnu stopu. Odrediti prvi anuitet © napraviti plan amortizacije.

Resenje. Kako je anuitetni period jednak periodu kapitalisanja, onda se kamatna
stopa za mesec dana — relativna kamatna stopa

re  14%
= — = = 1,17%.
L PR
a) U ovom delu zadatka je razlika d = 100. Prvo ¢emo izracunati ¢ pomocu (2.1)
1 1—(1+1,17%)6
1,17% 1.17%

a potom i prvu ratu

Q= —6(1 + 1,17%)—6> — 14,21,

1.17%

Ri=1z (1+ 1,17%)—6(

5000 — 14,21 - 1000) = 621,07 EUR.
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Svaka sledeéa rata sc lako racuna

R;11 = R; + 100, 1=12,...,.n—1
Plan amortizacije je prikazan na slici 2.14.

j Dj4 Iy B, R
1 5.000,00 € 58,33 € 562,74 € 621,07 €
2 4.437,26 € 51,77 € 669,30 € 721,07 €
3 3.767,96 € 43,96 € 777,11 € 821,07 €
4 2.990,84 € 34,89 € 886,18 € 921,07 €
5 2.104,66 € 24,55 € 996,52 € 1.021,07 €
6 1.108,14 € 1293 € 1.108,14 € 1.121,07 €

226,44 € 5.000,00 € 5.226,44 €

Slika 2.14: Plan amortizacije

b) Ovaj deo zadatka se reSava isto kao i deo pod a), samo je d = —100, slika 2.15.

j D1 I B, R,
1 5.000,00 € 58,33 € 1.055,97 € 1.114,31 €
2 3.944,03 € 46,01 € 968,29 € 1.014,31 €
3 2.975,73 € 34,72 € 879,59 € 914,31 €
4 2.096,14 € 24,45 € 789,85 € 814,31 €
5 1.306,29 € 15,24 € 699,07 € 71431 €
6 607,22 € 7,08 € 607,22 € 614,31 €
185,84 € 5.000,00 € 5.185,84 €

Slika 2.15: Plan amortizacije

Razmotrimo, sada, i one kredite kod kojih anuiteti ¢ine geometrijsku progresiju sa
kolicnikom ¢. Prvi anuitet mozemo izracunati kao

I—r oo 4
- T Ty

R, :Z(l—l-?")

gde je r kamatna stopa za period pla¢anja, a n ukupan broj rata.

Zadatak 2.14 Kredit od 5.000 EUR treba vratiti za pola godine mesecnim anuaite-
tima tako da svak: anuitet bude duplo

a) vedi,

b) manji,
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od prethodnog, racunajuci 9% nominalnu godisnju kamatnu stopu uz kvartalno kap-
italisanje. Napraviti plan amortizacije.

Resenje. a) Kako je kapitalisanje kvartalno, mese¢na kamatna stopa je

1/3
r= <1+QT%) —1=0,74%.

Kako je kolicnik ¢ = 2, pa posledi¢no ry =

=1,991in =6, to je prva rata

14+9%
1-—1.99
Ry = 5.000(1 + 9%)1_—1’996 — 82,42 EUR.

Sada se plan amortizacije lako kreira, uz rekurentnu vezu R;+1 = 2R;, 1 = 1,2, ...5,
slika 2.16.

1
b) Ovaj zadatak reSavamo analogno zadatku pod a), samo uz koli¢nik ¢ = 3 Plan

Slika 2.16: Plan amortizacije

amortizacije ovog kredita je prikazan na slici 2.17.

j B | B, R,
1 5.000,00 € 37,22 € 45,20 € 82,42 €
2 4.954,80 € 36,89 € 127,95 € 164,84 €
3 4.826,85 € 35,93 € 293,74 € 329,67 €
4 4.533,11 € 33,75 € 625,60 € 659,35 €
5 3.907,51 € 29,09 € 1.289,61 € 1.318,70 €
6 2.617,90 € 19,49 € 2.617,90 € 2.637,39 €
192,37 € 5.000,00 € 5.192,37 €

j D, ! B, R,
1 5.000,00 € 37,22 € 2.538,49 € 2.575,72 €
2 2.461,51 € 18,32 € 1.269,53 € 1.287,86 €
3 1.191,97 € 8,87 € 635,06 € 643,93 €
4 556,92 € 4,15 € 317,82 € 321,96 €
5 239,10 € 1,78 € 159,20 € 160,98 €
6 79,90 € 0,59 € 79,90 € 80,49 €
70,94 € 5.000,00 € 5.070,94 €

Slika 2.17: Plan amortizacije



GLAVA 2. NOVCANI TOKOVI 44

Zadatak 2.15 Zajam od 30.000 EUR se otplacuje 20 godina jednakim mesecnim
anuitetima uz 6,1% nominalne godisnje kamatne stope i godisnjim kapitalisanjem.
Posle 5 godina godisnja kamatna stopa je smanjena na 5,7%, vreme amortizacije
produzeno za jos jednu godinu, a mesecni anuiteti se otplacuju tako da su otplate
jednake. Napraviti plan amortizacije ovog kredita.

Resenje. Kako je kapitalisanje godisnje, a nama treba kamatna stopa za jedan
mesec, to ¢emo kamatnu stopu za period pla¢anja dobiti konformnim metodom,

odnosno
6.1\ 1/12
7‘:(14—%) —1=0,49%.

Broj rata je
n=20-12 =240

i onda lako mozemo dobiti i anuitet
R =PMT(0,49%; 240; —30000) = 213,82 EUR.

Sada za prvih 5 godina (odnosno 60 rata), pravimo plan amortizacije sa prethodno
izracunatim vrednostima, slika 2.18.

j D, I B, R,

1 30.000,00 € 148,40 € 65,42 € 213,82 €
2 29.934,58 € 148,07 € 65,75 € 213,82 €
3 29.868,83 € 147,75 € 66,07 € 213,82 €
4 29.802,75 € 147,42 € 66,40 € 213,82 €
5 29.736,35 € 147,09 € 66,73 € 213,82 €
59 25.617,49 € 126,72 € 87,10 € 213,82 €
60 25.530,38 € 126,29 € 87,53 € 213,82 €
61 25.442,85 €

Slika 2.18: Plan amortizacije — I deo

Nakon 60. uplate, neophodno je izracunati ostatak duga, koji se u nasem planu
amortizacije nalazi u 61. vrsti

Deo = Dg1_1 = 25.442,85 EUR.

Vreme amortizacije je produzeno za godinu dana, pa je ostalo ukupno 15+ 1 =16
godina do kraja otplate kredita, odnosno

n =16-12 =192
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rate. Dakle, preostali dug je potrebno podeliti na 192 jednake otplate, odnosno

95.442.85

B' = Bg = Bgy = ... = Bosy =
61 62 252 195

— 132,51 EUR.

Nova mesecna kamatna stopa je

5 707\ /12
r = (1 + T%> — 1 = 0,46%.

Sada, lako dobijamo i ostatak plana amortizacije kredita, slika 2.19.

61 25.442,85 € 117,81 € 132,51 € 250,32 €
62 25.310,33 € 117,19 € 132,51 € 249,71 €
63 25.177,82 € 116,58 € 132,51 € 249,09 €
64 25.045,30 € 115,97 € 132,51 € 248,48 €
250 397,54 € 1,84 € 132,51 € 134,36 €
251 265,03 € 1,23 € 132,51 € 133,74 €
252 132,51 € 0,61€ 132,51 € 133,13 €

19.640,39 € 30.000,00 € 49.640,39 €

Slika 2.19: Plan amortizacijc — IT deo

2.3 Evaluacija novcanih tokova

Sadasnja vrednost nov¢anog toka x = (xo,21,...,%,) uz kamatnu stopu r po
intervalu pla¢anja je

AO) =2+ (1+r) 4 H o (A7) " 4z, (141

Interna stopa prinosa novcanog toka x = (zo, 21, ..., Z,) je broj r koji zadovoljava
jednacinu
1 ) Tn
o + + ot —— =0,
Tl (142 (147"

odnosno to je ona kamatna stopa za koju je sadasnja vrednost novcanog toka
jednaka nuli.

Zadatak 2.16 Student je iznajmio stan za period oktobar tekuce — juni naredne
godine. Ugovorena je mesecna stanarina u visint od 150 EUR i morao je da uplat
stanarinu za dva meseca unapred, bez mogucnosti povratka novca. Nakon nekoliko
dana je dobio ponudu za stan koji mu takode odgovara i za ¢iji zakup bi placao 120
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EUR. Na osnovu sadasnje vrednosti novéanih tokova proceniti da li mu se isplats
da 1znagymi drugi stan. Napraviti procenu i za slucaj iznajmljivanja na godinu dana.
Nominalna godisnja kamatna stopa je 6% i meseéno se kapitalise.

6%

ResSenje. Kamatna stopa za mesec dana je r = 17 = 0,5%. Ako je student ostao

u prvom stanu onda je novcani tok koji predstavlja pla¢ene stanarine
s1 = (—300,0,—-150, —150, —150, —150, —150, —150, —150).

Sadasnja vrednost ovog novcanog toka je

—150 —150 ~150
- = —1.324,19 EUR.

Aal0) = =300 o 5 T os%r T T 05%)

Ako je student pak izabrao drugi stan, onda je student na pocetku platio 420 EUR
(300 EUR za prvi stan + 120 EUR za drugi), pa je noc¢ani tok koji predstavlja
plac¢ene stanarine za drugi stan dat sa

sy = (—420, —120, —120, —120, —120, —120, —120, —120, —120).

Sadasnja vrednost drugog novcanog toka je

~120 —120 ~120
Ay, (0) = —450 i ————— = —1.358,76 EUR.
2 (0) * (1+0,5%)1 * (1+0,5%)2 et (1+0,5%)8 ’

Kako je Ag, (0) > A, (0), isplativije je da ostane u prvom stanu.
Ove rezultate smo mogli dobiti i u Excel-u pomocu ugradene funkcije "NPV”,

slika 2.20.
Funkcija "NPV” za unetu stopu r i niz elemenata xq,zs,...,z, racuna sumu
n

x.
Z q +zr)n7 pa je na tu vrednost potrebno jos dodati i zg.
i=1

Ako posmatramo iznajmljivanje stana na 12 meseci, onda dobijamo novc¢ani tok
st = (=300,0,—150, 150, ..., —150)

-~

10

za prvi stan, a za drugi

s = (—420, —120,—120, ..., —120).

11

Sada lako dobijamo i sadasnje vrednosti za ova dva novcana toka:
Asfl(O) = —1.752,30 EUR, ASIQ(O) = —1.701,24 EUR.

Kako je As/l (0) < ASQ(O), to je u slucaju zakupa stana na 12 meseci, studentu
povoljnije da iznajmi drugi stan.
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A B C D E
1 | stan Il stan
2 i X; X;
3 0 -300,00 € -420,00 €
4 1 0,00 € -120,00 €
= 2 -150,00 € -120,00 €
6 3 -150,00 € -120,00 €
7 4 -150,00 € 120,00 €
8 5 -150,00 € -120,00 €
9 6 -150,00 € -120,00 €
10 F -150,00 € -120,00 €
11 8 -150,00 € ~120,00 € =NPV(6%/12;C4:C11)+C3
12 -1.324,19 € -1.358,76 €

Slika 2.20: Ugradena funkcija "NPV”

Zadatak 2.17 Za otvarange frizerskog salona (oprema, adaptacija prostora i os-
talo) neophodno je uloZiti 1.200.000 RSD. Od ovog posla se na kraju svakog meseca
ocekuju prihodi od 485.000 RSD i rashodi od 320.000 RSD. Nakon punih 15 meseci
rada ocekuje se da ovaj posao (sa opremom) preuzme (kupi) drugi preduzetnik za
800.000 RSD. Odrediti sadasnju vrednost ove investicije, ako je nominalna godisnja
kamatna stopa 10%, a kapitalisanje je mesecno.

ReSenje. Za ovu investiciju, odgovarajuéi novéani tok je z = (xg, 21, ..., 215), gde
je

zo = —1.200.000, z1 =292 = ... =214 = 485.000 — 320.000 = 165.000.

Nakon 14 punih meseci — na kraju 15-tog meseca uz mesec¢ni prihod 165.000 se
obavlja i prodaja u iznosu od 800.000 RSD, pa je

x15 = 165.000 4 800.000 = 965.000.

10%
Kamatna stopa je r = 1—20 Sadasnja vrednost ovog novcanog toka je

165.000 n 165.000 165.000 L 965.000
1+r  (1+r)2 7 (Q+r)4 (1+r)5
= 1.823.871,77 RSD.

A, (0) = —1.200.000 +

Ovo moze lako da se dobije u Excel-u, slika 2.21.
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B C D
X;
-1.200.000,00 RSD
165.000,00 RSD
165.000,00 RSD
165.000,00 RSD
165.000,00 RSD

OO EA WN =
B WN R O =P

14| 12  165.000,00 RSD
15 13  165.000,00 RSD
16 14  165.000,00 RSD
17 | 15  965.000,00 RSD
18| A(0) | 1.823.871,77RSD

NPV(10%/12;B3:B17)+B2

Slika 2.21: Novcani tok investicije

Zadatak 2.18 Investitor ima mogucénost da ulozi u jedan od dva ponudena pro-
jekta:

(i) Za prvi projekat neophodno je ulaganje w visini od 100.000 EUR. Nakon svake
godine, tokom pet godina trajanja investicije, ocekuje se dobit od 30.000 EUR.

(ii) U drugi projekat treba uloziti 150.000 EUR, a nakon prve godine se ocekuje
dobit od 35.000 EUR 1 nakon svake sledece godine se ocekuje dobit za 3.400
evra veci nego Sto je bio ostvaren u prethodnoj godini. I ovaj projekat traje
punth 5 godina.

Proceniti u koji projekat je bolje investirati na osnovu:
a) sadasnje vrednosti novéanog toka, ako je nominalna godisnja kamatna stopa
6%, a kapitalisanje godisnje;

b) interne stope prinosa.

Resenje. a) Novcane tokove koje reprezentuju ova dva projekta mozemo lako
kreirati u Excel-u, slika 2.22.
Sadasnje vrednosti ovih nov¢anih tokova su, redom,

A1(0) = 26.370,91 EUR,  Ay(0) = 28.622,56 EUR.

Kako je A1(0) < A2(0) isplativije je uloziti u drugi projekat, na osnovu kriterijuma
sadasnje vrednosti novcanog toka.
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A B C D
1  Godine Projekat 1 Projekat 2
2 | 0 -100.000,00 € -150.000,00 €
3 1 30.000,00 € 36.000,00€
4 2 30.000,00 € 39.400,00 € T =C3+3400
5 3 30.000,00 € 42.800,00 €
6 4 30.000,00 € 46.200,00 €
7 5 30.000,00 € 49.600,00 €
8 | 26.370,91 € 28.622,56 €

Slika 2.22: Sadasnja vrednost novcanih tokova

b) Interne stope prinosa r; i 79 za ova dva projekta, dobijaju se resavanjem
jednacina:
30.000 30.000 30.000 30.000 30.000

—100.000 + + + + + + =0
T+r  (1+7)2 Q+r)*  Q+r)* (1+m)°

36.000+ 39.400 . 42.800 n 46.200 n
L+ry - (L4m2)? (T472)* (141!

49.600
(1+72)°

—150.000 + = 0.

Resenja ovih jednac¢ina mozemo dobiti i u Excel-u, pomoé¢u funkcije "IRR” (Internal
return of rate).

A B C D
1  Godine Projekat 1 Projekat 2
2 0 -100.000,00 € -150.000,00 €
‘| 1 30.000,00 € 36.000,00 €
4 2 30.000,00 € 39.400,00 €
- ‘ 3 30.000,00 € 42.800,00 €
6 4 30.000,00 € 46.200,00 €
i 5 30.000,00 € 49.600,00 € ZIRR(C2:C7)
8 15,24% 12,39%

Slika 2.23: Interne stope prinosa novcanih tokova

Kako je r1 = 15,24% > 12.39% = r9, na osnovu ovog kriterijuma isplativije je
ulaganje u prvi projekat.
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Zadatak 2.19 Dwva projekta imaju sledece novéane tokove:

(_AlaBlaB:h s 7B1)

(=A3, By, Bo,...,Bo),
koji su iste duZine i vazi Ay, Ao, B1, By su pozitivne vrednosti. Dokazati da ako je

B _ By
Ay~ Ag
da tada prvi projekat ima vecu internu stopu prinosa od drugog projekta.

Resenje. Neka je rp interna stopa prinosa za projekat (—Ay, By, By,...,B1), arg
interna stopa prinosa za projekat (—As, By, Ba, ..., By). Tada je

By By By
— Ay + + +.oo+t——=0
YT Idr T )2 (1+r)"
B B B
—As + 24 L +—2 =0

1417y (1 + ')”‘2)2 (1 + 7”2)"

1
Ako uvedemo oznaku ¢; = , 1 =1,2, onda je
1 -+ T4

A1 = Bjcy + Blc% + ...+ Bycf,
Ay = Boco + BQC% + ...+ Bgcg,

odnosno
Al 2 n
— =c1 +c ...+ec
B1 1 ‘|‘ 1 ‘|‘ + 13
A2 2 n
— =c¢9+tc . +ab.
B2 2 ‘|‘ 2 ‘|‘ ‘|‘ 2
B B
Kako je iz uslova zadatka 2L —2, to je
A A

a+EF. R <catat... b

Neka je p(c) = ¢ + ¢ + ... + ¢". Poslednju nejednakost, sada mozemo zapisati
kao p(c1) < p(c2). Posto su ¢y, co > 0, jasno je da iz p(c1) < p(ce) sledi ¢1 < co,

odnosno
1 1

< )
14+m 1417y

odakle je r1 > rg, Sto je trebalo i pokazati.
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Zadatak 2.20 Za dva novéana toka (xo,Z1,...,2n) @ (Y0,Y1, ..., Yn) kaZemo da se
ukrstaju ako vazi xo < Yo
n n
DIEED TS
i=0 i=0

1
Neka su Az(c) i Ay(c), gde je c = -
se ukrstaju. Dokazati da tada postoji vrednost d > 0 da je A,(d) = Ay(d).

sadasnje vrednosti dva novéana toka koji
r

ResSenje. Sadasnje vrednosti novéanih tokova x i y su

Az(c) =xo+ x1c+ Tac® + ...+ xpc™,

Ay(e) = yo +yic+yac® + ...+ ync™

Definisimo, sada, p(c) = Az(c) — Ay(c). Treba da pokazemo da postoji tacka d tako
da je p(d) = 0. Jasno je da je

p(c) = (zo — o) + (21 — y1)c+ (T2 — y2) + ... + (Tn — Yp )™
Jedan od uslova zadatka je da vazi x¢g < yo, odnosno xg — yo < 0. To znaci i da je
p(0) = zo — yo < 0.
Drugi uslov je
n n n n
SaeYu v YnoYuso
i=0 i=0 i=0 i=0
Sada je

n n
p(1) = Z:c, — Zyi > 0.
i=0 i=0

Iz p(0) < 0, p(1) > 0 i neprekidnosti funkcije p na [0, 1] sledi da postoji d € (0,1)
takvo da je p(d) = 0, odnosno A,(d) — A,(d) = 0 odakle je A,(d) = A,(d).



Glava 3

Obveznice

Prodajna cena obveznice je

F C |
P=ame T <1 G +/\/m)"> :
gde je:

e ['—nominalna vrednost obveznice (iznos kredita koji je poverilac platio emi-
tentu za obveznicu);

V' — otkupna vrednost (pretpostavljac¢emo da je V = F');

r — godiSnja kamatna stopa naznacena na obveznici (posmatratemo samo
obveznice sa fiksnom kamatnom stopom);

e m — broj kapitalisanja na godiSnjem nivou;
e )\ — prinos do dospeca.
Srednje vreme obveznice (duration) se dobija kao

l+y  l14+y+n(c—y)
my  me((1+y)"—1)+my’

D —

r
gde je ¢ = — kupon stopa po periodu, a y = - prinos po periodu i n ukupan broj
perioda do dospeca obveznice.

Modifikovano srednje vreme obveznice je

1

Dp=————0D
1+A/m

Konveksnost obveznice je

2 n
oo L&pP 1 Zkz(kz+1)A(tk)
Pd\2  P(1+\/m)" m?2

N

k=1

gde je A(tx) sadasnja vrednost isplate koja dospeva u trenutku .

52
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Zadatak 3.1 Obveznica nominalne vrednostt 3.000 USD, sa kamatnom stopom
6%, kvartalnim kuponima i datumom dospeéa 1.10.2025, kupljena je 1.1.2021. uz
prinos kupca 4%. Odrediti prodajnu cenu obveznice i sadasnji prinos.

Resenje. Kako je nominalna vrednost F' = 3.000, a kamatna stopa 6%, to je
C = 6% - 3000 = 180 USD

i taj iznos je podeljen u 4 jednake isplate — 4 kvartalna kupona po

¢ _ 180 45 ush.
m 4

Prinos je A = 4%, a ukupan broj kupona je n = 19, pa je

19

3000 45

p—— > 395839 USD.
A 4%/45 kzzl (T 1 4%/4)F

Prodajnu cenu obveznice mozemo izracunati i preko ugradene funkcije "PRICE”
(slika 3.1).

Function Arguments ? X

PRICE
Settlement |
Maturity
Rate
Yid

I 19 19 |9 |9
1

Redemption

Returns the price per $100 face value of a security that pays periodic interest.

Settlement s the security's settlement date, expressed as a serial date number.

Formula result =

Help on this function Cancel

Slika 3.1: Funkcija "PRICE”

Ova funkcija ima 6 argumenata, od kojih je obavezan unos za (bar) 3 od prva cetiri:

”Settlement” — datum prodaje obveznice;

”Maturity” — datum dospeca obveznice;

”"Rate” — kamatna stopa;

”Y1ld” — prinos;
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e "Redemption” — otkupna cena obveznice na 100 USD nominalne vrednosti
obveznice. Mi ¢emo iskljucivo posmatrati obveznice kod kojih je otkupna
cena jednaka nominalnoj vrednosti obveznice, pa éemo u ovo polje pisati 100;

e "Basis” — nacin obracuna broja dana u mesecu i godini. Ako u ovo polje ne
upiSemo nista ili upiSemo nulu — racuna se 30 dana u mesecu i 360 u godini,
a ako se u ovo polje unese 1 — racuna se tacan broj dana u mesecu i u godini.

"PRICE” ra¢una prodajnu cenu obveznice na 100 USD nominalne vrednosti. Dakle,
ako je nominalna vrednost obveznice F, vrednost koju daje ova funkcija, treba

F
pomnorziti jos sa 100° da bismo dobili prodajnu cenu P. Dakle,

P =30 - PRICE(”"1.1.20217;1.10.2025”; 6%; 4%:; 100; 2; 1) = 3.258,39 USD.

Ovu funkciju mozemo koristiti isklju¢ivo kada se dan prodaje obveznice poklapa sa
datumom dospeca jednog od kupona, Sto jeste slu¢aj u ovom zadatku.

Zadatak 3.2 Obveznica nominalne vrednosti 8.000 USD, sa kamatnom stopom
4%, kvartalnim kuponima i datumom dospeéa 21.12.2025, kupljena je 31.3.2018. uz
prinos od 5%. Odrediti prodajnu cenu obveznice.

Resenje. Datum prodaje se nalazi unutar perioda jednog od kvartalnih kupona,
tacnije izmedu 21.3.2018. i 21.6.2018. Lako dobijamo da je godisnja kamata

C = 4% - 3000 = 120 USD,

C

podeljena u cetiri jednaka iznosa — = 30 USD. Izracuna¢emo prvo prodajnu cenu
m

P na dan 21.3.2018. Tada je broj kupona do dospec¢a n = 31, pa je

31
3000 30
- 4y —92808,23 USD.
T 1+ 5%/4)31 ; (145%/4)k

Na ovaj iznos treba dodati i osvojenu kamatu (deo iznosa koji se napla¢uje tokom
ovog kupon perioda pripada prodavcu obveznice). Broj dana od prvog dana kupon
perioda do dana prodaje (21.3.2018. — 31.3.2018.) je n; = 10, dok je ukupan broj
dana u tom kupon periodu ng = 92, pa jc

ni C 10

Al = —— = —30 = 3,26 USD.
nom 92

Sada znamo i prodajnu cenu ove obveznice
P=P + Al =2.811,49 USD.

Zadatak 3.3 Obveznica nominalne vrednosti 1.300 USD, sa kamatnom stopom
5%, polugodisnjim kuponima i datumom dospeéa 1.1.2027. godine, kupljena je
1.7.2021. po ceni od 1.250 USD. Odrediti prinos do dospeca obveznice.
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Resenje. Kako polugodisnji kuponi za ovu obveznicu dospevaju svakog 1.1.11.7. u
godini (datum dospeéa je 1.7.) to se datum prodaje poklapa sa datumom dospeéa
obveznice. Iznos svakog kupona je

€ _5%-1300 _ 32,50 USD.
m 2

Sada mozemo da kreiramo odgovaraju¢i novéani tok
(—1250; 32,50; 32,505 . . . ; 32,50; 1332,50)
Cija ¢e interna stopa prinosa biti, u stvari, prinos do dospec¢a po periodu, odnosno

A
5 Dakle,

A
5 = IRR(~1250;32,50; 32.50; ... 32,50; 1332,50) = 2.91%,

odnosno
A = 5,83%.

Trazeni prinos smo mogli da dobijemo i pomoéu ugradene funkcije ”"YIELD”,
slika 3.2.

Function Arguments ? X
YIELD
Settlement + = A
Maturity 4 =
Rate 4+ =
Pr * =
Redemption 2| = v

Returns the yield on a security that pays periodic interest.

Settlement is the security's settlement date, expressed as a serial date number.

Formula result =

Cancel

Help on this function

Slika 3.2: Funkcija ”YIELD”

Uz veé videne argumente (koje ima i funkcija PRICE), ovde se pojavljuje i jedan
novi "Pr”, koji predstavlja prodajnu cenu obveznice na 100 jedinica nominalne
vrednosti. U nasem zadatku, vrednost za ”Pr” mozemo dobiti preko direktne
proporcije iz koje dobijamo da je

L 1250 -100 1250
1300 13
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Dalje je
A =YIELD(”1.7.20217;71.1.20277;5%; 1250/13; 2; 1) = 5,83%.

Zadatak 3.4 Odrediti cenu obveznice sa godisnjim kuponima, ¢ija je mominalna
vrednost 100 USD rok dospeéa 30 godina za razlicite vrednosti prinosa do dospeca:

a) 0%, b) 1%, c) 2%, d) 3%,
e) 5%, f) 10%, g) 20%.

1 razlicite kamatne stope:
i) 5%, it) 10%, i11)20%.

ResSenje. Pomocu ugradene funkcije PRICE mozemo lako popuniti tabelu sa
trazenim vrednostima, slika 3.3.

B2 i Fe :F‘RIC'E{"1.1.ZDDD”;”1.1.2030";$A2;B$1;100;1;1]

A B c | b | E | F | 6 | H
1] plA 0% 1% 2% 3% 5% 10% 20%
2| 5% |$250.001520323 $167,19 $13920 $100,00 $52,87  $2532
3| 10% | $40000 $332,27 $27917 $237,20 $176,86 $100,00 $50,21
4| 20% | $700,00 $590,35 $503,14 $43321 $33059 $19427 $100,00

Slika 3.3: Prodajna cena obveznice

Kretanje prodajne cene obveznice u zavisnosti od prinosa, za razlicite kamatne
stope, prikazano je na slici 3.4.

$800,00
$700,00
$600,00
$500,00
€ $400,00
$300,00
$200,00
$100,00

$0,00

jna cena

Proda

0% 5% 10% 15% 20% 25%

Prinos

——p=5% —8—p=10% p=20%

Slika 3.4: Prodajna cena obveznice
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Zadatak 3.5 Odrediti cenu obveznice na dan 18.8.2021. cija je nomanalna vred-
nost 100 USD, godisnji kuponi 1 kamatna stopa 10%, za razlicite vrednosti prinosa
do dospeca:

a) 0%, b) 1%, c) 2%, d) 3%,
e) 5%, f) 10%, g) 20%.

1 razlic¢itih rokova dospeca:
i) 18.8.2024, i1) 18.8.2031, i) 18.8.2051.

Resenje. I ovaj zadatak mozemo resiti pomocu ugradene funkcije PRICE. Lako
mozemo kreirati i popuniti tablicu koja ¢e nam dati trazene podatke, videti sliku 3.5.

B3 e Je =PRICE($ASI;SA3;10%;BSZ;IDD;1}

A B c | o | E | F | 6 | H
1 [18.8.2021
2] n\A 0% 1% 2% 3% 5% 10% 20%
3 [18.82024] $130,00 | $126,47  $12307 $11980 $11362 $100,00 $78,94
4 18.82031[ $200,00 $18524 $17186 $15971 $138,61 $10000 $58,08
5 |18.8.2051| $40000 $332,27 $279,17 $237,20 $176,86 $100,00 $50,21

Slika 3.5: Prodajna cena obveznice

Kretanje cene obveznice, u zavisnosti od prinosa, sa razli¢itim rokovima dospeca,
prikazano je na slici 3.6.

$450,00
$400,00
$350,00
$300,00

250,00

S

$200,00

$150,00 :::k
$100,00 ;:‘\‘2
$50,00

$0,00
0% 5% 10% 15% 20% 25%

Prinos

Prodajna cena

—e—n=3god. —e—n=10 god. n=30 god.

Slika 3.6: Prodajna cena obveznice
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Zadatak 3.6 Za obveznicu sa godisnyim kuponima, nominalne vrednosti 300 USD,
sa kamatnom stopom 7% koja ima rok dospeca 10 godina, odrediti srednje vreme
obveznice, ako je prinos do dospeéa 9%.

Resenje. Jasno jedajec=r=7%, y =X = 9%, m = 11in = 10, pa je srednje
vreme

D_1+y_ l+y+n(c—y)
omy me((T+y)"—1) +my
14 9% 1+9% + 10(7% — 9%)

9% T%((1 +9%)10 - 1) + 9%

— 7,32

Srednje vreme mozemo dobiti, takode i preko ugradene funkcije ”"DURATION”.

Function Arguments ? X

DURATION
Settlement |
Maturity
Coupon
Yid

I 1= 9 |9 |
]

Frequency

Returns the annual duration of a security with periodic interest payments.

Settlement s the security's settlement date, expressed as a serial date number.

Formula result =

Help on this function Cancel

Slika 3.7: Funkcija "DURATION”

U odnosu na prethodne funkcije, koje smo obradili u ovoj glavi, jedini novi argu-
ment u funkciji "DURATION” je ”Coupon” — iznos godisnje kamatne stope.
Dakle,

D = DURATION(”1.1.2000”;1.1.20107; 7%; 9%; 1; 1) = 7,32.

Kako nisu navedeni ta¢ni datumi prodaje i dospeéa ove obveznice, u ovu funkciju
mozemo da unesemo bilo koja dva datuma izmedu kojih je vremenski period od
10 godina. Mi smo, zbog jednostavnijeg racuna, ovde uzeli datume 1.1.2000. i
1.1.2010.

Zadatak 3.7 Odrediti srednje vreme obveznice sa polugodisnjim kuponima, ako je
prinos do dospeca 8%, a kupon stopa po periodu:
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a) 1%, b) 2%, c) 5%, d) 10%
1 rok dospeca

i) 1 godina, i1) 2 godine, i11) 10 godina,

iv) 50 godina, v) 100 godina, vi) 1000 godina.

Resenje. Ovaj zadatak mozemo da resimo u Excel-u pomocéu ugradene funkcije
"DURATION”, ako kreiramo tablicu sa podacima koji su dati. Neka nam je datum
prodaje obveznice 1.1.2021. Prinos je A\ = 8%, a kako su date stope po periodu
¢, a kapitalisanje je polugodisnje, onda je r = 2¢. Sada lako popunjavamo tabelu,
slika 3.8.

c3 2 f =DURATION("1.1.2021";5B3;2*C5$2;7%;2)

A B & D E F
1 Kupon stope po periodu (c)

Rok ;
2 i s 1% 2% [ s% | 10%
3 1 | 1.1.2022 0,99 0,99 0,98 0,96
4 1.1.2023 1,97 1,94 1,87 LI
< 10 1.1.2031 8,83 8,08 6,89 6,07
6 50 1.1.2071 16,96 15,15 13,97 13,55
7 100 1.1.2121 14,99 14,84 14,74 14,71
8 1000 1.1.3021 14,79 14,79 14,79 14,79

Slika 3.8: Srednje vreme obeveznice u zavisnosti od kamatne stope i roka dospeca.

Zadatak 3.8 Odrediti granicnu vrednost srednjeg vremena obveznice kada rok dospeca
tezi beskonacno velikom broju.

ResSenje. Neophodno je naci

) . 1+y 14+y+n(c—y)
lim D = lim — .
n—co n—oo my  me((1+y)"—1)+my

I+y

my
Razmotrimo, zato samo slucaj ¢ # y. Kako je n prirodan broj, trazimo grani¢nu

vrednost niza. Da bismo mogli da iskoristimo Lopitalovo pravilo, umesto ovog niza
posmatracemo odgovarajucu funkciju i njenu grani¢nu vrednost

Ukoliko je ¢ = y, onda je ova granic¢na vrednost trivijalno jednaka

. 1+y l+y+ax(c—vy)
lim - \
z—oo my  me((1+y)*—1)+my

1 1
gde je z € R. Kako je lim ty _ -ty

) l+y+a(c—y)
L = lim .
z—oo me((1 +y)* — 1) + my

, neophodno je jos samo da nademo
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Ovaj limes je oblika ”——". Kako su i funkcije u brojiocu i imeniocu diferencija-

o
bilne, mozemo primeniti Lopitalovo pravilo, pa je

L= lim e -
S ascome(l+y)"In(l4+y)

Y

odnosno dobijamo da je

1
lim D= -9
T—00 my

Kako onda i odgovarajuéi niz konvergira ka istoj vrednosti kao i ova funkcija,

dobijamo da je
1+y

lim D = ——=.
n—oo my
Zadatak 3.9 U tabeli su date tri obveznice sa godisnjim kuponima i prinosom do

dospeca 15% (iznosi su prikazani u USD).

Obveznica
Isplate krajem A B C
1.godine 120 0 50+1000
2.godine 120+1200 0 0
3.godine 0 0+2000 0

a) Odrediti prodajne cene obveznica.
b) Odrediti srednja vremena obveznica.

c) Ako na kraju druge godine treba da vratite dug od 64.000 USD, konstruisati
portfolio tako da dug bude podmiren.

Resenje. a) Iz tabele se moze zakljuciti da je rok dospeca obveznice A dve godine,
da je iznos godisnjih kupona C' = 120 USD i da je nominalna vrednost ove obveznice
F = 1200 USD. Prodajna cena ove obveznice je

120 1320

C C+F N
(1+15%/1)t (1 +15%/1)2

Py = = =1.102.46 USD.
AT Tra/m)t T Ay ’

Ovaj rezultat smo mogli dobiti i pomoc¢u ugradene funkcije "PRICE”. Kako je

C 120
r=—= = 10%. to je

F 1200
P, =12 - PRICE(”1.1.2000”;71.1.2002”; 10%: 15%; 100; 1) = 1.102,46 USD.

Sliéno dobijamo i prodajne cene za preostale dve obveznice:

2000

P = (1+15%/1)3

= 1.315,03 USD
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1050
“ T 0+ 15%/1)t

b) Srednje vreme obveznice A mozemo dobiti kao

— 913,04 USD.

120 2 1320

1
11 +15%/1)! IO T %)
— B

D4

= 1,91,

ili pomoéu ugradene funkcije
D, = DURATION(”1.1.20007; 1.1.2002”; 10%; 15%; 1) = 1,91.

Srednje vreme obveznice B takode mozemo dobiti na isti nac¢in. Medutim, kako je
ova obveznica sa nula kuponima, znamo da je njeno srednje vreme jednako vremenu
dospeca, tj. Dg = 3. Takode, lako dobijamo da je Do = 1.

c¢) Da bismo konstruisali portfolio uze¢emo obveznice A i B — srednje vreme jedne
obveznice je veée, a druge manje od vremena dospeéa duga (dve godine). Prvo je
neophodno da izracunamo sadasnju vrednost duga

64.000

Oznacimo sa V4 i Vg iznose za koje ¢emo kupiti pomenute obveznice. Tada je

Vi+Vp = A(O),
DaVa+ DpVp = 2A(0).
Resavanjem ovog sistema lako dobijamo da je

_ 2-Dqy
 Dp—Dy

2191

Vi [ A
B 3-191

A(0) = 48.393,19 = 4.184,37 USD,

odnosno
Vy = A(0) — Vg = 48.393,19 — 4.184,37 = 44.208,82 USD.

Ako dalje sa N4 i N oznac¢imo koli¢inu kupljenih obveznica A i B. redom, dobi-
jamo da je:

Vy  44.208,82
Ny =2 = 222202 40,10 ~ 40
AT Py 1.102,46 :
i
Vg 4.184,37
Ng=-2 — 22220 _318~3.

~ Pg  1.315,03
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Zadatak 3.10 Duznik ima obavezu da 22.8.2023. wvrati dug u iznosu od 770.000
RSD. Na trzistu dana 22.8.2021. nude se dve vrste obveznica:

- obveznica A koja ima polugodisnje kupone, nominalnu vrednost 2.500 RSD,
kamatnu stopu 5%, datum dospeéa 22.8.2022. godine;

- obveznica B koja ima polugodisnje kupone, nominalnu vrednost 2.000 RSD,
kamatnu stopu 9% i datum dospeca 22.2.202/. godine;

Konstruisati portfolio w cilju zastite od rizika promene kamatnih stopa koji ce
omoguciti vracanje duga na vreme, ako je prodajna cena obveznice A 2.490 dinara
(na dan 22.8.2021.), a prinos do dospeca za obe obveznice je isti.

Resenje. Da bismo konstruisali odgovarajuéi portfolio, moramo prvo izracunati
prodajne cene i srednja vremena za obe obveznice, a za to moramo prvo izrac¢unati

A
prinos do dospec¢a A. Vrednost — je interna stopa prinosa novcanog toka
m
(—2.490;62.,5; 2.562,5)

5
(vrednost polugodisnjih kupona je %2500 = 62,50 RSD). Lako se dobija preko
ugradene funkcije
A
5= IRR(—2490;62,5;2562,5),

odakle dobijamo da je A = 5,42%.
Sada mozemo dobiti i prodajnu cenu za obveznicu B.

Py = 20 - PRICE(722.8.20217;722.2.2024” ; 9% 5,42%; 100; 2; 1) = 2.165,50 RSD.
Preko ugradene funkcije mozemo dobiti i srednja vremena ovih obveznica:

D4 = DURATION(”22.8.20217;722.8.2022": 5%; 5,42%: 2; 1) = 0,99

Dp = DURATION(”22.8.20217;722.2.2024”; 9% 5,42%; 2; 1) = 2,30.
Izracunajmo i sadasnju vrednost duga.

770.000
A(0) = ——"—— = 691.943,95 RSD.

5,42%
(1 + 2A2% )

Kao i prethodnom zadatku, sledi:

2 — Dg 2 —2.30

Vf=m ——M— - -
AT Di - Dg ) 0,99 — 2.30

691.943,95 = 159.385,56 RSD

Vi = A(0) — V4 = 691.943,95 — 159.385,56 = 532.558,40 RSD.
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Koli¢ine kupljenih obveznica su:

Va  159.385,56

Ny = -2 —
AT Py 72.490,00

— 64,01 ~ 64

Vg 532.558,40

Np = -2 —
B~ Py T 7216550

— 245,93 = 246.

Zadatak 3.11 Ako je kapitalisanje kontinuirano, srednje vreme obveznice postaje

n
Ztke_”’“ Ck;

gde je X prinos do dospeca i

Izraziti % u zavisnosti od D i P.

SIS

Resenje. Lako dobijamo da je
=1

P n

dr :di<ze Atkck>

= e_”k —tr)ck = Z
=1

Zadatak 3.12 U tabeli su date tri obveznice sa godisnjim kuponima @ prinosom do
dospeéa 12%.

3

e Mg = —PD.

x

Obveznica
Isplate krajem A B C
1. godine 100 60 0
2. godine 100 60 0
3. godine | 10041000 | 60+1100 | 0+1400

a) Odrediti srednja vremena obveznica.

b) Odrediti modifikovana srednja vremena obveznica.

c) Odrediti konveksnost obveznica.
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Resenje. a) Kako je ¢ = 11—0% =10%. a y = 12% i n = 3, srednje vreme obveznice
A mozemo izra¢unati kao

1+12% 14+ 12% + 3(10% — 12%)

Dy = -
ATT12% 0 1-10%((1 + 12%)° — 1) + 1 - 12%

— 9,73,

Analogno, dobijamo i srednja vremena za preostale dve obveznice:

L+12%  1+12% + 3(6% — 12%)
1-12%  1-6%((1+12%)3 —1)+1-12%

Dp = — 283

i

D¢ = 3 (obveznica sa nula kuponima, pa je srednje vreme jednako vremenu dospeca).
: 1 :

b) Kako je D,, = ———D, to je

14+ A/m

1

D = — 273 =2,44.
m,A 1+12%/1 5 )

Modifikovano srednje vreme mozemo dobiti i pomoé¢u ugradene funkcije "MDU-
RATION”, slika 3.9. Argumenti ove funkcije su potpuno isti kao i kod funkcije
"DURATION.” Dakle,

Dy.a = MDURATION(71.1.20007; *1.1.20037; 10%; 12%; 1) = 2.44.

Function Arguments ? X
MDURATION
Settlement | | = A
Maturity > =
Coupon 4+ =
vid + -
Frequency 2| = v

Returns the Macauley modified duration for a security with an assumed par value of $100.

Settlement is the security's settlement date, expressed as a serial date number.

Formula result =

Help on this function Cancel

Slika 3.9: Funkcija "MDURATION”



GLAVA 3. OBVEZNICE 65

Na isti na¢in mozemo dobiti i modifikovana srednja vremena preostale dve ob-
veznice:

Dy,.B = TIQ%/12’83 =253
i
Do = ;3 = 2,68.
’ 1+12%/1 ’
c¢) Kao i u prethodnim zadacima, najpre racunamo cenu obveznice A.
1000 100 1
AT T rR%0? T 12% ( (1 12%/1)3> = 951,96,

Konveksnost se sada moze izracunati kao

k+1 (tr)
K —
A~ P(1+)\/m22
B 1 1.2.100+2-3-100+3-4-1100 849
©951,96(1 + 12%/1)2 12 12 12 T

Analogno mozemo dobiti i konveksnost za obveznice B i C'. Prvo izracunamo
njihove prodajne cene:
B 1100 n 60 1
P 12%/1)7 T 12% (1+12%/1)3

) — 927,07 USD

1400
Po=—— =996,49 USD
“ T 0+ 12%/1)3 ’ ’

a potom i konveksnost:

o 1 1-2:60 ' 2:3-60  3-4-1160\
BT 927.07(1 + 12%/1)2 \ 12 12 12 o
i
1 3.4 1400
Ko = —9,57.

996,49(1 + 12%/1)2 12

Zadatak 3.13 Odrediti konveksnost obveznice sa nula kuponima, rokom dospeca
T, pri ¢emu se kontinuirano kapitalise.

Resenje. U slucaju kada imamo obveznicu sa nula kuponima (¢ = 0 za k =
1,2,...,n—11ic¢, = F) i kontinuiranim kapitalisanjem (videti Zadatak 3.11), tada
je prodajna cena P = Fe 7. Sada je

— —FTe M (=T) = FT% M = pT2.

Sledi ,
1d2P
= —PT2 — T2,
“Pd2 P
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Funkcije u ekonomiji

Funkcija traznje se definise kao funkcija cene P nekog artikla (robe ili usluge)

i predstavlja kolic¢inu artikla za kojim postoji traznja na trzistu.
Funkcija ponude se definise kao funkcija cene P nekog artikla (robe ili usluge):

i predstavlja kolicinu artikla koji se nudi na trzistu.
Ponuda i traznja su u ravnotezi ako je

Qd - Qs-
Funkcija ukupnih prihoda je

Funkcija prose¢nih prihoda je

AR(Q):%, Q>0

Q

i predstavlja cenu jedini¢ne koli¢ine artikla.
Funkcija prosecnih troskova je

_TCQ

AC(Q) 0

=h(Q), Q@>0.
Funkcija ukupnih troskova je

Te@) =Co+CQ), Q=Qs,

gde su:

66
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e () — fiksni troskovi;

e C(Q)— varijabilni troskovi koji se obrac¢unavaju za sve proizvedene (ponudene)
proizvode.

Funkcija dobiti (profita) je

m(Q) =TR(Q) - TC(Q).

Funkcija marginalnog prihoda je

MR(Q) =TR'(Q).

Funkcija marginalnog troska je

MC(Q) =TC'(Q).

Elasti¢nost u ekonomiji se definise kao

Ay
. x Ay x
¥ = lim -+ == lim — = —¢/(2).
y Az—0 % Yy Az—0 Ax y(w)y ( )
Ako je:
e ¢, = 0, onda je velicina y potpuno (savrSeno) neelasti¢na prema veli¢ini
L5

o |€§| < 1, onda je velicina y neelasti¢na prema veli¢ini z;

e [e;| =1, onda je veli¢ina y indiferentno elasti¢na prema veli¢ini x;

e [c;| > 1, onda je veli¢ina y elasti€na prema velicini z.
Zadatak 4.1 Po ceni od 1000 RSD traznja neke robe je 450 jedinica robe, a po
cent 1600 RSD traznja iznosi 150 jedinica robe.

a) Odrediti funkciju traznje oblika Qg4 = , gde su a,b konstante.

a
P+b
b) Izracunati traznju koja odgovara ceni od 1200 dinara.

c) Za koju cenu Ce trazinja biti 520 jedinica robe?

Resenje. a) U funkciji Qq(P) neophodno je naéi konstante a i b iz uslova datih u
zadatku:
Qq(1000) =450 i Qu(1600) = 150,

tj. reSavacemo sistem

a

a
1000 + b ’ 1600 + b ’



GLAVA 4. FUNKCIJE U EKONOMILJI

odnosno

a — 4500 = 450000,
a — 1500 = 240000.

Sledi:
a=135000 i b= -700,

Funkcija traznje je, dakle,

135000
P)=———.
b) Lako mozemo izra¢unati i traznju, kada je cena P = 1200. Dobijamo
135000
1200) = ——— = 270.
Qa(1200) = 1550700

c¢) Resavanjem jednacine Q4(P) = 520, odnosno

dobijamo da je trazena cena P = 970.

Uradi¢emo ovaj zadatak i u programskom paketu Wolfram Mathematica.
Prvo je potrebno definisati funkciju traznje

Qd[P_] = Pib’
a nakon toga resiti odgovarajuéi sistem
Solve [{Qd[1000]==450,Qd[1600]==150}, {a,b}].
Rezultat koji se ispisuje na izlaznoj liniji je
{{a = 135000,b — -700}}.
Potrebno je i dodeliti vrednosti ovim konstantama:

a=13500; b=-700;

i tako dobijamo funkciju Q.
Rezultat pod b) dobijamo jednostavnim pozivom

0d[1200]
posle kog se na izlazu ispisuje

{{p = 270}}.

68
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Rezultat pod ¢) mozemo dobiti resavanjem jednacine
Solve[Qd[P]==500,P]
odakle dobijamo u izlaznoj liniji

{{p = 970}}.

Zadatak 4.2 Odrediti funkciju traznje (datu u hiljadama pakovanja po 100 g)
cokolade, ako je poznata funkcija ukupnih prihoda

TR(Q) = —Q* + 220Q.
Kolika je cena ove cokolade, ako postoji traznja za 35000 ovih ¢okolada?
Resenje. Kako je TR(Q) = PQ, to je

P TR@Q) _ —Q? +220Q 042,

Q Q

Posledic¢no je Q = 220 — P.
Ako je traznja () = 35, onda je cena P = —35 + 220 = 185.

Zadatak 4.3 Date su funkcije traznje i ponude:
Qq = —P%+95P + 380,
Q. = 3P3 + 100P.
Odreditt uslove ravnoteze trzista.

Resenje. Ravnoteza na trzistu se postize kada su ponuda i traznja jednake. Dakle,
ncophodno je resiti jednacinu

—P? 1 95P 4 380 = 3P3 + 100P,

odnosno
3P3 + P?2 4+ 5P — 380 = 0.

I ovu jednacinu znamo da resimo, ali je postupak malo komplikovaniji, nego Sto je
to bio slucaj sa resavanjem jednacina u prethodnim zadacima. Sa druge strane,
priblizna resenja ove jednac¢inu mozemo lako dobiti, pomoc¢u programskog paketa
Wolfram Mathematica. DefiniSimo prvo obe funkcije:

Qd[P_]1=-P%+95 P+380; Qs[P_]=3P3+100P;

a potom ih izjednacimo i tako dobijenu jednacinu reSimo numericki, uz pomoc¢ samo
jedne naredbe
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NSolve[Qd[P]==0Qs[P],P].
Rezultat ove naredbe je
{{P = -2.56933-4.445021},{P — -2.56933+4.445021},{P — 4.80533}}.

Samo jedno resenje je realno, pa je cena po kojoj je uspostavljena ravnoteza na
trzistu P = 4,81. Za tu cenu lako dobijamo da je

Qd(4,81) = Qs(4,81) = 813,42.

Zadatak 4.4 Data je funkcija prosecnih troskova

AC(Q) = 20Q — 75 + %2.

Odrediti:

a) funkciju ukupnih troskova,
b) fiksne troskove,

c) ukupne i prosecne troskove na nivou proizvodnge 100.

TC
Resenje. a) Kako je AC(Q) = (Q), to je

Q

TC(Q) = AC(Q)Q = (20@ — 75 + %) Q
= 20Q? — 75Q + 42.

b) Fiksne troskove, mozemo dobiti kao ukupne troskove kada nema proizvodnje,
odnosno kao TC(0) = 42.

c¢) Lako dobijamo da je TC(100) = 192542 i AC(100) = 1925,42.
Zadatak 4.5 Odrediti interval rentabilne proizvodnje ako su date sledece funkcije:
Qq = —P + 145,
TC(Q) = Q* — 149Q + 5500.

ResSenje. Da bismo odredili interval rentabilne proizvodnje, prvo je neophodno
naci funkciju profita

m(Q) = TR(Q) - TC(Q).

Ako iz funkcije traznje izrazimo cenu, dobijamo P = 145 — (), a onda posledi¢no i

TR(Q) = PQ = (145 — Q)Q = —Q* + 145Q.
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Dalje je
7(Q) = —Q* + 145Q — (Q* — 149Q + 5500) = —2Q? + 294Q — 5500,

Da bismo nasli kada je 7(Q) > 0, potrebno je prvo naéi vrednosti nule funkcije
profita, tj. resiti jednacinu

7(Q) = —2Q* + 294Q — 5500 = 0.

ReSenja ove jednacine su @1 = 22 i Q2 = 125. Funkcija 7(Q) je kvadratna, a
koeficijent uz kvadratni ¢lan je negativan, pa je

m(Q) > 0, na intervalu Q € (22,125).

Ovo mozemo videti i ako nacrtamo grafik funkcije profita u programskom paketu
Wolfram Mathematica.

Plot [-2Q%+294Q-5500, {Q, 0,150}, AxesLabel — {Q, 7}].
Na izlazu se dobija grafik ove funkcije, slika 4.1.

T

4000+

2000 |

40 60 80 100 120 140
-2000

-4000 r

-6000 f

Slika 4.1: Funkcija profita.

Zadatak 4.6 Poznato je da je funkcija profita nekog proizvoda kvadratna i da je
funkcija traznje
Qq = —20P + 64000.

Ako je profit na nivou proizvodnje od 1200 jedinica jednak nuli, na nivou proizvodnje
2200 jednak 260000 EUR, a optimalan nivo proizvodnje je 2350:

a) odrediti interval rentabilne proizvodnje;

b) izracunati prosecne troskove na nivou od 1000 jedinica proizvodnge.
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Resenje. a) Funkcija profita ima oblik
m(Q) =aQ* +bQ +c¢,  a,bc€R,
pa je potrebno iz datih uslova naci konstante a, b i c. Poznato je:

7(1200) = 1200%a + 12005 + ¢ = 0,
7(2200) = 2200%a + 2200 + ¢ = 260000.

Trec¢u jednacinu dobijamo iz uslova optimalnosti. Ako se za vrednost Q = 2350
ostvaruje maksimalni profit, to znaci da je 7'(2350) = 0, a kako je

m(Q) = 2aQ + b,

to je treca jednacina
2-2350a 4 b = 0.

Resavanjem dobijenog sistema tri linearne jednacine sa tri nepoznate dobijamo
konstante a,b i c. To mozemo dobiti lako i pomoc¢u programskog paketa Wolfram
Mathematica.

Pr[Q_] =a*Q2+b*Q+c;
prvi[Q ]1=D[Pr[Q],Q];
Solve [{Pr [1200]==0,Pr[2200]==260000, prvi[2350] ==0}, {a, b, c}]

Kao rezultat dobijamo
1
{{a — —g,b — 940,c — —840000}}.

1
Kako je a = — < 0, tacka @Q = 4000 je zaista vrednost u kojoj funkcija profita

dostize maksimum. Sada mozemo odrediti kada je
1
m(Q) = —5(92 +940Q — 840000 > 0,

odnosno interval rentabilne proizvodnje. Prvo ¢éemo naéi nule ove funkcije. ReSavanjem
kvadratne jednac¢ine dobijamo:

Q, = 1200,  Q, = 3500.

Kako je 7 kvadratna i konkavna funkcija, interval rentabilne proizvodnje je (1200, 3500).
b) Da bismo mogli da izracunamo prosec¢ne troskove, neophodno je da znamo
funkciju ukupnih troskova. Kako je

Te(Q) =TR(Q) - TC(Q),
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prvo ¢emo naci funkciju ukupnih prihoda. Iz funkcije traznje
Q = —20P + 64000

dobijamo da je

. Q
P = — 5 + 32000,
pa je
2
TR(Q) = PQ = —35 +3200Q

i posledi¢no
2

3
TC(Q) = 55~ -+ 2260Q + 840000.

Sada je lako naci i funkciju prosecnih troskova

_TC(Q) _3Q , 840000

+ 2260,

pa je
AC(1000) = 3250 EUR.

Zadatak 4.7 Ako je traznja neke robe data funkcijom
Q, = /3072 — 4P,

naci cenu 1 kolicinu robe tako da ukupan prihod bude maksimalan, i odrediti taj
prihod.

Resenje. Iz funkcije traznje se dobija

2
P = —Q— + 768,
4
a odatle i
Q? L s
TR(Q) = PQ = I + 768 ) Q = _ZQ + 768Q).
Nadimo prvo kritiéne tacke. Prvi izvod funkcije profita je
3
(Q) = _ZQ2 1 768.

Nule prvog izvoda su:
Q1=-32 1 Q=32

Kako je Q1 < 0, onda je jedini kandidat za maksimums tacka Qo = 32. Funkcija
7©'(Q) je kvadratna, a koeficijent uz kvadratni ¢lan je negativan, pa je

(Q) >0, zaQ € (0,32) i 7(Q) <0, zaQ € (32,0).
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Dakle, funkcija 7 je rastu¢a na intervalu (0,32), a opadajuéa na (32,00), pa je
Q) = 32 tacka maksimuma.
Da je re¢ o maksimumu mogli smo utvrditi i pomoc¢u drugog izvoda

(@) =50,

Kako je 77(32) < 0, u Q = 32 se dostize (lokalni) maksimum.
Ukupni prihod na nivou proizvodnje @ = 32 je

TR(32) = 16384.
Zadatak 4.8 Nakon analize cena komponenti @ drugih troskova potrebnih za pro-
1zvodnju jednog tipa mobilnog telefona, dobijeno je da je funkcija prosecnih troskova

320000
Q

Takode, nakon ispitivanja trzista, procenjeno je da traznja za tim mobilnim tele-
fonom moze da se prikaze kao

AC(Q) =25 +

Qq(P) = 120000 — 400P,
gde je Q) kolicina u komadima, a P cena u evrima.
a) Odrediti koji nivo proizvodnje omogucava proizvodacu da posluje sa dobitkom.
b) Odrediti cenu P pri kojoj ée se ostvariti maksimalna dobit, i naci tu dobit.
Resenje. a) Da bismo dobili funkciju profita, neophodno je izrac¢unati i funkciju

ukupnih prihoda i funkciju ukupnih troskova. Kako su nam poznati prosec¢ni
troskovi, lako dobijamo i ukupne troskove

320000
TR(Q) = AC(Q)Q = <25 + 0 ) Q = 25@Q + 320000.
Iz funkcije traznje prvo dobijamo cenu
Q
P =———+300
a potom i funkciju ukupnih prihoda
2
TR =P = —— + 300Q.
Q) = PQ)Q = —75 +300Q
Sada mozemo izracunati i funkciju profita
2
m(Q) =TR(Q) —TC(Q) = —— + 275Q — 320000.

400
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Nule ove funkcije su:
@1 =117621 i Q= 10882379,
pa je interval rentabilne proizvodnje
Q € (1177,108823).

b) Dalje ¢emo izra¢unati prvi izvod i izjednaciti ga sa nulom

) Q
= ———+4275=0.
Resenje ove jednacine je Q = 55000, sto je i maksimum (kvadratne) funkcije .

Iznos maksimalnog profita je
7(55000) = 7242500 EUR.

Zadatak 4.9 Funkcija marginalnih troskova je

Q
MC = — — 5.
Odrediti funkciju ukupnih troskova kao i kolicinu pri kojoj su prosecéni troskovi

minimalni, ako se zna da su fiksni troskovi 900.

Resenje. Funkcija ukupnih troskova je

TC(Q)z/MC(Q)sz/(%—E)) dQ:—6—§—5Q+c.

Fiksni troskovi su ukupni troskovi kada nema proizvodnje, pa jc
c=TC(0) =900,

odnosno )

TO(Q) = —45 —5Q +900,

odakle dobijamo i prosecne troskove

s~ 85 %0

Sada ¢emo nac¢i minimum ove funkcije i to tako Sto ¢emo prvi izvod izjednaciti sa

nulom
900 1

AC'(Q) = T

=0,
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a reSenja te jednacine su:
Q1 =-23238 i @y =232,38.
Kako je Q1 < 0, jedina potencijalna tacka minimuma je Q2. Jasno je da je

AC'(Q) <0, 22 Q € (0,Q2) 1 ACY(Q) >0, za Q € (Q2,00),

odnosno Qo = 232,38 zaista jeste tacka u kojoj funkcija prose¢nih troskova dostize
minimum.
Ovaj zadatak mozemo resiti i pomoc¢u Mathematica.

MC[Q.] =§;

TC[Q-]1=Integrate[MC[Q],Q]+c

Na izlazu dobijamo

2

0
_50+2
€%,

Konstantu ¢ dobijamo resavanjem jednacine
Solve[TC[0]==900,c].

Ciji je rezultat trivijalno
{c — 900}

Dodelimo vrednosti konstanti ¢ i AC(Q) i nademo nule prvog izvoda funkcije
prosecnih troskova.

c=900; C o]
acro =9,

NSolve[D[AC[Q],Q]==0,0Q].
Kao rezultat dobijamo
{{0 = 232.379},{0 — -232.379}}.

Na kraju, mozemo nacrtati i funkciju prosecnih troskova da potvrdimo da se u
Q = 232,379 dostize minimum.

Plot [AC[Q],{Q, 0,550}, AxesLabel—->{"Q", "AC(Q) "}]
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Slika 4.2: Funkcija prosec¢nih troskova.

Zadatak 4.10 Traznja za bananama je
Qs =200 — 40P (izrazeno u tonama),

gde je P cena banana po kilogramu (data u evrima).
a) Koja traznja banana obezbeduje da je traznja indiferentno elasticna prema
ceni?
b) Ako je Qg = 80, odrediti da li je traznja elasticna prema ceni.

Resenje. a) Elasti¢nost traznje prema ceni se definise kao

P P P
P

py— 1 (40 = .
2Qa(P) 200 —a0p. =55

Da bismo dobili koja koli¢ina obezbeduje da je traznja indiferentno elasti¢na prema
ceni, neophodno je prvo naci cenu pri kojoj je
P

—|=1.
P—5

Resenje ove jednacine je P = 2,5, a odgovarajuca kolicina je
Q4(2,5) = 100 tona.
b) Prvo nadimo cenu koja odgovara traznji od 80 tona banana.
200 — 40P = 80,
odakle je P = 3. Dalje je
BB = e =3,

pa je traznja prema ceni elasti¢na (na nivou proizvodnje 80).



GLAVA 4. FUNKCIJE U EKONOMILJI 78

Zadatak 4.11 Date su funkcije marginalnih prihoda i marginalnih troskova:

MR(Q) = —4Q + 54000,
MC(Q) = 4Q + 14000.

Ako elasticnost prosec¢nih troskova prema traznji na nivou proizvodnje 100 iznosi
—0.4, naci interval rentabilne proizvodnje.

Resenje. Da bismo dobili funkciju profita, neophodno je prvo da izra¢unamo
funkcije ukupnih prihoda i ukupnih troskova. Iz funkcije marginalnih prihoda,
dobijamo da je

TR(Q) = / MR(Q)dQ = / (—4Q + 54000)dQ = —2Q? + 54000Q + ¢;.
Kako je ukupan prihod na nivou proizvodnje 0 jednak nuli, to je
0=TR(0) = c;.
Dalje je
TC(Q) = / MC(Q)dQ = / (4Q + 14000)dQ = 2Q? + 14000Q + c».

Treba odrediti konstantu co. Funkciju prose¢nih troskova dobijamo lako

AC(Q) - TCCSQ) 2%+ 146(;00Q+c2 _ 90 + 14000 + %
a potom i o
AC(Q) =2~ g5
Sada je
Q _ Q AC! _ Q ( _ C_2>
€ac()(@) AC(0) (@) 20 1 14000 1 %2 2 Q)

Posle sredivanja dobijamo da je

- 2Q% — ¢y
©20Q2 + 14000Q + o

@@

Kako je
900 (100) = —0.4

iz ovog uslova mozemo naci co. ReSavanjem linearne jednacine

2-100% — ¢y = —0.4(2 - 1002 4 14000 - 100 + c5)
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dobijamo da je co = 980000.
Sada znamo i funkciju profita

7(Q) = TR(Q) — TC(Q) = —2Q? 4 54000 — (2Q* + 14000Q + 980000)
— —4Q? 4 40000Q — 980000.

Ovo je kvadratna i konkavna funkcija, pa je pozitivna na intervalu izmedu svojih
nula. Resenja jednacine 7(Q) = 0 su:

Qr =24,56 i Qg =997544.
Dakle, interval rentabilne proizvodnje je (Q1,Q2).

Zadatak 4.12 Neka firma je monopolista u proizvodnji svog proizvoda. Funkcija
traznje za tim proizodom je data sa

a— P

Qd:b’

gde su a i b pozitivni parametri. Funkcija ukupnih troskova firme je linearna
funkcija sa konstantnom funkcijom marginalnih troskova c i fiksnim troskovima

d.
a) Odrediti funkciju profita @ optimalan nivo proizvodnje.

b) Pretpostavimo da je vlada uvela porez t po jedinici prodatog proizvoda. Odred-
iti movi optimalan nivo proizvodnje.

c) Vliada je odlucila da odredi visinu poreza t tako da maksimizuge prihod oporezi-
vanjem proizvoda ove firme. Odrediti koliko treba da iznosi t.

Resenje. a) Funkcija marginalnih troskova je
MC(Q) =c,

pa su ukupni troskovi
10(Q) - [ M@ o~ [caQ- @+
Kako su fiksni troskovi d, to je C1 = TC(0) = d, pa je

TC(Q) = cQ + d.

Dalje, izrazimo P iz funkcije traznje. Dobijamo
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a potom i funkciju ukupnih prihoda

TR(Q) = P(Q)Q = (—bQ + a)Q = —bQ* + aQ.

Sada imamo i funkciju profita

m(Q) = TR(Q) — TC(Q) = —bQ* + aQ — (cQ + d) = —bQ* + (a — ¢)Q — d.
Kako je funkcija profita kvadratna i konkavna (—b < 0), to ova funkcija ima mak-
simum i to u tacki

a—=c¢C

Q=5
b) Funkcija profita, u koju je ukljucen i dati porez, je sada
m(Q) = m(Q) —tQ = —bQ* + (a — c — 1)Q — d.

I ova kvadratna funkcija je konkavna i dostize maksimum u jedinoj nuli prvog
izvoda

Q) =-2bQ +a—c—t=0,

odnosno u tacki
a—c—1

Q="

c¢) Proizvodnja ove firme ¢e biti takva da i uz porez Vlade, optimizuje sopstveni
profit. Zato ¢e profit Vlade biti

T T

1
pa kako je ~3 < 0, to je trazena tacka u kojoj profit Vlade dostize maksimum.

Zadatak 4.13 Poznato je da je funkcija marginalnih troskova nekog proizvoda li-
nearna funkcija, fiksni troskovi iznose 200 dinara, a funkcija ukupnih prihoda je

TR(Q) = —2Q* 4 80Q.

a) Naci funkciju profita, ako se zna da je profit jednak nuli na nivou proizvodnje
od 10 1 od 25 jedinica proizvoda.
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b) Koliki je maksimalan profit koji se mozZe ostvariti?
Resenje. a) Funkcija marginalnih troskova je oblika
MC(Q) = aQ + b, a,be R.

Funkcija ukupnih troskova je

/MC )dQ = /aQ+bdQ—a—2+bQ+c

Kako su dati fiksni troskovi, to je
200 =TC(0) =

Funkcija profita je

7(Q) = TR(Q) — TC(Q) = —2Q? + 80Q — (gcf 1O+ 200)
_ (2+§)Q2+(80—b)Q—200.

Konstante a i b éemo naéi uz uslova 7(5) = m(25) = 0. Dobijamo sledeéi sistem
jednacina

. (2+g)52+(80—b)5—200:0,
- <2+g) 252 4 (80 — b)25 — 200 = 0,
¢ija su resenja:
a= —g i b=32.

Dakle,
8
m(Q) = —gQQ + 48Q — 200.

b) Prvi izvod funkcije profita je
16
™(Q) = —=Q +48,
a jedina nula ovog izvoda je Q = 15. Funkcija profita je kvadratna funkcija, koja

uz kvadratni ¢lan ima negativan koeficijent, pa se maksmimum funkcije 7 dostize
u @ = 15, a maksimalan profit je

8
m(15) = —5152 448 - 15 — 200 = 160.



Glava 5
Opcije

Opcija je ugovor koji kupcu (vlasniku) opcije nudi pravo, bez obaveze, da kupi
ili proda predmet opcije pod odredenim uslovima, u zamenu za pla¢anje premije
kojom to pravo stice.

Call opcija — opcija na kupovinu:

e daje pravo njenom kupcu da kupi predmet opcije u odredenom vremenskom
periodu po unapred ugovorenoj ceni K;

e osnovni motiv za kupovinu call opcije je ocekivanje da ¢e cena podloge S
porasti;

e ocekivanje prodavca call opcije je da ¢e cena podloge pasti i da ¢e u tom
slu¢aju ostvariti dobit u visini premije C.

Profit/gubitak ostvaren kupovinom call opcije ¢ija je cena izvrsenja (strajk cena)
K, premija C' i trzisna cena podloge S, se moze iskazati formulom

7 =max{S — K,0} — C.

Put opcija — opcija na prodaju:

e daje pravo njenom kupcu da proda predmet opcije u odredenom vremenskom
periodu po unapred ugovorenoj ceni K;

e osnovni motiv za kupovinu put opcije je ocekivanje da ¢e cena podloge S
pasti;

e ocekivanje prodavca put opcije je da ¢e cena podloge porasti i da ¢e u tom
slucaju ostvariti dobit u visini premije P.

Profit /gubitak ostvaren kupovinom put opcije ¢ija je cena izvrSenja (strajk cena)
K, premija P i trziSna cena podloge S, se moze iskazati formulom

7 =max{K — 5,0} — P.

82
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Zadatak 5.1 Izracunati profit ostvaren kupovinom call opcije (opcije na kupovinu)
na 100 kg kukuruza, 7. januara 2021. po ceni od 1,5 USD, sa datumom dospeca
21. novembra 2022. ako je cena izvrsenja 20 USD (za 100 kg), za razlicite trzisne
cene kukuruza: S =14,18, 20, 21, 22, 28 USD.

Resenje. Ako je cena izvrsenja (strajk cena) K veéa ili jednaka sa trenutnom
cenom S na trzistu (S < K), ova opcija neée biti realizovana, pa ¢e gubitak biti
jednak visini premije. Dakle, za S = 14, S = 18 i § = 20, profit iznosi 7 = —C =
—1,5 USD, odnosno ostvaren je gubitak. Ukoliko je cena na trzistu veca od cene
izvrsenja, onda ¢e opcija biti realizovana i profit sc dobija kao 7 = (S — K) — C.
Dakle, ako je S = 21, onda je

7 =(21—-20)—1,5=—0,5 USD.

U ovom slucaju i dalje imamo gubitak, ali je on manji u odnosu na gubitak koji bi
se ostvario ako ne bismo realizovali opciju.
Ako je S = 22, onda je

m=(22-20)—-1,5=0,5USD.
Konacno, ako je S = 28, onda je
m=(28-20)—-1,5=6,5USD.

Na slici 5.1 je prikazano kretanje profita kupca opcije u zavisnosti od cene kukuruza
na trzistu.

$10,00
$8,00
$6,00

$4,00

Profit

$2,00

$0,00
0 B 10 15 2 25 30
-$2,00

TrziSna cena

Slika 5.1: Funkcija profita (kupca) opcije na kupovinu
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Zadatak 5.2 Izracunati profit ostvaren prodajom call opcije (opcije na kupovinu)
na 100 kg kukuruza, 7. januara 2021. po ceni od 1,5 USD, sa datumom dospeca
21. novembra 2022. ako je cena izvrsenja 20 USD (za 100 kg), za razlicite trzisne
cene kukuruza: S =14,18, 20, 21, 22, 28 USD.

Resenje. Kao i u prethodnom zadatku, ako je cena izvrsenja (strajk cena) K
veca ili jednaka sa trenutnom cenom S na trzistu (S < K), ova opcija neée biti
realizovana. U tom slucaju za S = 14, S = 18 i S = 20, prodavac opcije ostvaruje
maksimalnu dobit u visini premije, tj. 7 = C = 1,5 USD.
U suprotnom, ako je strajk cena manja od trziSne, onda je profit prodavca opcije
T=C—-(5—-K).

Dakle, ako je S = 21, onda je profit

T=15—-(21-20)=0,5 USD.
Ukoliko je S = 22, onda je profit

T =15-(22-20) =—-0,5 USD.
Konac¢no, za S = 28 prodavac ostvaruje gubitak u visini od

m=15-(28—-20)=—-6,5 USD.

Na slici 5.2 je prikazano kretanje profita kupca opcije u zavisnosti od cene kukuruza
na trzistu.

$2.00
$0.00
-$2.00

-$4.00

Profit

-$6.00
-$8.00

-$10.00
Trzisna cena

Slika 5.2: Funkcija profita (prodavca) opcije na kupovinu
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Zadatak 5.3 Izracunati profit ostvaren kupovinom put opcije (opcije na prodaju)
na 100 kg kukuruza, 7. januara 2021. po ceni od 1,5 USD, sa datumom dospeca
21. novembra 2022. ako je cena izvrsenja 20 USD (za 100 kg), za razlicite trzisne
cene kukuruza: S =14,18, 20, 21, 22, 28 USD.

Resenje. Opcija se ¢e biti realizovana kada je cena na trzistu manja od cene
izvrSenja. Tada je profit 7 = (K — S) — P.
Dakle, ako je S = 14, onda je

7= (20 —14) — 1,5 = 4,5 USD.
Kada je S = 18, profit je jednak
m=(20-18)—-1,5=0,5 USD.

U slucaju da je S > K, opcija se nece realizovati, pa ¢e kupac opcije ostvariti
gubitak u visini premije P, odnosno za S = 20, S = 21, S =221 S = 28 profit
je m=—P = —15USD. Na slici 5.3 je prikazano kretanje profita kupca opcije u
zavisnosti od cene kukuruza na trzistu.

$20,00
$15,00

$10,00

Profit

$5,00

$0,00
0 5 10 15
-$5,00

Trzisna cena

Slika 5.3: Funkcija profita (kupca) opcije na prodaju

Zadatak 5.4 I[zracunati profit ostvaren prodajom put opcije (opcije na prodaju)
na 100 kg kukuruza, 7. januara 2021. po ceni od 1,5 USD, sa datumom dospeca
21. novembra 2022. ako je cena izvrSenja 20 USD (za 100 kg), za razlicite trzisne
cene kukuruza: S =14, 18, 20, 21, 22, 28 USD.

Resenje. Kao u prethodnom zadatku, opcija se ¢e biti realizovana kada je cena
na trziStu manja od cene izvrSenja. Tada je profit prodavca opcije

T=P—(K-S),
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odnosno za S = 14 dobijamo
m=15—(20—-14) = —4,5 USD.
Ako je S = 18 prodavac opcije je u gubitku, tj.
T=15-(20—-18) = —0,5 USD.
Kada trzisna cena podloge nije manja od cene izvrSenja, onda se opcija ne real-
izuje, a prodavac opcije ostvaruje dobit u visini premije. Dakle, za S = 20, S = 21,

S =221i8 =28, dobit je r = P = 1,5 USD.

Na slici 5.4 je prikazano kretanje profita prodavca opcije u zavisnosti od cene
kukuruza na trzistu.

$5,00
$0,00

-$5,00

Profit

-$10,00
-$15,00

-$20,00
Trzisna cena

Slika 5.4: Funkcija profita (prodavca) opcije na prodaju

Zadatak 5.5 Ukoliko ste 7. avgusta 2020. kupili akciju neke kompanije po ceni
od 19,25 USD 1 put opciju na akciju iste kompanije po ceni od 1,80 USD sa datu-
mom dospeca 21. septembar 2021. v cenom izvrsenja 20 USD, proceniti da [t Cete
realizovati opciju i odrediti ukupan profit (akciju prodajete, bez obzira na trenutnu
vrednost), za trzisnu cenu akcija dana 21. septembra 2021. u visini od

a) S =16,
b) S = 25.
Resenje. a) Profit od akcije je

m =16 — 19,25 = —3,25 USD.
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Kako je S = 16 < 20 = K, opcija ¢e biti realizovana i profit vezan za opciju je
onda
my = (20 — 16) — 1,80 = 2,20 USD.

Ukupan profit je onda
™= +m =—3,25+2,20 = —1,05 USD.
b) Sada je profit vezan za akciju
T = 25— 19,25 — 5,75 USD.

Posto je cena akcije na trzistu veéa od cene izvrSenja, put opcija se nece realizovati,
pa je
m = —P = —1,80 USD.
Napokon,
™ =5,75—1,80 =3,95 USD.

Zadatak 5.6 Ako mozete da izaberete jednu od dve ponudene mogucnosti:
- kupovina 10 akcija neke firme, koje mozete kupiti po pojedinacnoj ceni od 20
USD;
- kupovina 10 call opcija na akcije iste firme, sa cenom izvrienja 20 USD i
premijom 1,5 USD;

naci profit koji se ostvaruju ovim ulaganjima pojedinacno, na dan dospeca opcije
(kada cete prodati i akcije), ako je cena jedne akcije na taj dan:

a) S =0 USD, b) S =18 USD,
¢) S =20 USD, d) S =21 USD,
e) S =21,5 USD, f) S =25 USD.

Profite izraziti © u procentima u odnosu na uloZena sredstva za kupovinu 10 akcija,
odnosno 10 opcija.

Resenje. Ako ste kupili 10 akcija, ulozili ste u tu kupovinu U, = 200 USD, a ako
ste kupili 10 opcija, to ste ucinili po ceni od samo U, = 15 USD.

Oznacimo sa 7, ostvareni profit na dan dospeca ako ste kupili samo akcije, a sa m,
ostvareni profit ako ste kupili samo opcije.

a) Ako je trziSna cena akcije S = 0 USD, onda se ostvaruje maksimalan gubitak
na trgovanje akcijama, odnosno

o = 10(0 — 20) = —200 USD,
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Sto je u odnosu na ulozeni novac

T,  —200

— = —— = —100%,

U, 200 %,
odnosno zabelezen je gubitak od 100% ulozenog novca.
Kako je S = 0 < 20, opcije nece biti realizovane, pa je

To = 10(—=1,5) = —15 USD,

odnosno 15

To  —

— = — = —-100%.

U, 15 %
Dakle, gubitak koji se ostvaruje ako je kupljeno 10 opcija je maksimalan, odnosno
100% od uloZenog novca.

b) Za trzisnu cenu S = 18 USD, dobijamo da je
7o = 10(18 — 20) = —20 USD,

tj.

Tq —20

— = —— = —10%.
U, 200 %

I u ovom slucaju, opcije se nece realizovati, pa se ostvaruje gubitak
T, = 10(—1,5) = —15 USD,

koji je opet maksimalan, odnosno 100% od novca utrosenog za kupovinu 10 opcija.
c) Ako je cena akcije na trzistu ista kao i cena po kojoj su akcije kupljene, tada je

o = 10(20 — 20) = 0 USD.

Kao i u prethodna dva slucaja, 7, = —15 USD.
d) Kada je trzisna cena veéa od cene po kojoj su akcije kupljene, ostvaruje se dobit,
pa je tako za S = 21

e = 10(21 — 20) = 10 USD.

Dobit izrazena u % (u odnosu na ulozena sredstva) je

Ta 10
— = — =5%.
U, 200 %

Kako je trziSna cena akcija ve¢a od cene izvrSenja, opcije ¢e biti realizovane, pa je
To = 10(21 — 20 — 1,5) = —5 USD.

Dakle, sa kupovinom opcija smo i pri ovoj ceni u gubitku, ali je on manji nego u

prethodna tri sluéaja. Izrazeno u %. to je

o -5
— = — = —33,33%.
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e) Ako je S = 21,5, onda je
e = 10(21,5 — 20) = 15 USD.

Dakle, ostvaren je dobitak u visini od

Ty 15
— =—=175
U, 200 5%

u odnosu na ulozeni novac za koji je kupljeno 10 akcija.
U ovom slucaju ¢e opcije biti realizovane i nece biti gubitka, a ni dobiti, odnosno

mo = 10(21,5 — 20 — 1,5) = 0 USD.
f) Kada je S = 25, onda je
o = 10(25 — 20) = 50 USD.

Ostvarena dobit u % je

Opcije ¢e i u ovom slucaju biti realizovane, pa je
o = 10(25 — 20 — 1,5) = 35 USD.

Dakle, kupovinom opcija, za ovu cenu akcija na trzistu, ostvaruje se dobit u visini

T, 35
— = — =233,33
U, 15 ,33%

u odnosu na novac koji ste ulozili da bi kupili ovih 10 opcija.

Zadatak 5.7 Ako ste kupili jednu akciju nekog preduzeca po ceni od 57 USD i dve
opcije na kupovinu akcija istog preduzeca od 62 USD sa premijom 2 USD poje-
dinacno, naci kolika treba da bude cena akcija na trzistu na dan dospeéa tako da
bi vas profit bio 7 USD (akciju cete tog dana prodati).

Resenje. Posmatrajmo prvo kupljenu akciju. Ako je trzisSna cena akcije na dan
prodaje S, onda je profit dobijen od prodaje te akcije

7T1:S—57.

Sada razmotrimo dva slucaja:
(i) Trzisna cena nije veéa od cene izvrSenja, tj. S < 62. Tada opcije neée biti
realizovane, pa ¢e profit dobijen od opcije biti

g = 2(—2) = —4 USD.
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U ovom slucaju je ukupan profit
T=m +m=8—-—57T—4=5—61.

Kako je trazeni profit m = 7, trziSna cena bi trebalo da bude S = 61 +7 = 68 USD.
Medutim, ovo resenje ne ispunjava pocetni uslov.

(ii) Razmotrimo sada sluc¢aj S > 62. Tada ¢emo realizovati obe opcije, pa ¢ée profit
koji dobijamo od njih biti

T =2(5 — 62 —2) =25 —128.
Sada je
T =m +m =(S—57)+ (25 — 128) = 35 — 185,

kako trazimo da je m = 7, to je 35 = 192, odnosno S = 64 USD. Ovo jeste reSenje
naseg problema.

Zadatak 5.8 Ako ste kupili jednu akciju nekog preduzeéa po ceni od 57 USD i
dve opcije na prodaju akcija istog preduzeca od 62 USD sa premijom 2 USD pojed-
inacno, naci kolika treba da bude cena akcija na trzistu na dan dospeca tako da bi
vas profit bio 7 USD (akciju céete tog dana prodati).

Resenje. Kao i u prethodnom zadatku, profit dobijen od prodaje akcije je
T = S —57.

Opet razmatramo dva slucaja:
(i) Trzisna cena je manja od cene izvrienja, tj. S < 62. U ovom slucaju ée opcije
biti realizovane, a profit vezan za ove dve opcije ¢e biti

Ty =2(62 — S — 2) = 120 — 28.

Sada je
m=m1+m = (5 —57)+ (120 - 25) =63 - S.

Iz m = 7 dobijamo da je S = 56 USD, a ova vrednost zadovoljava pocetni uslov.
(ii) Razmotrimo sada slucaj S > 62. Opcije nece biti realizovane, pa je

Mg =—2-2=—4

i posledi¢no
T=m +m=(S—57)+(-4) =5 —61.

Profit m ¢e biti jednak 7 USD, za S = 68 USD. Kako ova vrednost zadovoljava
uslov ovog slucaja, dobili smo i drugo resenje.



Glava 6

Ispitni zadaci

I kolokvijum
Skolska 2014/15.

1. Menica nominalne vrednosti 450.000 dinara dospeva na naplatu 25.1.2015.
Na dan dospeca duznik daje dve nove menice sa rokovima dospeca 15.8.2015.
i 23.10.2015. pri ¢cemu su nominalne vrednosti ovih menica jednake. Odrediti
nominalnu vrednost menica, ako se dug u potpunosti ispla¢uje novim meni-
cama i obracunava godisnja kamatna stopa od 10%.

2. Od 1.1.2009. godine, u narednih 5 godina, krajem svakog mescca ste ulagali
po 150 evra u banku koja polugodiSnje kapitaliSe sa godisSnjom kamatnom
stopom od 5%. Potom novac orocavate do 25.3.2015. uz iste uslove i ugo-
voren obra¢un konformne kamatne stope. Koliki ste iznos imali na ra¢unu
25.3.20157

3. Zajam od 500.000 dinara otplac¢ujete 6 godina dvomesecnim anuitetima tako
da su anuiteti jednaki, uz 12% godisnje kamatne stope sa mese¢nim kapi-
talisanjem. Posle 3 godine, vreme amortizacije se produzava za pola godine
i kamatna stopa smanjuje na 11%, dok ostali uslovi ostaju nepromenjieni.
Napravite plan amortizacije ovog kredita.
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IT kolokvijum
Skolska 2014/15.

1. Na raspolaganju 1.1.2015. imate 5.100 evra za ulaganje u jedan od dva ponu-
dena projekta. Prvi projekat na pocetku svakog slede¢eg meseca donosi profit
od 250 evra. Posle godinu dana (1.1.2016.), uz isti profit, prodajete i pravo
na Vas projekat za 6.500 evra. Drugi projekat dana 1.2.2015. donosi 210 evra
profita, a potom svakog sledeéeg meseca, sve do 1.6.2015. donosi 10% profita
viSe nego prethodnog meseca. Posle toga, potraznja za tim proizvodom opada
i svakog narednog meseca, profit opada za 5% u odnosu na prethodni mesec.
Posle godinu dana (1.1.2016.), uz tekuéi profit, prodajete i pravo na Vas
projekat za 6.800 evra. U koji ¢ete projekat uloziti Vas novac, ako Vam je
kriterijum za evaluaciju sadasnja vrednost novéanog toka, a godisnja kamatna
stopa je 12%, uz godisnje kapitalisanje?

2. Duznik ima obavezu da 12.5.2016. vrati dug u iznosu od 500.000 dinara. Na
trzistu dana 12.5.2014. nude se tri vrste obveznica:

- obveznica A koja ima godiSnje kupone, nominalnu vrednost 2.500 dinara,
kamatnu stopu 5%, datum dospeca 12.5.2016. godine;

- obveznica B koja ima nominalnu vrednost 1.000 dinara, sa nula kupon-
ima i datumom dospeca 12.5.2017. godine;

- obveznica C koja ima godisnje kupone, nominalnu vrednost 3.000 dinara,
kamatnu stopu 8%, datum dospecéa 12.5.2017. godine.

a) Naéi prodajne cene i srednja vremena za sve tri obveznice.

b) Konstruisati portfolio u cilju zastite od rizika promene kamatnih stopa
koji ée omogucditi vracanje duga na vreme, ako je prinos do dospecéa 10%.

3. Ako je funkcija cene nekog proizvoda oblika P(Q) = Q? 4 20Q + 1. funkcija
marginalnih troskova je MC(Q) = 4Q? + 3, a fiksni troskovi su 200:

a) naéi rentabilan nivo prozvodnje,

b) naéi optimalan nivo proizvodnje.
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I kolokvijum
Skolska 2015/16.

1. Racunar je dana 1.1.2016. koStao 52.000 dinara, a potom je prvo pojeftinio
za 10%, da bi u dva navrata poskupeo za 4% i 6%, redom. Po toj poslednjoj
ceni ste dana 15.5.2016. kupili racunar tako sto ste 20% platili u gotovom, a
na ime preostale sume ste izdali dve menice sa rokovima dospeca 8.8.2016. i
1.11.2016, a ¢ije su nominalne vrednosti u odnosu 2:3, redom. Izracunati
njihove nominalne vrednosti, ako je kamatna stopa 10%.

2. Dana 15.7.2012. ste ulozili u banku 5.300 evra, uz nominalnu godisnju ka-
matnu stopu od 5%, kvartalno kapitalisanje i kombinaciju proste i sloZene
kamate. Takode, pocev od 1.1.2014. pa tokom cele 2014. ste na kraju svakog
meseca ulagali po 170 evra u istu banku, uz iste uslove. Dana 1.1.2015. sav
novac iz banke ste podigli i uplatili kao ucesce u kreditu za kupovinu automo-
bila. Kredit je odobren na 7 godina, uz otplatu jednakim tromese¢nim ratama
od 250 evra. Banka na ovaj kredit obracunava 18% nominalne kamatne stope
na godiSnjem nivou i mese¢no kapitaliSe. Naéi cenu automobila.

3. Zajam od 6.000 evra se otplacuje 5 godina jednakim dvomesecnim otplatama
uz 10% nominalne godisnje kamatne stope sa godisnjim kapitalisanjem. Nakon
dve godine, godisnja kamatna stopa je pala na 9%, a ostali uslovi su ostali
nepromenjeni. Nakon tri godine od pocetka otplate kredita, u narednoj rati
otplacujete ceo dug prevremeno. Napraviti plan amortizacije.
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IT kolokvijum
Skolska 2015/16.

1. Kupac zeli da kupi auto u vrednosti od 14.500 evra. Dve banke nude kredite
za kupovinu kola:

I) Prva banka nudi kredit na 3 godine uz ucesée od 10%, koji se otplacuje
jednakim mese¢nim anuitetima uz 7,10% godisnje kamatne stope, uz
kvartalno kapitalisanje;

IT) Druga banka nudi kredit na 3 godine uz u¢esée od 40%, koji se otplac¢uje
jednakim mesecnim otplatama uz 7.15% godiSnje kamatne stope, uz
kvartalno kapitalisanje.

Proceniti koji je kredit povoljniji na osnovu sadasSnje vrednosti novcanih
tokova, ako je preovladujuéa nominalna godisnja kamatna stopa 7%, uz kvar-
talno kapitalisanje.

2. Odrediti grani¢nu vrednost srednjeg vremena obveznice kada rok dospeca tezi
beskonacno velikom broju.

3. Date su funkcije prosecnih troskova i cene:
AC(Q) =3Q +22 + g
P(Q) = —Q* 4+ 25Q% +8Q + 3Q.

Ako se zna da su fiksni troskovi 1100, odrediti rentabilan i optimalan nivo
proizvodnje.
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I kolokvijum
Skolska 2016/17.

1. Na ime duga od 200.000 dinara, dana 15.2.2017. poveriocu placate 50.000
dinara i izdajete dve menice, sa datumima dospeca 18.6.2017. i 21.12.2017.
Nominalna vrednost druge menice je, pri tome, za 10% manja od nominalne
vrednosti prve menice. Kolike su nominalne vrednosti tih menica, ako se
obrac¢unava kamatna stopa u visini od 15% na godisnjem nivou?

2. Dana 12.5.2014. u banku ste ulozili 6.000 evra, uz godisnju kamatnu stopu
od 5%, kvartalno kapitalisanje i uz obracun konformne kamatne stope. Dana
1.1.2017. podigli ste sav novac sa racuna i uplatili ga kao ucesée u kreditu, za
kupovinu automobila ¢ija je cena 12.800 evra. Prodavac racuna 15% nomi-
nalnu godisnju kamatnu stopu, mesec¢no kapitaliSe i daje vam kredit jednakim
mese¢nim anuitetima na 4 godine. Izracunati iznos tog anuiteta.

Ako ste propustili da uplatite prve 3 rate, a onda se odlucili da u narednoj
isplatite ceo dug, izracunati tu 4. uplatu.

3. Zajam od 6.000 evra se otplacuje 5 godina jednakim dvomesecnim otplatama
uz 12% nominalne godisnje kamatne stope sa godisnjim kapitalisanjem. Nakon
dve godine, godisnja kamatna stopa je pala na 10%, a ostali uslovi su ostali
nepromenjeni. Nakon tri godine od pocetka otplate kredita, u narednoj rati
otplacujete ceo dug prevremeno. Napraviti plan amortizacije.
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IT kolokvijum
Skolska 2016/17.

1. Na raspolaganju 1.1.2017. imate 6.500 evra za ulaganje u jedan od dva ponu-
dena projekta. Prvi projekat na pocetku slede¢eg meseca donosi profit od 350
evra, a potom pocetkom svakog narednog meseca, zakljuéno sa 1.1.2018. taj
profit se uveéava za 9% u odnosu na profit u prethodnom mesecu. Drugi
projekat dana 1.2.2017. donosi 360 evra profita, a potom na pocetku svakog
sledeéeg mesceca, sve do 1.1.2018. donosi za 42 cvra vise nego prethodnog
meseca. U koji éete projekat uloziti Vas novac, ako Vam je kriterijum za
evaluaciju interna stopa prinosa?

2. Duznik ima obavezu da 12.5.2019. vrati dug u iznosu od 1.000.000 dinara.
Na trzistu dana 12.9.2017. nude se dve vrste obveznica:

- obveznica A koja ima polugodisnje kupone, nominalnu vrednost 3.200
dinara, kamatnu stopu 8%, datum dospeca 12.5.2018. godine;

- obveznica B koja ima polugodisnje kupone, nominalnu vrednost 1.500
dinara, kamatnu stopu 9% i datum dospeéa 12.5.2020. godine;

Konstruisati portfolio u cilju zastite od rizika promene kamatnih stopa koji
¢e omoguditi vra¢anje duga na vreme, ako je prinos do dospeéa 10%.

3. Date su funkcija prosec¢nih troskova i ukupnih prihoda:
c
AC(Q) =2Q* +14Q + o
TR(Q) = Q® — 50Q% + 600Q,

gde je ¢ konstanta. Ako se zna da su fiksni troskovi 5, odrediti rentabilan i
optimalan nivo proizvodnje.
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I kolokvijum
Skolska 2017/18.

1. Dana 1.4.2018. ste posedovali dve menice takve da je tada eskontovana vre-
dnost druge menice za 10% bila veéa od eskontovane vrednosti prve menice.
Kamatna stopa na prvu menicu je 8%, a na drugu 7%. Ako obe menice
dospevaju 18.11.2018. i zbir njihovih nominalnih vrednosti je 45.000 dinara,
naci pojedina¢ne nominalne vrednosti ovih dveju menica.

2. Dana 12.1.2015. ste ulozili 4.500 evra u banku, uz nominalnu godisnju ka-
matnu stopu od 6%. Banka kvartalno kapitaliSe, uz obracun konformne ka-
mate. Dana 1.1.2018. ste podigli novac iz banke i njime uplatili ucesée u
kreditu za kupovinu automobila. Ako je kredit odobren na 5 godina, uz
dvomesecne rate od 420 evra, mesecno kapitalisanje i uz nominalnu godisnju
kamatnu stopu od 15%, naéi cenu tog automobila.

3. Zajam od 5.000 evra se otplacuje dve godine jednakim dvomese¢nim anu-
itetima uz 10% nominalne godisnje kamatne stope i polugodi$njim kapital-
isanjem. Nakon prve godine (od naredne rate) kredit se otplac¢uje jednakim
dvomesecnim otplatama uz 8% nominalne godi$nje kamatne stope i polu-
godisnjim kapitalisanjem. Napraviti plan amortizacije.
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IT kolokvijum
Skolska 2017/18.

1. Za dva nov¢ana toka (xg, 1, ..., Tm) 1 (Y0, Y1, .-, Ym) kazemo da se ukrstaju

ako vazi xg > yo i
m m
Sa<You
1=0 =0

Neka su A;(c) i Ay(c) sadasnje vrednosti dva neto novcana toka koji se
ukrstaju. Tada postoji vrednost d > 0 da je A.(d) = Ay(d).

2. Date su dve obveznice sa godi$njim kuponima:

Obveznica
Isplate krajem A B
1. godine 90 8041000
2. godine 9042700 0
3. godine 0 0

Ako se zna da je prinos za obe obveznice jednak 15%, naéi prodajne cene,
srednja vremena i konveksnost za ove obveznice.

3. Ako ste kupili dve akcije nekog preduzeca po ceni od 58 USD i dve opcije na
kupovinu akcija istog preduzec¢a od 61 USD sa premijom 4 USD pojedinacno,
naci kolika treba da bude cena akcija na trzistu na dan dospeca tako da bi
va$ profit bio 8 USD (akcije ¢ete tog dana prodati).

4. Date su funkcija marginalnih troskova i cene:
MC(Q)=3Q*+7Q. P=-Q+80

i poznato je da su fiksni troskovi 30. Odrediti rentabilan i optimalni nivo
proizvodnje.
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I kolokvijum
Skolska 2018/19.

1. Dana 25.1.2019. kupili ste dve menice sa datumima dospec¢a 15.5.2019. i
20.12.2019. Ako ste ih ukupno platili 450.000 dinara, a odnos nominalnih
vrednosti prve i druge menice je 3:5, naci koliko vas je kostala kupovina prve
i druge menice, pojedina¢no. Godisnja kamatna stopa je 15%.

2. Dana 12.1.2016. ste ulozili 7.500 evra u banku, uz godisnju kamatnu stopu
od 8%. Banka kvartalno kapitaliSe, uz obracun konformne kamate. Dana
1.1.2019. ste podigli novac iz banke i njime uplatili ucesée u kreditu za
kupovinu automobila. Ako je kredit odobren na 5 godina, uz dvomesecne
rate od 280 evra, mesectno kapitalisanje i uz nominalnu godisnju kamatnu
stopu od 15%, naéi cenu tog automobila.

3. Zajam od 5.000 evra se otplacuje dve godine jednakim dvomese¢nim anu-
itetima uz 10% nominalne godi$nje kamatne stope i polugodisnjim kapitali-
sanjem. Nakon prve godine (od naredne rate) kamatna stopa pada na 9%, a
vreme amortizacije se produzava za pola godine, dok ostali uslovi ostaju isti.
Napraviti plan amortizacije.
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IT kolokvijum
Skolska 2018/19.

1. Na raspolaganju 1.1.2018. imate 4.200 evra za ulaganje u jedan od dva ponu-
dena projekta. Prvi projekat na pocetku prvog meseca (odnosno 1.2.2018.)
donosi profit od 190 evra. Ocekuje se da se profit svaki mesec uvecava za
1%, a da éete posle godinu dana (1.1.2019.), uz isti profit, prodati i pravo na
Vas projekat za 3.800 evra. Drugi projekat dana 1.2.2018. donosi 150 evra
profita, a potom svakog sledeéeg meseca, sve do 1.6.2018. oéckuje se 12%
profita vise nego prethodnog meseca. Posle toga, ocekujete pad potraznje za
tim proizvodom i pad profita svakog meseca za 2% u odnosu na prethodni
mesec. Posle godinu dana (1.1.2019.), ocekujete da éete uz tekuéi profit,
prodati i pravo na Vas projekat za 3.600 evra. U koji ¢ete projekat uloziti
Vas novac, ako Vam je kriterijum za cvaluaciju sadasnja vrednost novcanog
toka, a godisnja kamatna stopa je 14%, uz godisnje kapitalisanje?

2. Duznik ima obavezu da 12.5.2020. vrati dug u iznosu od 500.000 dinara. Na
trzistu dana 12.5.2018. nude se dve vrste obveznica:

- obveznica A koja ima polugodisnje kupone, nominalnu vrednost 2.800
dinara, kamatnu stopu 10%, datum dospeca 12.5.2019. godine;

- obveznica B koja ima polugodisnje kupone, nominalnu vrednost 3.200
dinara, kamatnu stopu 12%, datum dospeca 12.5.2021. godine;

a) Naéi prodajne cene i srednja vremena za obe obveznice.
b) Konstruisati portfolio u cilju zastite od rizika promene kamatnih stopa

koji ée omogucditi vracanje duga na vreme, ako je prinos do dospeéa 11%.

3. Ako ste kupili tri akcije nekog preduzeca po ceni od 59 USD i jednu opciju na
kupovinu akcija istog preduzec¢a od 61 USD sa premijom 3 USD pojedinacno,
naci kolika treba da bude cena akcija na trzistu na dan dospeca tako da bi
va$ profit bio 9 USD (akcije Cete tog dana prodati).

4. Ako je funkcija cene nekog proizvoda oblika P(Q) = Q? + 60Q + 12, funkcija
marginalnih troskova je MC(Q) = 7Q? + 3, a fiksni troskovi su 470:

a) nadi rentabilan nivo prozvodnje,

b) naéi optimalan nivo proizvodnje.
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I kolokvijum
skolska 2019/20.

1. Duznik se dogovorio sa poveriocem da dug koji treba da plati 20.5.2020. u
iznosu od 4.000 evra isplati sa tri menice koje dospevaju 30.8.2020, 18.11.2020. i
25.12.2020. Prva i druga menica imaju iste nominalne vrednosti, dok je nom-
inalna vrednost treée menice za 23% veca od nominalnih vrednosti prvih
dveju menica. Odrediti nominalne iznose menica, ako je vazeéa kamatna
stopa 9,5%.

2. Dana 1.1.2017. ste poceli da iznajmljujete stan, ¢ija je stanarina bila 190
evra. Zakupac vam je uvek pocetkom meseca uplac¢ivao stanarinu za tekuéi
mesec i vi ste taj novac istog dana uplacivali u banku. gde ste Stedeli. Banka
vam je obrac¢unavala nominalnu kamatnu stopu od 6,5% na godisnjem nivou,
uz kvartalno kapitalisanje. Stan ste iznajmljivali naredne dve godine, sve do
1.1.2019. kada ste sve sto ste ustedeli do toga vremena orocili do 25.2.2020, uz
iste uslove i kombinaciju proste i slozene kamate. Nakon isteka tog perioda,
ustedeni novac ste uplatili kao uc¢esée u kreditu za kupovinu automobila, koji
kosta 15.300 evra. Banka vam je odobrila kredit na 7 godina, uz nominalnu
godisnju kamatnu stopu od 22%, mese¢no kapitalisanje i jednake tromesecne
rate. Koliko iznosi jedna vasa rata?

3. Da biste opremili stan uzeli ste potrosacki kredit u visini od 7.500 evra na 6
godina, uz godisnju kamatnu stopu od 9%, jednake mesecne otplate i kvar-
talno kapitalisanje. Posle tri godine i 3 kvartala kamatna stopa je podignuta
na 9.4%, a vi ste se odlucili tada da kredit nadalje otpla¢ujete jednakim
meseénim anuitetima. Napraviti plan amortizacije. Kolika vam je plata bila
neophodna (da bi vam dozvolili da otpla¢ujete kredit) na pocetku oplate
kredita, a kolika nakon tri godine i 9 meseci, ako je dozvoljeno da vas li¢ni
dohodak opteretite najvise do 33%? Koliko ste ukupno kamate platili?
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IT kolokvijum
Skolska 2019/20.

1. Duznik ima obavezu da 12.5.2020. vrati dug u iznosu od 2.000.000 dinara.
Na trzistu dana 12.5.2018. nude se dve vrste obveznica:

- obveznica AA koja ima polugodisnje kupone, nominalnu vrednost 6.400
dinara, kamatnu stopu 8.,4%, datum dospeéa 12.5.2019. godine;

- obveznica AB koja ima polugodi$nje kupone, nominalnu vrednost 3.000
dinara, kamatnu stopu 9.5% i datum dospeca 12.5.2021. godine.

Konstruisati portfolio u cilju zastite od rizika promene kamatnih stopa koji
¢e omoguditi vracanje duga na vreme, ako je prinos do dospeéa 11%.

2. Naraspolaganju 1.1.2020. imate 7.000 evra za ulaganje u jedan od dva ponudena
projekta. Prvi projekat na pocetku sledeéeg meseca donosi profit od 470
cvra, a potom pocetkom svakog narednog meseca, zakljuéno sa 1.1.2021. taj
profit se uveéava za 8.2% u odnosu na profit u prethodnom mesecu, ali Vas
drzava oporezuje sa 4% poreske stope ukoliko Va$ profit prelazi 530 evra
mesec¢no. Drugi projekat dana 1.2.2020. donosi 420 evra profita, a potom
na pocetku svakog sledeceg meseca, sve do 1.1.2021. donosi za 55 evra vise
nego prethodnog meseca (kod ovog projekta drzava ne oporezuje). U koji
¢ete projekat uloziti Vas novac, ako Vam je kriterijum za evaluaciju interna
stopa prinosa?

3. Posmatrajmo investitora koji se nada da ¢e cena akcije koja trenutno kosta
69 evra, znacajno da se promeni u naredna 3 meseca. Investitor kupuje jednu
call i jednu put opciju na tu akciju, sa rokom dospeca 3 meseca za obe opcije
i sa strajk cenom za obe opcije od 70 evra. Neka je premija za call opciju
4, a za put opciju 3 evra. Za koje vrednosti akcija ¢e investitor imati profit?
Nacrtati grafik funkcije profita ovog investitora u zavisnosti od cene akcije u
trenutku dospeca.

4. Date su funkcija marginalnih troskova i ukupnih prihoda:
MC(Q) = 4Q + 25,
TR(Q) = —Q* +23Q° + 8Q* + 3Q.

Ako se zna da su fiksni troskovi 820, odrediti rentabilan i optimalan nivo
proizvodnje.
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I kolokvijum
Skolska 2020/21.

1. Menica nominalne vrednosti 150.000 dinara dospeva 17.4.2021. Na dan do-
spe¢a duznik izdaje, na ime duga, dve nove menice sa rokovima dospeca
13.11.2021. i 18.12.2021, pri ¢emu je nominalna vrednost druge menice za
20.000 dinara veé¢a od nominalne vrednosti prve. Odrediti nominalne vred-
nosti ovih menica ako se dug u potpunosti ispla¢uje novim menicama i racuna
nominalna godisnja kamatna stopa 10%.

2. Dana 1.1.2019. ste poceli da iznajmljujete stan sa mesecnom stanarinom od
170 evra, i na pocetku svakog meseca ste ovaj iznos uplacivali u banku naredne
dve godine. Takode, 17.5.2017. orocili ste 5.500 evra sve do 1.1.2021. Banka
obrac¢unava na sve ovo 4% nominalnu godisnju kamatnu stopu uz kvartalno
kapitalisanje i obracun komforne kamatne stope. Dana 1.1.2021. celoku-
pan ustedeni iznos upacujete kao ucesée za kupovinu automobila vrednog
17.360 evra. Ostatak iznosa uzimate na kredit koji otplacujete 7 godina sa
tromeseénim jednakim anuitetima, uz 12% godisnje kamatne stope i kvar-
talno kapitalisanje. Koliki je iznos rate koju otplacujete?

3. Kredit od 450.000 dinara se otpla¢uje 6 godina dvomese¢nim anuitetima tako
da su anuiteti jednaki uz 10% nominalne godisnje kamatne stope i mese¢nim
kapitalisanjem. Nakon dve godine, otplata kredita se nastavlja sa jednakim
otplatama (ostali uslovi se ne menjaju). Napraviti plan amortizacije ovog
kredita.
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IT kolokvijum
Skolska 2020/21.

1. Dana 1.1.2021. ste ulozili u neki projekat 12.000 evra. Na pocetku svakog
narednog meseca ocekujete konstantne prihode u visini od 950 evra, dok
otekujete da ¢ée se rashodi smanjivati svakog meseca za 3% u odnosu na
prethodni mesec. Ako su dana 1.2.2021. rashodi bili 520 evra, a projekat ée
trajati tri godine (zaklju¢éno sa 1.1.2024.), naéi internu stopu prinosa ovog
novcanog toka.

2. Date su dve obveznice sa godisnjim kuponima:

Obveznica
Isplate krajem A B
1. godine 95 80
2. godine 95+2100 80
3. godine 0 8041500

a) Ako se zna da je obveznica A prodata po ceni od 1.985 USD i da je
prinos do dospeca za sve tri obveznice jednak, naéi prodajne cene sve
tri obveznice.

b) Ako na kraju druge godine treba da vratite dug od 40.000 USD, kon-
struisati portfolio tako da dug bude podmiren.

3. Ako ste kupili dve akcije nekog preduzeca po ceni od 59 USD i jednu opciju na
prodaju akcija istog preduzec¢a od 63 USD sa premijom 4 USD pojedinacno,
naci kolika treba da bude cena akcija na trzistu na dan dospeca tako da bi
va$ profit bio 13 USD (akcije ¢ete tog dana prodati).

4. Ako je funkcija marginalnih troskova linearna funkcija, fiksni troskovi iznose
100, a funkcija traznje je Q = 400 — P, odrediti:

a) funkciju profita tako da je profit jednak nuli na nivou proizvodnje od
150 i od 350 jedinica proizvoda,

b) optimalan nivo proizvodnje.
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