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Predgovor

Mathematics is not about numbers,
equations, computations, or algorithms:
it is about understanding.

(William Paul Thurston)

Na stranicama koje slede nalazi se tekst koji bi trebalo da posluzi
kao uvod u visokoskolsku nastavu diskretne matematike. Nastao je na
osnovu iskustva ste¢enog tokom visegodiSnjeg rada autorke sa studentima
pocetnih semestara informatike kako na Prirodno-matemati¢kom fakul-
tetu Univerziteta u Novom Sadu, tako i na Univerzitetu za tehnologije u
Drezdenu, a namenjen je, pre svega, studentima racunarskih nauka.

Kazu da se ne sme propustiti nijedna prilika da se predmet matema-
tike u¢ini zanimljivim, pa je to bila i jedna od ideja vodilja pri pisanju
ovog teksta, koji je podeljen u devet glava. Prvih pet je posveéeno ma-
tematickom opismenjavanju, te one sadrze najosnovnija znanja vezana
za skupove, logiku, funkcije i relacije. Preostale ¢etiri predstavljaju kra-
tak uvod u teoriju grafova, matematicku disciplinu od fundamentalnog
znacaja za sve one koji nameravaju da se ozbiljnije bave ra¢unarskim na-
ukama. Svaka glava se zavrSava kratkim izborom zadataka za samostalno
vezbanje, sa ciljem da se ¢itaocu omoguéi da proveri znanja koja je stekao
Citajudi tekst.

Zahvaljujem se recenzentima dr Draganu Masuloviéu, redovnom profe-
soru Prirodno-matematickog fakulteta u Novom Sadu i dr Jovanki Pan-
tovi¢, redovnom profesoru Fakulteta tehnickih nauka u Novom Sadu na
korisnim primedbama i sugestijama koje su doprinele kvalitetu ovog tek-
sta.

Novi Sad, mart 2020. Maja Pech
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1 O skupovima, naivno

Unter einer " ‘Menge” ' verstehen wir jede
Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung

oder unseres Denkens (welche die " ‘Elemente”’ von
M gennant werden) zu einem Ganzen.

(Georg Cantor, Beitrage zur Begriindung der

transfiniten Mengenlehre, 1895)

Najteze je poceti. Matematika u obrazovni sistem ulazi na mala vrata
— svi pravimo svoje prve korake na njenoj nepreglednoj teritoriji pokusa-
vajuéi da ovladamo umetnoséu pisanja neobi¢nih znakova koji ée nas
pratiti kroz zivot pod imenom ,brojevi“. Ti znakovi zatim pocinju da
dobijaju smisao i da se povezuju sa razli¢itim fenomenima naSe svakod-
nevnice, praveéi vezu izmedu pojma broja i simbola kojim je predstavljen.
Ipak, pojam broja nije na pocetku naseg dozivljaja matematike. To
pocasno mesto pripada njegovoj prete¢i — pojmu skupa. Stoga ¢emo i
mi nase kratko putovanje kroz osnovna matematicka znanja neophodna
za ozbiljniji pristup racunarskim naukama poceti uvodenjem ovog pojma.

1.1 Dug put do pojma skupa

Kako se u matematici uvode novi pojmovi? NajceSée se za tu svrhu
koristi definicija. Definicijom obi¢no utvrdujemo na koji nacin se neki
pojam formira ili dobija od nekog drugog, ve¢ poznatog pojma.

Primer 1. Skup F' C O4, koji sadrzi sve projekcije i zatvoren je u odnosu
na kompoziciju, je klon na skupu A. A

Kako je iz samog objasnjenja definicije jasno da ona koristi ve¢ po-
stojete pojmove za formiranje novih, prirodno se postavlja pitanje da li
je bas sve pojmove potrebno definisati. Odgovor na ovo pitanje je negati-
van. Definicije nedostaju kod tzv. osnovnih pojmova (kao $to su ,tacka*
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ili ,skup“), kao i kod pojmova za koje pretpostavljamo da su veé¢ poznati
(na primer, ,prirodan broj“). Ovakav nacin uvodenja pojmova naziva
se aksiomatski i koristi tzv. implicitni pristup. To znac¢i da pojam ne
objasnjavamo kao u Primeru 1, gde smo za uvodenje pojma klona kori-
stili konstrukciju oblika

pojam je konkretan opis |,

ve¢ ga uvodimo preko niza osobina, izbegavajuéi (iz razloga razlicite pri-
rode) da preciziramo §ta podrazumevamo pod njim.

Primer 2. Prirodni brojevi se u matematiku uvode aksiomatski. Opste-
prihvacen je Peanov sistem aksioma:

(P1) 0 je prirodan broj.

P2) Svaki prirodan broj n ima ta¢no jednog sledbenika n™.

P4

)
)
P3) Svaki prirodan broj je sledbenik najvise jednog prirodnog broja.
) 0 nije sledbenik prirodnog broja.

)

(
(
(
(P5) Svaki skup S, koji sadrzi broj 0 i za svaki broj n koji sadrzi, sadrzi
i njegov sledbenik n*, sadrzi sve prirodne brojeve.

Kao $to se moze videti, nigde nema opisa oblika ,prirodan broj je... *,
ali se iz ovih pet recenica (aksioma, odnosno, iskaza €iju istinitost pri-
hvatamo) moze steci priliéno jasna predstava o tome na §ta mislimo kada
kazemo ,,prirodan broj“. Stavise, pomoéu ovog sistema mozemo konstru-
isati skup prirodnih brojeva, polaze¢i od nule. Jedan ¢e biti sledbenik
nule, dva sledbenik jedinice itd. A

Kao sto je ve¢ receno, pojam skupa ima istu sudbinu kao i pojam
prirodnog broja. Iako je bilo pokusaja da se skup objasni na jednosta-
van nacin, opisom pomoc¢u jedne recenice, ispostavilo se da taj put ne
moze dovesti do matematicki korektno formiranog pojma skupa, o cemu
¢e nesto kasnije biti re¢i. Tu pomalo neprijatnu ¢injenicu ¢emo zane-
mariti za trenutak i nastavicemo da sledimo Cantorovu zamisao koja je
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posluzila i kao moto ovog poglavlja, u nadi da ée ona biti dovoljna da
se stvori odgovarajuca intuicija o ovom fundamentalnom matematickom
pojmu. Drugim re¢ima, za nas ¢e skup predstavljati ,,zajednicu“ nekoliko
objekata koje posmatramo ili o kojima razmisljamo. Takve objekte ¢emo
nazivati elementima skupa.

Uvodenjem pojma elementa skupa javlja se prirodna potreba da se
razvije i prigodan naé¢in zapisivanja nasih (matematickih) misli o skupo-
vima, poznatiji kao notacija za skupove. Sveopsti je dogovor da se za
imena skupova koriste velika slova abecede — A, B, C,..., dok se kao
oznake elemenata ¢esto koriste mala slova abecede — a, b, c,. .., a pored
njih su to ¢esto i brojevi, neki drugi specijalni simboli, pa cak i velika
slova abecede. U poslednjem slu¢aju je potrebno voditi rac¢una da se ne
koristi ista oznaka i za skup i za neki njegov element.

Primer 3. Postoji nekoliko skupova koji se standardno koriste i za njih
postoje posebne, internacionalno usvojene, oznake. To su:

N skup {0,1,2,...} svih prirodnih brojeva;
Z skup {...,—1,0,1,...} svih celih brojeva;
Q skup svih racionalnih brojeva;

R skup svih realnih brojeva;

C skup svih kompleksnih brojeva;

() prazan skup, tj. skup bez elemenata.

Primetimo da je, u skladu sa Peanovim aksiomama navedenim u Primeru
2, nula prepoznata kao prirodan broj i napomenimo da to nije uvek slucaj
— nemali broj matematicara smatra da nula nije prirodan broj. Da
bismo izbegli konfuziju, u daljem tekstu ¢emo skup {1,2,... } oznacavati
sa N;. Napomenimo i da se u nastavi matematike u osnovnim i srednjim
skolama obi¢no sa N oznacava skup {1,2,... }. Stoga je pri ¢itanju nekog
matematickog teksta u kojem se pojavljuje skup N vazno utvrditi na koji
od dva moguca skupa misli autor tog teksta. A



1 O skupovima, naivno

Pored oznaka za skupove i njihove elemente, potrebni su nam jos neki
specijalni simboli kao $to su zagrade ({, }), znak jednakosti, znak kojim
se oznacava pripadnost nekog elementa, odnosno, skupa elemenata da-
tom skupu (€, €). Obi¢no koristimo dva razli¢ita znaka jednakosti: u
jednakostima i tvrdnjama oznaku =, dok se u definicijama koristi oznaka

Primer 4. Za svaki prirodan broj n > 2 vazi slede¢e tvrdenje:

n-(n—1)

L4244 (n-1) = ——

() -2

definisano (ili uvedeno) da oznaka () predstavlja skradeni zapis za izraz
n-(n—1) A
.

dok je sa

Cinjenicu da je a element skupa A zapisujemo kao a € A, dok b ¢ A
predstavlja zapis tvrdnje da b nije element skupa A. Problem iskazivanja
istovremene pripadnosti nekoliko elemenata istom skupu mogucée je resiti
uvodenjem pojma podskupa. Kazemo da je B podskup skupa A (u oznaci
B C A) ukoliko su svi njegovi elementi istovremeno i elementi skupa A.

Primer 5. Neka je A ={0,2,4,6,8}, B ={2,4,8}. Tada vazi
0eA, 1¢€A 1 BCA.
A

U Primeru 5 su skupovi A i B zadati nabrajanjem svih elemenata koje
sadrze. Ovakav na¢in zadavanja skupova je izuzetno pristupacan, ali nije
uvek i mogu¢ — skupove koji sadrze izuzetno veliki broj elemenata je
tesko, a Cesto i nemoguce prikazati na ovaj nacin. Stoga se pribegava jos
jednom nacinu zadavanja skupova, gde se koristi zapis preko neke osobine.
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Primer 6. Neka su A i B skupovi iz Primera 5. Tada je
A={x|x €Nz <81iux je paran broj};
B ={z |z e N,z <81iuz je stepen dvojke}.
AN
Ovaj zapis koristi sledeéi opsti oblik: Neka je dat skup U. Tada skup
A= {z | x € U, osobina(z)}

ima za elemente ta¢no one elemente skupa U koji zadovoljavaju navedenu
osobinu.

Sada kada znamo da zapiSsemo skupove preko njihovih elemenata, pri-

rodno se nameée pitanje kakvi objekti mogu biti kandidati za elemente
nekog skupa. Primetimo i da pojam skupa ne sadrzi nikakva ogranicenja
po pitanju prirode njegovih elemenata, a sledeéi primer pokazuje da ele-
menti skupa mogu biti ¢ak i drugi skupovi.
Primer 7. Cetiri studenta (A, B, C' i D) ucestvuju na sahovskom tur-
niru. Predvideno je da igra svaki protiv svakog. Svaka partija se moze
opisati jednim dvoelementnim podskupom skupa {A, B, C, D}, pa je skup
svih partija dat sa

{{A’B}’ {A7 C}7 {A’D}’ {B’ C}’ {B’D}’ {C7 D}}'
A

Medu svim skupovima ¢iji su elementi drugi skupovi posebno mesto
zauzima partitivni skup.

Definicija 8. Partitivni skup B(A) skupa A je skup svih podskupova
skupa A.

Primer 9. Neka je A = {a,b, c,d}. Tada je partitivni skup skupa A dat
sa

PA) = {Q, {a}, {b}.{c},{d}, {a, b}, {a,c}, {a,d}, {b, c},
{b,d},{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d},
{a,b,c,d}}.
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1.2 Racunanje sa skupovima

Za racunanje sa skupovima koristimo skupovne operacije. Postoje tri
osnovne binarne skupovne operacije — unija, presek i razlika.

Definicija 10. Neka su dati skupovi A i B. Tada je

o unija skupova A i B datasa AUB :={a|a € Ailiae€ B},

o presek skupova A i B datasa ANB:={a|a€ Aia€ B}1i

o razlika skupova A i B datasa A\ B:={a|ac€ Aia¢ B} .
Primer 11. Neka je A ={1,2,4,8} i B ={1,2,3,5}. Tada vazi
AUB = {1,2,3,4,5,8}, ANB={1,2}, A\B={4,8} B\A={3,5}.

Primetimo da kod primene operacije razlike redosled zapisivanja skupova
jeste bitan i da A\ B ne daje isti rezultat kao i B\ A. Kod operacija unije
i preseka ne moramo voditi ra¢una o redosledu navodenja skupova. A

Prethodni primer otvara jo$ jedno vazno pitanje: ste¢eno iskustvo nam
govori da u racunanju jedno od centralnih mesta zauzima znak jednakosti,
pa je neophodno utvrditi §ta to znaci u slucaju skupova, odnosno, kako
mozemo prepoznati da su dva skupa jednaka. Odgovor na ovo pitanje je
priliéno jednostavan — dva skupa su jednaka ukoliko imaju iste elemente.
U praksi se jednakost skupova A i B proverava pomocu dva testa: ukoliko
jeACBiBCA, ondajei A=B.

Napomena 12. Pomoéu skupovnih operacija dobijamo nove skupove:

e uniju skupova A i B, ¢iji elementi su ta¢no oni koji se pojavljuju
kao element bar jednog od datih skupova,

e presek skupova A i B, ¢iji elementi su ta¢no oni koji se pojavljuju
kao element i jednog i drugog skupa i

e razliku skupova A i B, ¢iji elementi su tatno oni elementi skupa A
koji nisu elementi skupa B.



1.2 Racunanje sa skupovima

Ovde, u sustini, ne pravimo razliku izmedu imena novodobijenog skupa i
operacije pomocu koje je taj skup dobijen.

U Primeru 11 smo ve¢ utvrdili neke osobine skupovnih operacija koje
podsecaju na neke od osobina koje imaju osnovne operacije na brojevima
kao sto su sabiranje i mnozenje. Ispostavlja se da su unija i presek skupova
komutativne, odnosno, asocijativne operacije, kao i da vaze distributivnost
preseka prema uniji i distributivnost unije prema preseku. Simbolicki
zapisano, za proizvoljne skupove A, B i C' imamo:

ANB=BNA i

(komutativnost)
AUB = BUA;

AN(BNC)=(AnB)NC i
AU(BUC)=(AUuB)UC,

AN(BUC)=(ANB)U(ANCO)

AU(BNC)=(AUB)N(AUQC).

Analogija sa brojevima je prilicno jasna, uz jednu malu razliku —

mnozenje jeste distributivno prema sabiranju, ali sabiranje nije distri-

butivno prema mnozenju. Ovo nije jedina razlika, jer za skupovne ope-

racije vazi i jedna osobina koja se retko sreée kod brojeva, a to je osobina
idempotentnosti. Naime, za proizvoljan skup A vazi

(asocijativnost)

i
(distributivnost)

ANA=A4 i

AUA= A (idempotentnost)

Skupovne operacije unije i preseka se mogu primeniti i na vise od dva
skupa, zahvaljujuéi osobini asocijativnosti. Kako redosled primene ope-
racije preseka nije bitan, to je mogucée pojednostaviti zapis za

(((Al ﬂAg)ﬂAg)"'mAn),
izostavljanjem zagrada, ¢ime se dobija

AiNAsn---NA,.
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U praksi se ¢esto koriste i alternativni zapisi

(A il ({41, 4z, A

Za uniju n skupova se analogno koristi
AiUAU---UA,,

odnosno,
A i ({41, 4, AL

U oba slucaja govorimo o uopstenim skupovnim operacijama.

Pored preseka, unije i razlike, postoje i druge operacije koje prime-
njujemo na skupovima. Od svih takvih izdvoji¢emo jos$ jednu binarnu,
poznatiju kao simetricna razlika, i jednu unarnu, tzv. komplement skupa.

Definicija 13. Neka su dati skupovi A i B. Simetri¢na razlika skupova
Ai B je data sa
AAB :=(A\ B)U(B\ A4).

Primetimo da je ova operacija takode komutativna i asocijativna. Da
bismo shvatili o kom skupu je ovde zapravo re¢, predstavicemo ovu ope-
raciju i graficki. To ¢inimo pomocu Vennovih dijagrama, kao $to je pri-
kazano na Slici 1.1. Simetri¢na razlika je skup koji odgovara osené¢enom
delu slike.

Slika 1.1: Simetri¢na razlika skupova A i B
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Primer 14. Neka je A = {a,b,c,z,y,z}, a B = {y,z,w}. Tada je

AAB :={a,b,c,x} U{w} = {a,b,c,z,w}.

Definicija 15. Za dati skup U i A C U, oznacavamo sa
A=U\A
komplement od A u U.

Primer 16. Neka je U = N, i neka je A skup svih parnih prirodnih
brojeva. Tada je A skup svih neparnih prirodnih brojeva. A

Uvodenje operacije komplementa nam omogucéava da u ra¢unanju sa
skupovima koristimo De Morganova pravila za skupove.

Tvrdenje 17 (De Morganova pravila). Neka je dat skup U i A,B C U.
Tada vazi:

(ANB) = AUB,

(AuB) = ANB.

Sve operacije na skupovima koje smo dosad razmatrali imale su jednu
zajednicku osobinu — rezultat njihove primene je uvek bio skup ¢iji ele-
menti su bili iste ,prirode® kao i elementi skupova na koje smo prime-
njivali operacije. Medutim, takve operacije nisu dovoljne da bi se sa
skupovima radilo u punom obimu. Skupovi su, pre svega, matematicki
objekti koji ne nose sa sobom odredenu vrstu uredenja. Da li ¢emo
skup parnih prirodnih brojeva manjih od 10 zapisati kao {0,2,4,6,8}
ili {6,2,0,8,4}, potpuno je svejedno. Kako odredeni problemi zahtevaju
i prisustvo uredenja, neophodno je premostiti ovaj problem. To se postize
uvodenjem pojma uredenog para.

Definicija 18. Skup {{a}, {a,b}} zovemo uredeni par sa komponentama
a i b, i zapisujemo kao (a,b).



1 O skupovima, naivno

Uredeni parovi se najcesée sre¢u kao elementi skupova koje dobijamo
primenom jedne nesto kompleksnije operacije na skupovima — Descarte-
sovog proizvoda skupova.

Definicija 19. Descartesov proizvod dva skupa A i B je dat sa
Ax B:={(a,b) |a€ Abe B}

Primer 20. Neka je A = {plavi, zuti, crveni}, B = {krug, trougao}.
Tada je

A x B = {(plavi, krug), (plavi, trougao), (zuti, krug), (zuti, trougao),
(crveni, krug), (crveni, trougao)},

dok je

B x A = {(krug, plavi), (krug, zuti), (krug, crveni), (trougao, plavi),

(trougao, zuti), (trougao, crveni)},
pa zaklju¢ujemo da Descartesov proizvod nije komutativna operacija. A

U prethodnom smo videli da skupovi mogu biti elementi drugih sku-
pova. Da li se i uredeni parovi mogu koristiti za konstrukciju novih
uredenih parova? Na primer, da li je ((a,b),c), gde a € A, b € B,
¢ € C takode ureden par? Uporedivanjem ove konstrukcije sa definici-
jom uredenog para dolazimo do potvrdnog odgovora, ali i do motivacije
za uvodenje koncepta uredene n-torke. Za n = 1 to ¢ée biti element koji
posmatramo, za n = 2 — uredeni par, dok se za n > 2, uredena n-torka
definise kao

(a1,a9,...,an-1,a,) = ((a1,a2,...,an-1),an).
Primer 21. Uredena trojka (a,b,c) je, dakle, nista drugo do malo pre
spomenuto ((a,b), c). A

Analogno uredenim parovima, uredene n-torke sre¢emo kao elemente
Descartesovog proizvoda n skupova, tj.

Ay X Ag x -+ X Ay i={(a1,a9,...,a,) | a; € A;;1 <i < n}.
Ukoliko je A1 = Ay = --- = A, = A, za A X A x-x A koristimo i
—_—

n—puta
skraceni zapis A™.
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1.3 Kako izmeriti skup

1.3 Kako izmeriti skup

Dosad smo usvojili pojam skupa i naucili da ra¢unamo sa skupovima,
¢ime smo uspostavili izvesnu analogiju sa onim matematickim objektima
sa kojima se najbolje snalazimo, a to su brojevi. Da bi ova analogija bila
potpuna, moramo nauciti i da uporedujemo skupove. U prethodnoj sek-
ciji smo kratko razmatrali kako utvrditi jednakost skupova, ali se nismo
dotakli pitanja prirode nejednakosti skupova, pa jos uvek nije jasno sta
znaci da je jedan skup manji ili veéi od drugog. Ovaj problem se resava
uvodenjem vaznog parametra za skupove, a to je njihova veli¢ina.

Definicija 22. Kardinalnost ili veli¢ina skupa A je broj elemenata skupa
A. Oznacavamo je sa |A].

Primer 23. Za skup A = {{, &, 0V, &}, lako utvrdujemo da je |A| = 4,
prostim prebrojavanjem njegovih elemenata. S druge strane, skup pri-
rodnih brojeva je beskonacan i njegova kardinalnost je data sa |N| = Ny,
§to je ujedno i najmanja velicina nekog beskona¢nog skupa. Beskonaéni
skupovi koji imaju istu veli¢inu kao i skup prirodnih brojeva nazivaju se
beskonaéni prebrojivi skupovi. Svi ostali beskonac¢ni skupovi su nepre-
brojivi. Problemi vezani za kardinalnost skupova izuCavaju se u okviru
teorije skupova. A

nacin da se utvrdi kardinalnost tzv. ,,malih“ skupova, odnosno skupova
koji imaju relativno mali broj elemenata. ReSenja za ,inteligentniji“ pri-
stup prebrojavanju nudi kombinatorika, pa je tako kardinalnost Descar-
tesovog proizvoda dva skupa moguée odrediti na sledeé¢i nacin:

Tvrdenje 24.
|Ax B| = |A]-|B].

Ovo tvrdenje se moze uopstiti i na proizvoljan broj skupova u Descar-
tesovom proizvodu, pa specijalno vazi i

A" = [Ax Ax - x A|=|A]---|A| = |A]".

n—puta n—puta

11



1 O skupovima, naivno

U prethodnom razmatranju smo upoznali i partitivni skup, pa éemo
iskoristiti priliku da razmotrimo i njegovu kardinalnost, kao i odnos kar-
dinalnosti skupa i njegovog partitivnog skupa. Sledeéa teorema daje (de-
limi¢an) odgovor na oba pitanja.

Teorema 25 (Cantor). Za konacne skupove S vazi [9(S)| = 2/51.
Za beskonacne skupove S vazi |S| < ['B(S)].

Primetimo da za kona¢ne skupove ova teorema daje odgovor na jedno
pitanje koje nismo direktno postavili, a to je: Koliko podskupova ima
dati konacan skup? Naime, partitivni skup nije nista drugo do skup svih
podskupova datog skupa, pa je njegova kardinalnost ujedno i odgovor na
ovo pitanje. Nekada je, medutim, potrebno znati i malo detaljniji odgovor
na ovo pitanje, jer od vaznosti moze biti i broj podskupova odredene
veli¢ine, o ¢emu govori sledeéi

Problem:
Neka je dat skup A, takav da je |A| = n.
Koliko k-elementnih podskupova ima skup A?

Da bismo dali odgovor na ovo pitanje, priseticemo se koncepta kojeg
smo u jednoj specijalnoj formi veé videli u Primeru 4.

Definicija 26. Broj svih k-elementnih podskupova n-elementnog skupa
je

(Z) (¢itamo: n nad k)
Simbol (Z) zovemo binomni koeficijent.

U istom primeru smo naveli i ¢emu je jednako (g), ali jo§ uvek nismo
objasnili zaSto je to tako. Preéutno smo poceli i da iskazujemo neke
zakljucke u vidu tvrdenja i teorema, pa je sada mozda pravi trenutak da
»legalizujemo“ njihovu upotrebu.

Jasno je da definicije, aksiome i primeri nisu dovoljni da bismo se izra-
zili na matematickom jeziku, jer nam nedostaju forme kojima izrazavamo
zakljucke. Takve forme su tvrdenja, teoreme i posledice, pomoc¢u kojih iz-
nosimo, redom, zakljucke, izuzetno vazne zakljucke i ¢injenice koje slede

12



1.4 Metod matematicke indukcije

iz tih zakljucaka. Pomoc¢na tehnicka tvrdenja ¢esto nazivamo leme, a sve
ove forme zahtevaju obrazlozenje tacnosti zakljucaka koje sadrze. Ta ob-
razlozenja su u matematici poznata kao dokazi. Dokazati, dakle, ne znaci
nista drugo do objasniti zasto vazi ono $to tvrdimo da vazi. Mi to nismo
ucinili u slucéaju Tvrdenja 17 i 24, kao i Teoreme 25, iz prostog razloga
§to nase trenutno znanje nije dovoljno da bismo uspesno i korektno iz-
veli njihove dokaze. Pre svega, potrebno je ovladati nekim od metoda
dokazivanja u matematici. Prvi metod koji ¢emo upoznati jeste metod
matematicke indukcije.

1.4 Metod matematicke indukcije

Metod matematicke indukcije se najcesce koristi za dokazivanje tvrdnji
koje vaze za sve prirodne brojeve. Primenu ovog metoda ¢emo demon-
strirati u dokazu sledeteg tvrdenja:

Tvrdenje 27. Broj dvoelementnih podskupova datog n-elementnog skupa
jednak je
n-(n-—1)
5 .

Dokaz. Dokaz ovog tvrdenja izvodimo metodom matematicke indukcije
po broju elemenata n datog skupa:

Baza indukcije. Za n = 0 navedeno tvrdenje vazi, buduéi da skup sa 0
elemenata (prazan skup) ima 0 dvoelementnih podskupova.

Induktivna pretpostavka (hipoteza). Neka je tvrdenje tacno za n, tj.
neka je broj dvoelementnih podskupova n-elementnog skupa jednak
n-(n—1)
5 .

Induktivni korak. Pokazujemo da je tvrdenje ta¢no za n + 1. Neka je A
skup sa (n+1) elemenata. Uo¢imo proizvoljno a € A. Tada postoje
dve vrste dvoelementnih podskupova skupa A:

o {a,z}, v € A\ {a} - takvih ima n, i

13



1 O skupovima, naivno

o {z,y}, z,y € A\ {a} - kojih, prema induktivnoj pretpostavci,

ima
n-(n—1)

2

Ukupno imamo

n+n'(n—1) _ n+1)-n  (n+1)-((n+1)—1)

2 2 - 2

podskupova, §to je i trebalo dokazati.

O

Kao sto vidimo, dokaz baziran na ovom metodu ima jasnu konstrukciju
i odvija se u tri obavezne etape:

(1) Baza indukcije (BI) — u okviru ove faze dokaza proveravamo da li
tvrdenje vazi za najmanji moguéi prirodni broj. Neka tvrdenja vaze
tek pocevsi od nekog prirodnog broja, na primer za svako n > 3,
pa se u takvim slu¢ajevima ta vrednost uzima za bazu indukcije.

(2) Induktivna pretpostavka (IP) ili induktivna hipoteza (IH) je etapa u
kojoj pretpostavimo da je tvrdenje tacno za n (ili, alternativno, za
sve prirodne brojeve ne veée od n).

(3) Induktivni korak (1K) je zavrini deo dokaza matematickom induk-
cijom u kojem pokazujemo da ono vazi i za n + 1 uz koris¢enje
induktivne pretpostavke.

Primer 28. Pokazimo sada da jednakost koju smo naveli u Primeru 4
zaista i vazi, odnosno, da je za svako n > 2

n

(2> =14+2+---+(n-1).

Bl. Za n = 2 imamo da se suma sa desne strane jednakosti sastoji
samo od 1, dok je na levoj strani nejednakosti binomni koeficijent
(g) koji predstavlja broj dvoelementnih podskupova skupa koji ima
dva elementa, Sto je takode 1, pa jednakost ocigledno vazi.

14



1.4 Metod matematicke indukcije

TH. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n.

IK. Pokazimo da vaziiza n -+ 1.

142+ 4+m—1)+n=014+24+--+(n—-1)+n

£

T.27 n(n —1) e (n+1)n

2 " 2
T27 (n+1
-2 5 )

A

Da bismo prebrojali k-elementne podskupove n-elementnog skupa za
proizvoljno k£ neophodan nam je jo§ jedan kombinatorni pojam.

Definicija 29. Faktorijel broja n (u oznaci n!) je dat sa

nl:=1-2-3-----n, (citamo: n faktorijel)
ol:=1.

Tvrdenje 30. Broj k-elementnih podskupova n-elementnog skupa jednak
je
n!
Kl(n — k)"

Dokaz ovog tvrdenja ¢emo odloziti do trenutka kada e se ¢italac po-
drobnije upoznati sa osnovama kombinatorike. Samo tvrdenje ¢emo,
pak, iskoristiti da dokazemo ispravnost jedne vazne matematicke formule
pomocu metoda matematicke indukcije.

Pri rac¢unu sa razli¢itim algebarskim izrazima cesto se od nas trazi da
razvijemo (odnosno, simbolicki izra¢unamo) stepen nekog binoma. Prve
takve primere sre¢emo ve¢ u osnovnoj skoli, gde u¢imo gotove izraze za
kvadrat zbira i kvadrat razlike.

15



1 O skupovima, naivno

Primer 31. Prva Cetiri stepena binoma a 4+ b mogu se razviti na slede¢i
nacin:

(a+b) = a+b,

(a+b)? = a®>+2ab+ b

(a+b)?® = a®+3a%+ 3ab® + 7,
(a+b)* = a*+4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*.

Primetimo da navedeni razvoji prate odredeni obrazac, pa se pitamo da
li je moguce doc¢i do neke opste formule pomoéu koje mozemo zapisati
razvoj proizvoljnog stepena ovog binoma. A

Odgovor na pitanje iz prethodnog primera je potvrdan i sadrzan je u
slede¢oj teoremi.

Teorema 32 (Binomna formula).

(a+b)" = Zn: <Z> av k.

k=0
Pre nego s$to predemo na dokaz teoreme, pokazac¢emo da vazi jedan
identitet koji ée nam biti od koristi.

Lema 33 (Pascalov identitet). Neka sun,k € N, n >k > 1. Tada vaZi

=G0+ G)

Dokaz. Datu jednakost pokazujemo pomocéu Tvrdenja 30:

(k . 1> + (Z) - 1)!(nni G- " k!(nni )l

B n! 1 _’_l
Ck-D!n—KkK)!\n—-k+1 k
n! n+1

S (k=D!n—k)! k(n—k+1)

16



1.4 Metod matematicke indukcije

Dokaz Teoreme 32. Tvrdenje dokazujemo primenom matematicke induk-
cije po stepenu n datog binoma.

Bl. Zan = 0 imamo (a +b)° = 1 = (g)aobo, pa jednakost ocigledno
vazi.

IH. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n, tj.

(a+w”:§i(zyﬂﬁw.

k=0

IK. Pokazimo da vaziiza n + 1:

(@+0)" =(a+b)-(a+b)"

Lo+ z”: (Z) a" kb

k=0

_zn: (n) Gk zn: <Z> an—kphtl
k=0
n n—1
N\ n+1 N\ n—k+l1k N\ n—kpk+1 T\ n+1

(0) +Z(k>a b +Z(k>a b +(n)b

k=1 k=0
(né— 1>an+1 n Z (Z) an—k+1pk

k=1

S ( n )an—k+1bk+(n+1)bn+l
= k—1 n+1

_|_

n+1\ . gk, (P
(0 Yt () (7))o (1
T.33(n+1 an+1+z n+1 an—kFipk | nt1
0 = k n+1
n+1
_ Z (n + 1) gk 1k
N .
k=0
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1 O skupovima, naivno

1.5 U ¢emu je problem ili ko brije berbera?

U prethodnom izlaganju smo oformili pojam skupa prateéi ideje Georga
Cantora iz 1895. godine. Formiranjem ovog pojma polozen je kamen te-
meljac sistematskoj izgradnji matematike — koriste¢i nekoliko osnovnih
pojmova kao §to su skupovi i elementi moguée je izgraditi sve mate-
maticke pojmove kroz precizne definicije. Medutim, kao i u zivotu, i u
matematici se s vremena na vreme pojavi fraza ,suviSe dobro zvuci da
bi bilo istina“. Veé¢ 1903. godine se ispostavilo da tzv. ,naivna“ teorija
skupova sadrzi izvestan paradoks, koji je otkrio filozof Bertrand Russel,
te je on stoga Sire poznat i kao Russelov paradoks.

Russelov paradoks:
Posmatramo skup svih skupova koji ne sadrze
samog sebe kao element:

{z]zdua}

Da li ovaj skup sadrzi sebe kao element?

Za bolje razumevanje kakav problem prouzrokuje ovo pitanje, naves¢emo
jednu popularnu formulaciju ovog problema koja takode potice od Rus-
sela:

Berberov paradoks:

U nekom selu zivi berberin koji brije sve one i
samo one koji sami sebe ne briju.

Da li se berber sam brije?

Razmotrimo ovaj problem:

e Ukoliko se berber sam brije, onda on nije u grupi mestana koji sami
sebe ne briju, pa se samim tim ne ubraja u one koje on brije.

e Ukoliko se, pak, berber ne brije sam, onda se ubraja u one koje on
brije, tj. brije se sam.

18



1.6 Zadaci za vezbu

U oba slucaja smo dosli do protivrec¢nosti, Sto ne bi smelo da se desi, jer
je jasno da se berber ili brije sam ili ga brije neko drugi.

Tragajuc¢i za uzrocima ovog paradoksa, matematicari su otkrili da je
problem prouzrokovan konstrukcijom objekta opisanog kao ,,skup svih
skupova“, gde je jedan pojam bio definisan preko sebe samog. Jednom
kad je uzrok problema otkriven, pitanje je samo vremena kada ée biti
i otklonjen. Tako je dvadesetih godina dvadesetog veka predloZzen mo-
del teorije skupova zasnovan na aksiomatskom sistemu koji su predlozili
Ernst Zermelo i Abraham Fraenkel, koji danas predstavlja standardan
pristup teoriji skupova, zajedno sa jos jednom aksiomom poznatom kao
aksioma izbora. On ne dozvoljava problemati¢nu konstrukciju, pa se gore
navedeni paradoks ne javlja. Mi se u ovom tekstu neéemo baviti aksio-
mama teorije skupova, ve¢ ¢éemo njihovo razmatranje ostaviti za neki kurs
na naprednijem nivou. Ono $to je jasno je da nam skupovi i elementi kao
takvi nisu dovoljni da bismo u matematici izrazili sve Sto zelimo, te je
nas re¢nik potrebno prosiriti. Prvi korak u nepoznato éemo napraviti u
pravcu matematicke logike.

1.6 Zadaci za vezbu

(1) Posmatramo podskupove skupa realnih brojeva R

A={zcR|2*+3z-4>0}i
B={zxeR|-2<z<2}

Odrediti skupove:
(a) AUB,
(b) ANB,
(c) A\ B,
(d) Ax B,

i skicirati ih u Descartesovom koordinatnom sistemu.

(2) Ispitati da li su sledeée jednakosti taéne za proizvoljne skupove A,
BiC:
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(a) AN(B\C)=(ANB)\C,
(b) A\ (BNC)=(A\B)U(A\C),
(¢) A\(A\B)=ANB,

(d) AAB = (AUB)\ (AN B).

(3) Ispitati da li za proizvoljne skupove A, B i C' vaze sledece tvrdnje:
(a) Akoje AUB=AUC,ondaje B=C.
(b) Ako je ANB=ANC, onda je B=C.

(4) Pokazati da je simetri¢na razlika asocijativna, tj. da vazi

AA(BAC) = (AAB)AC.

(5) Odrediti:
(a) partitivni skup skupa {a, b, c},
(b) P(R(S)) za S = {A,V},
(c) B(D), BERO)) i BCB(R©)))-

(6) Metodom matematicke indukcije pokazati da vaze sledeée tvrdnje:

. = n(3n—1
(a) Za svakon >1 je kzl(Sk: —-2)= %

n
. 1
(b) Za svakon > 1 je kzl DT = T

7

(c) Zasvakon > 2 je >

1 1
n+k > 2°

© s .. n(n—3
(d) Za broj dijagonala d(n) konveksnog n-ugla vazi: d(n) = (T)

(7) Svaku od sledeéih jednakosti pokazati na dva nacina, upotrebom
metoda matematicke indukcije, odnosno, binomne formule:

n
(a) Za svako n € N vazi ;;o (1)2k = 3m.
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(b) Za svako n € Nvazi Y (—1)*(}) = 0.
k=0

(8) Metodom matematicke indukcije pokazati da vazi Bernoullijeva ne-
jednakost
(I+h)" > 1+ nh,

gde jen € N\ {0,1}, a h € [-1,0) U (0, 00).
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2 Kratak vodi¢ kroz iskaznu logiku

It is not enough to have a good mind.
The main thing is to use it well.

(René Descartes)

Matematicka logika je jedan od osnovnih teoretskih stubova informa-

tike i predmet je koji se moze i mora izucavati za sebe. Mi ¢emo se u

nastavku teksta samo dotaci nekih kljuénih pojmova iz iskazne logike, naj-

jednostavnijeg, ali istovremeno i fundamentalnog dela logike. Nauci¢emo

da pravimo razliku izmedu sintakse i semantike, upoznacemo se sa nekim
nacinima zaklju¢ivanja i proSiri¢emo nasu lepezu metoda dokazivanja.

2.1 O iskazima i iskaznim formulama

Osnovne vrste objekata sa kojima radimo u logici jesu iskazi.

Definicija 1. Iskaz je recenica za koju mozemo utvrditi da li je tacna ili
netacna.

Primer 2. Recenice
e Duzina toka Dunava je 1000km.
e 14+1=2.
e Jagoda je biljka iz porodice ruza.

su iskazi — prva recenica je netacna, dok su druga i treca tacne.
S druge strane, recenice

e Izvolite!
o x+y=15.

e Sledece nedelje ¢e biti suncano i toplo.
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nisu iskazi. Prva recenica je izraz uctivosti, druga jednacina sa dve nepo-
znate, pa njena tacnost zavisi od izbora vrednosti za x i y, dok je trecom
recenicom data vremenska prognoza za koju u sadasnjem trenutku ne
mozemo znati hoce li se ispuniti ili nece, pa samim tim ne mozemo odre-
diti njenu tacnost. A

Tac¢nost, odnosno, netacnost nekog iskaza predstavlja njegovu istini-
tosnu vrednost. U matematici se istinitosna vrednost ,tacno“ najcesée
oznacava sa T, T (od engleske reci true) ili 1, dok se istinitosna vrednost
,netatno“ oznacava sa L, F' (od engleske reci false) ili 0, redom. Mi é¢emo
u ovom kratkom vodicu kroz logiku koristi oznake T i F'.

U Primeru 2 smo videli da iskazi mogu biti i recenice napisane nasim
prirodnim jezikom i re¢enice napisane matematickim jezikom. Kako je
nasa namera da iskoristimo matematicku logiku kako bismo se izrazavali
i radili na jeziku matematike, neophodno je da preciziramo kakve kon-
strukcije ¢emo smatrati recenicama. U tu svrhu uvodimo pojam ¢skazne
formule. Intuitivno, iskazna formula je slozena recenica formirana od
polaznih iskaza pomoéu datih veznika. Za zapisivanje iskaznih formula
koristimo iskazna slova (najcesée p, q, 7, po, p1,...), specijalne simbole
(T, F), logicke veznike (A, V, 7, = , <= ) i zagrade. Svi logicki
veznici, sem — koji je unaran, su binarni. U ovom trenutku nije jos uvek
jasno na koji nacin se ovakve recenice formiraju, pa ¢emo sada i formalno
definisati pojam iskazne formule pomocu induktivne definicije. U pitanju
je nacin definisanja koji se ¢esto sreée i u matematici i u racunarskim
naukama, a podrazumeva uvodenje pojma kroz objasnjavanje procesa
njegove izgradnje. To znaci da se prvo uvedu najjednostavniji objekti
koji odgovaraju datom pojmu, a zatim se objasni kako se od prethodno
konstruisanih objekata mogu dobiti novi. Na primeru iskaznih formula
to izgleda ovako:

Definicija 3. (1) Iskazna slova i simboli 7' i F' su iskazne formule.

(2) Ako su ¢ i ¢ iskazne formule, onda su to i (¢ A ), (¢ V), (—p),
(b = ¢)i(e < )

(3) Iskazne formule se dobijaju samo kona¢nom primenom pravila pod

(1) (2).
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2.1 O iskazima i iskaznim formulama

Ovim smo precizirali §ta su iskazne formule, uz napomenu da su za-
grade obavezni deo slozenih formula i da se mora voditi ra¢una o njiho-
vom korektnom navodenju, jer one obezbeduju jedinstveni nacin ¢itanja
formule.

Primer 4. Izrazi (pV¢q) = r)i(p1 <= (—(p2A(p1 = p3)))) su
iskazne formule jer su dobijeni viSestrukom primenom pravila iz definicije.
S druge strane, izraz (r <= (—qVp)) nije iskazna formula, jer nedostaju
zagrade kod primene veznika — na iskazno slovo q. A

Teskoce u prepoznavanju iskaznih formula rastu sa povecavanjem sloze-
nosti formule. Razlog tome su, izmedu ostalog i ve¢ pomenute zagrade.
Veliki broj gusto postavljenih zagrada moze da nam oteza rad sa for-
mulom, ali njihovo izostavljanje, s druge strane, moze dovesti do po-
greSnog tumacenja iste. Ovakva situacija nam nije nova — iskustvo sa
slicnom problematikom smo veé stekli pri racunanju sa brojevima, gde
smo uvodenjem odredenih pravila pojednostavili zapis smanjenjem broja
zagrada. Na primer, mnozenje ima prednost nad sabiranjem, pa je 3-4+2
kraéi zapis od (3 -4) + 2. Ovakav pristup pojednostavljivanju zapisa is-
kaznih formula je mogué, i mozemo ga ostvariti izostavljanjem zagrada
prateéi prednost u primeni logickih veznika. Standardno se u odsustvu
zagrada veznici primenjuju sledeé¢im redosledom: najveéi prioritet ima —,
zatim dolazi A, pa V, potom =, i na samom kraju <= . U slucaju
da imamo dva uzastopna veznika A ili V, primenjujemo ih sleva nadesno,
dok kod uzastopnih veznika = , odnosno, <= primenu sprovodimo
sdesna nalevo. U situaciji kada nismo sigurni da li ¢e formula biti dobro

moze dovesti ¢itaoca u dilemu.

Primer 5. Iskazna formula -p A qV —r <= ¢ = r je skraceni zapis
(bez zagrada) iskazne formule

((p)Aq) V (or) = (¢ = 7)),
date sa svim zagradama. S druge strane, formula

p — q — rVpAgAT
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2 Kratak vodic¢ kroz iskaznu logiku

je skradeni zapis za (p = (¢ = (rV ((pAq)AT)))), pri Cemu je
,Citljivija®“ moguénost zapisa recimo p = (¢ = (rV (pAgAT))). A

U meduvremenu, pozabavi¢emo se i moguénoséu grafickog prikaza is-
kaznih formula. Izuzetno je intuitivno predstavljanje iskaznih formula
pomocu korenskih stabala. To su objekti koji se sastoje od tacaka (¢vorova)
rasporedenih po nivoima. Na prvom nivou nalazi se samo jedan ¢vor (ko-
ren). Svaki ¢vor na (n + 1)-om nivou je povezan sa tac¢no jednim ¢vorom
n-tog nivoa (njegovim roditeljem). Cvor koji nije roditelj je list. Ove
objekte ¢emo detaljnije izucavati u delu posveéenom teoriji grafova. U
ovom trenutku, njihova jedina uloga ée biti odredena vizualizacija for-
mule, koju ¢emo objasniti pomoc¢u sledeteg primera.

Primer 6. Predstavimo korensko stablo pridruzeno iskaznoj formuli

((pAg) = 1) = ((-p)Vq) = (rA(—q)))

Slika 2.1: Korensko stablo pridruzeno iskaznoj formuli

Listovi stabla ¢e biti iskazna slova, pri ¢emu se isto iskazno slovo moze
pojaviti kao list onoliko puta koliko ucestvuje u fomuli, dok ¢ée rodite-
lji (ukljuéujuéi i koren) biti veznici koji se pojavljuju u formuli. Kako
dolazimo do prikazanog crteza (Slika 2.1)? Primetimo da sve zagrade
koje ucestvuju u formuli obrazuju parove — svakoj otvorenoj odgovara
tatno jedna zatvorena zagrada, i obrnuto. Uo¢imo sada par odreden
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2.2 O sintaksi i semantici

prvom otvorenom zagradom i pronademo veznik koji je ,,odgovoran“ za
pojavljivanje tog para zagrada. Time smo odredili koren naseg stabla.
Na slede¢em nivou razmatramo formule koje su bile povezane veznikom
koji odgovara korenu. Svaka od njih je odredena parom zagrada. Opet
pronademo odgovarajuce veznike, upiSemo ih kao ¢vorove na ovom nivou
i povezemo sa korenom, tj. roditeljem. Ovaj postupak ponavljamo sve
dok ne stignemo do najjednostavnijih gradivnih jedinica iskazne formule,
a to su iskazna slova i simboli T'i F. A

2.2 O sintaksi i semantici

Iskazna formula je za nas trenutno samo vrsta simbolickog zapisa. To je
niz slova i specijalnih znakova formiran po odredenim pravilima. Skup tih
pravila poznatiji je kao sintaksa. Rad na sintaktickom nivou podrazumeva
ono $to smo delom radili u Primeru 4, a to je formiranje formula i provera
ispravnosti formula na jednom formalnom nivou, ¢isto simbolicki i bez
ulazenja u njihovo znacenje. Iako imamo ideju o tome Sta znaci primena
logickog veznika — ili = mi to znacenje jo§ uvek nismo pridruzili na
matematicki korektan nacin odgovarajuc¢em simbolu. To éemo uciniti u
nastavku, ¢ime ¢emo formulama ,,udahnuti zivot*, tako §to ¢emo im dati
smisao koriste¢i semantiku. Drugim recima:

Sintaksa opisuje kako se iskazne formule
(recenice) formiraju.

Semantika opisuje Sta iskazne formule
(recenice) znace.

Za nas ¢e to konkretno znaciti da svaka formula moze biti ta¢na ili
netacna, pri ¢emu se njena tacnost utvrduje za konkretnu interpretaciju
iskaznih slova.

Kao sto smo veé naglasili, jedini unarni logicki veznik u skupu veznika
koji smo predvideli da koristimo jeste znak za negaciju.

Definicija 7. Negacija iskazne formule ¢ je ta¢na ako i samo ako je
iskazna formula ¢ netacna.
Negaciju formule ¢ oznacavamo sa —, i ¢itamo ,nije ¢ *.
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2 Kratak vodic¢ kroz iskaznu logiku

¥
F| T
T

Tabela 2.1: Tablica istinitosnih vrednosti za negaciju

Uobicajeno je i predstavljanje logickih veznika pomocu tablica istinito-
snih vrednosti, kao Sto se moze videti u Tabeli 2.1.

Tako je po strukturi najjednostavniji, ovaj veznik se za primenu poka-
zao, bar §to se tice naSeg jezika, kao najkomplikovaniji. Razlog za to lezi
u Cinjenici da gramatika (=sintaksa) naseg jezika dozvoljava ¢udnu kon-
strukciju dvostruke negacije koja u tumacenju (=semantici) funkcionise
kao jednostruka. Recenica ,,Pas nije nikog ujeo“ za nas sadrzi informaciju
da ne postoji osoba koju je pas ujeo. Medutim, matematicki pristup ovoj
reCenici nam daje jedno drugacije znacenje, s obzirom da je niko nepo-
stojeta osoba, te se ona moze interpretirati kao da je pas svakog ujeo.
Verovatno bi najbolje reSenje bilo da se kaze ,,Pas nije nekog ujeo“, ali to
veé zalazi u domene lingvistike, te se time ne¢emo dalje baviti. Smisao
ove kratke rasprave je da se ukaze na neke od najceséih gresaka koje se
desavaju negiranjem iskaza, kao Sto ¢emo videti u sledeéem primeru.

Primer 8. Negacija iskaza , Jabuka je veéa od kajsije.” je ,,Jabuka je
manja ili jednaka kajsiji.“, a ne ”Jabuka je manja od kajsije.“. Sli¢no,
,Casa je puna. se Cesto u negiranoj formi javlja kao ”Casa je prazna.”,
iako je ispravno ,,CaSa nije puna.“. A

Preostala cetiri veznika su binarna. Slede definicije konjunkcije i dis-
junkcije uz odgovarajuce tablice istinitosnih vrednosti datih u Tabeli 2.2.

Definicija 9. Neka su date iskazne formule ¢ i 1.

(1) Konjunkcija iskaznih formula ¢ i1 je iskazna formula koja je tacna
ako i samo ako su obe iskazne formule ta¢ne. Konjunkciju formula
@ i1 oznacavamo sa ¢ A 1 i ¢itamo ,p i Y«

(2) Disjunkcija iskaznih formula ¢ i 1 je iskazna formula koja je ta¢na
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2.2 O sintaksi i semantici

ako i samo ako je bar jedna od navedenih iskaznih formula tacna.
Disjunkciju formula ¢ i 9 oznac¢avamo sa ¢ V 1 i ¢itamo ¢ ili 9 “.

o lY PNy | eVY
F|lF]| F F
F|T F T
T|F| F T
T|T T T

Tabela 2.2: Tablica istinitosnih vrednosti za konjunkciju i disjunkciju

Primer 10. Neka su date iskazne formule

p: Lav je domaca zivotinja.

1 : Lav je divlja zivotinja.

Tada je ¢ A ¢ netacno, a ¢ V 1 tacno. A
Pomocu slede¢ih veznika mozemo opisati zakljucke:
Definicija 11. Neka su date iskazne formule ¢ i v.

(1) Implikacija iskazne formule 1) iz iskazne formule ¢ je iskazna for-
mula koja je pogresna ako i samo ako je ¢ tac¢no i ¥ neta¢no. Im-
plikaciju formula ¢ i 9 oznatavamo sa ¢ = 1 i ¢itamo ,,Ako ¢,
onda .

(2) FEkvivalencija iskaznih formula ¢ i 9 je iskazna formula koja je tacna
ako i samo ako obe navedene iskazne formule imaju istu istinitosnu
vrednost. Ekvivalenciju formula ¢ i 1 oznacavamo sa ¢ <= i
¢itamo ,,0 ako i samo ako ) “.
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2 Kratak vodic¢ kroz iskaznu logiku

e Yy =9 |p <=1
F|F T T
F|T T F
T F F F
T|T T T

Tabela 2.3: Tablica istinitosnih vrednosti za implikaciju i ekvivalenciju

Primer 12. Neka su date iskazne formule

p: Pada kisa.
1 : Kolovoz je mokar.

Tada je p = 9 tactno, ¢ <= 1 netacno, jer kolovoz moze biti mokar i
iz nekog drugog razloga, na primer zbog havarije na vodovodnoj cevi. A

Najkomplikovanija za upotrebu (od binarnih veznika) je verovatno im-
plikacija. Posebno skre¢emo paznju da su iskazne formule oblika ' —>
o uvek tacne. Obicaj je i da se u formuli ¢ = ¥ kaze da je ¢ dovoljan
uslov za 1, odnosno, da je ¥ potreban uslov za .

Tablice istinitosnih vrednosti je mogucée konstruisati za svaku iskaznu
formulu.

Primer 13. Napravimo tablicu istinitosnih vrednosti za formulu

e: ((PAg) = r)A (=g V (r = p)))).

Uobicajeni nacin konstrukcije ovakve tablice podrazumeva da se istini-
tosna vrednost krajnje formule odreduje tako Sto se prethodno odrede
istinitosne vrednosti njenih manjih delova, koji su sami za sebe iskazne
formule. Konkretno, u ovom slu¢aju imamo:
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p ¢ r pANg —q v =p (pANqg) =1 —qV(r=p) ¢
T T T T F T T T T
T T F T F T F T F
T F T F T T T T T
T F F F T T T T T
F T T F F a T F F
F T F F F T T T T
F F T F T F T T T
F F F F F T T T T

Tabela 2.4: Tablica istinitosnih vrednosti za formulu ¢

Alternativan zapis ove tablice ne zahteva posebno izdvajanje delova
tablice, ve¢ se sama formula koristi kao tablica:

(«» Nng = rn AN (= q¢ VvV (r = p))
T T T T T T F T T T T T
T T T F F F F T T F T T
T F F T T T T FTT T T
T F F T F T T F T F T T
F F T T T F F TTFT F F
F F T T F T FTTF T F
F FF T T TTFTT F F
F FF T F T T FTF T F

Tabela 2.5: Alternativni zapis tablice istinitosnih vrednosti

Kod ovakvog zapisa tablice ispod svakog iskaznog slova/veznika pisemo
odgovarajuce istinitosne vrednosti nastale njegovom primenom. Istinito-
sna vrednost formule je u ovom slucaju zapisana ispod srediS$njeg veznika,
sto je ovde A u sredini (Sesta kolona). A

Sada kada znamo da odredimo istinitosnu vrednost svake iskazne for-

mule, mozemo pristupiti klasifikaciji istih u odnosu na njihovu tacnost.
Tako razlikujemo tri vrste iskaznih formula:
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2 Kratak vodic¢ kroz iskaznu logiku

(1) Tautologija je formula koja je taéna za sve moguce istinitosne vred-
nosti svojih iskaznih slova.

(2) Kontradikcija je formula koja je netacna za sve moguée istinitosne
vrednosti svojih iskaznih slova.

(3) Formula koja je ta¢na za bar jedan izbor istinitosnih vrednosti svo-
jih iskaznih slova je zadovoljiva.

Primer 14. Formula (p = ¢q) <= (—pV q) je primer jedne tautolo-
gije, dok je =p A p primer iskazne formule koja je kontradikcija. Formula
 na kojoj smo demonstrirali konstrukciju tablice istinitosnih vrednosti
je zadovoljiva. A

U prethodnom poglavlju smo se bavili jednakoséu skupova, pa slicno
pitanje mozemo razmotriti i ovde. Kada su, dakle dve iskazne formule
jednake?

Dve iskazne formule ¢ i ¥ su jednake ako se radi o istim nizovima
simbola. Medutim, iskazne formule mogu biti date i razli¢itim nizovima
simbola, a da pri tome ipak imaju jednake istinitosne tablice. Stoga za
formule ¢ i ¥ sa istim tablicama istinitosnih vrednosti kazemo da su
logicki ekvivalentne i piSemo ¢ = 1.

Primer 15. Nabrojimo nekoliko logicki ekvivalentnih formula koje se
¢esto koriste:

—(pAq)=-pVq 1. De Morganov zakon
-(pVq) =-pA—q 2. De Morganov zakon
p = q="pVg
p = q¢=(p = q)A(q@ = p)
p = ¢=-q = —p Kontrapozicija

Citaocu ostavljamo za vezbu da se uveri da su tablice istinitosnih vred-
nosti odgovarajucih formula zaista jednake. A

Upoznajmo se jos i sa dva znacajna nacina izvodenja zakljucaka u ma-
tematici. To ¢emo uciniti koriste¢i pojam logicke posledice.
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Definicija 16. Za formulu ¢ kazemo da je logicka posledica skupa for-
mula ® (piSemo ® |= ¢), ako za svaku dodelu istinitosnih vrednosti iska-
znim slovima za koje su tacne sve formule iz @, vazi da je ta¢na i formula
®.

Skup formula ¢ija je logicka posledica formula F' nazivamo kontradiktor-
nim.

Sada mozemo i da predstavimo najavljena pravila zakljuc¢ivanja:

(modus ponens) Formula 1 je logicka posledica skupa formula
= {p,p = ¢}

(modus tollens) Formula —¢ je logicka posledica skupa formula
= {9 = 9}

Uverimo se da su modus ponens i modus tollens logicke posledice na-
vedenih skupova, ¢ime ¢emo potvrditi njihovu ispravnost kao pravila za-
kljucivanja. Na Slici 2.2 date su odgovarajuce tablice istinitosnih vred-
nosti. Za modus ponens relevantna je poslednja vrsta prve tablice, dok
je za modus tollens relevantna prva vrsta druge tablice. U oba slucaja su

ol Y| =9 Y| W] =19 |
F|F T FIF]| T T T
F|T T F|T]| F T T
T|F F T|F| T F F
T|T T T|T]| F T F

Slika 2.2: Tablice istinitosnih vrednosti za modus ponens i modus tollens
ispunjeni uslovi za logicku posledicu.

2.3 Tehnike dokazivanja

U prvoj glavi smo se upoznali sa tehnikom dokazivanja matematickom
indukcijom. Ona ima svoje specificnosti i jasno je da se ne moze upotre-
biti da bi se pokazala ta¢nost proizvoljne matematicke tvrdnje. Stoga je

33



2 Kratak vodic¢ kroz iskaznu logiku

neophodno razviti dalje tehnike za dokazivanje, u ¢emu nam moze pomocéi
znanje koje smo dosad stekli iz matematicke logike. Ovde navodimo tri
takve tehnike:

(1)

34

Dokazivange ekvivalencije.

U prethodnom smo se uverili da je formula p <= ¢ logicki ekvi-
valentna sa formulom (p = ¢) A (¢ = p). Ovo nam dozvoljava
da rezonujemo na sledeéi nacin:

Da bismo pokazali ¢ <= % pokazujemo p — Y iy — .
To znadi da se u dokazima tvrdenja koja u svojoj formulaciji sadrze
sintagmu ,,ako i samo ako“ oc¢ekuje da pokazemo verodostojnost
obe implikacije, odnosno, nas dokaz ¢e se sastojati od dva manja
dokaza.

Primer 17. Zbir dva prirodna broja je paran ako i samo ako su
oba broja iste parnosti.

Da bismo se uverili u tacnost ovog tvrdenja moramo pokazati da
vaze dve implikacije:

Neka su m,n € N brojevi iste parnosti. Ako su oba parna, tj. ako
jen =2k, am=2l,zak,l € N,ondajen+m=2k+2l=2(k+1)
takode paran broj. Ako su, pak, oba neparna, tj. ako je n = 2k +1,
am=2l+1,zak,l € N,ondajen+m = 2k+1+20+1 = 2(k+1+1)
opet paran broj. Obrnuto, neka je zbir dva prirodna broja paran,
tj. neka za n,m € N vazi da je n+m = 2k i neka je, bez umanjenja
opstosti, n <m. Tadajen=k—1l,am=k+1, za k,l € N. Ako
su k i [ iste parnosti, onda su m i n parni brojevi, a ako su k il
razli¢itih parnosti, lako se pokazuje da su m i n neparni brojevi.
Sledi da su posmatrani brojevi uvek iste parnosti, to je i trebalo
pokazati. A

Indirektni dokaz (dokaz kontrapozicijom)

Slicno kao i kod dokazivanja ekvivalencije, i ovde ¢emo se pozvati
na logicku ekvivalenciju izmedu dve formule. Naime, p — ¢ =
—q¢ = —p nam omogucava slede¢i postupak:

Da bismo pokazali ¢ = 4, pokazujemo -y =— —p. Ova
tehnika se koristi izuzetno cesto.



2.4 Zadaci za vezbu

Primer 18. Neka je z € R. Ako je x < —2, onda je 22 > 4.

Pokaza¢emo tacnost ovog tvrdenja pomocu kontrapozicije. Pret-
postavimo suprotno, tj. neka je 22 < 4. Tada x € [-2,2], pa je
x > —2, odnosno, nije x < —2, ¢ime je dokaz zavrsen. A

(3) Dokazivanje svodenjem na kontradikciju
U pitanju je metoda koja izuzetno li¢i na prethodnu, ali je ipak
potrebno razlikovati je od nje. Dok smo u prethodnoj tehnici poka-
zivali =1 = —, ovde meSamo uslove obe formule koje su logicki
ekvivalentne. Pretpostavimo da je ¢ tacno i ¥ netacno i radimo
pod tom pretpostavkom sve dok ne dodemo do neke protivreénosti
(kontradikcije).

Primer 19. /2 je iracionalan broj.
Ovo tvrdenje se moze napisati u obliku implikacije na sledeé¢i nacin:

Ako se racionalni broj moze zapisati u obliku 2, gde su p i ¢ uza-

q
jamno prosti celi brojevi, ¢ # 0, onda je /2 iracionalan. Pretposta-

vimo sada da je v/2 racionalan broj. Tada postoje uzajamno prosti
celi brojevi p i ¢, takvi da je

Kvadriranjem obe strane ove jednakosti dobijamo da je p? = 2¢2,
pa je p?, a samim tim i p, deljivo sa 2. Stoga je p = 2r, za neko
r € Z, pa sledi da je 4r2 = 2¢?, odakle zakljuéujemo da je i ¢, a
samim tim i ¢, deljivo sa 2. Sledi da p i ¢ nisu uzajamno prosti.
Kontradikcija. A

2.4 Zadaci za veZbu

(1) Tehnikom indirektnog dokazivanja pokazati da vaze sledeca tvrdenja:
(a) V/3 je iracionalan broj.

(b) Ako je n? paran prirodan broj, onda je i n paran broj.

35



2 Kratak vodic¢ kroz iskaznu logiku

(¢) Za svaka dva prirodna broja m i n vazi:

Ako se razlomak 242
m—n

titi ni razlomak %

ne moze skratiti, onda se ne moze skra-

(2) Dati direktan i indirektan dokaz sledeéeg tvrdenja:

Za svaka dva broja x,y € R" vazi: = + = > 2.

SHES

x

Y

(3) Svodenjem na kontradikciju pokazati tacnost sledeéeg tvrdenja:
Ako su A i B skupovi sa osobinom AUB C AN B, onda je A = B.

(4) Indirektno pokazati da je log, 6 iracionalan broj.

(5) Za svaku od sledeé¢ih formula konstruisati korensko stablo i tablicu
istinitosnih vrednosti:

(6) (a) pA(p = (pV—q))
b)) =149 = (p = (@=1) = (p= 7)),
(€) =(pVgV-r)A((r = p)V (I = q))
Koje od njih su tautologije, koje su zadovoljive, a koje su kontra-
dikcije?

(7) Pokazati da vaze sledece logicke ekvivalencije:

) )=V Vr.
(© pA(gVr)=(@AgV(pAT).
) )=(pVa)A(pVr).
(8) Ugradivanjem elemenata A, B, C'i D moguée je napraviti nekoliko

razli¢itih modela jednog uredaja. Pri tome se moraju postovati
sledeca pravila:

e Elementi A i D se mogu ugraditi samo u paru.

e Ugradnja elementa D zahteva da bude ugraden i element C.
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2.4 Zadaci za vezbu

e Model koji ne sadrzi element A mora sadrzati element B.
e Elementi B i D se medusobno iskljuc¢uju.

Opisati svako pravilo pomoc¢u jedne iskazne formule i utvrditi kako
izgledaju modeli uredaja koje je moguée napraviti postovanjem da-
tih pravila.

(9) Metodom istinitosnih tablica pokazati logicku ekvivalenciju formula
(PAQ V(PN ip < ¢
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3 Matematika u akciji: funkcije

Old math teachers never die —
they just lose their functions.

(Folklore)

Funkciju mozemo shvatiti kao radnju koju vr§imo nad elementima ne-

kog skupa. Ona takode predstavlja jedan od osnovnih pojmova u ma-

tematici. U ovom poglavlju ¢emo se skoncentrisati na formiranje pojma

funkcije, ukazaéemo na neke vazne vrste funkcija i naucicemo kako da ih
koristimo u radu sa skupovima.

3.1 O pojmu funkcije

Nastanak pojma funkcije usko je povezan sa radanjem ideje o zavi-
snim i nezavisnim promenljivama u ¢etrnaestom veku u radovima Ni-
colasa Oresmea. Pa ipak, prvo zabelezeno pominjanje funkcije vezuje
se za Leibnitza i datira sa kraja sedamnaestog veka. Ovaj pojam su u
osamnaestom veku razradili Johann Bernoulli i Leonhard Euler definisuci
funkciju kao racunsko pravilo koje je mogucée napisati u obliku formule.
Ovo je ujedno i nacin na koji mi imamo nase prve susrete sa funkcijom.
Medutim, razvoj matematike u devetnaestom veku je doveo do toga da
su Weierstral; Dedekind i drugi matematicari toga vremena uvideli da
je postojeéi pogled na funkcije previse uzak. Ne moze se, naime, svaka
funkcija zadati pomocu tzv. zatvorene formule u kojoj je dato racunsko
pravilo kako dobiti vrednost zavisne promenljive pomoéu datih vredno-
sti za nezavisne promenljive. Ovim zapazanjem pojam funkcije prerasta
areal matematicke analize i postaje apstraktni skup-teoretski pojam. Da-
nas se funkcija moze sresti pod raznim imenima, u zavisnosti od oblasti
u kojoj se razmatra i izucava, pa je poznata i kao preslikavanje, transfor-
macija, operacija, morfizam, veznik(!),. ..

Za razliku od skupa, pojam funkcije mozemo uvesti pomoc¢u definicije.

39



3 Matematika u akciji: funkcije

Definicija 1. Preslikavanje (funkcija) je uredena trojka

f=(AB,f°%)
koja se sastoji od
e definicionog skupa (domena) A,
e domena vrednosti (kodomena) B

e i grafika (grafa) f* C A x B koji zadovoljava sledeée uslove:

Za svako a € A postoji b € B : (a,b) € f°.
Zasve a € Aib,bo € B: ((a,b1) € f*A(a,bg) € f*) = by = by.

Prvi od navedena dva uslova obezbeduje iskoriS¢enost celog domena
(drugim re¢ima, vrednost funkcije se moze odrediti za svaki element
iz domena). Drugi predstavlja test za dobru definisanost funkcije, jer
obezbeduje jednoznacnost vrednosti funkcije za svaki element iz domena.

Gore navedena definicija deluje prilicno opsirno, ali je takav pristup
neophodan ukoliko zZelimo da funkcije uvedemo na korektan nacin. U
praksi se koristi nesto kraéi zapis, pa umesto (A, B, f*®) pisSemo

f:A—B

dok se (a,b) € f* zapisuje u obliku

a alternativno i kao
Framb ili adso,

pa mozemo koristiti i zapis

fiA—= B:awb.

U svim slucajevima kazemo da je b slika od a u odnosu na funkciju f,
kao i da je a original od b u odnosu na funkciju f.
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3.1 O pojmu funkcije

Primer 2. Ispostavlja se da izuzetno vaznu ulogu u matematici igra
preslikavanje koje ne vrsi nikakvu transformaciju nad elementima skupa
na kojem ga primenjujemo, tj. slika svaki element u samog sebe. Stoga
za svaki skup A definiSemo identicko preslikavanje idyg : A — A sa

za svako a € A :id4(a) = a.
A

U slede¢em primeru predstavljamo dve funkcije koje se ¢esto koriste u
racunarstvu.

Primer 3. Funkcija ceo deo je preslikavanje || : R — Z, koja svakom
realnom broju r dodeljuje najveéi ceo broj |r], koji nije veéi od r, dok
je ASCII-kod preslikavanje koje svakom broju izmedu 0 i 127 dodeljuje
odredeni znak iz datog skupa simbola. Primetimo da je bag ASCII-kod
primer funkcije koju ne mozemo zadati pomoéu ra¢unskog pravila. A

Primeri funkcija koje smo dosad naveli imali su jednu zajednicku oso-
binu: svaki element kodomena se pojavio kao slika nekog elementa iz
domena. To nije uvek slucaj, jer, na primer, preslikavanje f : N — N :
n +— 2n ne slika nijedan element domena u 1. Ovo nas motivise da
uvedemo slededi pojam:

Definicija 4. Neka je data funkcija f: A — B.
Skup

f(A) :=A{f(a) | ac A}

nazivamo skup vrednosti (ili direktna slika) funkcije f. Pisemo i imf.

A B

Slika 3.1: Direktna slika
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3 Matematika u akciji: funkcije

Primetimo da skup vrednosti i kodomen ne moraju biti jednaki. Na
primer, za f : N — N : n +— 2n kodomen je skup prirodnih brojeva, dok
je skup vrednosti skup parnih prirodnih brojeva.

Na ovom mestu je prirodno postaviti sledeé¢e pitanje: ukoliko domen i
kodomen ¢ine jedan par skupova, postoji li i poseban podskup domena
koji ¢ée Ciniti par sa skupom vrednosti? Iz definicije skupa vrednosti je
jasno da je taj podskup upravo sam domen. Pa ipak, ponekad je potrebno
znati koji elementi iz domena imaju sliku u nekom podskupu kodomena.
Ta informacija se moze iskazati pomocéu inverzne slike.

Definicija 5. Neka je f : A — B inekaje T C B.
Inverzna slika skupa T je definisana sa

JNT) = fa € A| fla) € T}.

Ako je T = {b}, pisemo f~1(b) :={a € A| f(a) = b}.

A B

IO

Slika 3.2: Inverzna slika

Primer 6. Neka je f: N — N: z — 3z. Tada se direktna slika sastoji
od prirodnih brojeva deljivih sa 3. Za S = {3,6,9} je inverzna slika data
sa f71(S) = {1,2,3}, odnosno, za svaki element skupa S smo pronasli
neki element domena koji se u njega slika pomoc¢u f. S druge strane, za
T = {1,2,3,4,5,6} je inverzna slika f~1(T) = {1,2}. Primetimo da u
ovom slucaju postoje elementi u 7" koji ne daju elemente za inverznu sliku
— to su oni elementi iz T koji se ne nalaze u skupu vrednosti funkcije

f A
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3.2 Racunanje sa preslikavanjima

3.2 Racunanje sa preslikavanjima

U prvom poglavlju smo rac¢unali sa skupovima, znamo pomalo da rac¢u-
namo i sa brojevima, pa se postavlja pitanje da li je moguée racunati i
sa funkcijama. Osnovna operacija koja se primenjuje na funkcije jeste
njihova kompozicija.

Definicija 7. Neka su data preslikavanja f : A - Big: B — C.
Kompozicija je preslikavanje go f : A — C dato sa

za svako a € A: (go f)(a) = g(f(a)).

go f ¢itamo kao ,g od f, i piSemo skra¢eno kao gf.

Slika 3.3: Kompozicija preslikavanja

Primer 8. Date su funkcije f: N - N:z—23i¢g: N> N:z— 2 — 1.
Tada je:

(go f)(a) =2’ ~1
(fog)(z) = (x—1)° =2 - 32> + 3z — 1,
pa mozemo zakljuciti da kompozicija funkcija nije komutativna operacija.

S druge strane, kompozicija funkcija jeste asocijativna operacija, od-
nosno,

folgoh)=(fog)oh,
za proizvoljne funkcije f: A —- B, g: B—-Cih:C — D. A
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3 Matematika u akciji: funkcije

Racunajuéi sa skupovima, upoznali smo i unarnu operaciju komple-
ment. Primetimo da ova operacija omogucuje da dati skup U razlozimo
na dva skupa koji nemaju zajednickih elemenata (tzv. disjunktne sku-
pove). Zaista, za A C U vazi AUA=U1i AN A= (. Uraéunanju sa
funkcijama takode koristimo jednu unarnu operaciju koja je na odredeni
nacin integrisana u posebnu vrstu preslikavanja, tzv. inverzno preslika-
vrati u prvobitno stanje. Za razliku od skupova, gde se za svaki skup
moze odrediti njegov komplement u odnosu na dati univerzalni skup u
kojem radimo, kod funkcija je situacija nesto drugacija i ne mozemo po-
jam inverznog preslikavanja uvesti bez dodatnih napora. Prvi korak u
tom poduhvatu jeste upoznavanje sa tri vazne osobine koje preslikavanja
mogu, ali ne moraju posedovati.

Definicija 9. Preslikavanje f: A — B je
(1) injektivno, ako za sve a1,a2 € A: a1 # as = f(a1) # f(az),
(2) surjektivno, ako za svako b € B postojia € A: f(a) =bi

(3) bigektivno, ako je injektivno i surjektivno.

Slika 3.4: Injektivno preslikavanje

Primer 10. Proizvoljno preslikavanje moze, ali ne mora imati ove oso-
bine. StaviSe, mogudéi su svi scenariji, §to ¢emo demonstrirati na slede¢im
preslikavanjima na skupu celih brojeva:
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3.2 Racunanje sa preslikavanjima

Slika 3.5: Surjektivno preslikavanje

(1) f(x):Z — Z: x> 2* 4+ 1 je primer funkcije koja nije ni injektivna
ni surjektivna. Da nije injektivna sledi iz ¢injenica da je f(2) =
f(=2) =17, ali 2 # —2, dok zbog nepostojanja celog broja a sa
osobinom da je f(a) = 3 mozemo odbaciti i surjektivnost.

(2) f(x):Z — Z : z — 3z je injektivna, ali ne i surjektivna funkcija.
Injektivnost pokazujemo lako: iz f(x) = f(y), za proizvoljne z,y €
Z, sledi da je 3x = 3y, odnosno, x = y. Medutim, ne postoji ceo
broj koji se sa f slika u 7, pa funkcija nije surjektivna.

3) fle) : Z - Z : z L%J nije injektivna, ali jeste surjektivna.
Injektivnost ne vazi, jer je, recimo f(3) = f(4), ali 3 # 4. Da bismo
potvrdili surjektivnost, moramo za svaki ceo broj b pronaéi neki ceo
broj a ¢ija je on slika. Lako se pokazuje da je za a = 3b, f(a) = b,
pa nasa tvrdnja zaista vazi.

(4) f(x) :Z - Z : x — x + 1 je bijektivno preslikavanje. Dokaz ove
tvrdnje ostavljamo Citaocu za vezbu.

A
Napomena 11. U praksi se injektivnost ¢esto meSa sa dobrom defini-

sanosc¢u, Sto dovodi do gresaka, pa skreéemo paznju da bi testove za ova
dva pojma trebalo razlikovati. Dakle,
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3 Matematika u akciji: funkcije

dobra definisanost: a1 =ay = f(a1) = f(a2);
injektivnost: f(a1) = f(a2) = a1 = as.

Zbog Cega su nam ove osobine vazne? Iz prethodnog izlaganja je jasno
da je ,povratak“ u domen moguce izvesti pomocu inverzne slike, pa za
svako preslikavanje f : A — B, mozemo definisati preslikavanje f~! koje
pridruzuje svakom podskupu skupa B neki podskup skupa A. To znaci
da je

F7HB(B) — B(A),
odnosno, preslikavanje iz partitivnog skupa skupa B u partitivni skup
skupa A. ITako je blizu onoga ¢emu tezimo, ovako definisano preslikava-
nje jos uvek ne garantuje da éemo njegovom primenom na sliku nekog
elementa u odnosu na dato f ponovo dobiti doti¢ni element. Za dolazak
na cilj potrebno je jos odgovoriti na sledeée pitanje: Kada se f~! moze
posmatrati kao preslikavanje iz B u A?

Da bi f~': B — A bilo preslikavanje, mora pro¢i test dobre definisa-
nosti. To zna¢i da ne mogu postojati a,b € A takvi da je f(a) = f(b),
ali a # b, pa je jasno da moramo zahtevati injektivnost preslikavanja f.
Zbog definicije domena moramo, s druge strane, za domen od f~! uzeti
direktnu sliku im f. Uz ovakva ograni¢enja dobijamo slede¢u definiciju:

Definicija 12. Neka je f : A — B injektivno. Inverzno preslikavanje od
f je preslikavanje f~!:imf — A dato sa:

za svako b € imf : f~(b) = a ako i samo ako je f(a) = b.

Primer 13. Neka je dato preslikavanje f : N — N : z — 2z. Kako
je f injektivno i imf = 2N (skup svih parnih prirodnih brojeva), to je
fli2N =S N:z— 5 odgovarajuce inverzno preslikavanje. A

Preostalo je jos da proverimo da li ovako definisano preslikavanje od-
govara svrsi koju smo mu namenili.

Tvrdenje 14. Neka je f : A — B injektivno. Tada vaZi
fof™ =idms i fTlof=ida.
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3.3 Funkcije vece arnosti

Dokaz. Neka b € imf. Kako je f injektivno, to postoji jedinstveno a € A,
takvo da je f(a) = b, odnosno, f~1(b) = a. Sada imamo

Fof7Hb) = F(f71(0) = f(a) = b= idipy(b).

S druge strane, za proizvoljno a € A postoji b € B, takvo da je f(a) = b,
pa b € imf. Zbog injektivnosti je f~1(b) = a. Dobijamo

fhofla) = fH(f(a)) = f71(b) = a = ida(a).
O

Posledica 15. Ako je f : A — B bijektivno preslikavanje, tada je f=*
preslikavangje iz B u A.

Dokaz. Ako je f bijektivno, to znaci da je i surjektivno, pa je imf = B .
Zbog injektivnosti i Tvrdenja 14 je f~! zaista preslikavanje iz Bu A. O

3.3 Funkcije vece arnosti

U prethodnom tekstu smo za argumente funkcije (tj. elemente koje
zovemo originalima) uzimali elemente domena koji je bio dat u formi
skupa. Medutim, taj skup moze biti i komplikovanijeg oblika, recimo
Descartesov proizvod dva ili vise skupova, u kom slucaju ¢e argumenti
funkcije biti uredene n-torke.

Primer 16. Posmatrajmo funkciju koja u Euclidovoj ravni svakoj tacki
pridruzuje njeno rastojanje od koordinatnog pocetka. Mozemo je zapisati
na sledeé¢i nacin:

fRXR—=R: (2,y) —» Va2 + 92,

odnosno,

[ R? = R, gde je f((x,y)) = Va2 +y2.
U ovom slucaju je primamljiva ideja da se ,,reSimo“ jednog para zagrada u
zapisu funkcije, tj. da piSemo f(z,y) = y/22 + y2. Brisanjem ovog para
zagrada nije doslo do susStinske promene u primeni racunskog pravila,
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3 Matematika u akciji: funkcije

jer je njen rezultat i dalje rastojanje posmatrane tacke od koordinatnog

pocetka. Jedina promena do koje je doslo jeste suptilna promena notacije.
A

Prethodni primer nam daje priliku da iskoristimo pogled iz drugog ugla
i uvedemo u upotrebu i funkcije veé¢ih arnosti. Ako se domen funkcije
sastoji od uredenih n-torki, onda kazemo da funkcija ima n argumenata.
Arnost funkcije nije niSta drugo do broj njenih argumenata, pa su unarne
funkcije arnosti 1, binarne arnosti 2, ternarne arnosti 3, itd.

Definicija 17. Neka su dati skupovi Ay, As, ..., A,, B. Tada je n-arna
funkcija preslikavanje

fr Ay x Ay x -+ x A, — B: (a1,a2,...,a,) = f(ai,a2,...,a,).
U praksi je najéesée Ay =--- = A, = B = A, pa u tom sluc¢aju pisemo
fr A" = A: (ay,a9,...,a,) — f(ar,a9,...,ay).

Primer 18. Projekcije su vrsta funkcija koja se moze definisati za svaku
datu arnost. Njihova uloga je da iz uredene liste ulaznih argumenata
izdvoje onaj koji se nalazi na i-tom mestu (i-toj koordinati, i < n, gde je
n arnost funkcije) i za dati skup A definisemo ih kao

m A" = A wl(ar, ... an) = a;.
A

Sa funkcijama veé¢ih arnosti ra¢unamo kao i sa svim drugim funkcijama,
primenjujuéi njihovu kompoziciju. Operacija kompozicije koju smo uveli
u Definiciji 7 nije medutim dovoljna da bi se pomoc¢u nje mogle izracunati
sve moguce funkcije pomoéu datih, pa je ovaj pojam potrebno na neki
nacin prosiriti.

Primer 19. Neka su date sledeée funkcije na skupu realnih brojeva:
+:R? - R, sin: R — R icos: R - R. Tada pomoéu kompozicije
mozemo izraziti funkcije sin(x + y) i sin(cosx), ali ne i sinz +cosz. A
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3.4 Primena u teoriji skupova

Da bismo resili ovaj problem uvodimo jo§ jednu operaciju nad funkci-
jama koju ¢emo zvati paralelna kompozicija.

Definicija 20. Neka su date funkcije fi: A — By, fo: A — Bs,...,
fn: A — By . Njihova paralelna kompozicija je tada data sa

(fisfos- i fu)t A= Bix By x -+ X B w = (fi(2), fa(2),. .., ful2).

Sada se funkcija sin x 4 cos x iz prethodnog primera moze zapisati kao
+(sin, cos).

Napomena 21. Kada kazemo da neku funkciju f mozemo izraziti pomoéu
funkcija iz datog skupa F', podrazumevacemo da se pored funkcija iz F
koriste kompozicija, paralelna kompozicija i projekcije.

Primer 22. Funkcija sin x+cos y se moze zapisati kao +(sin orr3, cos om3).
A

3.4 Primena u teoriji skupova

Osobine injektivnosti i surjektivnosti su se pokazale korisnim za kon-
strukciju inverznog preslikavanja, ali njihova upotreba nije ogranicena
samo na njega. Pogledajmo kako ih mozemo iskoristiti za uporedivanje
skupova u odnosu na njihov broj elemenata. U nastavku ¢emo reSavati
sledeci

Problem
Neka je f : A — B dobro definisano preslikavanje.
Koji skup ima viSe elemenata, A ili B?

Znamo da je f preslikavanje, tj. da za svako a € A postoji ta¢no jedno
b € B takvo da je f(a) = b. Ova informacija nam nije dovoljna za bilo
kakvo uporedivanje ova dva skupa, pa moramo uvesti dodatne uslove za
f-

Ukoliko je f injektivno, tada za svako b € B postoji najvise jedno
a € A takvo da je f(a) = b, pa mozemo da zaklju¢imo da skup B ima
bar onoliko elemenata koliko ima skup A, tj. |A| < |B].
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3 Matematika u akciji: funkcije

Ukoliko je, pak, f surjektivno, tada za svako b € B postoji najma-
nje jedno a € A takvo da je f(a) = b, pa skup B ima najvise onoliko
elemenata koliko ima skup A4, tj. |A| > |B|.

Ovo razmatranje opravdava sledeé¢u definiciju:

Definicija 23. Za skupove A i B kazemo da su iste velicine (ekvipo-
tentni), ako postoji bijektivno preslikavanje f : A — B.

Napomena 24. Konacni skupovi su iste velicine ako imaju isti broj ele-
menata.

Ovim se pitanje utvrdivanja veli¢ine nekog skupa moze resavati kon-
struisanjem bijekcije izmedu skupa koji posmatramo i nekog skupa ¢iju
veli¢inu znamo, Sto se intenzivno koristi u slu¢aju beskonaénih skupova.
Medutim, konstrukcija konkretne bijekcije je, kao Sto se cesto ispostavlja,
prilicno tezak posao. S druge strane, nije ni neophodno konstruisati kon-
kretnu bijekciju, ve¢ je dovoljno samo utvrditi da ona postoji. Tu nam
od koristi moze biti sledeca teorema koju ovde navodimo bez dokaza:

Teorema 25 (Cantor, Schroder, Bernstein). Izmedu skupova A i B po-
stoji bijektivno preslikavanje h : A — B ako i samo ako postoje injektivno
preslikavanje f : A — B 1 injektivno preslikavanje g : B — A.

Na jeziku skupova, ova teorema nam kaze sledece:
|A| = |B] ako i samo ako je |A| < |B| i |B| < |A].

Na osnovu njihove veli¢ine moguce je sve skupove podeliti u dve klase:
prebrojive i neprebrojive skupove.

Definicija 26. Skup je prebrojiv, ako je konacan ili ako je beskonacan i
iste kardinalnosti kao skup prirodnih brojeva N. Skup koji nije prebrojiv
nazivamo neprebrojiv skup.

Napomena 27. Prebrojive skupove koji su beskonac¢ni ¢esto nazivamo i
prebrojivo beskonacni.

Primer 28. Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv, dok skup realnih
brojeva R nije prebrojiv. A
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3.4 Primena u teoriji skupova

Ova podela je, naravno, izrazito gruba i ne daje nam precizan odgo-
vor na pitanje koliko ima moguénosti za veli¢inu skupa. Jasno je da za
svaki prirodan broj n mozemo konstruisati skup ¢ija je kardinalnost jed-
naka n, te postoji (prebrojivo) beskonaéno mnogo moguénosti za veli¢inu
konacnog skupa. Medutim, Sta je sa beskona¢nim skupovima? Da li
postoje samo dve vrste beskonac¢nosti, prebrojiva i neprebrojiva, ili se ne-
prebrojivost javlja u razli¢itim veli¢inama? Odgovor na ovo pitanje smo
vec¢ videli u prvoj glavi u Teoremi 25 — partitivni skup proizvoljno bes-
konaénog skupa je strogo vec¢e kardinalnosti od tog beskona¢nog skupa,
pa i neprebrojivih beskonacnosti imamo beskona¢no mnogo. Sada je i
pravi trenutak da se uverimo u tacnost Cantorovih tvrdnji, pa stoga u
nastavku donosimo i dokaz ove teoreme.

Podsetnik: Teorema 25 iz prvog poglavlja (Cantor)
Za konacne skupove S vazi [P(S)| = 2.
Za beskonacne skupove S vazi |S| < [B(9)].

Dokaz Cantorove teoreme. Neka je dat konacan skup S i neka je |S| = n.
Tada je S = {s1,82,...,8,}. Pridruzimo svakom podskupu 7" skupa
S uredenu n-torku (p1,p2,...,pn), gde je p; = 1, ako s; € T, a inace je
pi = 0 (ova konstrukcija se Gesto moze pronaci pod imenom karakteristicni
vektor skupa). Jasno je da svakom podskupu T odgovara ta¢no jedna n-
torka i da se iz svake n-torke podskup 7" moze rekonstruisati na jedinstven
naé¢in, pa imamo injektivno i surjektivno preslikavanje iz skupa B(S) u
skup n-torki sa koordinatama iz skupa {0, 1}. Sledi da je to preslikavanje
bijekcija izmedu ova dva skupa, pa je veli¢ina partitivnog skupa jednaka
broju moguéih karakteristiénih vektora duzine n, a to je 2" = 2/51,
Neka je sada dat beskonacan skup S. Posmatrajmo funkciju

f:8—=P(S): s {s}.

Tada iz f(s) = f(t) sledi da je {s} = {t}, pa je s = t, odnosno, f je
injektivno preslikavanje. Zaklju¢ujemo da je S| < [B(S)].

Pokazimo da je ova nejednakost i stroga, tj. da |S| # [B(S)|. Ponekad je
lakse pokazati viSe, pa ¢emo i mi iskoristiti ovaj princip i pokaza¢emo da
nije |S| > |PB(S)|, odnosno, da ne postoji surjektivno preslikavanje skupa
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3 Matematika u akciji: funkcije

S u njegov partitivni skup.
Pretpostavimo suprotno, neka je g : S — P(S) surjektivno preslikavanje
i posmatrajmo skup

A={aecS|a¢ggla)}

O skupu A mozemo izvesti dva zaklju¢ka. Prvo, A C S, pa A € B(S).
Drugo, s obzirom da je g surjektivno i ) € PB(.S), to postoji b € S takvo
da je g(b) = 0. Kako b & (), to b & g(b), pa b € A, te je A neprazan
skup. S druge strane, zbog surjektivnosti preslikavanja ¢ i ¢injenice da
A € B(S) mora postojati i neko a € A takvo da je g(a) = A. Da li
a € A7 Ako a € A, tada a € g(a), zbog izbora elementa a, pa sledi da
a ¢ A. Slicno, ako a ¢ A, onda a € g(a), zbog definicije skupa A, pa
zbog g(a) = A dobijamo a € A. U oba slu¢aja dolazimo u kontradikciju,
pa stoga ne moze postojati g koje je surjektivno i zaklju¢ujemo da je

ST < IB(S)]. m

Cinjenica da je |B(S)| = 21!, kada je S konacan skup, zajedno sa ide-
jom dokaza da ova jednakost zaista i vazi, je i motiv da se skup svih presli-
kavanja iz skupa A u skup B oznacava sa B4. Analognim zaklju¢ivanjem
moze se pokazati i da je

BA| = |B|,

§to omogucava i lako prebrojavanje svih moguéih preslikavanja izmedu
dva skupa.

Primer 29. Neka je A = {1,2,3,4,5} i B = {a,b,c,d,e, f}. Tada je
broj svih preslikavanja iz A u B jednak

6° = T776.

3.5 Zadaci za veZbu

(1) Ispitati koja od sledeéih preslikavanja su injektivna, surjektivna,
odnosno, bijektivna:
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3.5 Zadaci za vezbu

(2)

(a) Dati su skupovi A = {0,1,2,3} i B={n|n e NAn|8}. i
preslikavanje f: A — B : x +— 2%,

(b) preslikavanje f : (0,00) = R, f(z) =Inz.
(c) preslikavanje f : P(N) \ {0} — N koje svakom nepraznom
podskupu S skupa N pridruzuje najmanji element iz S.
Da li je preslikavanje T : R? — R? dato sa
T(z1,22) = (221 + z2, 21 — bx2)
bijekcija? Obrazloziti odgovor.
Neka je preslikavanje T : R? — R3 dato sa
T(x1,x2,23) = (x1 — T2, T2 — T3, T3 — T1).

Odrediti inverzne slike T-1({(0,—1,1)}) i T71({(1,1,2)}), a zatim
uz njihovu pomo¢ pokazati da T' nije ni injektivno ni surjektivno.

Neka su A i B skupovi i neka je f : A — B preslikavanje. Pokazati
da je f injektivno ako i samo ako za sve S,T C A vazi

F(SNT) = f(S) N f(T).
Kazemo da je x € A fiksna tacka preslikavanja f: A — A ako je

flx) ==z
Neka je S skup svih fiksnih tacaka funkcije f. Akojeg: A — A
funkcija sa osobinom
fog=golf,
pokazati da je g(S) C S.

Neka je skup A azbuka od n slova, tj. A = {a1,a2,...,a,}. Rec
duzine m nad azbukom A je bilo koji niz duzine m ¢iji su elementi
slova azbuke. Skup B je skup svih re¢i duzine m nad azbukom A.
Posmatramo preslikavanje f : B — A koje svaku re¢ duzine m pre-
slikava u njeno pocetno slovo.

Ispitati za koje vrednosti parametara m i n je preslikavanje f in-
jektivno, surjektivno, odnosno, bijektivno.
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3 Matematika u akciji: funkcije

(7) Neka je preslikavanje f:{0,1} x {0,1} — {—1,0,1} dato sa
f(x1,22) = 21 — 22

Ispitati da li je ovo preslikavanje injektivno, surjektivno ili ¢ak bi-
jektivno. Obrazloziti odgovor.

(8) Date su funkcije f,g : R — R, pri ¢emu je f(z) = a-zig(x) = x+D0,
a,b € R,a # 0. Odrediti:
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4 Relacije

If people do not believe that mathematics is simple, it is
only because they do not realize how complicated life is.

(John von Neumann)

Neizbezni pratilac pojma funkcije jeste pojam relacije. U ovoj glavi

¢emo se upoznati sa osobinama relevantnim za odredene vrste relacija,

nauci¢emo da ra¢unamo sa njima i izuCi¢emo detaljnije dve vazne klase
relacija — relacije poretka i relacije ekvivalencije.

4.1 O pojmu i osobinama (binarnih) relacija

Dok funkcijama opisujemo transformacije koje vrsimo nad elementima
nekog skupa, relacije nam sluze za opisivanje postoje¢ih veza izmedu tih
elemenata. Stoga ¢emo put kroz svet relacija zapoceti vezama kakve
najcéesée sre¢emo i u realnom zivotu, a to su one izmedu dva objekta, ili
formalnije re¢eno — binarne relacije.

Definicija 1. Neka su dati skupovi A i B. Binarna relacija izmedu
skupova A1 B je podskup R skupa A x B. Specijalno, za A = B, binarna

elementi iz skupa A.

Da su a i b u relaciji R obi¢no zapisujemo kao (a,b) € Rili a R b. Na-
pomenimo jos i da je u matematici uobic¢ajeno za nazive relacija koristiti
mala slova grékog alfabeta g, 6, o, 7,....

NajceSc¢e se razmatraju relacije na datom skupu, pa éemo se mi u na-
stavku teksta skoncentrisati na iste.

Primer 2. Neka je A = {ay,az,as3,a4}. Tada je

0 = {(a1,a2), (a1,a3), (a2, a4), (a3, a3), (a4, a3)}

relacija na skupu A. A
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4 Relacije

Kao i kod funkcija, odredene osobine koje one mogu, ali ne moraju
imati, mogu uciniti odredene relacije pogodnijim za upotrebu u modelo-
vanju i reSavanju odredenih problema.

Definicija 3. Neka je dat skup A. Relacija R C A x A je
1) refleksivna, ako za sve a € A : (a,a) € R,

3

(1)

(2) irefleksivna, ako za sve a € A: (a,a) € R,

(3) simetricna, ako za sve a,b € A: (a,b) € R = (b,a) € R,
(4)

4) antisimetriéna, ako za sve a,b € A : ((a,b) € RA (b,a) € R) =

(a = b)v
(5) asimetriéna, ako za sve a,b € A : (a, b) e R = (b,a) € R,

(6) tranzitivna, ako za sve a,b,c € A : ((a,b) € RA (b,c) € R) =
(a,c) € R.

Da relacija zaista ne mora posedovati nijednu od navedenih osobina
uverice nas sledeéi primer.

Primer 4. Neka je A = {a1, az,as,a4,a5}. Relacija

R ={(a1,a2), (a2, a3), (a3, az), (a4, as), (a5, as) }
nema nijednu od navedenih osobina, u Sta se lako mozemo uveriti:
1) R nije refleksivna, jer (a1,a1) € R;

2) R nije irefleksivna, jer (a4,a4) € R;

4) R nije ni antisimetricna, jer (ag,as), (as,a2) € R, ali ag # as;

(

(

(3) R nije simetricna, jer (aj,a2) € R, ali (a2,a1) € R;

(

(5) R nije ni asimetri¢na, jer (ag,a3) € R, ali i (a3, a2) € R;
(

)
)
)
)
)
)

6) Tranzitivnost ne vazi, jer (a1, a2), (a2,a3) € R, ali (a1,a3) € R.
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4.1 O pojmu i osobinama (binarnih) relacija

Kao §to medu svim funkcijama posebno mesto zauzima identicko pre-
slikavanje, tako i medu relacijama izdvajamo dve od posebnog znacaja.

Definicija 5. Dijagonalna relacija na A je data sa
Ay = {(a,a)|ac A}

Alternativno, ova relacija se naziva jos i identitet ili relacija jednakosti.
Puna relacija na A je data sa

Vy4:=Ax A
Primetimo da se svaka funkcija moze zapisati kao relacija.

Primer 6. Posmatrajmo skup A i proizvoljnu funkciju f: A > A:x —
f(x). Tada njoj mozemo pridruziti binarnu relaciju

o= {(z, f(2)) | x € A},

Relacija o nije nista drugo do graf funkcije f, koga smo upoznali u de-
finiciji funkcije pod oznakom f°®. Za f(z) = x = id4(x) imamo relaciju
{(z,2) |z € A} = Aa. A

Konstrukciju iz prethodnog primera mozemo uopstiti i na funkcije sa
proizvoljnim brojem argumenata, o ¢emu ¢emo reéi joS par reci nesto
kasnije, kada prosirimo nase shvatanje relacije. Moguénost prelaska iz
sveta funkcija u svet relacija odmah otvara pitanje postojanja obrnutog
procesa: Moze li se pomocu slicne konstrukcije od proizvoljne relacije
napraviti funkcija? Odgovor je, nazalost, odri¢an, jer vrlo lako mozemo
doé¢i u sukob sa dobrom defnisanos¢u funkcije $to se moze ilustrovati
slede¢im primerom:

Primer 7. Neka je data sledeca relacija na skupu prirodnih brojeva
0= {(a,b) | b je deljivo sa a}.

Da li postoji funkcija f : N — N, takva da je za svako (a,b) € p: b=
fay?

Ukoliko bi postojala, morala bi da bude i dobro definisana. Medutim,
(2,4) € 01 (2,6) € o, pa bi u tom sluéaju moralo da vazi i f(2) =4 i
f(2) =6, ¢ime dolazimo u kontradikciju sa dobrom definisanoséu. A
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4 Relacije

4.2 Racunanje sa relacijama

Nakon ra¢unanja sa skupovima i ra¢unanja sa funkcijama, spremni smo
i za novi izazov — racunanje sa relacijama. U ovom slu¢aju pola posla
je veC obavljeno, jer su relacije po svojoj prirodi nista drugo do skupovi,
Sto znac¢i da mozemo da racunamo njihove preseke, unije, razlike,. . .

Specificnost pojma relacije zahteva, naravno, i uvodenje novih ope-
racija pomocéu kojih je moguée pojednostaviti odredena izracunavanja i
konstruisati nove relacije pomocu postojecih.

Definicija 8. Neka je dat skup A. Proizvod relacija R1i S na A je dat sa
Ro S :={(a,c) | postoji b: (a,b) € RA (b,c) € S}.

Primer 9. Neka je A ={1,3,6,9,12}.
Neka su, dalje, R = {(1,3),(3,6),(3,9),(9,6),(12,3)} i S = {(6,1),(3,12)}
relacije na A. Tada je

Ro S ={(1,12),(12,12),(3,1), (9,1},
SoR=1{(6,3),(3,3)}

Odavde odmah mozemo zakljuéiti i da proizvod relacija nije komutativan.

A

Napomena 10. Proizvod R o R Gesto obelezavamo i sa R?. Analogno,

R"=(...(RoR)o...)oR.

n—puta

Tako nije komutativan, proizvod relacija jeste asocijativan, pa uvidamo
i postojanje odredene analogije u odnosu na kompoziciju funkcija. Prateéi
ovu analogiju prirodno dolazimo i do pitanja postojanja pojma inverzne
relacije. Dok smo do definicije inverznog preslikavanja dosli uz izvesne
poteskoce, u ovom slucaju nemamo nikakvih prepreka koje moramo pre-
skociti.
Definicija 11. Relacija inverzna relaciji R C A x A je data sa

R™1:={(b,a) | (a,b) € R}.
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4.2 Racunanje sa relacijama

Kao sto vidimo, relacija inverzna datoj binarnoj relaciji dobija se jed-
nostavnom zamenom mesta elemenata u uredenom paru.

Primer 12. Neka je A = {dan,no¢, jutro, vece} i neka je
R = {(dan,no¢), (noé¢, jutro), (noé, vece), (vece, jutro)}.
Tada je
R~ = {(no¢, dan), (jutro, no¢), (jutro, vece), (vece, no¢)}.
A

Uvodenje operacija na relacijama nam omogucéava i da osobine iz De-
finicije 3 izrazimo na drugi nacin, kao §to je to uradeno u Tabeli 4.1 za
relaciju R na skupu A.

refleksivna Ay CR
irefleksivna AsNR=0
simetri¢na R=R!
antisimetricna | RN R~ C Ay
asimetri¢na RNR'=0
tranzitivna RoRCR

Tabela 4.1: Osobine koje ¢esto sretemo kod relacija

Pored dijagonalne i pune relacije, postoji jos nekoliko vrsta relacija sa
kojima se ¢esto susre¢emo u radu. To je, pre svega, prazna relacija, koja
ne sadrzi nijedan element, te odgovara praznom skupu. Preostale ,intere-
santne“ klase relacija odredene su nekim kombinacijama gore navedenih
osobina, pa tako imamo relacije tolerancije (=refleksivne simetri¢ne rela-
cije) 1 kvazi uredenja (=refleksivne tranzitivne relacije). (Prosti) Grafovi
su irefleksivne simetri¢ne relacije. Omni imaju sopstvenu teoriju, kojoj
¢emo se posvetiti u drugom delu ovog udzbenika, a u nastavku ¢emo
se skoncentrisati na dve, mozda i najvaznije, klase binarnih relacija —
relacije poretka i relacije ekvivalencije.
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4 Relacije

4.3 Relacije poretka

Relacije poretka koristimo kada zelimo da uredimo neki skup, u smislu
uspostavljanja veza izmedu njegovih elemenata na nac¢in koji omoguéava
odredenu vrstu orijentacije.

Definicija 13. Neka je dat skup A. Relacija R C A x A je uredenje
(parcijalno uredenge ili relacija poretka) na A, ako je R refleksivna, anti-
simetri¢na i tranzitivna.

Kazemo da je (A, R) je uredeni skup.

Ponekad je vazno da su svaka dva elementa datog skupa u relaciji, od-
nosno, da su uporediva. Tada govorimo o linearnom (totalnom) uredenju
na A, tj. o relaciji uredenja R na A sa osobinom:

Za sve a,b € A: (a,b) € RV (b,a) € R.

Primer 14. Relacije poretka nam nisu u potpunosti nepoznate. Imamo
veé poprilicno iskustvo sa nekim beskona¢nim uredenim skupovima, kao
sto su (N, <) ili (N,]), gde sa a | b oznacavamo relaciju ,,b je deljivo sa a .
Pri tome je (N, <) totalno ureden, dok (N,|) nije, jer, recimo 2 i 3 nisu
uporedivi.

Jedan interesantan ureden skup je i (P(A),C), u kom su podskupovi
skupa A uredeni pomocu relacije ,,je podskup od*“. Zaista, za B,C, D C
A uvek vazi B C B (refleksivnost), iz B C C' i C C B sledi da je
B = C (antisimetri¢nost), i, konac¢no, iz B C C 1 C C Dsledii B C D

(tranzitivnost).
Uredenje se zato oznacava najcesce sa < ili C, i kaze se da je a manji ili
jednak b ukoliko je a < b. A

Matematika se deSava u slikama, i zato jedan od izazova jeste vizuelno
(graficko) predstavljanje relacija. U slucaju relacija poretka to se resava
koriSéenjem Hasse-dijagrama. Da bismo bolje razumeli ideju za ovakav
nacin predstavljanja, potrebno je da se prvo upoznamo sa posebnostima
koje neki elementi skupa dobijaju zahvaljujuéi relaciji poretka koju po-
smatramo na datom skupu.

Definicija 15. Dati su skup A i relacija uredenja R na A.
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4.3 Relacije poretka

(1) Akom € A ima osobinu da ne postoji € A za koje vazi (z,m) € R
i z # m, onda kazemo da je m minimalni element skupa A.

(2) Ako postoji m € A, takvo da za sve druge elemente x € A vazi
(m,x) € R, tada kazemo da je m najmangi element skupa A.

(3) Ako M € A ima osobinu da ne postoji x € A za koje vazi (M,z) € R
ix # M, onda kazemo da je M maksimalni element skupa A.

(4) Ako postoji M € A, takvo da za sve druge elemente x € A vazi
(x, M) € R, tada kazemo da je M najveéi element skupa A.

Primetimo da su najveéi i najmanji element, ukoliko postoje, jedin-
stveni, dok sa maksimalnim i minimalnim to nije slucaj. Takode, naj-
manji element je ujedno i minimalni, dok obrnuto ne vazi. Analogno
zaklju¢ujemo o vezi izmedu maksimalnog i najveteg elementa.

Primer 16. Posmatrajmo sada skup A = {a,b,c,d} i na njemu defini-
sanu relaciju poretka

R ={(a,a), (a,b),(b,b),(c,c),(c,a),(c,b),(d,b),(d,d)}.

Tada su c i d minimalni elementi, b je najve¢i i maksimalni, dok najmanji
element ne postoji. A

Kako sada nacrtati odgovaraju¢i Hasse-dijagram? Svaki element cr-
tamo tako da se oni veé¢i od njega nalaze iznad, a manji od njega ispod.
Specijalno, ukoliko postoje, najmanji i najveéi element se nalaze na dnu,
odnosno, vrhu crteza. Elementi koji su u relaciji su povezani linijom, uz
jedno pojednostavljenje: linije koje dobijamo pomocu osobine tranzitiv-
nosti izostavljamo, povla¢imo samo one neophodne, izmedu ,,uzastopnih
elemenata. Hasse-dijagram za uredeni skup iz Primera 16 je prikazan na
Slici 4.1.

Napomenimo i to da dijagrami nisu jednozna¢no odredeni — postoji
viSe naCina da se nacrtaju na manje ili vise komplikovan nacin. Stoga je
crtanje ovakvih dijagrama problem za sebe, jer tezimo Sto jednostavnijoj
i lepSoj (=simetricnoj) slici, §to nije moguce uvek postici.
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4 Relacije

Slika 4.1: Hasse-dijagram za relaciju poretka iz Primera 16

4.4 Relacije ekvivalencije

Relacije ekvivalencije koristimo za modelovanje problema u kojima je
skup objekata potrebno podeliti u manje disjunktne grupacije sa osobi-
nom da su objekti unutar njih svi medusobno povezani.

Definicija 17. Relaciju 8 C A x A nazivamo relacija ekvivalencije na
skupu A, ako je 0 refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

Primer 18. Najjednostavnija relacija ekvivalencije je svakako dijago-
nalna relacija.

Relacija ekvivalencije je i kongruencija modulo k, za £ € N na skupu
celih brojeva, gde su dva cela broja u relaciji ukoliko daju isti ostatak pri
deljenju sa k.

Na slici 4.2 je graficki predstavljena relacija ekvivalencije R na skupu
A ={a,b,c,d,e}, data sa

R ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,b), (b, a),(b,c),(c,a),(c,b),
(c,0),(d,d),(d,e), (e,d),(e,e)}.
A

Na slici u prethodnom primeru jasno uocavamo dva dela na koje su
pomocu relacije ekvivalencije podeljeni elementi posmatranog skupa.

Definicija 19. Neka je 0 relacija ekvivalencije na skupu A. Za a € A
klasa ekvivalencije elementa a u odnosu na 6 data je sa

a/0:={bec A| (a,b) €6},
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4.4 Relacije ekvivalencije

Slika 4.2: Relacija ekvivalencije

a element a je tada predstavnik klase ekvivalencije a/f. Za zapis klase
ekvivalencije koristimo i oznake [alg, a’, a /6-

Skup svih klasa ekvivalencije u odnosu na 6 naziva se kolicnicki (faktor)
skup i oznacava sa

AJ0 :={a/0 | a € A}.
Primer 20. Posmatrajmo skup celih brojeva i na njemu relaciju 6 datu
sa

Za svako a,b € Z : afb ako i samo ako su a i b iste parnosti.

Lako se proverava da je 6 relacije ekvivalencije koja ima dve klase ekvi-
valencije:

e 1/0, koja sadrzi sve neparne cele brojeve, i

e 0/0, koja sadrzi sve parne cele brojeve.

Primetimo i da je 0/0 =2/6 = —2/0 = - - -, odnosno, da se svaki element
iz klase moze uzeti za njenog predstavnika. A

Prethodni primer nam ukazuje i na ¢injenicu da se iz samog zapisa
klase (pomoc¢u njenog predstavnika) ¢esto ne moze odmah identifikovati
kojoj klasi pripada neki element koji nije koriS¢éen kao njen predstavnik.
Ocigledno je da su nam tada potrebne i neke dodatne informacije, pa
primamljivo deluje ideja da se elementi skupa na neki nacin ,,povezu“ sa
odgovaraju¢im klasama ekvivalencije. To se postize pomocu kanonicke
projekcije.
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4 Relacije

Definicija 21. Kanonicka projekcija mp : A — A/ je preslikavanje koje
svaki element a € A preslikava na klasu ekvivalencije elementa a.

Za relaciju 0 iz Primera 20 kanonicka projekcija mg : Z — Z/0 je data
sa
1/6, x je neparan ceo broj,
o(x) =

0/0, x je paran ceo broj.

Takode, klase ekvivalencije su se ili u potpunosti poklapale ili nisu imale
zajednickih elemenata, pa se postavlja pitanje da li je to tako i u opStem
slucaju.

Tvrdenje 22. Neka je 0 relacija ekvivalencije na skupu A. Tada za
svaka dva elementa a,b € A vazi

i a/0=0b/0 ili a/0Nb/o=0.

Dokaz. Neka su a i b proizvoljni elementi skupa A i neka je 6 relacija
ekvivalencije na istom skupu. Tada je ili a/0Nb/0 =0 ili a/0 N b/ # 0.
U prvom slu¢aju odmah imamo da tvrdenje vazi, tako da je preostalo da
istrazimo Sta se deSava u drugom slucaju.

Neka je, dakle, a/6Nb/6 # (). Tada postoji ¢ € A takvo da je ¢ € a/0N
b/0, odnosno ¢ € a/f i c € b/f. Tada (a,c) € 0 i (b,c) € 6. Simetricnost
relacije @ nam daje (c,a), (¢,b) € 0, pa, ovaj put zbog tranzitivnosti, sledi
da (a,b),(b,a) € . Pokazimo da je a/0 = b/0:

Neka d € a/f. Tada (a,d), (b,a) € 0, pa sledi da (b,d) € 0, odnosno d €
b/0. Stoga je a/0 C b/6. Obrnuto, neka d € b/0. Tada (b,d), (a,b) € 6,
pa sledi da (a,d) € 6, odnosno d € a/f. Stoga je b/6 C a/f, pa sledi
trazena jednakost. O

Ovo zapazanje nam omogucava da relacije ekvivalencije povezemo sa
jos jednim vaznim matematickim pojmom — particijom skupa.

Definicija 23. Particija skupa A je skup
P:={A;|iel}

sa sledeé¢im osobinama:
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4.4 Relacije ekvivalencije

1) zasvakoi e I: A; #0,

(1)

(2) UieIAi:A7

(3) zasvakoi € I : A; C Ai
)

(4) zasvei,jel:(i#j)=ANA;=0.
Elementi skupa P su klase ili delovi particije P.

Primer 24. Dat je skup A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Tada kolekcija
P = {{0,2,4},{1},{3,6,8,9},{5,7}} jeste jedna particija skupa A, dok
0 = {{2,4,6,8},{1,2,3,10}} i R = {{0,1,3,5,8,9},{2,4,6,7},{8,9}}
to nisu. A

Veza izmedu particije i relacije ekvivalencije opisana je u sledecoj teo-
remi.

Teorema 25. Koliénicki skup A/0 relacije ekvivalencije 6 na skupu A je
wvek particija. Obrnuto, ako je P particija skupa A, onda je

973 = U (Az X Az)
AiGP

relacija ekvivalencije.
Za svaku relaciju ekvivalencije 6 na skupu A vaZi 0 = 04,9 1 2a svaku
particiju P skupa A vazi A/0p =P.

Dokaz. Posmatrajmo, prvo, koli¢nicki skup A/0 = {a/0 | a € A} i
pokazimo da klase ekvivalencije zaista daju particiju skupa A. Pri tome
svaku klasu ekvivalencije zapisujemo preko izabranog predstavnika, a
skup izabranih predstavnika oznacavamo sa P. Ovim izbegavamo po-
javljivanje iste klase preko dva razli¢ita predstavnika:

(1) Kako a € a/0, to je a/0 # 0, za svako a € P.

(2) Svaki element skupa A pripada nekoj klasi ekvivalencije i svaka
klasa je sacinjena od elemenata skupa A, pa je |J,c4 a/0 = A.
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4 Relacije

(3) Iz prethodnog je i a/0 C A, za svako a € P.

(4) Konaéno, neka su a i b predstavnici razlicitih klasa. Tada je a/0 #
b/0, pa sledi da je a/6 Nb/0 = () zbog Tvrdenja 22.

Obrnuto, neka je data particija P = {4; | ¢ € I} skupa A. Pokazimo
da je Op relacija ekvivalencije:

Refleksivnost: Za svako a € A postoji A;, takvo da je a € A;, pa je
(a,a) € A; x A; COp.

Simetri¢nost: Neka (a,b) € 0p. Tada postoji A;, takvo da a,b € A;, pa
jei (b,a) € A; x A; COp.

Tranzitivnost: Neka (a,b),(b,c) € Op. Tada postoje A; i A;, takvi da
(a,b) € A; x A; i (bc) € Aj x Aj, paje b € A; N Aj, odakle
zaklju¢ujemo da je i = j, odnosno, da a,b,c € A;, pa je (a,c) €
Ai X AZ - 97).

Ovim dobijamo korespondenciju izmedu klasa ekvivalencije i delova par-
ticije. Zaista,

0ap= |J (a/0xa/0)=0,

a/0cA/0
dok je
Albp ={a/0p |a € A} =P,
jer klase ekvivalencije predstavljaju ujedno i klase particije. O

Ovakva veza izmedu particije skupa i relacije ekvivalencije na skupu
otvara mogucnost jednostavnog uporedivanja relacija ekvivalencije na da-
tom skupu, pa tako kazemo da je relacija ekvivalencije 6 na skupu A finija
od relacije ekvivalencije ¢ na istom skupu, ako

0 C o.

Kazemo i da je g grublja od 6. Ukoliko vazi znak jednakosti, kazemo da
su relacije jednake.
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4.4 Relacije ekvivalencije

Primer 26. Neka je A = {p,q,r,s,t}. Tada je

0 = {(p,p), (p;9),(a:p); (¢, 9),(r,7),(s,8), (t, 1)}
finija od

o={(p,p), , ), (p,7),(q,p), (¢, 9), (q,7), (r,p),
(r,), (1,7), (5, 8), (s,1), (t, 5), (£, 1)}

A

Primetimo da je 6 finija ili jednaka g ako i samo ako je svaka klasa
ekvivalencije od 6 podskup neke klase ekvivalencije od ¢. Kazemo i da je
particija koja odgovara relaciji 6 finija od one koja odgovara relaciji o.

Relacije ekvivalencije na skupu A zajedno sa C (relacijom profinjenja)
daju jedan ureden skup, koji obi¢no oznac¢avamo sa (Eq(A), C). U pitanju
nije totalno ureden skup, jer je jasno da nisu svake dve relacije ekvivalen-
cije uporedive u odnosu na relaciju profinjenja. Zato je zanimljivo pitanje
odredivanja relacije koja se u Hasse dijagramu nalazi neposredno iznad,
odnosno, neposredno ispod dve neuporedive relacije ekvivalencije.

Na jedno od ova dva pitanja odgovor je jednostavan. Nije, naime,
tesko uveriti se da je presek proizvoljnog broja relacija ekvivalencije po-
novo relacija ekvivalencije, pa se neposredno ispod uvek nalazi presek dve
posmatrane relacije. S druge strane, unija 6 U p dve relacije ekvivalencije
0 i o (Sto bi bio ocekivani odgovor na drugo pitanje), obi¢no nije relacija
ekvivalencije.

Primer 27. Na skupu A = {-3,-2,-1,0,1, 2,3} posmatramo dve rela-
cije ekvivalencije g i 6 koje su zadate preko svojih koli¢nickih skupova

A/Q = {{_27 2}7 {07 1}7 {_37 3}7 {_1}} i

A/@ = {{_37 _2}7 {27 3}7 {_1}7 {07 1}}
Primetimo i da je ovakvo zapisivanje relacija ekvivalencije na veéim sku-
povima znatno krace u odnosu na uobicajeni zapis navodenjem svih uredenih

parova. Tada je
on 0= AA U {(07 1)7 (170)}7
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4 Relacije

i to jeste relacija ekvivalencije. S druge strane,
(_37 _2)7 (_27 2) coU 07 ali (_37 2) ¢ oU 07
pa ova relacija nije tranzitivna, a samim tim ni relacija ekvivalencije. A

Na ovom mestu moramo razjasniti dve stvari: Sta znaci biti neposredno
iznad i neposredno ispod dva neuporediva elementa u Hasse dijagramu
(dosad smo ovom pitanju prilazili intuitivno, ali ne i matematicki preci-
zno), i §ta je uzrok neuspeha ideje sa unijom relacija.

,Neposredno iznad “ i ,,neposredno ispod “ se na jeziku matematike zove
supremum, odnosno, infimum. Ove pojmove ne definiSemo samo za dva
elementa, ve¢ opstije, za skup elemenata, Sto ima i svoje vizuelno oprav-
danje: u Hasse dijagramu se ¢esto desava da se neki element nalazi nepo-
sredno iznad ne samo dva, ve¢ tri ili viSe elemenata istovremeno. Supre-
mum skupa je njegovo najmanje gornje ograni¢enje, odnosno, najmanji
element medu svim onim elementima koji su veéi od svih iz posmatranog
skupa. Analogno, infimum skupa je najve¢e donje ogranicenje, odnosno,
najveéi element u skupu svih onih koji su manji od svih elemenata po-
smatranog skupa. Supremum i infimum ne moraju da postoje, ali ako
postoje, onda moraju biti jedinstveni.

Sada je jasno i zaSto smo pokusali sa idejom unije relacija ekvivalencije,
buduéi da to i jeste najmanji skup koji sadrzi obe relacije. Medutim,
prethodni primer jasno ukazuje da to nije dovoljno — iako je uvek i
refleksivna i simetri¢na, unija nije obavezno ponovo relacija ekvivalencije
iz prostog razloga Sto ne mora biti tranzitivna. Ovo je ujedno i putokaz za
popravak nase ideje, jer je sada jasno da tragamo za najmanjom relacijom
ekvivalencije koja sadrzi ¢ i 8 od kojih smo posli i da ¢emo je dobiti od
unije ukoliko je dopunimo sa onim S$to nedostaje da bi bio ispunjen uslov
tranzitivnosti. Takva relacija se naziva tranzitivno zatvorenje od 0 U g i
to je najfinija relacija koja sadrzii g i 6.

Definicija 28. Tranzitivno zatvorenje relacije R je dato sa

trans(R) = U R".

n>1
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4.4 Relacije ekvivalencije

Primer 29. Pronadimo sada tranzitivno zatvorenje relacije R = pU 6 iz
Primera 27:

R=A,4U{(-3,3),(3,-3),(2,-2),(-2,2),(0,1), (1,0), (-3, —2),
(_27 _3)7 (27 3)7 (37 2)}7

R*=RU{(-3,2),(2,-3),(3,-2),(-2,3)},

R® = R,
trans(R) = R.
Zapisano preko koli¢nickog skupa, imamo

A/trans(R) = {{-3,-2,2,3},{0,1},{—1}}.
A

Za kraj price o relacijama ekvivalencije ostavili smo jednu koja je u
bliskoj vezi sa preslikavanjima.

Definicija 30. Za preslikavanje f : A — B, jezgro preslikavanja f je
relacija ker f, data sa

ker f :={(a1,a2) [ a1,a2 € A'i f(a1) = f(az)}

Primer 31. Posmatrajmo preslikavanje f : Z — N : 2 — 22. Tada je
kerf = {(al,ag) ‘ al,a € Z i f(al) = f(ag}
= {(a1,az) | a1,a2 € Z i a? = a3}

= {(al,ag) | ai,as € 7 i (a1 =ag ili a1 = —CLQ)}
=AzU{(a,—a) |ae€Z}

Ispostavlja se da vazi sledece:

Tvrdenje 32. Jezgro proizvoljnog preslikavanja f : A — B je relacija
ekvivalencije na A.
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4 Relacije

Dokaz. Pokazimo da ova relacija zaista ima odgovarajuée osobine.

Refleksivnost: S obzirom da za a € A uvek vazi f(a) = f(a), sledi
(a,a) € ker f, za svako a € A.

Simetri€nost: Neka (a,b) € ker f. Tada je f(a) = f(b), pajei f(b) =
f(a), odnosno, (b,a) € ker f.

Tranzitivnost: Neka (a,b),(b,c) € ker f. Tada je f(a) = f(b) i f(b) =
f(c), paje f(a) = f(c), odakle je (a,c) € ker f.

O

Stavise, svaka relacija ekvivalencije se moze zapisati kao jezgro jednog
odredenog preslikavanja — njene kanonicke projekcije.

Tvrdenje 33. Neka je dat skup A i relacija ekvivalencije 6 na njemu.
Tada vazi
0 = ker 9.

Dokaz. Neka je 0 relacija ekvivalencije na skupu A i neka (a,b) € 6. Tada
je a/6 = b/0, pa je mp(a) = my(b), odakle je (a,b) € kermy. Sledi da je
6 C ker mp. Obrnuto, iz (a,b) € ker 7y sledi mgp(a) = my(b), paje a/8 = b/0
i, stoga, (a,b) € 6, odnosno, ker my C 6. O

4.5 Relacije drugih arnosti

Spomenuli smo veé da svet relacija nije ograni¢en samo na svoje binarne
predstavnike. Da bismo govorili o relacijama koje opisuju veze izmedu
viSe od dva objekta, neophodno je prosiriti pojam uredenog para, §to smo
ve¢ realizovali uvodenjem pojma uredene n-torke.

Definicija 34. Skupove R C A™ nazivamo n-arne relacije ili predikati
na skupu A.

Primetimo da unarne relacije nisu niSta drugo do podskupovi skupa
A. Duzina relacije se naziva i arnost relacije, pa je tako relacija o C A3
arnosti 3, relacija @ C A" arnosti 7, dok je 0 C A arnosti 1.
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4.6 Zadaci za vezbu

Pojam arnosti smo ranije povezali i sa funkcijama. U tom sluc¢aju smo
govorili o broju argumenata funkcije (tj. broju elemenata domena na
koje funkcija istovremeno deluje), pa svakoj funkciji arnosti n mozemo
pridruziti relaciju arnosti n + 1. Preciznije, ako je

fA" = A (z1,...,20) = fx1,. ., 20),
onda je odgovarajuca relacija oy C A"t data sa

o ={(x1,...,xn, f(@1,..., %)) | @1,..., 2, € A}

Ovim smo zaokruzili uvodnu pri¢u o mostu izmedu funkcija i relacija.
Nas slededi korak je da povezemo funkcije sa formulama iskazne logike.

4.6 Zadaci za veZbu

(1) Ispitati koje od osobina refleksivnosti, irefleksivnosti, simetri¢nosti,
antisimetri¢nosti i tranzitivnosti poseduju sledece relacije na datim
skupovima:

(a) A={a,b,c,d}, R={(a,a),(a,c),(b,b),(c,a),(dd)};

(b) A=1{0,1,2,3}, R={(z,y) € A% |z —y < 1};

(c) A=R, R={(z,y) eRxR||z| = |y|}.

(d) A=R?% R={((z,y),(z,u) ER?2xR? |z — 2=y —u}.

Odgovore obrazloziti dokazom ili kontraprimerom.

(2) Ispitati koje od sledeéih relacija su relacije ekvivalencije:

(a) A = {07 17 27 37 47 5}7
R =1{(0,3),(1,2),(1,5),(2,1),(2,5),(3,0),(5,1),(5,2)} UAy4.

(b) A=7, R={(a,b) € A% | |a — b|] < 7}.

(¢) Neka je A skup svih polja standardne Sahovske table. Proi-
zvoljna dva polja z i y date table su u relaciji R ((z,y) € R)
ako i samo ako lovac moze pomocu jednog ili vise poteza da
stigne sa polja x na polje y.

Da li se nesto menja ako je dozvoljen tacno jedan potez?
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4 Relacije

(3) Neka su R i S dve relacije ekvivalencije na skupu A.
(a) Dokazati da je RN S takode relacija ekvivalencije.

(b) Dati primer dve relacije ekvivalencije na skupu A = {1,2,...,7},
tako da njihova unija

— jeste relacija ekvivalencije;
— nije relacija ekvivalencije.

(4) Na skupu A = {crveno, plavo, zuto, zeleno, ljubi¢asto, narandzasto }
je data relacija

R = {(crveno, narandzasto), (plavo, zeleno), (ljubicasto, plavo)}.
Odrediti relacije
S:=RUR™'Y, T:=S5US82% Q:=TUAy,,

a zatim pokazati da je @) relacija ekvivalencije na skupu A i odrediti
koli¢nicki skup A/Q.
(5) Posmatramo relaciju deljivosti | na skupu A = {2,3,5,6, 8,10, 12, 13}.
(a) Zapisati relaciju kao skup konkretnih uredenih parova.

(b) Pokazati da je | relacija poretka na A i nacrtati njen Hasse-
dijagram. Da li je | linearno uredenje?

(c) Odrediti sve minimalne elemente skupa A u odnosu na |. Da
li postoji najmanji element?
(6) Posmatramo relaciju R = {(z,y) | * mody =21 |z —y| > 1} na
skupu A ={1,2,3,4,5,6,7,8}.
(a) Zapisati relaciju kao skup konkretnih uredenih parova.

(b) Pokazati da se R moze prosiriti do relacije poretka na A. Odre-
diti najmanju relaciju poretka T na A takvu da je R C T i
nacrtati njen Hasse-dijagram.

(c) Odrediti sve minimalne elemente skupa A u odnosu na 7. Da
li postoji najmanji element?
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4.6 Zadaci za vezbu

(7)

Na skupu prirodnih brojeva data je relacija
R ={(z,y) e Nx N |z +y je paran broj}.

Ispitati koje od osobina refleksivnosti, irefleksivnosti, simetri¢nosti,
antisimetriénosti i tranzitivnosti R poseduje. Obrazloziti odgovor.

Neka je R relacija poretka na datom nepraznom skupu S i neka je T’
proizvoljni neprazni podskup skupa S. Za s € S kazemo da je donje
ogranicenge za T, ako za sve t € T vazi (s,t) € R, odnosno, da je
gornje ogranicenje za T, ako za sve t € T vazi (t,s) € R. Zar € S
kazemo da je infimum za T, ako za sva donja ogranicenja s € T
vazi (s,r) € R, odnosno, da je supremum za T, ako za sva gornja
ogranicenja s € T vazi (r,s) € R. Uredeni par (S, R) je mreza ako
svaki dvoelementni podskup skupa S ima i infimum i supremum.
Za dati neprazan skup A pokazati da je (P(A), C) mreza.
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5 Tamo i nazad: Booleove funkcije

Niko nije verovao da ¢e algebarski simboli¢ki procesi,
prvobitno izumljeni za potrebe numerickih izratunavanja, biti
dovoljni za izraZavanje svakog toka misli i da ¢e nam dati
gramatiku i re¢nik jednog sveobuhvatnog logitkog sistema,
sve dok to nije dokazano u ,,Zakonima razmi$ljanja*“.

(Augustus De Morgan)

5.1 Pojam Booleove funkcije

Logickim veznicima konjunkcije, disjunkcije i negacije pridruzujemo
tablice istinitosnih vrednosti koje nam omoguéavaju da odredimo isti-
nitosnu vrednost formule dobijene od postojeé¢ih njihovim povezivanjem
pomocu odgovarajuceg logickog veznika (Slika 5.1).

lelv]erv]evy]

FIF] F F o [ -
FlT| F T F T
T|F| F T T F
TIT| T T

Slika 5.1: Tablice istinitosnih vrednosti za logicke veznike A, V,—

Prethodnu konstrukciju mozemo da posmatramo iz jednog drugog ugla:
Neka je dat skup A = {0,1}. Definisimo operacije AND, OR i NOT
na skupu A pomoé¢u tablica datih na Slici 5.2. Vidimo da smo ove ta-
blice dobili jednostavnim preimenovanjem elemenata i naziva u tablicama
iz Slike 5.1. S druge strane, efekat koji smo proizveli ovakvim preime-
novanjem jeste predstavljanje dve binarne i jedne unarne operacije na
dvoelementnom skupu na jedan novi nacin, pa je prirodno da potnemo
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5 Tamo i nazad: Booleove funkcije

da razmisljamo o predstavljanju proizvoljne funkcije na dvoelementnom
skupu sveobuhvatnim ispisivanjem.

‘:c‘yHAND‘OR‘

olo 0 0 z || NOT
0

1 0 1 1
0 0 1 1 0
1 1 1

== o

Slika 5.2: Tablice operacija AND, OR i NOT

Primetimo da proizvoljna funkcija na dvoelementnom skupu nije oba-
vezno binarna ili unarna, odnosno, da moze imati proizvoljan konacan
broj argumenata. Takve funkcije nazivamo Booleovim funkcijama.

Definicija 1. Neka je dat skup A = {0,1}. Skup
Oy ={f|f:A" = A neN\{0}}
nazivamo skup Booleovih funkcija.

Svaku Booleovu funkciju mozemo predstaviti potpunim ispisivanjem,
koristeci tablice slicne onima koje smo koristili za predstavljanje operacija
AND, OR i NOT.

Primer 2. Postoje Cetiri unarne Booleove funkcije i one su date u Ta-
beli 5.1

a8 A
0] 0 1 0 1
11 0 0 1 1

Tabela 5.1: Unarne Booleove funkcije
Nije tesko uociti da je sa fi oznacena operacija NOT. Pored nje imamo

jos identicko preslikavanje f1, i dve konstantne operacije f1 i f3, koje ceo
domen slikaju u nulu, odnosno, jedinicu. A
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5.1 Pojam Booleove funkcije

Jasno je da broj Booleovih funkcija raste sa njihovom arnoséu, pa tako
ve¢ binarnih imamo 16, dok ternarnih ima 256. Lako se moze utvrditi da
n-arnih Booleovih funkcija ima 22",

Primer 3. U Tabeli 5.2 date su sve binarne Booleove funkcije. Primetimo

e y|fg 28 R RS
0 0|0 1 0 1 0 1 0 1
0 110 O 1 1 0 0 1 1
1 070 O 0 0 1 1 1 1
1 170 O 0 0 0 0 0 0
Ty f82 fg2 120 121 f122 f123 f124 f125
0 0|0 1 0 1 0 1 0 1
0 110 O 1 1 0 0 1 1
1 070 O 0 0 1 1 1 1
1 1)1 1 1 1 1 1 1 1

Tabela 5.2: Binarne Booleove funkcije

da je operacija AND nista drugo do f2 (tj. f2(z,y) = AND(z,y)), dok se
operacija OR krije iza oznake fZ,. Stavise, svaku od prikazanih funkcija
mozemo prikazati koriste¢i samo operacije AND, OR i NOT, kao $to
vidimo iz Tabele 5.3. AN

Na osnovu prethodnog primera mozemo zakljuciti da svaku binarnu
Booleovu funkciju mozemo prikazati na dva nacina: tablicom istinitosnih
vrednosti u kojoj koristimo 0 i 1, ili pomoéu kompozicije funkcija AND,
OR i NOT. Drugi nac¢in motivise uvodenje Booleovih izraza.

Definicija 4. (1) Konstante 0 i 1, kao i promenljive z,y, z, ... su Bo-
oleovi izrazi.

(2) Ako su ¢ i 1 Booleovi izrazi, onda su toi o A, o Vb i —p.

(3) Booleovi izrazi se mogu dobiti samo kona¢nom primenom pravila

(1) (2).
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Funkcija | Zapis pomoéu kompozicije Naziv
fe(x,y) | AND(x,NOT(z)) False
2(z,y) | NOT(OR(x,y)) NOR
2(z,y) | AND(NOT(x),y) NOT(y IMPLIES z)
2(z,y) | NOT(z) NOT z, FLIP
(z,y) | AND(z,NOT(y)) NOT(z IMPLIES y)
2(z,y) | NOT(y) NOTy, FLIPy
Z(,y) | OR(AND(NOT(a), ), AND(z, NOT(3))) XOR
2(z,y) | NOT(AND(z,y)) NAND
2(z,y) | AND(,y) AND
3(z,y) | AND(OR(NOT(z),y), OR(z,NOT(y))) EQUIV
Z(ry) |y IDENTITY y
2 (x,y) | OR(NOT(z),y) x IMPLIES y
2w,y | @ IDENTITY z
2. (z,y) | OR(z,NOT(y)) y IMPLIES z
124 (J), y) OR(J?, y) OR
2 (z,y) | OR(z,NOT(z)) True

Tabela 5.3: Binarne Booleove funkcije kao kompozicije operacija AND,
OR i NOT

Prirodno se namece pitanje da li je ovo opazanje moguce prosiriti na
ceo skup Booleovih funkcija, odnosno, da li za svaku Booleovu funkciju
imamo na raspolaganju obe opisane mogucénosti.

Primetimo da Booleovi izrazi nisu nista drugo do logicke formule koje
smo uveli u drugoj glavi. Promenljive odgovaraju iskaznim slovima, a
konstante 0 i 1 simbolima F'i T'. Ukoliko je skup promenljivih Booleovog
izraza ¢ koji razmatramo sadrzan u {x1,...,z,}, onda on definise n-arnu
Booleovu funkciju f,: {0,1}" — {0, 1} na slede¢i nacin: Za (a1,...,a,) €
{0,1}" pronademo odgovaraju¢u vrstu (gde 0 menjamo sa F' i 1 sa T)
u tablici istinitosnih vrednosti i o€itamo vrednost izraza ¢ u toj vrsti.
Ukoliko je ta vrednost F, onda je f,(ai,...,a,) := 0, a ako je T', onda je
folai, ..., ay) := 1. Ovo opazanje nam dozvoljava da tablice istinitosnih
vrednosti posmatramo kao tablice kojima je zadata funkcija i koristimo
0 i 1 za njihovo popunjavanje.
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5.2 Kako konstruisati Booleovu funkciju

Jasno je kako se na osnovu Booleovog izraza moze jednoznacéno kon-
struisati tablica istinitosnih vrednosti. Medutim, da li i obrnuto vazi?

Problem

Neka je data proizvoljna tablica istinitosnih
vrednosti. Moze li se pomocu nje uvek jedno-
znatno napraviti odgovarajuéi Booleov izraz?

Da bismo odgovorili na ovo pitanje, neophodno je da se prvo upoznamo
sa dve posebne klase formula, za koje u svakodnevnom matematickom
govoru koristimo akronime KNF i DNF.

Definicija 5. Literal je formula koja je ili iskazno slovo ili njegova nega-
cija.

Disjunktivna normalna forma (DNF) je formula koja je disjunkcija ko-
njunkcija literala, dok je konjunktivna normalna forma (KNF) formula
koja je konjunkcija disjunkcija literala.

Medu svim normalnim formama posebno izdvajamo one koje se nazi-
vaju kanonickim i koje zahtevaju da se u svakoj konjunkciji, odnosno,
disjunkciji literala (u zavisnosti da li se razmatra DNF ili KNF), svako
iskazno slovo pojavljuje tacno jednom. Ovakve forme se najcesée i pod-
razumevaju kada se govori o DNF i KNF.

Primer 6. Kako izgledaju KNF i DNF od sledeceg izraza:
((x = yYANz) = (zAN(y = 2))?

Da li su to najjednostavnije formule logicki ekvivalentne datoj?
Lako se proverava pomoc¢u tablica istinitosnih vrednosti da je kanonicka
KNF koja odgovara ovom izrazu

(xVyV-z)A(zV-yV-z),
dok je odgovarajuca kanonicka DNF

(mxA—yA—=2)V (mzAYyA—2)V (2 A=y A=2)V (2 A=y Az)V (2 AyA—2)V (ZAYyAZz).
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Nijedna od njih nije najjednostavnija formula ekvivalentna datoj, jer je
ona logicki ekvivalentna i sa

xV —z.
A

Ovaj primer daje neke odgovore, ali bez obrazlozenja, jer i dalje nije
jasno kako se prakticno dolazi do takvih formi, kao i da li smo sa ovim
primerom samo imali srece, ili se generalno svaka Booleova funkcija moze
ovako predstaviti. Tacku na ovu diskusiju stavlja sledeéi rezultat.

Teorema 7. Svaka Booleova funkcija se moZe napisati i pomocu for-
mule u disjunktivnoj normalnoj formi i pomocu formule u konjunktivnoj
normalnoj formi.

Dokaz. Da bismo pokazali tatnost ovog tvrdenja, podimo od n-arne Bo-
oleove funkcije f(x1,...,x,), date pomocu tablice istinitosnih vrednosti.
Ukoliko je u svakoj vrsti tablice f(z1,...,z,) = 0, onda njoj odgovara
formula ¢ = F.

U suprotnom, bar u jednoj vrsti imamo f(z1,...,x,) = 1. Sada vrsti
i (i =1,...,2") pridruzujemo konjunkciju literala ¢; na sledeéi nacin:

e ukoliko je vrednost od z; u toj vrsti jednaka 1, onda u konjunkciji
ucestvuje literal z;, a

e ukoliko je vrednost od z; u toj vrsti jednaka 0, onda u konjunkciji
ucestvuje literal —x;.

Na ovaj nacin svakoj vrsti pridruzujemo konjunkciju koja je taéna za dati
izbor vrednosti za z1,...,z,. S druge strane, pridruzena konjunkcija je
ta¢na samo za izbor vrednosti u toj vrsti, jer u bilo kojoj drugoj bar jedan
od literala ima drugu formu, pa time dobija vrednost 0, ¢ime i vrednost
posmatrane konjunkcije za datu vrstu takode postaje 0. Uoc¢imo sada sve
one vrste u kojima je f(x1,...,2,) = 1. Neka su to v1,...,vm, m > 1.
Posmatrajmo formulu

©=Qu V- Vy,.
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Ona je tacna ako i samo ako je bar jedna ¢,, tatna. Kako za dati izbor
vrednosti za z1,...,x, samo jedna ¢, moze biti tacna, sledi da je ¢
tacna ako i samo ako je tacno jedna ¢, tacna. Zbog toga je tablica za f
ujedno i tablica istinitosne vrednosti za ¢, pa se svaka Booleova funkcija
moze napisati kao DNF.

Neka je, dalje, g funkcija ¢ije vrednosti dobijamo negiranjem svih vred-
nosti za f. Tada postoji DNF formula ¢ koja odgovara funkciji g. S druge
strane, funkciji f tada odgovara —, tj.

Y ==(P1 V- V) = A Ay

Primetimo i da je —; negacija konjunkcije literala, pa primenom De
Morganovih zakona dobijamo disjunkciju negacije literala, sto je isto sto i
disjunkcija literala. Time je - konjunkcija disjunkcije literala, odnosno,
KNF za funkciju f. O

Dokaz ove teoreme nam ujedno daje i algoritam za konstrukciju nor-
malnih formi:
Neka je ¢ formula koja odgovara Booleovoj funkciji f i u kojoj se po-
javljuju iskazna slova x1, xs,..., . Normalne forme konstruiSsemo na
osnovu tablice istinitosnih vrednosti koja je pridruzena formuli .

(1) Konstrukcija DNF pomoéu tablice

1. U tablici istinitosnih vrednosti uo¢imo sve vrste u kojima je
vrednost funkcije 1. Ako takvih nema, onda je ¢ = F.

2. Svaku takvu vrstu predstavimo kao konjunkciju literala, pri
¢emu se svako iskazno slovo x; koje uzima vrednost 0 pojavljuje
u konjunkciji u obliku —z;, a svako iskazno slovo z; koje uzima
vrednost 1 kao ;.

3. Sve dobijene konjunkcije povezemo u disjunkciju, ¢ime je na-
stala DNF za ¢.

(2) Konstrukcija KNF pomoc¢u tablice

1. U tablici istinitosnih vrednosti uo¢imo sve vrste u kojima je
vrednost funkcije 0. Ako takvih nema, onda je ¢ = T.

81



5 Tamo i nazad: Booleove funkcije

2. Svaku takvu vrstu predstavimo kao disjunkciju literala, pri
¢emu se svako iskazno slovo x; koje uzima vrednost 0 pojavljuje
u disjunkciji u obliku x;, a svako iskazno slovo z; koje uzima
vrednost 1 kao —x;.

3. Sve dobijene disjunkcije povezemo u konjunkciju, ¢ime je na-
stala KNF za ¢.

Primer 8. Odredimo sada pomoc¢u opisanog algoritma DNF i KNF za
((x = y)ANz) = zA(y = z)) iz Primera 6.
Prvo napravimo tablicu istinitosnih vrednosti:

(@ — 9 A 2) = @ A (y — 2)
0 1 0 0 0 1 0O 0 O 1 0
0 1 0 1 1 0 0O 0 O 1 1
0 1 1 0 0 1 0O 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0O 0 1 1 1
1 0 0 O 0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sada prelazimo na proces rekonstrukcije normalnih formi. Na osnovu
date tablice, DNF je data sa
(mxA—yA=2)V (mzAYyA=2)V (2 A=y A=2)V (e A—yAz)V (2 AyA—2)V (zAYyAz),
dok je KNF data sa
(xVyV-z)A(zV-yV-z).
A

Teorema 7 nam garantuje da svaku Booleovu funkciju mozemo zapisati
u obliku kompozicije koriste¢i samo tri Booleove funkcije, i to one koje
odgovaraju konjunkciji, disjunkciji i negaciji, odnosno, pomoéu f2, f% i
fi-

Ovim se otvara jedno novo pitanje: Da li je ovo jedina moguénost, ili
mozemo koristiti i neke druge Booleove funkcije kao osnovne , gradivne*
elemente?
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5.3 Potpuni skupovi funkcija

Izrazavanje funkcije preko nekog skupa funkcija podrazumeva njen za-
pis u obliku kompozicije nekoliko funkcija iz posmatranog skupa. Nas cilj
je da pronademo nac¢in da efektivno proverimo da li neki predlozen skup
Booleovih funkcija ima osobinu da se svaka druga moze izraziti preko
njega, na nacin opisan u trec¢oj glavi.

Definicija 9. Za skup Booleovih funkcija F' kazemo da je potpun ukoliko
se svaka druga Booleova funkcija moze izraziti pomocu funkcija iz F'.

Primer 10. Da ovakvi skupovi postoje uverili smo se jos u prethodnoj
sekciji, gde smo videli da je {fi, f2, f%,} potpun skup Booleovih funkcija.
A

Posto znamo jedan potpun skup funkcija, prva ideja za pravljenje efek-
tivnog testa jeste da iskoristimo upravo taj skup. Stoga ima smisla sledeci
kriterijum.

Tvrdenje 11 (Jednostavni kriterijum potpunosti). Neka je Fy potpuni
skup Booleovih funkcija. Tada je skup Booleovih funkcija F potpun ako i
samo ako se svaka funkcija iz Fy moZe izraziti pomocu funkcija iz F.

Dokaz. Neka je F potpun skup Booleovih funkcija. Tada se svaka Boo-
leova funkcija, pa samim tim i svaka funkcija iz Fy moze izraziti pomocéu
funkcija iz F.

Obrnuto, neka se svaka funkcija iz potpunog skupa Fy moze izraziti
pomocu funkcija iz F. Neka je, dalje, f proizvoljna Booleova funkcija.
Tada se ona moze predstaviti kao kompozicija funkcija iz Fpy, a one se
sve mogu zapisati kao kompozicije funkcija iz F, pa sledi da se i f moze
zapisati kao kompozicija funkcija iz F'. Sledi da je F' takode potpun
skup. O

Ilustrujmo upotrebu ovog kriterijuma.

Primer 12. Fy = {f{, f2, f2,} je potpun skup. Pokazimo i da je F =
{fL, f2} takode potpun. U tu svrhu je potrebno da izrazimo fZ, preko
fii f82, odnosno, disjunkciju preko negacije i konjunkcije, $to za nas ne
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predstavlja nikakav problem, jer ono sto Zelimo da dobijemo sledi direktno
iz De Morganovih zakona. A

Primer 13. Nije tesko pokazati da je F = {f1, fZ, f3} potpun skup
Booleovih funkcija, koristeéi jednostavni kriterijum potpunosti. Dovoljno
je da svaku funkciju iz skupa Fy = {f{, f2, f&,} = {NOT,AND,OR}
izrazimo preko funkcija iz skupa F'.

Funkcije skupa F' su, zapravo, unarna funkcija c; koja svoj argument
uvek preslikava u 1, i binarne funkcije XOR i AND. Primetimo prvo da
AND € F'i AND € Fy, a zatim i da vazi sledece:

NOT(z) = XOR(c1(x),z) = XOR(1, z),
OR(z,y) = NOT(AND(NOT(z),NOT(y)))
= XOR(1, AND(XOR(1, z),XOR(1,y))).

Dakle, F' je zaista potpun skup.

Napravimo ovde jos jednu malu digresiju — iako je ovakav zapis funk-
cija blizak kddnom zapisu istih u programskim jezicima, za nas kao ljud-
ska bi¢a moze biti neprijatan za citanje i razumevanje, s obzirom da
smo godinama navikavani na infiksnu notaciju. Stoga se ¢esto u ovakvim
zapisima koriSéenim u matematickom, a ne programerskom kontekstu,
umesto XOR(x, y) koristi x @y, a umesto AND(z, y) uobi¢ajeno = Ay, ili
jednostavno xy. A

Primer 13 nam daje moguénost da svaku Booleovu funkciju zapisemo
na jedinstveni nacin kao tzv. Zegalkinov polinom:

flay,... xp) = Z qu:z:i,

IC{l,.n} i€l

gde je sabiranje dato sa @ (sabiranje modulo 2), proizvod je A (mnozenje
modulo 2), a ay € {0,1}. Ovim smo opravdali i predlozenu notaciju iz
prethodnog primera. Napomenimo jos$ i da jedinstvenost sledi iz ¢injenice
da postoji 22" razlicitih polinoma ovog tipa, §to je ujedno i broj n-arnih
Booleovih funkcija.
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Primer 14. Opsti oblik binarne funkcije zapisane preko Zegalkinovog
polinoma je

flz1,22) = ap @ ag1yT1 D agoyr2 © agy 23 T1T2,

gde je ay € {0,1}. Za male arnosti, ovaj zapis je moguée pojednostaviti
izostavljanjem zagrada u indeksima koeficijenata, pa opsti oblik pisemo i
kao

f(x1,22) = ap @ a1 © aprs © a12T172,

Konkretno, funkcija NOR se, na primer, moze zapisati kao
1@ x1 @ 2 ® 7172
A

Jednostavni kriterijum potpunosti ne zahteva od nas veliko znanje, ali
zato zahteva odredeni stepen umesnosti u predstavljanju funkcija preko
nekih drugih, pa je ponekad njegova uspesna primena posledica konkretne
ideje, ili, ¢ak, srece. Zbog toga je i od znacaja pronalazenje kriterijuma
koji, potencijalno, proveravaju neke manje zahtevne Cinjenice, odnosno,
postavljaju manje zahteve korisnicima istih. Jedan takav test je Postov
kriterijum potpunosti. Za njegovu formulaciju i razumevanje nam je ipak
potrebno i neko dodatno znanje o odredenim klasama Booleovih funkcija,
pa ¢emo ih za pocetak upoznati.

Definicija 15. Neka je f n-arna Booleova funkcija. Tada

(1) f ocuvava nulu ako je f(0,...,0) = 0. Skup svih takvih funkcija
oznacavamo sa 71j.

(2) f ocuvava jedinicu ako je f(1,...,1) = 1. Skup svih takvih funkcija
oznacavamo sa 717.

(3) f je monotona ako vazi

xz§y1722177n — f(:chuxn)gf(ylu?yn)

Skup svih takvih funkcija oznac¢avamo sa M.
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(4) f je samodualna ako vazi
f(ozy, .. my) =~ f (21, ..., x,), zasve (z1,...,2,) € {0,1}".
Skup svih takvih funkcija ozna¢avamo sa S.
(5) f je linearna ako vazi
flze,...;zn) =ag®a121 @ -+ - B apey, a; € {0,1}.
Skup svih takvih funkcija oznacavamo sa L.

Vazno je uociti da svaki od gore definisanih skupova sadrzi funkcije svih
moguc¢ih arnosti, jer je n proizvoljan prirodan broj, kao i da su svi ne-
prazni. Zaista, konstantna funkcija f(x1,...,z,) = 0 uvek o¢uvava nulu,
dok konstantna funkcija f(z1,...,2,) = 1 otuvava jedinicu. Obe ove
funkcije su ujedno i monotone. Linearna je svaka funkcija ¢iji Zegalkinov
polinom sadrzi samo linearne ¢lanove, pa samim tim su ove dve funkcije i
linearne. Nisu samodualne, ali nije teSko pronaéi primer za ovu klasu —
identicko preslikavanje je jedna takva funkcija. Sada mozemo formulisati
zeljeni kriterijum.

Teorema 16 (Postov kriterijum potpunosti). Skup F C Oy je potpun
ako i samo ako postoje funkcije fo, f1, f2, f3, fa € F, takve da vazi

(1) fo ne oéuvava nulu.
(2) fi ne oéuvava jedinicu.
(3) fa mije monotona.
(4) f3 nije samodualna.
(5) fa nije linearna.
Pri tome, fo, f1, fo, f3, f4 ne moraju biti obavezno sve razlicite funkcije.

Pre nego $to predemo na sam dokaz ove teoreme, potrebno je da razu-
memo i §ta znaci da funkcija nema neku od navedenih osobina. Za prve
dve, to je prilicno jednostavno, dok za preostale tri moramo biti pazljivi
prilikom negiranja ovih osobina. Tako dobijamo sledece:
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(1) f ne ocuvava nulu ako je f(0,...,0) = 1.
(2) f ne ocuvava jedinicu ako je f(1,...,1) =0.

(3) f nije monotona ako postoje 1,...,Zn, Y1,-..,Yn € {0,1} takvi da
je

x; <yp,i=1,...,n, ali f(z1,...,2,)=1>0= f(y1,...,Yn)
(4) f nije samodualna postoje x1,...,x, € {0,1} takvi da vazi
[z, ..o nxy) = f(x1,. .., 20).

(5) f nije linearna ako bar jedan ¢lan u zapisu Zegalkinovog polinoma
sadrzi viSe od jedne promenljive. Specijalno, svaka unarna funkcija
mora biti linearna.

Vazno je uociti da je postojanje funkcija koje nemaju ove osobine isto
od znacaja, jer nije tesko uociti da kompozicija dve funkcije koje imaju
jednu od pomenutih osobina, opet ima tu istu osobinu. Drugim re¢ima,
nijedan od skupova Ty, T1, M, S i L nije potpun.

S obzirom da svaka unarna funkcija mora biti linearna, najmanja ar-
nost za koju sreéemo nelinearne funkcije jeste 2. Stavise, vazi sledeée
zapazanje:

Lema 17. Neka f € L. Tada postoji nelinearna binarna funkcija koja se
moZe izraziti pomocu f i konstanti.

Dokaz. Neka je f nelinearna funkcija. Tada je

flxy,... ) = Z CYIHC%

IC{l,...n} i€l

i bar jedna fundamentalna konjunkcija (J[,c; ;) sadrzi vise od jedne
promenljive. Uo¢imo jednu takvu fundamentalnu konjunkciju. Bez uma-
njenja opstosti, mozemo pretpostaviti da se u njoj pojavljuju x; i xo.
Sada sva pojavljivanja promenljivih zs,...,z, zamenimo konstantama
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b3, ..., by, ali tako da sve promenljive koje ucestvuju u uocenoj konjunk-
ciji budu zamenjene sa 1. Na taj nacin smo eliminisali sve promenljive
sem x1 1 z9 i dobijamo nakon sredivanja funkciju oblika

g(x1,22) = ap B a1x1 B agrs & azxrixe.
Ovo je ocigledno jedna binarna nelinearna funkcija i pri tome vazi

g($1,$2) = f(LEl,CCQ,bg,. .. 7bn)7

odnosno, g se moze predstaviti pomocéu f i konstanti, $to je i trebalo
pokazati. O

Sada smo kona¢no spremni da pokazemo ta¢nost Postovog kriterijuma.

Dokaz Teoreme 16. Neka je F' potpun skup. Kako nijedan od skupova
Ty, T1, M, S i L nije potpun, a iz definicije potpunog skupa je jasno da
svaki nadskup potpunog skupa mora isto tako biti potpun, to F' ne moze
bit podskup nijednog od navedenih skupova, pa vazi

Odavde sledi da postoje fo, f1, f2, f3, f1 € F koje imaju trazene osobine.

Obrnuto, neka je Fy = { fo, f1, f2, f3, fa} € F. Pokazatemo da je Fy
potpun, pa ¢e iz jednostavnog kriterijuma potpunosti slediti da je i F
potpun. Potpunost skupa Fy pokazujemo u cetiri koraka:

Korak 1: Pokazimo da pomocu funkcija iz Fy mozemo izraziti cg, ¢q ili —.
U tu svrhu ¢emo posmatrati funkcije

go(z) := folz,...,x) 1
g1(z) == fi(z,..., x),

koje su izrazene preko funkcija iz Fy. Tada je go(0) = 1, a g1(1) = 0.
Sada razlikujemo dva slucaja:

e Ako su gg i g1 konstantne funkcije, onda je gg = ¢1, a g1 = ¢o,
pa se obe konstantne funkcije mogu izraziti preko Fjp.
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e Ako bar jedna nije konstantna, recimo gg, onda ona mora biti
jednaka negaciji, pa se u tom slu¢aju — moze izraziti preko Fy.

Korak 2: Pokazimo da preko funkcija iz Fy mozemo uvek izraziti nega-
ciju. Iz prethodnog koraka znamo da mozemo izraziti negaciju (u
kom slu¢aju smo gotovi sa dokazom) ili konstantne funkcije ¢g i ¢;.
U tom sluc¢aju moramo istraziti da li je moguce ipak izraziti i ne-
gaciju. Znamo da u Fy postoji funkcija fo koja nije monotona, pa
postoje a;,b;,1 = 1,...,n, takvi da je a; < b;, ali

1:f2(a1,...,an) >f2(b1,...,bn):0.

Menjajuéi vrednosti a; u b;, korak po korak, dolazimo do ,skoka“
sa 0 na 1 kod vrednosti funkcije:

1= fg(bl, bg, e ,ai,aH_l, e ,an) S fg(bl, bg, e ,bi,ai+1, e ,an) = 0
To znaci da je 0 = a; < b; = 1. DefiniSemo sada funkciju
h(z) == faley, (2), cpy (), ... e, (T), 2, Cayyy (), ..., Cap ().

Tada je h(0) = 1, a h(1) = 0, pa h mora biti negacija, §to znac¢i da
zaista uvek mozemo izraziti negaciju.

Korak 3: Izrazimo sada konstantne funkcije preko funkcija iz Fy. U pret-
hodnom koraku smo pokazali da uvek mozemo izraziti negaciju. S

druge strane, fs € Fp, pa postoje aq,...,a, takvi da je
fg(al, e ,an) = f3(—|a1, e ,—|an).
Neka je a := fs(ay,...,ay). Definisimo sada funkciju

h(z) := f3(z®,...,x"),
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5 Tamo i nazad: Booleove funkcije

gde je
@ Z, a; = 1,
Tt =
-z, a; =0.

Tada se h moze izraziti pomocu funkcija iz Fj (jer i negaciju mozemo
izraziti preko njih) i pri tome vazi h(z) = a. Odavde je h = ¢,
odnosno, -h = ¢, = c—q, odakle sledi da se i ¢y i ¢; mogu izraziti
pomocu funkcija iz Fy.

Sada znamo da na raspolaganju imamo sve unarne Booleove funk-
cije. Potrebna nam je jos jedna binarna — konjunkcija, da bismo
na osnovu jednostavnog kriterijuma potvrdili potpunost skupa Fy.

Korak 4: Pokazimo, dakle, da mozemo izraziti i A, i to pomocéu fy i
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unarnih Booleovih funkcija.

Kako f4 nije linearna, to iz Leme 17 imamo da postoji nelinearna
binarna funkcija g koja se moze izraziti pomocu f; i konstantnih
funkcija. Svaka binarna funkcija je oblika

9(z,y) = ap © a1v © azxr O azzy.

Zbog nelinearnosti funkcije ¢ je ag = 1, pa razmatramo sledece
slucajeve

ag = 0: Tada je g jedna od slede¢ih funkcija:

gl(xay) =Y

92(z,y) =z Dy
93(z,y) =y ®ay
ga(z,y) =z S ySay



5.3 Potpuni skupovi funkcija

Primetimo sada da vazi sledece:

gi(z,y) =z Ny,

gz, ~y) =& @Ay =2 (z(15y))
=z(l®ldy) =cy=xAy,

g3(mz,y) =y @ (~z Ay) =y @ (y(z @ 1))
=y(lozdl)=yr=ay=x ANy,

~ga(—z, 7y) = (-2 & 7y & (hz A )

=-(1ezeleoye(laz)(ldy))
=10(z0yd1drdY DY)
=19lpry=ay=2xAy,

te se A moze izraziti u sva cetiri slucaja.

ag = 1: U ovom slucaju je dovoljno da za g uzmemo odgovarajuce
—g; = 1@ g; iz prethodnog slucaja, ¢ime opet dolazimo do toga
da se A moze izraziti preko funkcija iz Fg.

Na osnovu prethodnog, iz jednostavnog kriterijuma potpunosti sledi da
je F potpun. ]

Svi do sada videni primeri su podrazumevali da se potpuni skupovi
sastoje od nekoliko funkcija. Medutim, da li je to zaista i pravilo, ili
postoje i jednoelementni potpuni skupovi?

Definicija 18. Booleovu funkciju f nazivamo Shefferova funkcija ukoliko
je {f} potpun skup.

Ova definicija nas motivise da razmotrimo dva problema: da li ovakve
funkcije uopste postoje, i, ako postoje, da li Postov kriterijum moze biti
pojednostavljen u cilju karakterizacije ovakvih funkcija? Odgovor na oba
pitanja je potvrdan.

Primer 19. Originalna Shefferova funkcija je tzv. Shefferova crta (u
oznaci | ili 1), §to je jos jedan naziv za binarnu Booleovu funkciju NAND.
Zaista, v |z = —-(zANz) =iz ANy=-(-(zAy)) =~(z|y) =~((z
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5 Tamo i nazad: Booleove funkcije

YA ly)=(z]y) | (=]|y) paje{|} potpun skup, na osnovu
Jednostavnog kriterijuma potpunosti. A

S obzirom da ovakve funkcije postoje, ima smisla pokusati pojednosta-
viti Postov kriterijum za ovaj specijalni slucaj:

Teorema 20 (Kriterijum potpunosti za Shefferove funkcije). Booleova
funkcija f je Shefferova ako i samo ako

fE€TyUT1 US,
tj. kada vazi
(1) f(z,...,z) = .
(2) postoje aq,...,an € {0,1} : f(a1,...,an) = f(maq,...,ay).

Dokaz. Neka je f Shefferova funkcija. Tada je {f} potpun skup, pa iz

Teoreme 16 imamo f & ToUTIUSUM UL, odakle sledi da f ¢ ToUT1US.
Obrnuto, da bi f bila Shefferova funkcija, dovoljno je (zbog Postovog

kriterijuma) pokazati da iz f € ToUT1 U S sledi f & M i f & L:

f & M: Pokazacéemo da je M C Ty UTy. Neka g € M. Tada je
9(0,...,0) <g(1,...,1).

Ako je ¢(0,...,0) = 0, onda g € Ty. Ako je, pak, ¢(0,...,0) =1,
onda je g(1,...,1) =1, paje g € Th. Sledi da je g € Ty UT}.

f & L: Pokazaéemo da je L C Ty UTy US. Neka g € L. Tada je
g(x1,... mp) =apg B arxy ® - D anTy.

Bez umanjenja opstosti, mozemo pretpostaviti da g zaista zavisi od
svih argumenata, odnosno, da je

g(x1,.. . xp) =ag D1 D DTy

Razmotrimo kakva je funkcija g, u zavisnosti od vrednosti slobod-
nog Clana ayg.
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5.4 Zadaci za vezbu

ap = 0: Tada je g(z1,...,2n) = 21 B -+ D Ty, pa je g(0,...,0) =
0 ---d0=0, te g € Tp.
ap =1, n parno: Tada je g(z1,...,2,) = 1D a1 D -+ D xy, pa je
L. )=1® 1@ --&1 =1tegeT.
g( ) ® 1o---0 egeTh
paran broj sabiraka

ap = 1, n neparno: Tada je g(z1,...,2,) = 1D z1®--- Dy, paje

(@1, 1) = 1@ g(@1,. . 20)
——
neparan broj sabiraka

=lo(l® - --®)dr1 0
—_———

n-puta
=10(1®r)® - ©(1Dxy)
= g(—z1,...,Ty).
Sledi da g € S.

Konac¢no, g € To UTy U S, ¢ime je dokaz zavrSen.

Demonstrirajmo sada kako se ovaj kriterijum primenjuje.

Primer 21. Pokazatemo da postoje tacno dve binarne Shefferove funk-

Iz Teoreme 20 imamo da mora biti f(0,0) =1 (jer f € Tp) i f(1,1) =0
(jer f € T1). Zbog ¢injenice da f ¢ S imamo da je f(0,1) = f(1,0) = a,
pa imamo dve moguénosti — za a = 0 dobijamo funkciju NAND, a za
a = 1 funkciju NOR. A

5.4 Zadaci za veZzbu

(1) Pronaéi Booleove izraze date slede¢om tablicom:
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5 Tamo i nazad: Booleove funkcije

~—
el e Bl R Bl e R e R
N—
—
Ol OoO|lR|rRl~lololT
N—
—
k=l Ll =l el R el Ne!
N~—

el e il =l =l =] Rl N
=~ ool rlolo

OO OO N

(2) Sledeée formule izraziti u disjunktivnoj i konjuktivnoj normalnoj
formi:

@) (. = y Ay = ),
(b) “(x AyA-z) = (-xVy).

(3) Pomo¢u Booleovih identiteta pokazati da vazi

(A=) V(yA-2z)V(zA-z)=(xVyVz)A(zV-yV-z).

(4) Izraziti:
(a) {f3, fir} pomocu {f1, fi4};
(b) {ff1, ff4} pomocu {fi, f&};

) {f§, ffa} pomocu {f{, ff1};
() {fl, f2, ffr, fa} pomocu {f7};
)

)

O

(
(e) {fi} pomocu {ff, f§};
(f) {1} pomocu {ffs, f&};
(g) {ff)} pomocu {f;}.

Koji Booleovi izrazi odgovaraju gore navedenim funkcijama?

(5) Pokazati da su sledeéi skupovi Booleovih funkcija potpuni:
(a) {f7}:
(b) {1, 3}

94



5.4 Zadaci za vezbu

() {fi, fia};

(6) Na skupu A = {0, 1} definisana je ternarna funkcija
g: A2 = A (x,y,2) = (YAx)V (Y A 2).
Dokazati da je skup {fd, f+,g} potpun.

(7) Koliko ima razlicitih n-arnih Booleovih funkcija na skupu A =
{0,1}7

(8) Na skupu A = {0,1} definisana je ternarna funkcija
h: A3 = A (2,y,2) = (z = )V (z = —2).

Dokazati da je skup {h} potpun.
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6 ABC teorije grafova

Why' is the only question that bothers people enough to have an
entire letter of the alphabet named after it. The alphabet does not go
'A B C D What? When? How?' but it does go 'V W X Why? Z.

(Douglas Adams)
Prisetimo se da je binarna relacija R na skupu A definisana kao skup
uredenih parova iz A x A. Dosad smo skupove i relacije definisane na
njima razmatrali odvojeno. Medutim, Sta se desi ako binarnu relaciju
i skup na kojem je definisana posmatramo zajedno, kao slozeniji mate-
maticki objekat? Tada dobijamo relacionu strukturu A koja se definige
kao ureden par (A, R), gde je A skup, a R binarna relacija na njemu.
Kazemo jos i da je A nosac relacione strukture A.

Primer 1. Uredeni skup (N, <) je primer relacione strukture. Skup koji
posmatramo je skup prirodnih brojeva zajedno sa uobic¢ajenom relacijom
poretka < koja je definisana na njemu. Ovo, naravno nije jedini nacin da
napravimo relacionu strukturu ¢iji je nosa¢ skup prirodnih brojeva, jer za
relaciju mozemo uzeti bilo koju relaciju koja je definisana na nosacu, pa
je tako (N, p), gde je

(x,y) € o <= =z iy daju isti ostatak pri deljenju sa 7,
takode primer jedne relacione strukture. A

Napomenimo jos i da se pojam relacione strukture ne ogranicava samo
na binarne relacije — mozZemo posmatrati relaciju proizvoljne arnosti na
datom skupu. U opstem slucaju, relaciona struktura je data nosacem i
familijom relacija na njemu. Mi se u daljem razmatranju ipak neéemo
baviti svim moguéim relacionim strukturama, ve¢ ¢emo se fokusirati na
proucavanje onih koji imaju samo jednu binarnu relaciju, i to ne bilo
kakvu. Razlog za ovakvo ogranicenje lezi u ¢injenici da relacije koje je
potrebno matematicki modelovati ¢esto poseduju osobinu simetri¢nosti.
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6 ABC teorije grafova

Takve relacije ¢esto izucavamo koristeéi jedan poseban jezik - teoriju gra-
fova.

6.1 Upoznajmo grafove
Glavni objekat naseg proucavanja u nastavku ovog teksta bice graf.

Definicija 2. Graf G je ureden par (V| E), gde je V konacan skup, ¢ije
elemente nazivamo cvorovima, a E je podskup skupa svih dvoelementnih
podskupova skupa V' i njegove elemente nazivamo granama.

Nekada se u literaturi ovakva konstrukcija naziva i prost graf, ¢ime se
zeli naglasiti da je svaka grana odredena sa dva razlicita ¢vora. Svakom
grafu mozemo pridruziti relacionu strukturu (V, og), gde je og = {(u,v) €
V2| {u,v} € E}. Primetimo da je g irefleksivna simetri¢na relacija.
Uobicajeno je da se oba ova pristupa koriste za definiciju grafa.

Primer 3. Da bismo, dakle, u potpunosti definisali neki graf, potrebno
je da navedemo skup njegovih ¢évorova i skup njegovih grana:

V :{’Ula V2,3, V4, U5, Vg, U7, ’US}
E :{{U% ’1)3}, {’1)2, ’1)4}, {’U?)a U4}7 {U37 ’1)5}, {’U?)a U?}a
{va,v6}, {va, v7}, {vs, v7}, {ve, vs}}-

JAN

U prethodnom primeru smo ¢vorove oznacavali sa v;, §to bi trebalo
da nas asocira na engleski naziv ovog pojma — vertex. Ovakav nacin
oznaCavanja Cvorova je uobiCajen, te za njih rezerviSsemo mala slova sa
kraja engleske abecede: u,v,w,.... Sa granama je, pak situacija nesto
drugacija. Kao $to smo videli, definicija podrazumeva njihovo zapisiva-
nje u obliku dvoelementnih skupova, sto ¢esto dovodi do lose preglednosti
skupa F, pa se stoga koristi ili skra¢eni zapis koji nas opet asocira na en-
gleski naziv (edge): e (e, ea, ... ), ili, ukoliko je bitno naglasiti koji ¢vorovi
odreduju posmatranu granu, e = uv = {u,v}, kojim se resavamo zapi-
sivanja pomocu zagrada. Pri tome se w i v nazivaju krajnjim cvorovima
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6.1 Upoznajmo grafove

grane e. Dodatno, ako iz konteksta nije jasno kojem grafu pripadaju dati
¢vorovi, odnosno, grane, koristimo oznake V(G) i E(G).

Prvi problem koji éemo razmatrati, a koji nam se nameée ve¢ nakon
Primera 3, jeste da li se graf moze predstaviti na neki pregledniji i intu-
itivniji na¢in. S obzirom da intuicija obi¢no dobro saraduje sa slikama,
vredelo bi pokusSati predstaviti graf, kao sto mu i ime kaze, graficki.

Pri tome ¢éemo se drzati sledec¢ih pravila:

e Svaki element skupa V crtamo kao mali krug i strogo ga razlikujemo
od tacke u ravni, koja je geometrijski objekat.

e Svaki element skupa F je linija, koja ne mora biti obavezno prava,
ali mora biti neprekidna i bez samopreseka, sa osobinom da spaja
odgovarajuce elemente skupa V.

Primer 4. PokusSajmo sada da predstavimo graficki graf iz Primera 3
(Slika 6.1)

V6
V2 Ug
Y4 o
v3 vy
(%

Slika 6.1: Razli¢iti nacini grafickog predstavljanja istog grafa

Kao $to vidimo, pravila za graficko predstavljanje nam kazu kako da
predstavimo odgovarajuce objekte, ali ne i gde da ih pozicioniramo u
okviru crteza. Stoga zaklju¢ujemo da se graf na ovaj nacin ne moze
predstaviti jednoznacno i da toga moramo uvek biti svesni u daljem radu
sa grafovima. A

Ponekad se i crtez grafa identifikuje sa grafom, ali samo ako skupove
V' i E mozemo u potpunosti rekonstruisati koristeéi dati crtez.
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6 ABC teorije grafova

Definicija prostog grafa ne omogucava nam uvek adekvatno postavlja-
nje i reSavanje problema, pa se uvode dodatni pojmovi koji uopstavaju
pojam prostog grafa:

(1)

100

Digraf je usmereni graf, te ga definiSemo slicno prostom grafu, kao
D = (V,E), gde je V skup ¢vorova, a skup grana je dat sa

ECV*\{(z,2) |2z €V}

Ovim je svaka grana dobila orijentaciju, tj. nije vise predstavljena
kao dvoelementni skup, veé¢ kao ureden par, ¢ime je omoguéeno da
izmedu dva ¢vora imamo dve grane razli¢itog usmerenja. Koristimo
ga ukoliko binarna relacija koju modelujemo nije simetri¢na.

U1 V2 U3
—-O
V4 Us Ve

Slika 6.2: Digraf

Multigraf je graf u kojem su dozvoljene viSestruke grane. De-
finisemo ga kao M = (V, E), gde je V standardno skup évorova, dok
je E multiskup dvoelementnih podskupova skupa ¢évorova. (Multi-
skup je, intuitivno, uopstenje pojma skupa u kojem je dozvoljeno
ponavljanje istih elemenata.)

(4 (%) %’) U7 U1
Q) [\ o
U5
Vg
(7 U5 Vg Vg v3
Slika 6.3: Multigraf Slika 6.4: Pseudograf



6.1 Upoznajmo grafove

3)

Pseudograf je graf sa petljama. Petlja je grana koja pocinje i
zavrava se u istom ¢voru, te je, shodno tome, P = (V,E) dat
pomoéu skupa évorova V i skupa grana E C V2. Ovo uopstenje je
zgodno za upotrebu kod binarnih relacija koje jesu simetri¢ne, ali
ne i irefleksivne.

Opsti graf dozvoljava i viSestruke grane i petlje, te je njegova de-
finicija nesto slozenija. Definisemo ga kao G = (V, E, ¢), gde je
o funkcija incidencije, koja svakom elementu skupa E pridruzuje
neuredeni par ¢vorova iz V.

€1

V4 U3

€7

Slika 6.5: Opsti graf

U opstem grafu na Slici 6.5 funkcija incidencije je data sa

_ €1 €2 €3 €4 €5 €6 er €8 €9 €10
VU3 U1 V1 U1U3 UV1U4 UV1Us U3V4 V4U5 UV4U5 Vs .

Hipergraf H = (V, E) je uopstenje grafa u kojem se pri opisu vise
ne ogranicavamo samo na dvoelementne podskupove skupa ¢vorova,
ve¢ dozvoljavamo da grana bude proizvoljan element partitivnog
skupa skupa ¢évorova (tj. E CB(V)).

Osim konaé¢nih grafova, postoje i beskonacni grafovi, kojima se
ne¢emo baviti u okviru ovog teksta, ali ih navodimo radi sto potpu-
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6 ABC teorije grafova

nijeg pregleda objekata koje proucava teorija grafova. Kazemo da
je graf G = (V, E) beskonacan, ukoliko je bar jedan od skupova V'
i F beskonacan.

6.2 Parametri grafa

Pod parametrima grafa podrazumevamo neke brojevne vrednosti koje
je moguce ocitati iz same definicije grafa. Prirodno se namecu sledece
veli¢ine:

Definicija 5. Neka je G = (V,E). Red grafa n(G) je broj njegovih
¢vorova, dok je veli¢ina grafa m(G) broj njegovih grana.

Ukoliko je iz konteksta jasno o kom grafu se radi, koristimo pojedno-
stavljenu notaciju: n i m.

Primer 6. Prisetimo se grafa iz Primera 3. Prostim prebrojavanjem
njegovih ¢vorova i grana dobijamo da je n = n(G) =8 im =m(G) =9.

(%]
V2 Ug
V4 v
G: oul
%] U7
Us

Slika 6.6: Odredivanje parametara grafa G

A

Da bismo nastavili sa proucavanjem grafova, potrebno je da razvijemo
i neku terminologiju pomoc¢u koje ¢emo moéi da izrazimo zakljucke za
koje smatramo da su od znacaja. Jedna od veli¢ina koja bi potencijalno
mogla da igra vaznu ulogu jeste broj ¢vorova sa kojima je posmatrani
¢vor povezan granom. Stoga ima smisla sledec¢a definicija:
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6.2 Parametri grafa

Definicija 7. Za dva ¢vora u i v kazemo da su susedni, ako su spojeni
granom. Ako je u krajnji évor grane e (tj. e = wv), kazemo da su u i
e tncidentni. Dve razli¢ite grane su susedne, ako su incidentne sa istim
¢vorom. Susedstvo ¢vora u je skup svih njemu susednih ¢vorova, tj.

N(u)={veV |uwe E}.

Primetimo da je pojam susedstva moguée prosiriti i na skup ¢vorova,
pa tako za S C V definiSemo

N(S):= | N(u).

u€eSsS

Primer 8. Za graf GG na Slici 6.6 vazi sledece:

N(Ul) = @,
N(U4) == {U27U37U67Q}7}7
N({v3,va}) = {v2,v3,v4, 5, v6, v7}.

A

Kako su susedstva skupovi, a mi smo zainteresovani za brojne veli¢ine,
logi¢no je da kao moguée parametre razmotrimo veli¢ine ovih skupova.

Definicija 9. Stepen 6(u) ¢vora u je broj grana incidentnih sa wu, tj.

Maksimalan stepen ¢vora grafa G je
A(G) := max{d(u) | u € V(G)},
dok je minimalan stepen cvora grafa G dat sa

)(G) :=min{d(u) |u e V(G)}.
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6 ABC teorije grafova

Primer 10. Odredimo i ove parametre za graf G sa Slike 6.6. Imamo:

[«

(v1
d(vo
(v
(v7
(vs
A(G

G

0,
S
S
3,
1
4
0

[«

’1)4) = 4,

3 O

~— — ' ~— ~— ~— ~—
I

A

Cvorovi stepena 0 i 1 su od posebnog znacaja, pa imaju i specijalna
imena — ¢vor stepena 0 je izolovan, dok je ¢vor stepena 1 viseéi. Shodno
tome, grana incidentna viseem Cvoru je viseca.

Parametre grafa (broj ¢vorova, broj grana i stepene ¢vorova) povezuje

sledete zapazanje:

Teorema 11 (Prva teorema teorije grafova). U grafu G, zbir stepena
¢vorova jednak je dvostrukom broju grana, tj.

> 6(u) =2-|E|.

ueV

Dokaz. Stepen ¢vora oznatava broj grana incidentnih sa datim ¢vorom.
Kako je svaka grana incidentna sa tacno dva ¢vora, to se usumi » .y, d(u)
svaka grana urac¢unava dva puta, pa je

Za ¢vor kazemo da je (ne)paran ako je njegov stepen (ne)paran.

Posledica 12. Broj ¢vorova neparnog stepena u grafu je uvek paran.
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6.2 Parametri grafa

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka postoji graf sa neparnim brojem
neparnih ¢vorova. Tada je zbir stepena ¢vorova u grafu neparan broj,
koji je na osnovu Prve teoreme teorije grafova jednak dvostrukom broju
grana. Kontradikcija. O

Tlustrujmo primenu ovih tvrdenja na slede¢em primeru.

Primer 13. Stanovnik planete Mars moze imati proizvoljan broj ruku.
Jednom su se svi Marsovci uhvatili istovremeno za ruke, tako da nijedna
ruka nije ostala slobodna. Sledi da je broj Marsovaca sa neparnim brojem
ruku paran. Zasto?

Prevedimo ovaj problem na jezik teorije grafova:

e Cvorovi su stanovnici Marsa,

e grana izmedu dva ¢vora postoji ukoliko se Marsovci koji njima od-
govaraju drze za ruke, i

e broj ruku jednak je stepenu odgovarajuceg ¢vora.

Iz Posledice 12 imamo da je broj ¢vorova neparnog stepena paran, pa
je broj Marsovaca sa neparnim brojem ruku paran. A

Sve stepene ¢vorova datog grafa mozemo organizovati na dva nacina:

Definicija 14. Skup stepena ¢évorova grafa G je skup nenegativnih ce-
lih brojeva koji se pojavljuju kao stepeni ¢vorova grafa G. Niz stepena
¢vorova je niz nenegativnih celih brojeva koji se pojavljuju kao stepeni
¢vorova grafa G.

Niz stepena ¢vorova se obi¢no predstavlja u obliku monotonog neopa-
dajuéeg niza.

Primer 15. Za graf sa Slike 6.6 skup stepena ¢vorova dat je sa {0,1,2,3,4},
dok je niz stepena ¢vorova (0, 1,2,2,2,3,4,4).

Primetimo da niz stepena ¢vorova sadrzi viSe informacija o grafu od
skupa stepena ¢vorova, jer nam daje ne samo stepene koji se pojavljuju,
veé i njihov tacan broj. A
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6 ABC teorije grafova

Postavlja se pitanje da li je mogucée da u nizu stepena ¢vorova nekog
grafa svi elementi niza budu razli¢iti brojevi. Odgovor je odri¢an, o ¢emu
svedoci slededi rezultat:

Tvrdenje 16. U svakom grafu sa bar 2 cvora, postoje dva cvora istog
stepena.

Dokaz. Neka je broj ¢vorova u posmatranom grafu jednak n. Tada su
moguce vrednosti stepena ¢vorova 0,1,...,n — 1. Dovoljno je pokazati
da se u skupu stepena ¢vorova ne mogu pojaviti sve te vrednosti.

Ako u grafu postoji évor stepena 0, to znaci da je taj ¢vor izolovan, pa
ne moze postojati ¢vor stepena n — 1 (onaj koji je povezan sa svima), i
obrnuto.

Sledi da na raspolaganju imamo najvise n — 1 razli¢itih moguénosti za
stepen ¢vora, a ukupno n ¢vorova, pa moraju postojati bar dva ¢vora
istog stepena. ]

Drugu krajnost je ipak moguée dostiéi, jer postoje grafovi u kojima su
svi ¢vorovi istog stepena.

Definicija 17. Graf G = (V, E) je regularan ako su mu svi ¢vorovi istog
stepena. Kazemo jos i da je G r-regularan ako je

zasvakov eV §(v) =r.

Graf G = (V,E) je poluregularan ako je njegov skup stepena Cvorova
dvoelementan. Kazemo jos i da je G (p, q)-regularan, ako

zasvakov e V: d(v)=p ii d(v)=gq.

Primer 18. Graf G; je 3-regularan, dok je graf Gy je (2,3)-regularan
(Slika 6.7). A

6.3 Oznaceni i neoznaéeni grafovi

U teoriji grafova Cesto se proucavaju ona svojstva grafa koja zavise
samo od apstraktne definicije grafa, ali ne i od oznacavanja ¢vorova
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U1 uy
V6 V2 Ug U2
Gl . GQ .

Vs V3 us us

Vg Ug

Slika 6.7: Primeri regularnog i poluregularnog grafa

grafa ili njegovog konkretnog predstavljanja u vidu crteza. Zbog toga
je od izuzetne vaznosti razumeti Sta se podrazumeva pod jednakoséu dva
grafa. Mozemo reéi da ovde koristimo dva razlic¢ita koncepta jednakosti
—jednakost u smislu potpune identi¢nosti dva data grafa i jednakost u
smislu da mozemo, ukoliko zanemarimo imena ¢vorova, oba grafa pred-
staviti na identican nacin. Ovakvo objasnjenje koncepta jednakosti je,
naravno, prilicno maglovito i sluzi samo stvaranju intuicije. Matematicki
preciznu formulaciju dajemo u sledeéoj definiciji:

Definicija 19. Neka su dati grafovi G = (Vi,Eq) i Gy = (Va, E»).
Kazemo da su G1 i Go

e jednaki, ako je V1 = Vo i E1 = E», i u tom slucaju piSemo G| = Go;

e izomorfni, ako postoji bijektivno preslikavanje ¢: Vi3 — V5 koje
ocuvava susednost ¢vorova, tj.

uw € By <= p(u)p(v) € Es,
i u tom slucaju piSemo G = Gs.

Primer 20. Razmotrimo grafove prikazane na Slici 6.8. Grafovi Gy i
(i3 su jednaki, a G2 je razli¢it od njih, ali ipak izomorfan sa oba. Jedan
izomorfizam izmedu Gy = (V1,E1) 1 G = (Va, Es) je ¢: Vi — Vo, pri

cemu je
U U2 U3 U4  Us
¥ = .

V1 Us Vg4 V2 U3
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Ul U1
U2
U5
(Y
us 2
Gy Ga:
us vs
Uy U4
U1
us U
2
Gs :
Uy us

Slika 6.8: Jednaki i izomorfni grafovi

Primetimo i da se jednakost grafova G i G2 ne vidi na prvi pogled
sa crteza, ve¢ je utvrdujemo uporedivanjem skupova ¢vorova, odnosno,
grana. A

Testiranje izomorfnosti grafova je veoma neprijatan i tezak algoritam-
ski problem, jer se svodi na proveru osobine ¢uvanja susednosti ¢vorova
kod svih bijekcija izmedu skupova ¢vorova. Kako je broj bijekcija izmedu
n-elementnih skupova jednak n!, jasno je da broj provera koje je po-
trebno izvrsiti izuzetno brzo raste sa porastom broja ¢vorova, ¢ime se
ovaj posao znacajno usloznjava. Zbog toga je znacajno svako saznanje
koje omogucéava suzavanje ovakve provere. Prvo ogranicenje je jedno-
stavno — skupovi ¢vorova moraju biti iste veli¢ine, a zatim se namece
i drugo ogranicenje — isto mora da vazi i za skupove grana. Medutim,
provera ova dva parametra nije dovoljna za utvrdivanje izomorfnosti. Na
Slici 6.9 vidimo dva grafa sa istim brojem ¢vorova i grana koji oc¢igledno
nisu izomorfni.

Nasa ocekivanja, da se izomorfnost moze utvrditi pomoc¢u nekih od pa-
rametara grafa koje smo upoznali, nisu nazalost realna — ¢ak ni identi¢ni
nizovi stepena ¢vorova ne garantuju izomorfnost odgovarajuéih grafova,
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Ul U1

u
2 vs v
Us

us vs
Uy U4

Slika 6.9: Neizomorfni grafovi sa istim brojem ¢vorova i grana

§to mozemo videti na istom primeru. Postavimo zato sebi jedno drugacije
pitanje: Kada dva grafa nisu izomorfna?

Na ovo pitanje mozemo dati jednostavan odgovor: Grafovi nisu izo-
morfni ako postoji strukturno svojstvo jednog grafa koje nema drugi. U
primeru sa Slike 6.9 vidimo da je jedna takva osobina postojanje ,trou-
gla“ kod grafa G2, odnosno, tri ¢vora koja su susedna svaki sa svakim.
Prilikom bijektivnog preslikavanja koje ocuvava susednost, veze medu ova
tri ¢vora moraju ostati iste. Kako ovakvu konfiguraciju nemamo kod Gy,
posmatrana dva grafa ne mogu biti izomorfna.

Nije tesko pokazati da je izomorfnost grafova relacija ekvivalencije, pa
razbija klasu grafova na klase ekvivalencije. Svi ¢lanovi iste klase ekviva-
lencije su tada medusobno izomorfni. Biranjem predstavnika svake klase
i izostavljanjem odgovarajuéih oznaka dobijamo neoznacene grafove.

Primer 21. Na Slici 6.10 dati su svi neoznaceni grafovi koji imaju ¢etiri
¢vora. A

Kao $to smo videli, postoji 11 neoznacenih grafova na skupu od cetiri
¢vora. Na skupu od tri ¢vora ima ih 4, a na skupu od pet ¢vorova 34.
U opstem slucaju, za skup od n ¢vorova tesko je pronadi i prebrojati sve
neoznacene grafove sa datim brojem ¢vorova.

Za razliku od neoznacenih grafova, oznaceni grafovi su grafovi nad
datim skupom ¢vorova, odnosno, oznake ¢vorova igraju vaznu ulogu u
radu sa ovakvim grafovima. Prvo pitanje koje se namece jeste ono koje
je ostalo neodgovoreno pri razmatranju neoznacenih grafova: Koliko ima
razli¢itih oznacenih grafova nad n-elementnim skupom ¢évorova?
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©) ) ©) ) O ) O ©) O :

RS2
X

Slika 6.10: Neoznaceni grafovi reda 4

Tvrdenje 22. Broj oznacenih grafova nad datim skupom ¢vorova velic¢ine
n jednak je 2(3).

Dokaz. Neka je V = {vy,...,v,} dati skup évorova. Za svaka dva ¢vora
v;,vj iz skupa V i svaki graf G takav da je V(G) = V vazi da je ili
vv; € E(G) ili vijv; € E(G). S druge strane, svaki graf na datom skupu
¢vorova je jednoznacéno odreden svojim skupom grana. Broj nacina da
formiramo granu jednak je broju dvoelementnih podskupova skupa V,

sto je (g) Svaka od tih grana se u grafu ili pojavljuje ili ne pojavljuje,

pa lako prebrojavamo da oznacenih grafova mora biti 2(5). ]

Iz razmatranja u prethodnom dokazu zaklju¢ujemo i da je broj grana
u svakom grafu zapravo ogranicen i sa donje i sa gornje strane, pa je
tako za graf sa n ¢vorova najmanji moguéi broj grana 0 i tada govorimo
o praznom grafu sa n ¢vorova. S druge strane, najveé¢i broj grana koji
se pojavljuje u grafu je (Z), u slucaju kada su svaka dva ¢vora spojena
granom, i tada govorimo o potpunom ili kompletnom grafu sa n ¢vorova,
u oznaci K,. Primeri potpunih grafova za male vrednosti n mogu se
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6.3 Oznaceni i neoznaceni grafovi

videti na Slici 6.11. Napomenimo jos i da je graf K; poznat pod imenom
trivijalni graf.

. A X

K, Ky K3 Ky Ks

Slika 6.11: Primeri potpunih grafova

Dakle, nije uopste tesko odrediti ukupan broj oznacenih grafova za dati
skup ¢vorova, pa se pitamo da li je oznacene grafove moguce prebrojavati
i po dva parametra, odnosno, da li se moze odgovoriti na pitanje: Koliko
ima oznacenih grafova sa m grana nad n-elementnim skupom ¢vorova?

Tvrdenje 23. Broj oznacenih grafova sa m grana nad datim skupom
¢vorova velicine n jednak je

n

Gy

m

Dokaz. Kao sto smo veé videli, graf je jednoznacno odreden skupom
¢vorova i skupom grana. Skup Cvorova je veé¢ dat, a m grana od (g)
onih koje mozemo uopste formirati, mozemo izabrati na

((3>> natina.

Primer 24. Postoji

(3)-0)-»

razli¢itih oznacenih grafova sa 2 grane nad 4-elementnim skupom ¢vorova
i svi su prikazani na Slici 6.12. A
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U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2
I—: :_I
(0] I I (0] (0] :
V4 % V4 % V4 % V4 %] V4 U3
U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2

AN
V.
AN
N
Z

V4 U3 V4 U3 V4 U3 V4 U3 V4 U3
U1 () U1 () U1 () U1 () U1 ()
o—oO
V4 U3 V4 U3 V4 % V4 U3 V4 U3

Slika 6.12: Oznaceni grafovi sa Cetiri ¢vora i dve grane

6.4 Podgrafovi

Pri radu sa grafovima ¢esto dolazimo u situaciju da nas ne interesuje
¢itav graf, ve¢ samo jedan njegov deo. Tada moze biti od vaznosti da
taj deo, posmatran ovaj put kao celina, isto po svojoj prirodi bude graf.
Ukoliko je to i ispunjemo, govorimo o podgrafu.

Definicija 25. Neka je dat graf G = (V,E). Za graf G' = (V', E')
kazemo da je podgraf grafa G ako vazi V' CV i E' C E. Kazemo i da je
G nadgraf grafa G'.

Primetimo da zahtev da G’ bude graf implicira da je E' podskup skupa
svih dvoelementnih podskupova skupa V’, odnosno, ne moze se desiti da
imamo granu koja nema oba krajnja ¢vora u V'. Iz definicije odmah sledi
da se svaki podgraf moze dobiti viSestrukom primenom sledeéih lokalnih
operacija:
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6.4 Podgrafovi

e odstranjivanjem (brisanjem) évora: brisemo ¢vor v € V' i sve grane
incidentne sa njim, a dobijeni graf oznacavamo sa G — v;

e odstrangivanjem (brisanjem) grane: briSemo samo granu e € F, a
dobijeni graf oznacavamo sa G — e.

Primer 26. Na Slici 6.13 vidimo graf G i njegov podgraf G'. Graf G’

Slika 6.13: Graf i jedan njegov podgraf

mozemo dobiti brisanjem ¢vorova uy i ug (¢ime smo ujedno obrisali i grane
uiug 1 ujug, odnosno, ugus i uguy), a zatim i grana uguz i ugus. A

Medu svim podgrafovima, posebno mesto zauzimaju pokrivajuci pod-
grafovi koji igraju znacajnu ulogu u velikom broju rac¢unarskih algoritama
koji se baziraju na grafovima.

Definicija 27. Graf G' = (V' E’) je pokrivajuéi podgraf grafa G ako je
VI=ViFE CE.

Primer 28. Na Slici 6.14 dat je graf G i njegovi pokrivajuéi podgrafovi
G’ 1 G". 1z ovog primera i definicije pokrivajuéeg pografa mozemo izvudéi
dva zakljucka: graf moze imati vise pokrivajué¢ih podgrafova i svaki od
njih mozemo dobiti viSestrukom primenom operacije brisanja grane. A

Prethodno data definicija podgrafa nije, medutim, uvek i zadovolja-
vajucéa, s obzirom da daje prilicno veliku slobodu u odabiru grana koje
¢emo ,,poneti sa sobom “ iz pocetnog grafa, a koje su odredene ¢vorovima
iz izabranog podskupa. Stavise, mnogi problemi zahtevaju preuzimanje
svih grana odredenih ¢vorovima iz izabranog podskupa, pa zato uvodimo
jos jedan pojam podgrafa.
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U1

Ug

Ug
uy

Us

Slika 6.14: Graf i njegovi pokrivajuéi podgrafovi

Definicija 29. Dat je graf G = (V, E).

(1) Neka je ) # U C V. Tada je G[U| = (U, F) podgraf grafa G
indukovan skupom ¢vorova U, pri ¢emu je F' skup svih grana iz E
koje su incidentne samo sa ¢vorovima iz U.

(2) Neka je ) # F C E. Tada je G(F) = (U,F) podgraf grafa G
idukovan skupom grana F', pri ¢emu je U skup svih ¢vorova iz V'
incidentnih sa bar jednom granom iz F'.

Primer 30. Na Slici 6.15 prikazan je graf G sa dva svoja podgrafa G’ i
G", od kojih je prvi indukovan skupom ¢vorova, a drugi skupom grana.
Konkretno, G' = G[{uz,us, us,us}], a G’ = G{{uyug, usuz, uguy, usus}).

A

6.5 Racunanje sa grafovima

Dosad smo naucili da racunamo sa skupovima, iskazima, funkcijama
i relacijama, pa se logi¢no postavlja pitanje da li je (i kako) mogudée
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U2
. /.
G: Q' )
us3
us
uy
U2 o\o Ug
!l .
G o

us (g

Slika 6.15: Graf i njegovi indukovani podgrafovi

racunati sa grafovima. S obzirom da su grafovi nastali udruzivanjem
skupova i relacija, za ocekivati je da se moze izvrsiti transfer nekih ope-
racija koje smo veé upoznali. S druge strane, veca slozenost pojma koji
prouc¢avamo nagoveStava i pojavu nekih novih operacija.

Predstavljanje operacija nad grafovima zapoc¢e¢emo na uobicajeni nacin,
predstavljanjem binarnih operacija. Napomenimo jo$ i da nam nije cilj
da se upoznamo sa svim mogucéim, ve¢ samo sa najreprezentativnijim,
odnosno, najéesée koriSéenim operacijama.

Neka su dati grafovi G1 i Ga.

(1) Unija grafova G1 i Gy je graf koji se oznacava sa G1 U Gg i dat je
sa

V(Gl U Gg) = V(Gl) ) V(GQ) i
E(Gl U Gg) = E(Gl) U E(Gg)

Na Slici 6.16 mozemo videti kako se primenjuje operacija unije.
Primetimo jos i da u slucaju disjunktnih skupova ¢vorova crtamo
jednostavno kopije datih grafova jednu pored druge.

(2) Presek grafova G1 i Gy je graf koji se oznacava sa G1 N G i dat je
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U4 us us us (5% (D)

o 11 o 1] e A

(3] u9 (75} u9 Uy us us

Slika 6.16: Unija dva grafa

sa

V(Gl N GQ) : (G )

=V(G1)NV(Ge) i
E(Gl M Gg) = E(Gl)

N
N E(Gy).

Na Slici 6.17 mozemo videti kako se primenjuje operacija preseka.

Ug u3 us us Uy U2
G1 : E G2 . N G1 N GQ : ; ;
Ul U9 Ul (%) us

Slika 6.17: Presek dva grafa

(3) Potpun proizvod grafova G i G je graf koji se oznacava sa G1V Gy

i dat je sa
V(G1VG2) = V(Gl) ) V(GQ) i
E(G1VG2) = E(Gl) U E(Gg) ) {uv | u € V(Gl),v S V(Gg)}

Standardno se uzima da su skupovi ¢vorova grafova Gi i Go dis-
junktni. Na Slici 6.18 mozemo videti kako se primenjuje ova ope-
racija. Konstrukcija je, u sustini, jednostavna. Crtamo kopije oba
grafa, a zatim svaki ¢vor jednog povezemo granom sa svakim ¢vorom
drugog grafa.
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Slika 6.18: Potpun proizvod dva grafa

(4) Granska suma grafova G i G je graf koji se oznacava sa G1 @ Gs.
Ovu operaciju je moguée primeniti samo u slucaju kada je V(G;) =
V(G3), a E(G1) N E(G2) = 0, i to na sledeéi nacin:

V(Gl D Gg) = V(Gl) = V(GQ) i
E(Gl D Gg) = E(Gl) U E(Gg)

Na Slici 6.19 mozemo videti kako se realizuje ova operacija.

Ug us Ug u3 Ug us
Uus © Uus Uus
Gy: O/O Gy: G1® Gy
Ul U9 2 U1 U2

(3] u
Slika 6.19: Granska suma dva grafa

(5) Descartesova (kartezijanska) suma je verovatno najzahtevnija stan-
dardna operacija na grafovima. Rezultat njene primene na grafove

G111 Gy je graf Gy + G4 dat sa

V(Gl + Gg) ::V(Gl) X V(Gg) 1
E(G1 + Gg) ::{(ul,vl)(ug,vg) ‘ (’U,l =ug N V12 € E(GQ))
V (U1UQ S E(Gl) N v = UQ)}.
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(uz,v1)

O O

(u1,v9) (ug2,v2)

Slika 6.20: Descartesova suma dva grafa

Na Slici 6.20 prikazana je Descartesova suma dva grafa.
Najcesée koriS¢ena unarna operacija je, ocekivano, komplement.

Definicija 31. Neka je G = (V. E) graf. Komplement G grafa G je graf
G=(V,E), gde je E ={uv |u,v e V(G) Nuwv & E(G)}.

Primer komplementa grafa je dat na Slici 6.21.

Slika 6.21: Graf i njegov komplement

Zanimljivo je da je parametre komplementa grafa mogucée odrediti di-
rektno iz datog grafa.

Tvrdenje 32. Ako je G graf sa n évorova i m grana, onda je G graf
sa n ¢vorova i (g) —m grana. Stavise, ako je stepen ¢vora v u grafu G
jednak éc(v), onda je njegov stepen u komplementu g =n — 1 — dg(v).
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Dokaz. Jasno je da su u komplementu grafa G sadrzane taéno one grane
koje nisu sadrzane u grafu G, pa je njihov broj (Z) — m. Broj ¢vorova je
isti, na osnovu definicije. Maksimalni stepen ¢vora u grafu sa n ¢vorova
je n — 1, pa odmah dobijamo i §z =n — 1 — dg(v). O

Iz prethodnog tvrdenja sledi da postoje grafovi koji imaju jednak broj
grana kao i njihov komplement (ukoliko je (3) paran broj). S druge
strane, ukoliko je n neparan broj, moze se desiti da su i nizovi stepena
¢vorova grafa i njegovog komplementa jednaki, pa je potpuno prirodno
pitanje da li graf i njegov komplement mogu, u principu, izgledati isto.
Uz pomoé¢ veé usvojene terminologije mozemo precizno formulisati ovu
situaciju:

Definicija 33. Samokomplementaran graf je graf koji je izomorfan svom
komplementu.

Primer 34. Na Slici 6.22 dat je primer jednog samokomplementarnog

grafa.
Ul Uy
us U9 Uus U9
G: G:
Uy Us Uq us

Slika 6.22: Samokomplementarni graf

Pri tome je izomorfizam ¢: V(G) — V(G) dat sa

_(ur uz uz ug us
? up Uz us uz ug)
A

Iz prethodnog razmatranja je jasno da samokomplementarni grafovi ne
postoje za svaki prirodan broj, jer (Z) nije uvek paran (na pr. (;) = 21,
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pa ne postoji samokomplementaran graf sa 7 ¢vorova). Dakle, potrebno
je da (Z) bude paran, da bismo uopSte uzeli u razmatranje pronalazenje
samokomplementarnog grafa sa n ¢vorova. Iznenadujuée je da je ovaj
uslov i dovoljan.

Teorema 35. Samokomplementaran graf sa n ¢vorova postoji ako i samo
ako jen =0 (mod 4) ilin=1 (mod 4).

Dokaz. Neka je G samokomplementaran graf sa n ¢vorova. Tada je

1/n n(n—1)
= — = — Z
m 2(2> 1 €Z,

pa sledi da je n(n — 1) deljivo sa 4. Kako dva uzastopna prirodna broja
ne mogu biti istovremeno parna, sledi da je jedan od njih deljiv sa 4, pa
je ili n deljiv sa 4, ili daje ostatak 1 pri deljenju sa 4.

Obrnuto, neka je n = 0 (mod 4) ili n = 1 (mod 4). Pokazimo da
postoji samokomplementaran graf sa n ¢vorova indukcijom po n:

BI. Za n = 1 postoji samokomplementaran graf — to je Ky. Za n = 4,
odgovaraju¢i samokomplementarni graf H je dat na Slici 6.23:

Uy V3 Uy U3
H: H: M
U1 () up U

Slika 6.23: Samokomplementaran graf sa cetiri ¢vora

TH. Neka postoji samokomplementaran graf sa n ¢vorova. Oznacimo

ga sa G. Neka je V(G) = {u1,...,u,} i neka je p: V(G) — V(G)
odgovarajuéi izomorfizam.
IK. Pokazimo da je graf G' = (V' E’) dat sa
V(G :=V(G)UV(H) i
E(G"):=EG)UEH)U{uy; |ueV(G),v; € V(H),i € {1,4}}.
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6.5 Racunanje sa grafovima

G

Slika 6.24: Kandidat za samokomplementarni graf sa n + 4 ¢vorova

samokomplementarni graf sa n + 4 ¢vorova (Slika 6.24).

Zaista, nije teSko proveriti da je preslikavanje dato sa

"

e(z), =eV(G),
V9, T =1,
Y(@) =qu1, T =y,
V1, Tr = U3,
v3, T = vy,

izomorfizam izmedu grafova G’ i G’ (Slika 6.25).

Slika 6.25: Komplement grafa G’
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6 ABC teorije grafova

Njime se G preslikava izomorfno na G, a H se preslikava izomorfno
na H, pa je potrebno samo proveriti grane odredene évorom iz G i
¢vorom iz H. Direktna provera pokazuje da se susednost ocuvava,
pa je 1 trazeni izomorfizam i G’ je samokomplementaran graf.

O

Napomena 36. U prethodnom dokazu koristili smo matematicku induk-
ciju koja ima dve baze. Ovaj postupak je uobi¢ajen u matematici i moze
se prosiriti na proizvoljan konac¢an broj vrednosti baze ukoliko je to ne-
ophodno.

6.6 Globalizacija: graf grana i totalni graf

Na stranicama koje slede upoznaéemo se i sa dva globalna operatora
koji se primenjuju na grafove. Namerno ih ne navodimo u listi unar-
nih operacija, jer u pitanju nisu preslikavanja koja se deSavaju na istom
skupu, ve¢ imamo posla sa transformacijama koje vrse sustinske i pomalo
egzotitne izmene na grafu na koji se primenjuju.

Definicija 37. Graf grana L(G) grafa G u potpunosti je definisan
(1) svojim skupom ¢évorova E(G) i

(2) relacijom susednosti svojih ¢évorova: dva ¢vora su susedna ako i
samo ako su njima odgovarajuce grane u G susedne.

Primer 38. Na Slici 6.26 prikazani su graf G i njegov graf grana L(G).
Primetimo da je graf grana L(G) nesto slozeniji graf, jer ima i vise
¢vorova i viSe grana od G u ovom konkretnom sluc¢aju. Ipak, sa crteza
jos uvek mozemo jednostavnim prebrojavanjem da odredimo njegov broj
¢vorova 1 grana, pa dobijamo n(L(G)) =6, a m(L(G)) = 11. A

Sta raditi ukoliko je graf dovoljno velik da predstavljanje njemu od-
govarajuceg grafa grana postane pravi izazov, ili bolje re¢eno nemogucéa
misija? Da li je i uprkos ovim poteskoéama mogucée odrediti osnovne
parametre grafa grana?
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€1

€6 €2

€3

€4

Slika 6.26: Graf i njegov graf grana

Tvrdenje 39. Neka je G graf sa n évorova i m grana, i neka je L(G)
njegov graf grana sa ny ¢vorova i my grana. Tada vazi:

nL=m, mp= Zn: (5(;}i)>, v; € V(G).

=1

Dokaz. Da je ny = m sledi direktno iz definicije grafa grana. Znamo da
je svaka grana u L(G) odredena parom susednih grana u G. Dve grane
u G su, pak, susedne, ukoliko su incidentne sa istim ¢vorom u G, pa je
dovoljno da prebrojimo neuredene parove susednih grana po ¢vorovima
grafa G. U ¢évoru v; je medusobno susedno 6(v;) grana, odnosno, (é(gi))

parova grana, pa je
n
0 (v
mp =Y ( (2»)'

O

Svakom grafu je na jedinstveni na¢in moguce pridruziti graf grana.
Stoga izomorfni grafovi imaju izomorfne grafove grana. Ali, da li je i
obrnuto ta¢no? Da li izomorfni grafovi grana garantuju izomorfnost od-
govarajué¢ih polaznih grafova?

Tvrdenje 40. Ako je G = Go, onda je i L(G1) = L(Gsz). Obrnuto
tvrdenje ne vazi.
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6 ABC teorije grafova

Dokaz. Prvo deo tvrdenja je ocigledno tacan. Da bismo pokazali da obr-
nuti smer ne vazi, dovoljno je da pronademo dva neizomorfna grafa koji
imaju izomorfne grafove grana. U tu svrhu posmatrajmo grafove na

Slici 6.27 .
(%] (%)
U3

e & e
1 2
(;1: es el (;2:

€3

(%) €92 V1
V4

‘L((;l): i f :‘L((;2>

€9 (&)

Slika 6.27: Neizomorfni grafovi sa istim grafom grana

Kao sto vidimo, Gy i G2 su neizomorfni grafovi, ali imaju izomorfne
grafove grana. O

Pored grafa grana nekog grafa, ¢esto razmatramo i graf grana kao ne-
zavisan pojam.

Definicija 41. Graf G, nazivamo graf grana, ako postoji graf G takav
da je Gp = L(G).

Iz dokaza prethodnog tvrdenja imamo da je graf (G1 sa Slike 6.27 graf
grana. Da li je generalno ta¢no da se svaki graf moze posmatrati kao graf
grana?

Tvrdenje 42. Postoji graf koji nije graf grana.

Dokaz. Pokazimo da graf Go sa Slike 6.27 nije graf grana. Pretpostavimo
suprotno, da postoji graf G takav da je L(G) = G,. Tada graf G ima
Cetiri grane, od kojih su tri medusobno nesusedne, a ¢etvrta je susedna sa
svakom od njih. Ovo je, naravno, nemoguce, pa dolazimo u kontradikciju.

O
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6.6 Globalizacija: graf grana i totalni graf

Osim grafa grana, postoji i globalni operator poznatiji kao totalni graf.
Definicija 43. Totalni graf T(G) grafa G u potpunosti je dat
(1) svojim skupom ¢vorova V(G) U E(G) i

(2) relacijom susednosti svojih ¢vorova: dva ¢vora su susedna ako i
samo ako su odgovarajuéi elementi u G susedni ili incidentni.

Primer 44. Na Slici 6.28 predstavljeni su graf G i njegov totalni graf
T(G). Ovo je ujedno i jedan od standardnih primera za totalni graf.
Iz definicije se jasno vidi da je totalni graf jos slozeniji od grafa grana,

U1 (%)
e1\Us /es
G-
e3
V4

Slika 6.28: Graf i njegov totalni graf

pa ga uopste nije lako pregledno predstaviti za nesto veéi broj ¢vorova i
grana. A

Slicno kao i u slucaju grafa grana, parametre totalnog grafa je moguce
odrediti pomo¢u parametara polaznog grafa.

Tvrdenje 45. Neka je G graf sa n évorova i m grana, i neka je T(G)
njegov totalni graf sa np ¢vorova i mr grana. Tada vaZi:

"L (6(v;) + 1
nr =n-+m, mT:m+Z<(U;+ ), v; € V(Q).
=1
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6 ABC teorije grafova

Dokaz. Da je np = n + m sledi direktno iz definicije totalnog grafa.
Primetimo sada da je skup grana totalnog grafa u bijekciji sa disjunktnom
unijom sledeca tri skupa:

e skupa grana grafa G,

e skupa neuredenih parova (tj. dvoelementnih skupova) grana sused-
nih u G, odnosno, skupa grana grafa L(G) i

e skupa uredenih parova incidentnih ¢vorova i grana u grafu G,

pa je

mp, =m+ Zzn; <5(;)i)> + znjé(vi) —m+ Zn: (5(Ui;+ 1).

i=1 =1

Pored totalnog grafa nekog grafa, postoji i totalni graf kao nezavisan
pojam.

Definicija 46. Graf Gp nazivamo totalni graf, ako postoji graf G takav
da je G = T(G).

Nakon iskustva sa grafom grana, za oc¢ekivati je da nije svaki graf totalni
graf, §to se i ispostavlja ta¢nim.

Tvrdenje 47. Postoji graf koji nije totalni graf.

Dokaz. Pokazimo da graf G sa Slike 6.28 ne moze biti totalni graf. Pret-
postavimo suprotno, da G jeste totalni graf. Tada mora postojati graf
H sa n ¢vorova i m grana, takav da je G = T(H). U tom slucaju je
n+m = 4, pa mora bitin = 3 im = 1. U tom slucaju su H, L(H) i
T(H) grafovi prikazani na Slici 6.29.

Jasno, G i T'(H) nisu izomorfni. Kontradikcija. O
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6.7 Grafovski zoo-vrt

Slika 6.29: Grafovi H, L(H) i T(H) iz dokaza Tvrdenja 47

6.7 Grafovski zoo-vrt

Neki grafovi imaju veéi znacaj od drugih, pa nam je cilj da se upoznamo
sa ,,prominentnijim* primercima ove vrste. Oni uglavnom poseduju neke
od osobina koje smo razmatrali u prethodnom tekstu. Ovde é¢emo ih
posmatrati kao neoznacene grafove. Prvu veéu grupu takvih grafova ¢ine
specijalni regularni i poluregularni grafovi:

(1) Potpun graf sa n évorova smo veé¢ upoznali (Slika 6.11). To je graf u
kojem su svaka dva ¢vora spojena granom i oznacavamo ga sa K.

(2) Prazan graf sa n ¢vorova je takode ve¢ razmatran. Podsetimo se
da u njemu nikoja dva ¢vora nisu povezana granom. Prema tome,
on je komplement potpunog grafa, pa nam za njega nije potrebna
posebna oznaka — ozna¢avamo ga sa I,,.

(3) U nekim razmatranjima teorije grafova Cesto se koristi 1-regularan
graf sa 2n ¢vorova (Slika 6.30). Ovaj graf se sastoji od n disjunktnih
kopija potpunog grafa sa dva ¢vora, pa ga zato obelezavamo sa nKos.

w [ LT

Slika 6.30: 1-regularan graf sa 10 ¢vorova
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6 ABC teorije grafova

(4) Kontura C), je najjednostavniji 2-regularan graf (Slika 6.31). Stavise,
svaki 2 regularan graf je disjunktna unija jedne ili vise kontura.

C4II:I 051

Slika 6.31: Konture sa ¢etiri i pet évorova

(5) Medu 3-regularnim grafovima pronalazimo nekoliko specijalnih. To
su, pre svega, Petersenov graf i trodimenzionalna kocka Q)3 koje vi-
dimo na Slici 6.32. Petersenov graf je 3-regularan graf sa 10 ¢vorova

Qs3:

Slika 6.32: Petersenov graf i trodimenzionalna kocka

i predstavlja jedan od najc¢es¢ih kontraprimera u teoriji grafova, jer
nema skoro nijednu od osobina koje se proucavaju. Trodimenzio-
nalnu kocku mozemo dobiti i pomoc¢u operacija na grafovima. Vazi,
naime, Q3 = Cy + Ko.

(6) Lanac od n ¢évorova P, je (1,2)-regularan graf sa tacno dva viseéa
¢vora (Slika 6.33).
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6.7 Grafovski zoo-vrt

P,: 0—0—0—0—0—0—0—0

Slika 6.33: Lanac sa 8 ¢vorova

Drugu interesantnu klasu ¢ine tzv. k-partitni grafovi.

Definicija 48. Graf G = (V, E) je k-partitan, k > 1, ako postoji particija
(V1,..., Vi) skupa ¢vorova V', takva da svaka grana iz F spaja dva ¢vora
iz razlicitih delova particije (tj. ¢vor iz V; sa ¢vorom iz Vj, gde je i # j).

Vazni primeri k-partitnih grafova su potpuni k-partitni grafovi. Oni
imaju dodatnu osobinu da su svaka dva ¢vora iz razlicitih delova particije
povezana granom. Ako je |V;| = n;, oznacavamo ga sa K, .. Na
Slici 6.34 dat je primer jednog potpunog 3-partitnog grafa.

Slika 6.34: Potpun 3-partitni graf Ko 3

U pitanju je graf K3, koji mozemo izraziti i pomocu operacija na
grafovima na sledeéi nacin:

Kso3 = (K2VK2) VK.

Medu svim k-partitnim grafovima, posebnu paznju privlaé¢i slucaj k =
2, gde govorimo o bipartitnom grafu. Videcemo kasnije da neke vazne
klase grafova imaju ovu osobinu.

Primer 49. Zvezda S, je potpun bipartitni graf na skupu od n ¢vorova.
Na Slici 6.35 vidimo zvezdu Sg. Primetimo da je Sg = K 5. Generalno,
vazi da je S, = Kq p—1.
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6 ABC teorije grafova

Sg:

Slika 6.35: Zvezda Sg

6.8 Zadaci za vezbu
(1) Odrediti maksimalan broj grana u grafu sa n ¢vorova.

(2) Neka je G graf sa n ¢vorova i (n — 1)-om granom. Dokazati da u
tom grafu postoji izolovani ili viseéi ¢vor.

(3) Neka je G graf sa n ¢vorova i m grana. Dokazati da je

2m

A(G) >

W
(4) Neka je G graf sa
e 1, Cvorova,
e m grana,
e n; Cvorova stepena k i
® N1 Cvorova stepena k + 1, pri ¢emu je ng + ng+1 = n.
Dokazati da je
ng = (k+ 1)n — 2m.
(5) Koji od sledeéih nizova mogu da se pojave kao nizovi stepena ¢vorova
nekog grafa:

e (1,2,2,4,5,6,7);
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e (1,1,2,2,2,3,3);
e (1,1,3,3,3,3,5,6,8,9)7
Ukoliko je moguce, ilustrovati primerom.

(6) Dokazati da za svako n > 2 postoji graf sa n ¢vorova u kome tacno
jedan par ¢vorova ima isti stepen.

(7) Neka je G graf sa bar jednom granom u kome ne postoje dva évora
istog stepena koji imaju zajednickog suseda. Dokazati da G ima
visedi ¢vor.

(8) Na jednom skupu naslo se 13 osoba od kojih su se neke rukovale
medusobno. Da li je moguce da se svaka osoba rukovala sa 5 drugih
osoba?

(9) U kubnom grafu sa 2014 ¢vorova, svaki ¢vor je obojen jednom od
dve boje tako da ima 1007 crvenih i 1007 plavih ¢vorova. Dokazati
da je u tom grafu broj grana koje spajaju ¢vorove razli¢itih boja —
neparan.

(10) Neka je G kubni (n,m) graf, takav da je m = 2n — 3. Kako izgleda
graf G7

(11) Nadéi sve neoznacene grafove koji imaju 5 ¢vorova.
(12) Nadi sve oznacene (4, 3) grafove sa skupom ¢vorova {1,2,3,4}.

(13) Koliko ima neoznacenih, a koliko oznacenih grafova sa skupom
¢vorova {1,2,3,4}7

(14) Koliko ima neoznacenih grafova sa 10 grana koji imaju ta¢no 2 ¢vora
stepena 4, a svi ostali ¢vorovi su stepena 37

(15) Neka je V = {v1,va,...,v,}. Dokazati da je broj oznacenih (n,m)-

grafova na skupu évorova V jednak broju oznacenih (n, (3) — m)

grafova na istom skupu ¢vorova.

(16) Odrediti sve neoznacene samokomplementarne grafove sa 415 ¢vorova.
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6 ABC teorije grafova

(17)

(18)

(21)

132

Ispitati da li za disjunktne grafove G i H vaze sledeée jednakosti:
(a) GVH = GUH;
(b) GUH = GVH.

Koliko neoznacenih pokrivaju¢ih podgrafova ima graf na slici?

Ako je G bipartitan (n,m) graf, onda je m < "72. Dokazati.

(a) Odrediti broj grana potpunog k-partitnog grafa.

(b) Neka je G neprazan graf sa osobinom da uwv ¢ EANvw € E =
uw ¢ FE. Dokazati da je G potpun k-partitan graf akko ima
navedenu osobinu.

i jedinica duzine nm. Dva ¢vora su povezana granom ako i samo
ako se njima odgovarajuéi nizovi razlikuju na ta¢no jednoj poziciji.
Odrediti broj ¢vorova i broj grana grafa Q.

Nadi primere 3-regularnih grafova na skupu od 8, 10 i 12 ¢vorova.

Koliko ima kontura duzine 6 u grafu K, ,, za m,n > 37



7 Putovanje kroz graf: povezanost i metrika

No man is an island, entire of itself.

(John Donne, No man is an island)
Grafovi se Cesto koriste kao matematicki modeli putnih, drustvenih i
komunikacionih mreza. Ovakve konstrukcije zahtevaju moguénost kreta-
nja, protoka i razmene, pa je prirodna potreba da se razmotri kako se
ovi procesi manifestuju u matematickom svetu i kakve je uslove potrebno
obezbediti da bi se oni uopste mogli realizovati. Cilj ovog poglavlja je da
odgovori na pitanja izvodljivosti kretanja po grafu, razmotri vrste putanja
koje se mogu realizovati pri kretanju, utvrdi stabilnost postojanja takvih
putanja u grafu i predlozi na¢in za vrSenje raznih merenja na grafu.

7.1 Setnje, staze, putevi

Putanje po kojima se kre¢emo kroz graf napravljene su po uzoru na
putanje iz realnog zivota, pa su ¢ak preuzele i neka od njihovih imena.
Najopstiji nacin kretanja po grafu jeste setnja.

Definicija 1. Setnja u grafu G je konacan niz
W vgeqviequs . .. Vp_1€L0k,

gde su vg,v1,...,0, € V, e1,...,ex € E igrana e;y; je incidentna sa
¢vorovima v; i vi41, ¢ =0,...,k — 1. Kazemo jos i vg — v Setnja.

Primetimo da je u prostom grafu Setnja odredena évorovima. Cvor vy je
pocetak Setnje, ¢vor v je kraj Setnje, a ¢vorovi vy, ..., vp_1 Su unutrasnji
cvorovi Setnje. U Setnji je dozvoljeno visestruko pojavljivanje ¢vorova i
grana, a njena duzina odredena je sa k.

U grafu G sa Slike 7.1, jedna Setnja duzine 9 je data sa

W 1 w3090 V206V3V5V4V5 V4.
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U1

V6 V9

Vs U3

Vg

Slika 7.1: Setnje u grafu

Ponavljanje ¢vorova i grana ne mora biti uobicajena pojava u puta-
njama. Uvodenjem odredenih ogranicenja, dobijamo i neke specijalne
vrste Setnji, za koje ¢emo dati primere koristeé¢i graf sa slike 7.1:

(1)

(2)

3)

(6)

Trivijalna Setnja je Setnja bez grana. Sastoji se od jednog jedinog
¢vora. Primer takve Setnje je W: v;.

Zatvorena Setnja je Setnja u kojoj se pocetak i kraj poklapaju, kao
Sto je slucaj sa W: v3vgvsvsvavs.

Pod stazom podrazumevamo Setnju u kojoj se svaka grana javlja
najvise jednom. To znaci da ne moze doé¢i do ponavljanja grana, ali
je ponavljanje ¢vorova i dalje dozvoljeno, kao u W : vovzvsvav306.

Zatvorena staza je staza u kojoj se pocetak i kraj poklapaju, na
primer W VU U3V5UV4V2.

Put je staza u kojoj se svaki ¢vor javlja najvise jednom. U ovakvoj
putanji nema ponavljanja ni ¢vorova ni grana, kao §to je to slucaj
sa W vsv4v309.

Zatvoreni put se naziva kontura, isto kao i 2-regularni graf koji
smo ve¢ upoznali. Grane koje pripadaju konturi nazivamo konturne
grane. Jedna kontura u grafu G je vov3vgus.

Jasno je da prisustvo specijalnih Setnji ne mora biti obavezno u svim
grafovima. Medutim, da i je moguce utvrditi kada graf poseduje neku
specijalnu Setnju? U nastavku dajemo delimi¢an odgovor na ovo pitanje:
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Tvrdenje 2. U nekom grafu postoji u—wv Setnja ako i samo ako u njemu
postoji u — v put.

Dokaz. Svaki put je Setnja, pa ako postoji u —v put, onda postojiiu—uv
Setnja. Obrnuto, pretpostavimo da u posmatranom grafu postoji v — v
Setnja. Razlikujemo dva slucaja:

(1) Uocena u — v Setnja je zatvorena. Tada je u = v, pa u grafu postoji
trivijalni u — v put.

(2) Uoctena u — v Setnja je otvorena. Neka je to
W:uvivg ... vp_1v, u # 0.

Ako su svi évorovi medusobno razliciti, onda je W jedan w — v put.
U suprotnom, postoji ¢vor koji se vise puta javlja u W. Neka su v; i
vj, @ < j, pojavljivanja istog ¢vora. Odstranimo iz W deo v; —v;_1,
¢ime dobijamo u — v Setnju Wy koja je kraca od W. Ako su svi
¢vorovi u Wi medusobno razli¢iti, Wi je trazeni put. Ako nisu,
ponavljamo opisani postupak sve dok ne dobijemo u — v put, Sto se
mora desiti u kona¢no mnogo koraka, zbog kona¢nosti posmatranog
grafa.

O

Sada bi bilo zanimljivo znati da li se i kada u grafu moze garantovati
egzistencija konture. Jedan izuzetno koristan dovoljan uslov je dat u
slede¢em tvrdenju:

Tvrdenje 3. Ako u grafu G vazi 6(G) > 2, onda G sadrzi konturu.

Dokaz. Medu svim putevima u grafu G uoc¢imo jedan koji ima maksi-
malnu duzinu. Neka je to W: viva...vg. Kako je svaki ¢vor stepena 2,
to je i d(v;) > 2, pa, specijalno, v; ima bar jo§ jednog suseda u G. Neka
je to ¢vor u (Slika 7.2).

Ako u & {vs,...,vx}, onda je uvive...v; put duzi od W, sto je u
kontradikciji sa izborom puta W. Sledi da mora biti u € {vs,...,vg}.
Tada je u = v;, za neko i, pa je vivs...v;v1 trazena kontura. O
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~

G:uo%o’—/o—o— ------- —0—--—0

U1 V2 U3 (% Vg

Slika 7.2: Put maksimalne duzine i kontura u G

7.2 Povezanost i komponente povezanosti

Kretanje po grafu omogucava osobina povezanosti. Ova osobina se u
grafu javlja na dva nivoa: lokalnom, gde govorimo o povezanosti ¢vorova,
i globalnom, gde govorimo o povezanosti grafa.

Definicija 4. Cvor u je povezan sa ¢vorom v u grafu G, ako u grafu G
postoji u — v Setnja.

Iz Tvrdenja 2 odmah sledi da je ¢vor u povezan sa ¢vorom v ako i samo
ako postoji i u—wv put. Naravno, postojanje u — v puta znaci i postojanje
v — u puta, Sto je sustinski isti put, samo naveden obrnutim redosledom
¢vorova, pa je povezanost simetricna relacija. Zato ima smisla reé¢i da su
u 1 v povezani u G.

Definicija 5. Graf G = (V, E) je povezan, ako su svaka dva ¢vora u G
povezana.

Na slici 7.3 dat je primer jednog povezanog grafa.

Slika 7.3: Primer povezanog grafa

Zanimljivo je da je relacija povezanosti relacija ekvivalencije na skupu
¢vorova grafa (G. Svaki ¢vor je povezan sam sa sobom trivijalnom Setnjom,
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7.2 Povezanost i komponente povezanosti

pa je povezanost refleksivna relacija. Simetri¢nost smo veé razmotrili, a
tranzitivnost je isto lako obrazloziti: ako je u povezan sa v i v povezan sa
w u grafu G, onda postoje u— v Setnja i v—w Setnja u G. Njihova unija je
jedna u — w Setnja, pa sledi da je u povezan sa w. Relacija ekvivalencije
daje particiju skupa na kojem je definisana, pa tako dolazimo do pojma
komponente povezanosti.

Definicija 6. Podgraf indukovan skupom ¢vorova jedne klase ekvivalen-
cije naziva se komponenta povezanosti grafa G. Broj komponenti pove-
zanosti oznacavamo sa k(G).

Primer 7. Na Slici 7.4 dat je nepovezan graf G za koji je k(G) = 3.

Rl B

Slika 7.4: Primer nepovezanog grafa sa tri komponente povezanosti

Primetimo da je za nepovezane grafove k(G) > 2, dok je za povezane
grafove k(G) = 1. A

Uvodenjem pojma povezanosti postavili smo sebi nekoliko zadataka:

Problem
Za dati graf G utvrditi:

e da li je povezan,
e koliko ima komponenti povezanosti i

e kako izgledaju te komponente.

Podimo od prvog problema i pokusajmo da napravimo test za poveza-
nost grafa.

Teorema 8. Graf G = (V, E) je povezan ako i samo ako za svaku par-
ticiju (V1,Va) skupa V' postoji grana koja spaja neki évor iz Vi sa nekim
cvorom iz Va.
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7 Putovanje kroz graf: povezanost i metrika

Dokaz. Neka je G = (V, E), i neka je (V1, V) jedna particija skupa V,
odnosno, V=V UV,, V1, Vo £0iViNVy=0.

Neka je G povezan. Pretpostavimo da su V; i V, takvi da je svaki ¢évor
iz V1 nesusedan sa svakim iz V5. Tada ne postoji nijedna u — v Setnja, za
proizvoljne u € V1 i v € Vs, pa je GG, po definiciji, nepovezan, ¢ime smo
dosli u kontradikciju.

Obrnuto, neka za svaku particiju (V4,V3) skupa V' postoji grana koja
spaja neki ¢vor iz V) sa nekim ¢vorom iz V,. Pretpostavimo da je G
nepovezan. Uocimo ¢vor u i definiSimo skupove V7 i V5 na sledeéi nacin:

Vi:={z €V |z je povezan sa u},
Vo=V \ Vi

Jasno jedaje V =V,UVai V1NV, = 0. Dalje, u € V4, pa je V; neprazan.
Skup V5 je neprazan, jer je G nepovezan. Sledi da je (V1, V) particija
skupa V sa osobinom da nijedan ¢vor iz Vi nije povezan sa ¢vorom iz Va.
Kontradikcija. O

Za broj komponenti povezanosti ne mozemo dati formulu koja zavisi
od parametara grafa i pomoc¢u koje bi ga mogli izracunati. Medutim,
mozemo dati neke donje i gornje granice.

Tvrdenje 9. Neka je G = (V, E) graf sa n ¢vorova. Tada vazi
1 <k(G) <n.

Dokaz. Ukoliko je G povezan, onda je k(G) = 1. Ukoliko je, pak, nepo-
vezan, najveé¢i broj komponenti povezanosti dostizemo ako je svaki ¢vor
komponenta povezanosti za sebe, tj. k(G) = n. Sledi da je 1 < k(G) <
n. ]

Tvrdenje 10. Neka je G = (V, E) graf.
(1) Za nesusedne u,v € V vazi

k(G) — 1 < k(G + uwv) <k(G).
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7.2 Povezanost i komponente povezanosti

(2) Za susedne u,v € Vvazi

k(@) <k(G —w) <k(G) + 1.

Dokaz. Posmatrajmo graf G = (V, E) i uo¢imo u njemu dva proizvoljna
¢vora u i v.

(1)

Neka su u i v nesusedni. Ako se nalaze u istoj komponenti pove-
zanosti, onda se dodavanjem grane izmedu njih broj komponenti
povezanosti grafa ne menja, tj. k(G + uv) = k(G). U suprotnom,
oni se nalaze u razli¢itim komponenatama povezanosti pa se do-
davanjem grane izmedu njih te dve komponente stapaju u jednu,
¢ime se ukupan broj komponenti povezanosti smanjuje za 1, odno-

sno, k(G + uv) = k(G) — 1.

Neka su u i v susedni. Tada se moraju nalaziti u istoj komponenti
povezanosti, pa brisanjem grane broj komponenti povezanosti ili
ostaje isti ili se povec¢ava. Pretpostavimo da je k(G —uv) > k(G)+1.
Tada iz prethodnog imamo

k(G) =k((G —uwv) + uv) > k(G — uv) — 1 > k(G),
¢ime smo dosli u kontradikciju.

O

Pod opisom komponenti povezanosti obi¢no podrazumevamo odrediva-
nje njihovih grafovskih parametara, kao §to su broj ¢vorova i grana. Ja-
sno je da se svaka komponenta moze za sebe posmatrati kao povezan
graf. NaSe trenutno poznavanje teorije grafova je dovoljno da mozemo da
izvr§imo procenu broja grana povezanog grafa.

Tvrdenje 11. U svakom povezanom grafu sa n ¢vorova i m grana vazi

m>n—1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka za neki povezan graf sa n ¢vorova
i m grana vazi m < n — 1. Na osnovu Tvrdenja 10, odstranjivanjem
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7 Putovanje kroz graf: povezanost i metrika

njegovih grana broj komponenti povezanosti se moze povecati za najvise
n—2, pa je krajnji rezultat tog procesa povezan graf sa n — 1 komponenti
povezanosti, odnosno, n — 1 izolovanih ¢vorova.

S druge strane, odstranjivanjem svih grana iz grafa G dobijamo graf sa
n izolovanih ¢vorova, $to je n komponenti povezanosti. Kontradikcija. [

Ako je G povezan graf sa n ¢vorova i (n—1)-om granom, tada govorimo
o jednom minimalno povezanom grafu.

Primer 12. Zvezda S, je minimalno povezan graf. A

7.3 Najslabije karike povezanosti

Minimalno povezani graf je grani¢ni slucaj za povezane grafove, jer
bismo brisanjem proizvoljne grane dobili graf koji viSe ne bi bio povezan.
Prirodno se namece pitanje da li u proizvoljnom povezanom grafu mozemo
postiéi isti efekat brisanjem jedne grane i ukoliko mozemo, kako se takva
grana moze prepoznati.

Definicija 13. Neka je dat graf G = (V, E). Most je grana e grafa G sa
osobinom

k(G —e) > k(G),

tj. grana ¢ijim se brisanjem povecava broj komponenti povezanosti datog
grafa G.

Iz tvrdenja o broju komponenti povezanosti sledi da vazi
k(G —e) =k(G) + 1.

Primer 14. U grafu G na Slici 7.5 mostovi su sledece grane: ujuyg, usty,
ugu7 1 u7rug. Primetimo da su viseée grane uvek mostovi. A

U potrazi za testom koji ée nam omogucéiti da prepoznajemo mostove,
dolazimo do sledeéeg tvrdenja.

Teorema 15. Grana e povezanog grafa G je most ako i samo ako u G
postoje ¢vorovi u 1 v takvi da svaka u — v Setnja u grafu G sadrZi granu
e.
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U1
U2

. uio0
G: o

us

Us

Slika 7.5: Najslabije karike u grafu

Dokaz. Neka je e most u povezanom grafu G. Tada je graf G — e nepove-
zan. Ako su u i v ¢vorovi iz razli¢itih komponenti povezanosti grafa G —e,
onda u G — e ne postoji © — v Setnja, dok u G postoji, pa zakljuc¢ujemo
da svaka u — v Setnja u G mora da sadrzi e.

Obrnuto, ako su u i v ¢vorovi grafa G takvi da svaka u — v Setnja sadrzi
e, onda u G — e ne postoji u — v Setnja, pa je G — e nepovezan, tj. e je
most u G. ]

Ipak, jos zanimljivije je slede¢e zapazanje:

Teorema 16. Grana e grafa G je most ako i samo ako ne pripada nijed-
noj konturi grafa G.

Dokaz. S obzirom da razmatranje mozemo ograni¢iti na komponentu po-
vezanosti kojoj pripada grana e, mozemo, bez umanjenja opstosti, pret-
postaviti da je G povezan graf.

Pretpostavimo, prvo, da je e most koji lezi na konturi C grafa G
(Slika 7.6). Neka su w i v proizvoljni ¢vorovi sa osobinom da svaka v — v
Setnja u G sadrzi granu e (ovakvi ¢vorovi postoje zbog Teoreme 15). Tada
u G — e ne postoji u — v Setnja. Medutim, ako u proizvoljnoj u — v Setnji
u G zamenimo granu e = wjwy sa putem wiws ... wy koji se dobija od-
stranjivanjem grane e iz konture C, dobi¢emo u — v Setnju u G — e, pa e
ne moze biti most. Kontradikcija.

Obrnuto, pretpostavimo da e = wjwy ne pripada nijednoj konturi i da
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7 Putovanje kroz graf: povezanost i metrika

Slika 7.6: Kontura iz dokaza Teoreme 16

nije most. Tada je graf G — e povezan, pa u njemu postoji wi — wyg, Setnja,
a samim tim i w; — wg put, koji zajedno sa e ¢ini konturu u G. U

Posledica 17. Svaka grana u grafu je ili most ili konturna grana.
Pojam analogan pojmu mosta jeste artikulacioni ¢vor.

Definicija 18. Neka je dat graf G = (V, E). Artikulacioni évor je ¢évor
v grafa G sa osobinom

k(G — v) > k(G),

tj. ¢vor Cijim se brisanjem povecava broj komponenti povezanosti grafa

G.

U grafu na Slici 7.5 artikulacioni ¢vorovi su ug, ur i u4.

S obzirom na analogiju izmedu mostova i artikulacionih ¢vorova, nije
iznenadenje da postoji isti tip testa koji nam pomaze u prepoznavanju
potonjih.

Teorema 19. Cvor u povezanog grafa G je artikulacioni cvor ako i samo
ako u G postoje ¢vorovi v i w (u & {v,w}), takvi da svaka v — w Setnja
u G sadrZi ¢vor u.

Dokaz ove teoreme se ostavlja za vezbu pazljivom ¢itaocu, jer prati
glavnu liniju dokaza odgovarajuéeg tvrdenja za mostove.
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Iz Teoreme 16 sledi da je u grafu bez kontura svaka grana most, $to
nas dovodi do sledeéeg pitanja: Da li postoji graf u kojem je svaki ¢vor
artikulacioni?

Da bismo odgovorili na ovo pitanje, moramo prvo nauciti da merimo
rastojanja u grafu.

7.4 Kako izmeriti rastojanja u grafu

Da bismo vrsili merenje rastojanja na grafu, neophodno je da se do-
govorimo §ta ¢e biti jediniéna mera i da matematicki opiSemo pojam
rastojanja. Ovaj problem se razreSava uvodenjem metrike.

Definicija 20. Kazemo da je na skupu X definisana metrika ako je
definisano preslikavanje
d: X? >R,

koje ispunjava sledeée uslove (tzv. aksiome rastojanja) za proizvoljne
z,y,z € X:

(M1) d(z,y) = 0 ako i samo ako je x =y,

(M2) d(z,y) = d(y,z) (simetrija),

(M3) d(z,y) +d(y, =) > d(x,z) (nejednakost trougla).

Tada se d naziva rastojanje, a (X, d) metricki prostor.
Rastojanja merimo na povezanim grafovima:

Definicija 21. Neka je G = (V,E) povezan graf sa skupom ¢&vorova
V = {wvi,v2,...,v,}. Rastojanje izmedu ¢vorova v; i v; je duzina najkrace
v; — v; Setnje.

Primetimo da je rastojanje uvek nenegativan broj. Zaista, ako u (M3)
uzmemo = = z, onda iz (M1) i (M2) sledi

zasve r,y € X :  d(z,y) > 0.

Rastojanja smo uveli na povezanim grafovima. Medutim, nije svaki
graf povezan. Kako izraziti rastojanje izmedu ¢vorova koji se nalaze u
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7 Putovanje kroz graf: povezanost i metrika

razli¢itim komponentama nepovezanog grafa G? U tom sluc¢aju, u teo-
retskim razmatranjima uzimamo da je po definiciji

d(u,v) := +oo.

U ra¢unarskoj praksi, medutim, imamo potrebu da to bude neki konkre-
tan broj sa kojim éemo moéi da vrS§imo realna izraCunavanja, pa uzimamo

d(u,v) == M,

gde je M dovoljno veliki konac¢an broj, takav da su zadovoljene i sve
aksiome metrike i ogranicenost opsega skupa celih brojeva za odgovarajuéi
tip podataka.

Merenje razlicitih rastojanja obi¢no dovodi do interesovanja za ek-
stremne vrednosti koje se mogu pojaviti tom prilikom. One su obu-
hvaéene metrickim parametrima grafa:

Neka je G = (V, E) graf.
(1) Ekscentricitet ¢vora v u grafu G je

e(v) = max d(u,v),

odnosno, maksimalno rastojanje koje mozemo pronaéi izmedu datog
¢vora i proizvoljnog ¢vora posmatranog grafa.

(2) Poluprecnik grafa G je

G) = mi = mi d
r(G) gél‘I/le(U) min max (u,v),

i to je minimalnimalni ekscentricitet koji se moze registrovati u
posmatranom grafu.

(3) Precénik grafa G je

d(G) = r&aﬁce(v) = maxmax d(u,v),

odnosno najveée moguce rastojanje izmedu dva ¢vora u grafu.
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Ovakva terminologija neodoljivo podseca na geometrijski pojam kruga,
pa nam nedostaje jos centar, da bismo upotpunili sliku. Situacija je nesto
slozenija nego u geometriji. Cvor v iz V je centralan, ako je e(v) = r(G).
Skup svih centralnih ¢vorova u G naziva se centar grafa G.

Primer 22. Odredimo metricke parametre grafa G datog na Slici 7.7.
Prvo ¢emo odrediti ekscentricitete svih ¢vorova u grafu GG. Dobijamo:

U1
Ug ug
Uz

. Uu10
G: >
u3
ur us

Us

Slika 7.7: Metricki parametri grafa

Poluprec¢nik grafa G je najmanji ekscentricitet, odnosno, r(G) = 3, dok
je precnik najveéi ekscentricitet, tj. d(G) = 5. Centralni ¢vorovi su wug i
uz, a centar je {ug,ur}. A

Medutim, ovde se mora biti oprezan — intuicija steCena u geometriji
nas moze pogresno navesti da verujemo da je polupre¢nik jednak polovini
precnika. Ovo ne samo da nije ta¢no, nego vazi:

Tvrdenje 23. U svakom povezanom grafu G vazi

£(G) < d(G) < 2(G).
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Dokaz. Da je r(G) < d(G) sledi direktno iz definicije. Da bismo pokazali
da vazi i druga nejednakost, uo¢imo u G ¢vorove u i v takve da je d(u,v) =
d(G) i proizvoljni centralni ¢vor w grafa G. Tada je

d(u, w) + d(w,v) > d(u,v) = d(G).

S druge strane, d(u,w) +d(w,v) < e(w) + e(w) = 2r(G), pa sledi trazena
nejednakost. U

7.5 Pogled iz drugog ugla

Neke od fenomena teorije grafova koje smo dosad upoznali, razmo-
tricemo sada i iz ugla metrike. Vide¢emo kako nam metrika moze pomoci
pri proucavanju artikulacionih ¢vorova, odredi¢emo neke od metrickih
parametara za samokomplementarne grafove i uspostavi¢emo kriterijum
za prepoznavanje bipartitnih grafova.

Zahvaljuju¢i metrici, u moguénosti smo da damo odgovor na ve¢ po-
stavljeno pitanje: Da li postoji graf u kojem je svaki ¢vor artikulacioni?

Tvrdenje 24. U grafu sa n ¢vorova postoje najvise n — 2 artikulaciona
cvora.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da tvrdenje vazi za povezane grafove. Neka
su u i v évorovi datog grafa G takvi da je d(u,v) = d(G). Pokaza¢emo
da u i v ne mogu biti artikulacioni ¢vorovi.

Pretpostavimo suprotno, neka je u artikulacioni ¢vor. Tada je G — u
nepovezan graf. Neka je w ¢vor u G takav da su v i w u razli¢itim
komponentama grafa G — u. Tada svaka v — w Setnja, a samim tim i
v —w put sadrzi ¢vor u, pa je

d(v,w) = d(v,u) + d(u,w) > d(u,v) = d(G).

Kontradikcija. Sledi da u ne moze biti artikulacioni ¢vor. Za v se pokazuje
analogno, pa G moze imati najvise n — 2 artikulaciona ¢vora. U

Primer 25. Jedan graf sa n ¢vorova koji ima ta¢no n — 2 artikulaciona
¢vora je lanac P,. A
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U prethodnoj glavi smo saznali da postoji samokomplementaran graf
sa n ¢vorova ta¢no u onim slucajevima kada je ili n deljivo sa 4, ili daje
ostatak 1 pri deljenju sa 4. Sada ¢emo pokazati da za takve vrednosti
n > b postoje po dva razli¢ita samokomplementarna grafa i odredi¢emo
njihove precnike:

Tvrdenje 26. Za svaki prirodan brojn > 5 sa osobinom n =0 (mod 4)
ilin =1 (mod 4), postoji bar jedan samokomplementaran graf preénika
2 i bar jedan samokomplementaran graf preénika 3.

Dokaz. Graf konstruisan u dokazu Teoreme 35 je precnika 2 (Slika 7.8).
Zaista, za u,v € G’ imamo sledeée moguénosti:

e u,v € V(G), ww € E(G), pa je d(u,v) = 1;

e u,v € V(GQ), w ¢ E(G), pa je d(u,v) = d(u,v1) = d(v,v) =
14+1=2;

e u € V(G), v e V(H), pae du) = du,vs) = 1, & d(u,vs) =
d(’u,,’l)g) - 27

e u,v € V(H), pa je d(vi,v2) = d(vz,v3) = d(vs,v4) = 1, dok je
d(’Ul,’Ug) = d(’UQ,’U4) = d(vl,m) = 2.

G

Slika 7.8: Samokomplementarni graf prec¢nika 2

Sledi da je d(G") = 2.
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G"-

Slika 7.9: Samokomplementarni graf prec¢nika 3

Samokomplementarni graf precnika 3 konstruiSe se na slican nacin
(Slika 7.9). Analiza rastojanja u grafu je analogna onoj kod samokom-
plementarnog grafa preénika 2, s tim da je ovde d(vy,v4) = 3, pa je stoga
id(G") = 3. O

Ina kraju, posveéujemo nasu paznju karakterizaciji bipartitnih grafova:

Teorema 27. Netrivijalan graf je bipartitan ako i samo ako ne sadrzi
konturu neparne duZine.

Dokaz. Neka je G = (V, E) bipartitan graf sa particijom skupa ¢vorova
(V1,V2), i neka je C: vjvy...vv; kontura u G. Ako v; € Vi, sledi da
v; € Vo, za i < k parno, i v; € Vi, za i < k neparno. To znaci da je k
parno, odnosno, da je C kontura parne duzine.

Obrnuto, mozemo bez umanjenja opstosti uzeti da je G = (V, E) po-
vezan netrivijalan graf koji nema neparnih kontura. Uoc¢imo v € V i sa
V1 oznacimo skup svih ¢vorova grafa G koji se nalaze na parnom rasto-
janju od v. Neka je V5 := V' \ V4. Tada v € Vj. Pokazimo da je (V1, Va)
particija skupa ¢vorova takva da ni u Vi ni u V5 ne postoje dva susedna
¢vora. Pretpostavimo suprotno, neka u V; postoje susedni ¢vorovi u i
w (Slika 7.10). Tada v € {u,w}. Posmatrajmo po jedan najkraéi u — v
i w — v put, recimo puteve U i W, redom. Neka je x ¢vor koji je na
najveéem rastojanju od v od svih ¢vorova koji se nalaze na putevima U i
W. Tada je v —x put U’ iste duzine kao i v — x put W/, jer u suprotnom
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vy

Slika 7.10: Najkraé¢i v — v i w — v putevi u G

postoji u —v put kracéi od U ili w —v put kracéi od W, §to je u suprotnosti
sa izborom ovih puteva. Putevi U i V su parne duzine, pa sledi da su
putevi u —x i w — x iste parnosti, odakle je u...x...wu kontura neparne
duzine. Kontradikcija. Sledi da je G bipartitan graf. O

7.6 Zadaci za veZzbu

Ako je u grafu G stepen svakog ¢vora bar 3, onda G sadrzi konturu
parne duzine. Dokazati.

Ako je u grafu G stepen svakog ¢vora bar 3, onda ne postoji ceo broj
d > 2 takav da je duzina svake konture u G deljiva sa d. Dokazati.

Dat je graf G = Py + K3.
(a) Odrediti polupre¢nik, precnik i centar grafa G.
(b) Odrediti broj ¢vorova i broj grana grafa L(G).

Dokazati da je graf G sa n ¢vorova, u kome je stepen svakog ¢vora

bar ”T_l — povezan. Odrediti precnik takvog grafa.

U grafu G bez kontura duzine 3, svaka dva nesusedna ¢vora imaju
tacno dva zajednicka suseda. Dokazati da je graf G regularan.

Odrediti maksimalan broj mostova u grafu sa n > 2 ¢vorova.
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(®)
(9)

(10)

(11)

(12)

150

Dokazati da kubni graf koji ima most, ima bar 10 ¢vorova.

Dokazati da svaki povezani graf sa n ¢vorova i n — 1 granom, n > 3
sadrzi artikulacioni ¢vor.

Dokazati da svaki povezan graf sa n ¢vorova i m grana, 3 <n <m
sadrzi konturnu granu.

Dokazati da ako je v artikulacioni ¢vor povezanog grafa G, onda v
nije artikulacioni ¢vor grafa G.

Dokazati da kubni graf ima artikulacioni ¢vor ako i samo ako ima
most.
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A fool sees not the same tree that a wise man sees.

(William Blake, The Marriage of Heaven and Hell,
" Proverbs of Hell”)
Klasa grafova koja igra izuzetno vaznu ulogu u ra¢unarskim naukama,

jer se koristi u velikom broju algoritama, jesu stabla. Iskoristi¢emo ovaj
prvi susret sa njima da otkrijemo neke njihove sustinske osobine, upo-
znamo se sa vrstama stabala koje se intenzivno koriste u rac¢unarstvu i
naucimo kako da ih prebrojavamo.

8.1 O stablu u Sumi

U prethodnom poglavlju smo konstantovali da svaki graf ima dve vr-
ste grana: konturne i mostove. Brisanje konturne grane nije uticalo na
povezanost grafa, dok brisanje mosta jeste. Pored toga, primetili smo da
postoje i grafovi kod kojih je svaka grana most, ili, drugacije re¢eno, gra-
fovi koji nemaju konturnih grana, a samim tim ni kontura. Oni zasluzuju
da im se posveti posebna paznja.

Definicija 1. Za graf koji ne sadrzi konture kazemo da je aciklican.
Aciklican graf se naziva jo$ i Suma. Stablo je povezana Suma, odnosno,
povezan aciklican graf.

Primer 2. Na Slici 8.1 data je jedna Suma koja se sastoji od nekoliko
stabala. Stabla su, dakle, komponente povezanosti Sume i to su, ujedno,
i najprostiji netrivijalni grafovi. A

Zanimljivo je da povezan graf bez konture nije jedini sinonim za stablo.
U sledeéoj teoremi je sakupljeno nekoliko korisnih na¢ina da opiSemo
stablo:

Teorema 3 (Karakterizacija stabala). Neka je T graf sa m ¢évorova.
Sledecéa turdenja su ekvivalentna:
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N e

o) o—~o
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Slika 8.1: Suma sa Sest stabala

0O

(1) T je stablo.

(2) T je aciklican i ima n — 1 granu.

(3) T je povezan i ima n — 1 granu.

(4) T je povezan i svaka njegova grana je most.

(5) Svaka dva ¢vora u T su povezana tacéno jednim putem.

(6) T nema kontura, ali dodavanjem bilo koje nove grane dobija se graf
sa tacno jednom konturom.

Dokaz. Umesto da pokazujemo ekvivalenciju svake dve od iznesenih tvrd-
nji, iskoristi¢emo ¢injenicu da se svaka ekvivalencija sastoji od dve impli-
kacije i pokaza¢emo

1) = 2 = @) = (@) = (6) = 6 = 1),
pomoc¢u matematicke indukcije po broju ¢vorova n:
Bl. Za n = 1 tvrdenje je trivijalno tacno.

IH. Neka tvrdenje vazi za sve grafove sa manje od n ¢vorova.
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8.1 O stablu u sumi

IK. Neka je T' graf sa n ¢vorova, gde je n > 2.

(1) = (2): T je stablo, odnosno, povezan aciklican graf, pa je
svaka grana most. Brisanjem proizvoljne grane e, T se ,ras-
pada‘“ na dve komponente povezanosti, od kojih je svaka stablo
sa manje od n ¢vorova, pa za njih vazi induktivna hipoteza.
To znaci da jedna komponenta ima k ¢vorova i k — 1 granu,
dok druga ima n — k ¢vorova i n — k — 1 granu, pa sledi da T’
ima ukupno

k—14+n—k—-—141=n—1 grana.

(2) = (3) : Pretpostavimo da T nije povezan. Tada je svaka nje-
gova komponenta povezanosti stablo, tj. komponente poveza-
nosti 11,715, ..., T, imajuredom n;—1,n0o—1,...,n;—1 grana,
k > 2. Sledi da T" ima ukupno

n—1+n—14+---4+n—1=n—k<n-—2grana.

Time dolazimo u kontradikciju sa ¢injenicom da 7" ima n — 1
granu, pa 1 mora biti povezan graf.

(3) = (4) : Pretpostavimo da 7' ima granu koja nije most. Nje-
nim brisanjem se dobija povezan graf sa n ¢vorova i n — 2
grane, ¢ime dolazimo u kontradikciju sa Tvrdenjem 11.

(4) = (5): T je povezan, pa su svaka dva ¢vora povezana pu-
tem. Pokazimo da je taj put jedinstven. U tu svrhu, pretpo-
stavimo suprotno, neka u T postoje ¢vorovi u i v povezani sa
dva razli¢ita puta, oznac¢imo ih sa Wi i Ws5. Uocimo ¢vor x
koji se nalazi na oba puta, takav da je put u — x pocetni deo
i puta Wy i puta Wy (Slika 8.2) i koji ima susede y i z takve
daye V(W) \V(Wsy), aze V(W) \ V(Wp). Primetimo da
takav ¢vor mora da postoji, s obzirom da su putevi razlic¢iti.
Zatim uo¢imo ¢vor w takav da putevi z — w (sadrzan u W)
iz —w (sadrzan u Ws) imaju zajednicke samo ¢vorove z i
w. Tada ova dva puta obrazuju konturu u 7', pa ne mogu sve
grane biti mostovi. Kontradikcija.
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Slika 8.2: Razlic¢iti putevi sa dva zajednicka ¢vora

(5) = (6) : Svaka dva ¢vora u T spojena su putem, pa dodava-
njem grane izmedu njih dobijamo konturu. Pokazimo da je
ona i jedinstvena. Pretpostavimo suprotno, neka dodavanjem
grane e = uv u 1 nastaju dve razlic¢ite konture, C i C5. Neka
je C1 = uuqus ... upvu, a Co = uvive ... vvu, gde je k < [.
Uoc¢imo najmanje i € {1,...,k} takvo da je u; # v; i najma-
nje j > i, takvo da je u; = v, za neko s > i (ako takvo ne
postoji, onda uo¢imo v). Tada je

Ui—1U . .. ’LL]'US,1 V01
kontura koja ne sadrzi e, pa T ima konturu. Medutim, tada

izmedu u i v postoje dva razli¢ita puta. Kontradikcija.

(6) = (1) : Pretpostavimo da je T nepovezan. Dodavanjem grane
koja spaja ¢vorove iz razli¢itih komponenti povezanosti ne do-
bijamo konturu, pa dolazimo u kontradikciju. Sledi da T" mora
biti povezan.

O

Prethodna teorema ima zanimljive posledice koje nam ukazuju na do-
datne osobine stabala.

Posledica 4. U svakom stablu sa bar dva ¢évora postoje bar dva viseca
cvora.
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8.2 O stablima u racunarstvu

Dokaz. Neka je T stablo sa n ¢vorova. Iz Prve teoreme teorije grafova
imamo

ié(vz) =2n — 2.
i=1

Pretpostavimo da T' ima najvise jedan viseéi ¢vor. Tada je

2n—2= d(v;) >2(n—1)+1=2n—1,
=1

¢ime smo dosli u kontradikciju. U

Stabla sa ta¢no dva viseca ¢vora smo veé upoznali — to su nista drugo
do lanci F,. S druge strane, maksimalan broj vise¢ih ¢vorova u stablu je
n—11 dostize se u slu¢aju jos jednog nama poznatog stabla — zvezde 5,.
Cvorove stabla koji nisu viseéi nazivamo unutrasnjim évorovima stabla.

Bilo da je v visedi ili unutrasnji ¢vor stabla, jedno je sigurno: v se ne
nalazi ni na jednoj konturi, jer ih stabla ne sadrze. Samim tim, stabla ne
sadrze ni konture neparne duzine, pa zbog Teoreme 27 vazi:

Posledica 5. Svako netrivijalno stablo je bipartitan graf.

Isti argument moZemo primeniti i na Sumu, pa njegovim kombinova-
njem sa ¢injenicom da je svaka komponenta povezanosti Sume stablo i da
svako stablo ima jednu granu manje nego Sto ima ¢vorova dobijamo:

Posledica 6. Svaka suma sa n > 2 ¢vorova je bipartitan graf. Ako ima
k komponenti, onda je broj grana u toj sumi jednak n — k.

8.2 O stablima u racunarstvu

Stabla imaju veoma Siroku primenu u ra¢unarstvu, jer se koriste u raz-
nim algoritmima za pretrazivanja, kao i generalno u situacijama u kojima
je neophodno razmatranje neke hijerarhije. Ovakve primene zahtevaju i
poseban pogled na stabla, pa se stoga u racunarskim naukama najcesée
govori o korenskom, binarnom i pokrivajucem stablu.
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Definicija 7. Korensko stablo je stablo u kojem je jedan ¢vor posebno
oznaCen i naziva se koren, ¢ime se uspostavlja odredena orijentacija u
stablu. Viseéi ¢vorovi takvog stabla nazivaju se listovi.

Kao sto je ve¢ nagovesteno u definiciji korenskog stabla, ovakav pogled
na stablo uspostavlja hijerarhiju nad skupom ¢vorova i rasporeduje ih na
nivoe. Ukoliko se pazljivom ¢itaocu ovo uc¢ini kao ve¢ videno, mozemo mu
samo potvrditi da je u pravu. Ovakvu konstrukciju smo veé sreli u prici o
iskaznoj logici, pa se prisetimo da je ¢vor direktno ,iznad“ posmatranog
¢vora u korenskom stablu njegov roditelj, dok su ¢vorovi koji se nalaze
direktno ,,ispod “ njegova deca. Pomenimo jos i da su preci datog ¢vora svi
oni ¢vorovi koji se nalaze na putu od njega do korena, dok su potomci ili
naslednici svi ¢vorovi na putu od posmatranog ¢vora do listova. Primeri
ovakvih konstrukcija u svakodnevnom zivotu su recimo porodicna stabla,
koja su ovde najverovatnije i posluzila kao inspiracija.

Primer 8. Na Slici 8.3 dat je primer jednog korenskog stabla. U ovom

V12

V13 V14 V15

Slika 8.3: Primer korenskog stabla

sluc¢aju koren je ¢vor vy, listovi su wve, vy, vg, V7, V10, V12, V13, V14, V15, dOk
su preostali ¢vorovi unutrasnji. A

Medu svim korenskim stablima izdvajaju se binarna stabla.

Definicija 9. Binarno stablo je korensko stablo u kojem je tacno jedan
¢vor (koren) stepena 2, dok su ostali évorovi stepena 1 ili 3.
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8.2 O stablima u racunarstvu

Slika 8.4: Dva binarna stabla na skupu od 13 ¢vorova

Na Slici 8.4 predstavljena su dva binarna stabla, svako sa 13 ¢vorova.

Jasno je da svaki ¢vor koji nije list u binarnom stablu ima tacno dva
deteta, pa razlikujemo levo i desno dete. Primetimo i da je broj ¢vorova
u binarnom stablu uvek neparan broj, jer ima ta¢no jedan ¢vor parnog
stepena, dok su svi ostali neparnog stepena, a takvih mora biti paran broj
u grafu. Stavise, zbog specificnosti u ogranicenju broja dece koje moze
imati ¢vor u binarnom stablu, u mogué¢nosti smo da precizno odredimo

broj listova.
Tvrdenje 10. Broj listova u binarnom stablu sa n ¢vorova jednak je ”T‘H

Dokaz. Neka je I broj listova u binarnom stablu T" sa n ¢vorova. Iz Prve
teoreme teorije grafova imamo

124014 (n=1-10)-3=) 6(v;) =2n -2,
i=1
odakle sledi da je I = ”T‘H O

Za razliku od korenskog i binarnog stabla koji se vezuju za probleme
koji zahtevaju postojanje uredenja, odnosno hijerarhije, pokrivajuéa sta-
bla su neizbezna u problemima pretrazivanja.

Definicija 11. Pokrivajuce stablo je pokrivajuéi podgraf koji je stablo.
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Slika 8.5: Graf i njegovo pokrivajuce stablo

Primer 12. Na Slici 8.5 dato je jedno pokrivajuée stablo T grafa G. A

Drugim re¢ima, pokrivajuce stablo nekog grafa, ukoliko postoji, je nje-
gov ,kostur“. Ko su, dakle, kicmenjaci medu grafovima, odnosno, koji
grafovi imaju pokrivajuce stablo?

Tvrdenje 13. Graf je povezan ako i samo ako ima pokrivajuce stablo.

Dokaz. Neka je dat povezan graf G. Ako on ne sadrzi konturu, onda je G
stablo, pa je ujedno i pokrivajuce. U suprotnom, G sadrzi konturu. Pri-
metimo da brisanje jedne grane iz konture ne uti¢e na povezanost grafa
dobijenog na ovaj nacin iz G, pa ovu operaciju ponavljamo sve dok ne
dobijemo aciklican graf, sto ¢e se desiti posle konaéno mnogo koraka. Na
taj nacin smo konstruisali trazeno pokrivajuce stablo.

Obrnuto, ukoliko graf ima pokrivajuce stablo, onda u njemu postoji je-
dinstveni put izmedu svaka dva ¢vora, pa je povezan. O

Primetimo i da graf moze imati nekoliko razli¢itih pokrivajuéih stabala.
Na Slici 8.6 data su joS dva pokrivajuca stabla grafa G sa Slike 8.5.

8.3 O prebrojavanju i kodiranju stabala

Videli smo da je prebrojavanje oznacenih grafova za dati broj ¢vorova i
grana zadatak koji nije nimalo tezak ukoliko znamo najosnovnije iz kom-
binatorike. Medutim, da li je ovaj zadatak podjednako lak ako pokusamo
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8.3 O prebrojavanju i kodiranju stabala

Uy Uy
Ue Ug Ue Ug
U2 U2
u1o u1o
T1 . Uy T2 . Uy
u3z o u3z o
usg
Us

0/77 0/77 ug

Us

Slika 8.6: Pokrivajuée stablo nije jedinstveno

da prebrojimo oznacena stabla? Broj ¢vorova i broj grana nam je poznat
iz. prethodnog, ali tu je i dodatni uslov povezanosti (ili acikli¢nosti) koji
nam moze otezati reSavanje ovog problema. Da bismo stekli ideju o tome
kako se razvija broj razli¢itih oznacenih stabala porastom broja ¢vorova,
pokusajmo da prebrojimo sva takva za , male“ skupove ¢vorova.

Primer 14. Prebroja¢emo oznacena stabla na skupovima ¢vorova veli¢ine
najvise 4:

e Na skupu V' = {1} imamo samo jedno oznaceno stablo K.
e Na skupu V = {1,2} imamo samo jedno oznaceno stablo Ks.
e Na skupu V = {1,2,3} imamo tri oznacena stabla Ss.

e Naskupu V = {1,2,3,4} imamo Sesnaest oznacenih stabala. Cetiri
dobijamo oznacavanjem zvezde Sy, a preostalih dvanaest oznacava-
njem lanca Pj.

A

Iako nam ovo ne daje odmah intuiciju da li se (i kako) moze doéi do
formule za prebrojavanje, to ne znaci da na ovo pitanje ne postoji odgovor.
Stavise, ispostavlja se da je to moguée uéiniti i da je formula izuzetno
jednostavne forme, ali i da se do nje dolazi uz izvesne poteskoce.
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Teorema 15 (Cayley, 1889). Broj oznacenih stabala na skupu od n
¢vorova jednak je
n"2,

Postoji nekoliko dokaza ove teoreme. Mi ¢emo se u ovom tekstu skon-
centrisati na Priiferov dokaz iz 1918. godine. Razlog lezi u ¢injenici da
je ovaj dokaz pre svega konstruktivne prirode, kao i da nam daje jedan
veoma kompaktan nacin da stablo na jedinstven nacin ,zapakujemo“ u
string, Sto moze biti od koristi u radu sa stablima u racunarskoj praksi.

Dokaz. Osnovna ideja dokaza je da se pokaze postojanje bijekcije izmedu
skupa svih oznacenih stabala na skupu od n ¢vorova i skupa svih nizova
¢vorova duzine n — 2, kojih ima n™ 2. Time ¢ée oba ova skupa biti iste
veli¢ine, pa ¢emo na taj nacin i dobiti trazeni broj oznacenih stabala.
Neka je dat skup évorova V' = {1,2,...,n} i neka je T proizvoljno
stablo sa ovim skupom ¢vorova. Definisimo preslikavanje f koje datom
stablu dodeljuje niz duzine n — 2 nad datom azbukom V na sledeé¢i nacin:

Korak 1: U listi ¢vorova 1,2, ...,n nademo prvi koji je viseéi u T' = Ty,
izbrisemo ga iz stabla, odnosno, liste, ¢ime smo dobili novo stablo
T1, a na prvo mesto u nizu upiSemo ¢vor koji je njegov jedini sused.
Obratimo paznju na to da brisanje viseteg ¢vora podrazumeva i
brisanje visece grane.

Korak i: U listi dobijenoj u (i — 1)-om koraku pronademo prvi ¢vor koji
je viseéi u stablu T;_;. Njega izbriSemo iz stabla i liste i dobijemo
novu listu i stablo T;, a na i-to mesto u nizu upiSsemo ¢vor koji je
njegov jedini sused.

Ovaj postupak se zavrsava u (n — 2)-om koraku, u kojem dobijamo
stablo T},_o koje je izomorfno sa Ko i niz duzine n — 2. Na ovaj nacin
smo stablu T" jednozna¢no pridruzili niz duzine n —2. Dobijeni niz poznat
je kao Priiferov kod tog stabla.

Obrnuto, za svaki niz (vi,vs,...,v,—2) duzine n — 2 nad azbukom V'
odgovarajuce stablo konstruiSemo pomoc¢u sledeée procedure rekonstruk-
cije:
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8.3 O prebrojavanju i kodiranju stabala

Korak 1: Odredimo stepen svakog ¢vora iz skupa V' = {1,2,...,n}. Ste-
pen ¢vora i ¢e biti broj pojavljivanja broja i u nizu (vy, v, ..., v,—2)
uveéan za 1 (grana koja ga vezuje za ostatak stabla u trenutku kad
je viseéi ¢évor). Formiramo niz stepena ¢vorova tako $to na prvo
mesto upiSemo stepen ¢vora 1, na drugo stepen ¢vora 2 itd.

Korak 2: U nizu stepena ¢vorova uoc¢imo prvi koji je jednak 1. Neka je to
j-ti ¢lan niza. Nacrtamo granu jvi. Smanjimo stepen j-tog ¢lana i
¢vora vy za po 1.

Korak 3: Novodobijeni niz proglasimo za niz stepena ¢vorova.

Korak 4: Primenimo Korake 2 i 3 na sve ¢lanove niza (vi,ve,...,Up—2).

Na kraju nam preostanu jos dva ¢lana u nizu stepena Cvorova koji su
jednaki 1. Njihovim povezivanjem zavrSava se proces rekonstrukcije.

Graf dobijen ovim postupkom je jedinstven za dati niz (vq, va, ..., Vp—2)
i ima n ¢évorova, n — 1 granu i aciklican je, jer svaki put kad dodamo
granu ili dodamo novi ¢vor ili povezemo dve komponente povezanosti.
Zakljucujemo da je u pitanju stablo.

S obzirom da smo konstruisali injektivno preslikavanje iz skupa oznace-
nih stabala na skupu od n évorova u skup nizova duzine n—2 nad azbukom
od n slova i obrnuto, sledi da izmedu ova dva skupa postoji bijekcija, ¢ime
je dokaz zavrsen. O

Ovu tehniku ¢emo demonstrirati u slede¢em primeru:

Primer 16. Dokaz prethodne teoreme nas uci tome kako da kodiramo
dato oznaceno stablo sa n ¢vorova kao niz duzine n — 2 i kako da izvrsimo
dekodiranje. Odredi¢emo prvo Priiferov kod stabla sa Slike 8.7.

Slika 8.7: Odredivanje Priiferovog koda oznacenog stabla
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Najmanji viseéi ¢vor je 3. Njega briSemo, a na prvo mesto u nizu koji
konstruiSemo upisujemo njegovog jedinog suseda — ¢vor 9. U novodobi-
jenom stablu najmanji ¢vor je 5, njega briSemo i upisujemo 8 na drugo
mesto u nizu, i nastavljamo sa ovim postupkom (Tabela 8.1) sve dok nam

¢vor koji briSemo iz stabla | 3 |5 |6 | 789|114

¢vor koji upisujemouniz |9 | 8|1 |1 |2 |1|4]|2

Tabela 8.1: Formiranje Priiferovog koda

ne ostanu ¢vorovi 2 i 10 povezani granom. Time smo dobili trazeni niz
(9,8,1,1,2,1,4,2) duzine 8 i to je Priiferov kod za dato stablo.

Iskoristimo sada ovaj niz da bismo rekonstruisali stablo. Prvo ¢emo
odrediti sve stepene ¢vorova u stablu po formuli broj pojavljivanja u kodu
uvecan za 1. Zatim vr§imo izmene na ovom nizu stepena ¢vorova na nacin
opisan u dokazu prethodne teoreme (Tabela 8.2, u poljima su opisane
promene na stepenima ¢vorova pri prolasku kroz kod, gde elementi koda
predstavljaju imena odgovarajucéih kolona):

<
—

<
=

¢évor

OO || U x| W D] —
Y e R M K S

—_
o

Tabela 8.2: Formiranje stabla

Pri crtanju stabla, u svakom koraku se dodaje grana izmedu ¢vorova
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8.4 Zadaci za vezbu

kod kojih je doslo do promene stepena u odnosu na prethodnu kolonu, Sto
je oznaceno sivom bojom u tabeli. Prate¢i ovaj postupak, zaista ponovo
dobijamo stablo prikazano na Slici 8.7, crtanjem, redom, grana {3,9},
{5,8}, {6,1}, {7,1}, {8,2}, {9,1}, {4,1} i {4,2}. Na kraju nam preostaju
tacno dva ¢vora stepena 1 i, kao poslednju, crtamo granu {2, 10}. AN

8.4 Zadaci za veZbu

(®)

Svako stablo ima ili jedan centralni évor ili dva centralna ¢vora koji
su susedi. Dokazati.

Nadi sva neoznacena stabla sa n = 7 ¢vorova.

Oznacimo sa nj broj viseéih ¢vorova nekog stabla, a sa ¢ broj
¢vorova stepena veceg od 2. Dokazati da ako to stablo ima bar
dva ¢vora, onda je ni > ¢+ 2.

Dokazati da je niz prirodnih brojeva dy, do, . . . d;, niz stepena ¢vorova
nekog stabla ako i samo ako je dy +do + -+ +d,, =2(n — 1).

Za koje sve prirodne brojeve d > 1 postoji stablo sa 2014 ¢vorova
kod koga su svi ¢vorovi koji nisu viseéi stepena d?

Koliko ima poluregularnih stabala sa 17 ¢vorova?

Neka je T stablo, A = A(T) i fi broj ¢vorova stepena k u tom
stablu. Dokazati da je

A

fi=2+) (k=2)fs

k=3

a) Odrediti Priiferov kod stabla sa slike.
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kod (7,7,2,6,2,3,8).
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9 Eulerovi i Hamiltonovi grafovi

Uber sieben Briicken musst du geh'n
Sieben dunkle Jahre iibersteh'n
Siebenmal wirst du die Asche sein
Aber einmal auch der helle Schein

(Helmut Richter, 1978)

Na kraju naSeg kratkog obilaska najosnovnijih fenomena teorije grafova

upoznacemo se sa dve zanimljive klase grafova: jednu Cine grafovi koje

mozemo nacrtati iz jednog poteza, ne dizuci ruku sa papira, dok je u

drugoj moguce pronaci rutu na kojoj se nalaze svi ¢vorovi grafa i svaki
mozemo posetiti tatno jednom pri obilasku te rute.

9.1 Leonhard Euler i problem mostova u Konigsbergu

Pocetak ove price ujedno je i pocetak teorije grafova. Godina je 1735.
i nalazimo se u Konigsbergu, gradu sa sedam mostova na reci Pregel
(danasnjem Kalinjingradu). Dva ostrva takode pripadaju gradu, pa su
mostovi izgradeni tako da povezuju ili dve obale reke ili jednu od obala
sa jednim od ostrva ili dva ostrva. Ako obale ozna¢imo sa B i C, a ostrva
sa A i D, raspored mostova mozemo prikazati pomoc¢u Slike 9.1.

Omiljena zabava stanovnika grada u to vreme bila je Setnja preko grad-
skih mostova. Neko je postavio sledeéi izazov:

Da li je moguée organizovati obilazak grada, tako da se preko svakog
mosta prede tatno jednom? Do ostrva je moguce sti¢i samo preko mostova
i svaki most se mora u potpunosti predi.

Mnogobrojni pokusaji se zavrSavaju bezuspesno, ali stanovnici grada
ne gube nadu i ne odustaju. Sve dok...

U gradu boravi i Leonhard Euler, koji razmatra malo ovaj problem i
ubrzo dolazi do zaklju¢ka da ovakav obilazak ne postoji. To je trenutak
rodenja teorije grafova. Doduse, da bi bila zvani¢no i prepoznata kao
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B

C

Slika 9.1: Matematicki model problema mostova u Konigsbergu

posebna matematicka oblast, proé¢i ée jos dva veka — prvi udzbenik iz
teorije grafova objavljen je tek 1936. godine, a autor je bio Dénes Konig.

U cast resavaca pomenutog problema, prizeljkivana putanja je nazvana
po njemu.

Definicija 1. Za stazu u povezanom grafu G kazemo da je FEulerova
staza, ako svaka grana iz F(G) pripada toj stazi. Za Eulerovu stazu u
kojoj se pocetni i zavrsni ¢vor poklapaju kazemo da je zatvorena Fulerova
staza.

Graf je polueulerov ako sadrzi Eulerovu stazu, a Fulerov ako sadrzi za-
tvorenu Eulerovu stazu.

Definicija, kao i sva tvrdenja vezana za (polu)Eulerove grafove vaze i u
sluc¢aju opstih grafova.

Primer 2. Na Slici 9.2 prikazano je nekoliko grafova.
Pri tome je graf G; Eulerov, G2 je polueulerov, ali nije Eulerov, dok
('3 nije ni Eulerov ni polueulerov. A

Naravno, pronalazenje Eulerove staze, odnosno, pokazivanje da takva
ne postoji u datom grafu moze biti prilicno zahtevno, pa se dajemo u po-
tragu za nekim jednostavnijim testom. Ispostavlja se da Eulerove grafove
uopste nije teSko prepoznati.
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Gli GQ: Gg:@

Slika 9.2: Grafovi i eulerovost

Teorema 3 (Karakterizacija Eulerovih grafova). Povezan graf je Eulerov
ako 1 samo ako su mu svi ¢vorovi parnog stepena.

Dokaz. Neka je G povezan Eulerov graf. Tada on ima zatvorenu Eulerovu
stazu. Uocimo proizvoljan ¢vor u i krenemo po toj stazi. Na pocetku je
stepen ¢vora u inicijalizovan na 1 dok su svi preostali ¢vorovi inicijalizo-
vani na 0. Pri svakom ,prolasku“ kroz neki ¢vor, njegov stepen se uveca
za 2, a stepen ¢vora u se na kraju uveéa za jos 1. Kada zavrsimo obilazak
zatvorene Eulerove staze prosli smo sve grane ta¢no jednom i svi ¢vorovi
su parnog stepena.

Obrnuto, neka je G graf sa svim ¢vorovima parnog stepena. Pokazimo
da je G Eulerov graf indukcijom po broju grana m:

Bl. Za m = 3 jedini povezan graf ¢iji su svi ¢vorovi parnog stepena je C3
koji je ocigledno Eulerov.

IH. Neka je svaki povezan graf ¢iji su svi ¢vorovi parnog stepena i ima
manje od m grana Eulerov.

IK. Neka G ima m grana. Kako je G povezan i svi ¢vorovi parni, to je
d(G) > 2, pa G ima konturu C. Posmatramo graf G’ koji dobijamo
iz G odstranjivanjem svih grana konture C'. Tada svaka kompo-
nenta povezanosti grafa G’ ima manje od m grana i svi ¢vorovi su
i dalje parnog stepena, jer im je stepen ili ostao nepromenjen ili se
smanjio za 2. Stoga iz induktivne hipoteze sledi da je svaka kompo-
nenta Eulerov graf. Zatvorena Eulerova staza u G se sada dobija na
sledeé¢i nac¢in: Uocimo ¢vor u konturi C' i obilazimo konturu. Kada
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dodemo u ¢vor koji pripada nekoj komponenti grafa G’ obidemo tu
komponentu po njenoj zatvorenoj Eulerovoj stazi i nastavimo obi-
lazak do sledeée komponente. Postupak ponavljamo sve dok se ne
vratimo u u.

O

Teorema o karakterizaciji Eulerovih grafova za posledicu ima karakte-
rizaciju polueulerovih grafova:

Posledica 4. Povezan graf je polueulerov ako i samo ako ima najvise
dva neparna ¢vora.

Dokaz. Neka je povezan graf polueulerov. Tada on sadrzi Eulerovu stazu.
Ako je ta staza zatvorena, iz prethodne teoreme sledi da su svi ¢vorovi
parnog stepena. U suprotnom, staza je otvorena, pa ¢emo obilaskom kao
u dokazu Teoreme 3, dobiti da su krajnji ¢vorovi ove staze neparnog, a
svi unutrasnji parnog stepena.

Obrnuto, neka su najvise dva ¢vora povezanog grafa neparnog stepena.
Ukoliko su svi parnog stepena, graf je Eulerov. Broj neparnih ¢vorova
mora biti paran, pa sledi da posmatrani graf ima ta¢no dva neparna ¢vora,
recimo u i v. Dodajmo u graf pomoéni ¢vor w i grane uw i vw. Time smo
dobili graf ¢iji su svi ¢vorovi parni, pa je on Eulerov, a samim tim ima i
zatvorenu Eulerovu stazu. Ta staza mora da sadrzi grane uw i vw, jer su
to jedine dve grane incidentne sa ¢vorom w. Brisanjem ¢vora w dobijamo
otvorenu Eulerovu stazu pocetnog grafa, pa je on polueulerov. ]

9.2 Put oko sveta Williama Rowana Hamiltona

Stotinjak godina nakon $to je Euler razresio misteriju mostova grada
Konigsberga, jedna nova igra izazvala je Sire interesovanje. William Ro-
wan Hamilton je svetu ponudio 1857. godine slede¢u zanimaciju: geome-
trijsko telo dodekaedar posluzilo je kao model zemaljske kugle, a njegova
temena su igrala ulogu dvadeset gradova koje je trebalo obiéi na putu oko
sveta. Pravila su bila jednostavna: igra¢ mora posetiti svaki od dvadeset
gradova ta¢no jednom i zavrsiti putovanje u gradu iz kojeg je krenuo na
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put. To ¢ini pomocu jedne pantljike, koja se zaka¢i za pocetno teme, a
zatim obmota oko svakog temena kroz koje se prode nakon toga i time
se obelezi putanja. Postojala je i planarna verzija ove igre koja je zahte-
vala projekciju dodekaedra na ravan, koja je verovatno jednostavnija za
razmatranje i proucavanje (Slika 9.3).

Slika 9.3: Hamiltonova igra i jedno njeno resenje

Nama je iz ove perspektive jasno da gledamo ni u §ta drugo do crtez
jednog 3-regularnog grafa, a trazeno reSenje problema je kontura koja
sadrzi sva temena grafa koji predstavlja dodekaedar.

Postavlja se pitanje da li je dodekaedar jedini primer grafa na kojem se
ovakva igra moze igrati ili mozemo prosiriti raznovrsnost polja za ovakvu
igru. Kao sto se da naslutiti, moguénost izbora polja za ovakvu igru
postoji i time je motivisana slede¢a definicija:

Definicija 5. Za put u povezanom grafu G kazemo da je Hamitonov put,
ako svaki ¢vor iz V(G) pripada tom putu. Za Hamiltonov put u kojem
se pocetni ¢vor poklapa sa zavrsnim kazemo da je Hamiltonova kontura.
Povezan graf je poluhamiltonov ako sadrzi Hamiltonov put, a Hamiltonov
ako sadrzi Hamiltonovu konturu.

Primer 6. Na Slici 9.4 prikazano je nekoliko grafova.
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Gy: Gs: Gs:

Slika 9.4: Grafovi i hamiltonovost

Pri tome je graf G; Hamiltonov, G5 je poluhamiltonov, ali nije Hamil-
tonov, dok G5 nije ni Hamiltonov ni poluhamiltonov. A

Ohrabreni razvojem dogadaja kod Eulerovih grafova, mozemo se na-
dati da problem jednostavnog testiranja hamiltonovosti grafova mozemo
razreSiti na zadovoljavajuci nacin, jer pronalazenje Hamiltonove konture
za dati graf moze biti neprijatan i zahtevan posao. Nazalost, situacija je
ovde nesto drugacija.

Za razliku od Eulerovih grafova, Hamiltonovi grafovi jos uvek nisu oka-
rakterisani, u smislu da ne postoji kriterijum koji ih opisuje na koristan i
operativan nac¢in. Dakle, u pitanju je jedan otvoren problem. Zbog toga
¢emo se skoncentrisati na pronalazenje potrebnih i dovoljnih uslova da bi
graf bio Hamiltonov.

Potreban uslov da bi graf bio Hamiltonov dat je u slede¢em tvrdenju:

Tvrdenje 7. Neka je G Hamiltonov graf i neka je ) # S C V(G). Tada
vazi
k(G —-S) <|S|.

Dokaz. Neka je C' Hamiltonova kontura u grafu G. Kako su sve grane
grafa C'— .5 ujedno i grane grafa G — S, G — S potencijalno sadrzi i neke
dodatne grane, sledi da je k(C'—S) > k(G —5). S druge strane brisanjem
¢vorova skupa S iz konture C' ne mozemo dobiti graf koji ¢e imati vise od
|S| komponenti povezanosti, pa je k(C' — ) < |S|. Tvrdenje sada sledi iz
dve ustanovljene nejednakosti. O

Ispostavlja se da su Hamiltonovi grafovi dobro povezani i da nemaju
slabih karika:
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9.2 Put oko sveta Williama Rowana Hamiltona

Posledica 8. Hamiltonov graf nema mostove ni artikulacione cvorove.

Dokaz. Pretpostavimo da G ima artikulacioni ¢vor v. Tada G — v ima
bar dve komponente povezanosti. S druge strane, iz prethodnog tvrdenja
je k(G —v) < |[{v}| =1, ¢ime dolazimo do kontradikcije, pa G ne moze
imati artikulacioni ¢vor.

Pretpostavimo da G ima most e. Tada je G — e nepovezan. S druge
strane, e ne pripada Hamiltonovoj konturi, pa je G — e i dalje povezan.
Kontradikcija. Sledi da G ne moze imati ni most. O

Drugim rec¢ima, ako u grafu konstatujemo prisustvo mostova ili arti-
kulacionih ¢vorova, mozemo biti sigurni da se ne radi o Hamiltonovom
grafu.

Sto se tice dovoljnih uslova, na raspolaganju nam je nekoliko rezultata.
Prvi od njih jeste istovremeno i potreban, ali je operativno upotrebljiv
samo u vrlo specijalnim sluc¢ajevima, pa mu ne mozemo pridavati veliku
vaznost kao potrebnom uslovu — njegova vrednost je viSe teoretska nego
prakti¢na. Da bismo formulisali ovaj rezultat, moramo se upoznati sa
jednim novim operatorom na grafovima.

Definicija 9. Zatvorenje cl(G) grafa G je graf koji se dobija od G doda-
vanjem grana izmedu nesusednih ¢vorova ¢iji je zbir stepena bar |V (G)|,
sve dok je to moguce.

Primer 10. Na Slici 9.5 prikazani su graf G i njegovo zatvorenje cl(G).
Grane koje su dodate u procesu konstrukcije zatvorenja oznacene su is-

U1
v7 V2
G:
Ve s
Us V4
Slika 9.5: Graf i njegovo zatvorenje
prekidanom linijom. A
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Teorema 11 (Bondy, Chvéatal 1972). Graf je Hamiltonov ako i samo ako
je njegovo zatvorenje Hamiltonov graf.

Dokaz. Ako je graf G Hamiltonov, onda sadrzi Hamiltonovu konturu,
koju onda sadrzi i njegovo zatvorenje, pa je time i cl(G) Hamiltonov.

Obrnuto, neka je cl(G) Hamiltonov. Pretpostavimo da G nije Hamil-
tonov. Neka je G = Go,G1,...,G, = cl(G) niz grafova koji se dobijaju
rekurzivnim dodavanjem grana u konstrukciji zatvorenja. Tada postoji
i€ {0,1...k}, takvo da G; nije, a G;+1 = G; + uv jeste Hamiltonov graf.
Tada su w i v nesusedni u G; i dg,(u) + dg,(v) > n. Osim toga, svaka
Hamiltonova kontura C' u G4 sadrzi granu uv, a C — uv je Hamiltonov
put u G; (C —uv = uws ... w,_1v, Slika 9.6)

P -~

U= wp s N
Q O O———— e ol 5 ...... _‘o_
N W2 w3 Wi—1 »Wj Wn ="
~ //
~ -
~S o _-

- - -

Slika 9.6: Hamiltonov put i Hamiltonova kontura u G;

Primetimo da ako je ¢vor u G; susedan sa ¢vorom w;, onda v nije suse-
dan sa w;_1. Da bismo se uverili u tacnost ove tvrdnje, pretpostavimo da
je susedan. Tada G; ima Hamiltonovu konturu w...w;...v ... w;—1 ... u.
Odavde sledi da, ako je dg,(u) = k, onda je dg,(v) < n —k — 1, pa
je 0g,(u) +dg;(v) < k+n—k—1=n—1, §to je u suprotnosti sa
da; (u) + dg,; (v) > n. Zakljuéujemo da G mora biti Hamiltonov. O

Kao sto vidimo hamiltonovost nekog grafa zavisi od hamiltonovosti
grafa koji ima jo$ viSe grana, pa se o¢ekuje da je istu osobinu po pravilu
jos teze proveriti. Ovo pravilo ipak ima jedan izuzetak — odgovor je
jednostavan ukoliko je cl(G) potpun graf, buduéi da su ovakvi grafovi
Hamiltonovi.

Naredna dva rezultata, iako dobijena nezavisno i pre gore navedene
teoreme, mogu se posmatrati i dobiti kao njene posledice:
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Posledica 12 (Ore 1960). Neka je G graf sa n ¢vorova, n > 3, takav da
za svaka dva nesusedna ¢vora u i v iz V(G) vazi

d(u) +0(v) > n.
Tada je G Hamiltonov.

Dokaz. Ako za svaka dva nesusedna ¢vora u i v grafa G vazi 6(u)+d(v) >
n, onda je cl(G) = K,,. Kako je K, uvek Hamiltonov, za n > 3, tvrdenje
sledi iz prethodne teoreme. ]

Posledica 13 (Dirac 1952). Neka je G graf sa n ¢vorova, n > 3, takav
da za svaki évor u iz V(G) vazi

o(u) >

SE

Tada je G Hamiltonov.

Dokaz. Neka su u i v proizvoljni nesusedni ¢vorovi u G. Tada je

am+&ng+g:m

pa tvrdenje sledi iz Posledice 12. O

9.3 Zadaci za veZzbu

(1) U danasnjem Kalinjingradu postoje jos dva dodatna mosta, jedan
izmedu obala B i (', i jedan izmedu obale B i ostrva D. Da li je
sada moguce trasirati put preko svih mostova, tako da svaki bude
preden samo jednom?

(2) (a) Dali postoji regularan Eulerov graf sa parnim brojem évorova
i neparnim brojem grana?
(b) Dali postoji Eulerov graf sa parnim brojem ¢vorova i neparnim
brojem grana?

(3) Povezan graf je Eulerov ako i samo ako se skup njegovih grana moze
razbiti na disjunktne (po granama) konture. Dokazati.
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Ispitati da li se povezan graf sa 2k neparnih ¢vorova moze se razloziti
na k staza.

Dokazati da je Ky 2,3, Hamiltonov za svako pozitivho n, a da
K, 9n,3n+1 nije Hamiltonov ni za jedno pozitivno n.

Da li je Petersenov graf Hamiltonov? Obrazloziti odgovor.

Neka je G regularan graf, takav da je G nepovezan. Dokazati da je
G Hamiltonov.

Ako je broj grana grafa G sa n ¢vorova m > %(n2 —3n + 6), tada
graf G ima Hamiltonovu konturu. Dokazati.

Ako je G Eulerov graf, onda je L(G)

(a) Eulerov;

(b) Hamiltonov.
Dokazati.
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