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PREDGOVOR

Ova kǌiga je pisana prema predavaǌima koje je autor dr�ao
iz predmeta Linearna algebra za studente matematike prve
godine raznih smerova. Svakako je mogu koristiti i ostali
studenti koji sluxaju neki predmet sa uvodnim sadr�ajem
iz linearne algebre. Izlo�eni materijal po delovima je
na sliqan naqin predstavǉen u mnogim drugim kǌigama iz
linearne algebre, pa i algebre uopxte kao xto su [1], [3], [8],
[9],[10], [11], ali je ovde prilago�en planu i programu kursa
Linearna algebra iz 2018. godine Departmana za matem-
atiku i informatiku Prirodno-matematiqkog fakulteta u
Novom Sadu. Radi lakxeg qitaǌa i boǉeg razumevaǌa pa i
usvajaǌa izlo�enih pojmova pretpostavǉa se da qitalac ve�
dobro vlada pravilima zakǉuqivaǌa matematiqke logike,
naivnom teorijom skupova, relacijama, a posebno relacijama
ekvivalencije kao i pojmom funkcije, sirjekcije, injekcije i
bijekcije kao i ǌihovim osobinama u vezi sa kompozicijom i
inverznom funkcijom. Za one koji �ele da se najpre podsete
ovih pojmova ili ih uqvrste preporuqujemo [2], [4], [5], [6],
[7], [12], [13].

Novi Sad, 22.2.2022. Nebojxa Mudrinski
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Glava 1

DETERMINANTE I SISTEMI JEDNAQINA

1.1 Determinante

1.1.1 O permutacijama

Definicija 1.1 Bijekcija konaqnog skupa u sebe samog naziva
se permutacija.

Primer: ϕ =

(
1 2 3
2 3 1

)
je jedna permutacija skupa {1, 2, 3}.

Ovu permutaciju mo�emo zapisati i kao [ϕ(1), ϕ(2), ϕ(3)].

Permutacije �emo oznaqavati malim grqkim slovima. U
nastavku �emo raditi sa permutacijama na skupu {1, . . . , n},
gde n ∈ N. Kao u prethodnom primeru koristimo i zapis
[ϕ(1), . . . , ϕ(n)]. Skup svih permutacija na skupu {1, . . . , n} oz-
naqavamo sa Sn. Posebno mesto me�u permutacijama imaju
transpozicije.

Definicija 1.2 Preslikavaǌe τ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} takvo
da je

τ(x) =


j, x = i
i, x = j
x, x 6= i, j

za neke i, j ∈ {1, . . . , n} naziva se transpozicija.

2



Linearna algebra 3

Napomena: U prethodnoj definiciji transpoziciju τ zovemo
i transpozicija koja razmeǌuje i i j.

Definicija 1.3 Ako su i, j, n ∈ N i i < j, a za permutaciju π
na {1, . . . , n} je π(i) > π(j), onda par (π(i), π(j)) qini inverziju
permutacije π. Broj inverzija neke permutacije σ oznaqavamo
sa Inv σ. Ukoliko je Inv σ paran broj ka�emo da je σ parna,
inaqe je σ neparna permutacija.

Primer: U permutaciji ϕ iz prethodnog primera parovi
(ϕ(1), ϕ(3)) i (ϕ(2), ϕ(3)) qine inverziju, a par (ϕ(1), ϕ(2)) ne.
Zato je Inv ϕ = 2, pa je ϕ parna permutacija.

Teorema 1.1 Neka je σ permutacija skupa {1, . . . , n}, n ∈ N. Tada
je (−1)Inv σ = Π1≤i<j≤n

σ(i)−σ(j)
i−j .

Dokaz: U proizvodu razlomaka sa desne strane navedene
jednakosti, sve razlike koje se pojavǉuju u imeniocima se po-
javǉuju i u brojiocima, u eventualno promeǌenom redosledu,
i sa eventualno promeǌenim znakom i ta promena znaka se
javǉa taqno tamo gde par (σ(i), σ(j)) qini inverziju.

Teorema 1.2 Neka je σ permutacija skupa {1, . . . , n}, n ∈ N, a τ
transpozicija tog skupa. Tada je (−1)Inv σ = −(−1)Inv τ◦σ.

Dokaz: Neka transpozicija τ razmeǌuje k i `, gde je k < `.
U izrazu Π1≤i<j≤n

σ(i)−σ(j)
i−j za m < k transpozicija τ ne meǌa

proizvod razlomaka σ(m)−σ(k)
m−k i σ(m)−σ(`)

m−` . Analogno za ` < m,
τ ne meǌa proizvod razlomaka σ(`)−σ(m)

`−m i σ(k)−σ(m)
k−m . Daǉe, za

svako m za koje je k < m < ` proizvod razlomaka σ(k)−σ(m)
k−m i

σ(m)−σ(`)
m−` , ostaje nepromeǌen. Najzad razlomak σ(k)−σ(`)

k−` meǌa
znak i to dovodi do promene znaka proizvoda Π1≤i<j≤n

σ(i)−σ(j)
i−j

posle primene transpozicije τ .
Napomena: Iz prethodne teoreme stavǉaju�i σ = τ dobi-

jamo da je transpozicija neparna permutacija.

Teorema 1.3 Neka je σ ∈ Sn, n ∈ N. Tada su σ i σ−1 iste
parnosti.
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Dokaz: Neka je σ(i) = k i σ(j) = `, za neke i 6= j i k 6= `. Tada
je σ−1(k) = i i σ−1(`) = j. Sada je

(−1)Inv σ = Π1≤i<j≤n
σ(i)− σ(j)

i− j

= Π1≤k<`≤n
k − `

σ−1(k)− σ−1(`)

= Π1≤k<`≤n
σ−1(k)− σ−1(`)

k − `

= (−1)Inv σ
−1
.

Zato su σ i σ−1 iste parnosti.

Teorema 1.4 Neka je σ ∈ Sn, n ∈ N. Ako je σ(1) = k za k ∈
{1, . . . , n}, onda je Inv σ = k − 1 + Inv [σ(2), . . . , σ(n)].

Dokaz: Za dato σ vidimo da par (σ(1), σ(j)) = (k, σ(j)) obrazuje
inverziju za sve σ(j) ∈ {1, . . . , k − 1}.

1.1.2 Definicija determinante

Definicija 1.4 Neka n ∈ N. Tada se za realne (kompleksne)
brojeve a11, a12, . . . , a1n, a21, . . . , ann broj∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . anπ(n)

naziva determinanta reda n nad elementima a11, a12, . . . , a1n,
a21, . . . , ann. Brojevi ai1, . . . , ain qine i-tu vrstu, a brojevi a1i, . . . ,
ani i-tu kolonu za svako i ∈ {1, . . . , n}. Elementi a11, . . . , ann qine
glavnu dijagonalu, a elementi a1n, a2n−1, . . . , an1 sporednu di-
jagonalu.

Razmotrimo determinante reda dva i tri. Za n = 2 imamo
ukupno dve permutacije na skupu {1, 2}, a to su identiqko
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preslikavaǌe I koja je parna i transpozicija τ =

(
1 2
2 1

)
koja je neparna permutacija. Zato je S2 = {I, τ}, pa dobijamo∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = Σπ∈S2(−1)Inv πa1π(1)a2π(2)

= (−1)Inv Ia1I(1)a2I(2) + (−1)Inv τa1τ(1)a2τ(2) = a11a22 − a12a21.

Zaista, determinantu reda dva raqunamo kao razliku pro-
izvoda elemenata na glavnoj i sporednoj dijagonali.

Za n = 3 imamo ukupno 6 permutacija na skupu {1, 2, 3}, a

to su tri parne: I, σ =

(
1 2 3
2 3 1

)
i σ−1 =

(
1 2 3
3 1 2

)
kao i

tri neparne permutacije: ι =

(
1 2 3
1 3 2

)
, λ =

(
1 2 3
3 2 1

)
i

κ =

(
1 2 3
2 1 3

)
. Zato je S3 = {I, σ, σ−1, ι, λ, κ}, pa dobijamo

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = Σπ∈S3(−1)Inv πa1π(1)a2π(2)a3π(3)

= (−1)Inv Ia1I(1)a2I(2)a3I(3) + (−1)Inv σa1σ(1)a2σ(2)a3σ(3)

+(−1)Inv σ
−1
a1σ−1(1)a2σ−1(2)a3σ−1(3)

+(−1)Inv ιa1ι(1)a2ι(2)a3ι(3) + (−1)Inv λa1λ(1)a2λ(2)a3λ(3)

+(−1)Inv κa1κ(1)a2κ(2)a3κ(3)

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33.

Izraz za raqunaǌe determinante reda tri poznatiji je
kao Sarusovo pravilo koje ka�e da se determinanta reda tri
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izraqunava tako xto se sa desne strane dopixu redom prve
dve kolone i onda se od proizvoda elemenata na glavnoj i
ǌoj dvema paralelnim dijagonalama oduzimaju proizvodi el-
emenata na sporednoj i ǌoj dvema paralelnim dijagonalama.
Analogno se definixe Sarusovo pravilo kada se determi-
nanti dopixu ispod prve dve vrste.

Napomena: Sarusovim pravilom se ne mogu izraqunavati
determinante reda ve�eg od tri, pa zato razmatramo osobine
determinanti koje dajemo u nastavku.

1.1.3 Osobine determinanti

Teorema 1.5 Determinanta se ne meǌa ako vrste i kolone
me�usobno zamene mesta.

Dokaz: Poka�imo da je∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
gde je bij = aji, za sve i, j ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N. Sada koriste�i

osobinu da permutacija i ǌoj inverzna imaju istu parnost
i komutativnost za mno�eǌe realnih (kompleksnih) brojeva
dobijamo:

Σπ∈Sn(−1)Inv πb1π(1) . . . bnπ(n)
= Σπ∈Sn(−1)Inv πaπ(1)1 . . . aπ(n)n
= Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π−1(1) . . . anπ−1(n)

= Σπ−1∈Sn
(−1)Inv π

−1
a1π−1(1) . . . anπ−1(n).

Primer: Koriste�i Sarusovo pravilo mo�emo proveriti
da je ∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 1 0
2 2 3 2 2
3 2 0 3 2

= 0 + 0 + 8− 12− 6− 0 = −10,
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ali i ∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 1 2
0 2 2 0 2
2 3 0 2 3

= 0 + 8 + 0− 12− 6− 0 = −10.

Napomena: Zbog prethodne teoreme mo�emo nadaǉe sve os-
obine determinanti formulisati samo za vrste, a analogoni
va�e za kolone. U dokazu prethodne teoreme koristili smo
Sn = {σ−1 |σ ∈ Sn}, a u dokazu naredne teoreme koristimo da je
Sn = {τ ◦π |π ∈ Sn} za proizvoǉnu transpoziciju τ . Obe tvrdǌe
va�e zbog osobina kompozicije funkcija i bijekcija.

Teorema 1.6 Zamena mesta dveju vrsta determinante meǌa znak
determinante.

Dokaz: Poka�imo da je∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
gde je za neke i, j ∈ {1, . . . , n} ispuǌeno bik = ajk i bjk = aik , za

sve k ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N. Neka je transpozicija τ : {1, . . . , n} →
{1, . . . , n} takva da je

τ(x) =


j, x = i
i, x = j
x, x 6= i, j

Sada koriste�i osobinu da permutacija i sa transpozicijom
komponovana ta permutacija imaju razliqitu parnost i ko-
mutativnost za mno�eǌe realnih (kompleksnih) brojeva do-
bijamo:

Σπ∈Sn(−1)Inv πb1π(1) . . . biπ(i) . . . bjπ(j) . . . bnπ(n)

= Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . ajπ(i) . . . aiπ(j) . . . anπ(n)

= Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . ajτ◦π(j) . . . aiτ◦π(i) . . . anπ(n)
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= Σπ∈Sn(−1)Inv πa1τ◦π(1) . . . ajτ◦π(j) . . . aiτ◦π(i) . . . anτ◦π(n)

= Σπ∈Sn − (−1)Inv τ◦πa1τ◦π(1) . . . ajτ◦π(j) . . . aiτ◦π(i) . . . anτ◦π(n)

= −Στ◦π∈Sn(−1)Inv τ◦πa1τ◦π(1) . . . aiτ◦π(i) . . . ajτ◦π(j) . . . anτ◦π(n).

Primer: Koriste�i Sarusovo pravilo raqunamo∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2
2 2 3
3 2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −10,

ali je posle zamene mesta prve i druge vrste∣∣∣∣∣∣∣
2 2 3
1 0 2
3 2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 10.

Teorema 1.7 Ako determinanta ima dve jednake vrste onda je
ona jednaka nuli.

Dokaz: Na osnovu prethodne teoreme ta determinanta je
jednaka sebi samoj sa promeǌenim znakom jer zamena te dve
jednake vrste ne meǌa raspored vrsta ustvari, pa mora biti
nula jer je to jedini broj koji je jednak svom suprotnom broju.

Teorema 1.8 Ako su svi elementi jedne vrste determinante
jednaki nuli onda je i sama determinanta nula.

Dokaz: Neka su u i-toj vrsti svi elementi nula, za neko
i ∈ {1, . . . , n}, gde je n ∈ N red posmatrane determinante. Tada
je za svako π ∈ Sn proizvod (−1)Inv πa1π(1) . . . aiπ(i) . . . anπ(n) = 0, jer
je aiπ(i) = 0. Kako je ta determinanta ustvari suma ovakvih
proizvoda to je ona zbir nula pa je nula.

Teorema 1.9 Ako sve elemente jedne vrste neke determinante
pomno�imo nekim brojem novodobijena determinanta jednaka
je polaznoj determinanti pomno�enoj tim brojem.
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Dokaz: Neka su elementi i-te vrste pomno�eni sa λ. Ko-
riste�i distributivnost mno�eǌa prema sabiraǌu i defini-
ciju determinante dobijamo:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
λai1 λai2 . . . λain
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . λaiπ(i) . . . anπ(n)

= λΣπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . anπ(n) = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Primer: Koriste�i definiciju mo�emo proveriti da je∣∣∣∣∣ 1 2
3 3

∣∣∣∣∣ = 3− 6 = −3,

ali je posle mno�eǌa prve vrste sa dva∣∣∣∣∣ 2 4
3 3

∣∣∣∣∣ = 6− 12 = −6 = 2

∣∣∣∣∣ 1 2
3 3

∣∣∣∣∣ .
Teorema 1.10 Ako su dve vrste u determinanti proporcionalne
onda je ta determinanta jednaka nuli.

Dokaz: Neka je n ∈ N red determinante D u kojoj je za
neke i, j ∈ {1, . . . , n} i neki broj λ ispuǌeno ajk = λaik, za sve
k ∈ {1, . . . , n}. Po prethodnoj teoremi je D = λD′, gde su u D′

i-ta i j-ta vrsta jednake pa je D′ = 0. Zato je D = λ0 = 0.

Teorema 1.11 Neka n ∈ N i i ∈ {1, . . . , n}. Tada je∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
a′i1 a′i2 . . . a′in
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 + a′i1 ai2 + a′i2 . . . ain + a′in

...
... . . . ...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dokaz: Zbog distributivnosti mno�eǌa prema sabiraǌu
imamo: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
a′i1 a′i2 . . . a′in
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . aiπ(i) . . . anπ(n)

+Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . a
′
iπ(i) . . . anπ(n)

= Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . (aiπ(i) + a′iπ(i)) . . . anπ(n)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 + a′i1 ai2 + a′i2 . . . ain + a′in

...
... . . . ...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Primer:
∣∣∣∣∣ 1 2

3 3

∣∣∣∣∣ = −3 i
∣∣∣∣∣ 2 4

3 3

∣∣∣∣∣ = −6, a

∣∣∣∣∣ 3 6
3 3

∣∣∣∣∣ = −9 = −3 + (−6) =

∣∣∣∣∣ 1 2
3 3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 2 4

3 3

∣∣∣∣∣ .
Teorema 1.12 Vrednost determinante se ne meǌa ako elemen-
tima jedne vrste dodamo odgovaraju�e elemente neke druge
vrste prethodno pomno�ene nekim brojem.
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Dokaz: Zbog prethodnih teorema imamo:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 + λaj1 ai2 + λaj2 . . . ain + λajn

...
... . . . ...

aj1 aj2 . . . ajn
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain
...

... . . . ...
aj1 aj2 . . . ajn
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
λaj1 λaj2 . . . λajn
...

... . . . ...
aj1 aj2 . . . ajn
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain
...

... . . . ...
aj1 aj2 . . . ajn
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ λ0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
ai1 ai2 . . . ain
...

... . . . ...
aj1 aj2 . . . ajn
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Primer: Ako u determinanti

∣∣∣∣∣ 2 4
3 3

∣∣∣∣∣ = −6 elementima druge

vrste dodamo odgovaraju�e elemente prve vrste prethodno

pomno�ene sa −1 dobijamo
∣∣∣∣∣ 2 4

1 −1

∣∣∣∣∣ = −6.

1.1.4 Laplasov razvoj

Definicija 1.5 Neka je n ∈ N i i, j ∈ {1, . . . , n}. Za determi-
nantu reda n nad elementima a11, a12, . . . , ann, minor koji odgo-
vara elementu aij u oznaci Mij je determinanta koja se od
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polazne dobija izbacivaǌem i-te vrste i j-te kolone. Alge-
barski komplement ili kofaktor koji odgovara elementu aij
je Aij = (−1)i+jMij.

Primer: Za

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 3
1 2 2
−1 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣ je M23 = 3, a A23 = (−1)5M23 = −3.

Teorema 1.13 Neka je n ∈ N. Tada je∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11A11 + a12A12 + . . .+ a1nA1n.

Dokaz: Potrebno je ustvari transformisati sumu koja
definixe determinantu.

Σπ∈Sn(−1)Inv πa1π(1) . . . anπ(n)

= Σπ∈Sn,π(1)=1(−1)Inv πa11a2π(2) . . . anπ(n)

+Σπ∈Sn,π(1)=2(−1)Inv πa12a2π(2) . . . anπ(n) + . . .

+Σπ∈Sn,π(1)=n(−1)Inv πa1na2π(2) . . . anπ(n)

= a11Σπ∈Sn,π(1)=1(−1)Inv πa2π(2) . . . anπ(n)

+a12Σπ∈Sn,π(1)=2(−1)Inv πa2π(2) . . . anπ(n) + . . .

+a1nΣπ∈Sn,π(1)=n(−1)Inv πa2π(2) . . . anπ(n)

Sada za k-ti sabirak, sem prvog gde je jasno

a11Σπ∈Sn,π(1)=1(−1)Inv πa2π(2) . . . anπ(n)a11(−1)1+1M11 = a11A11

posmatramo determinantu u kojoj smo razmenili mesta k−1
puta k-toj koloni sa kolonom ispred ǌe i tako dobili deter-
minantu qiji je minor na mestu 11 jednak minoru na mestu
1k u polaznoj determinanti. Novodobijena se determinanta
svodi na polaznu mno�eǌem sa (−1)k−1. Time dobijamo da
je k-ti sabirak u gorǌoj sumi (−1)k−1a1kM1k = a1k(−1)1+kM1k =
a1kA1k, odakle sledi tvrdǌa.
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Napomena: Jednakost iz prethodne teoreme nazivamo i
razvoj po prvoj vrsti. Analogno formulixemo i razvoj po
nekoj drugoj vrsti ili koloni determinante xto dajemo u
slede�oj teoremi.

Teorema 1.14 (Laplasov razvoj) Neka je n ∈ N i i, j ∈ {1, . . . , n}.
Tada je

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin

= a1iA1i + a2iA2i + . . .+ aniAni;

2. ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . .+ ainAjn = 0;

3. a1iA1j + a2iA2j + . . .+ aniAnj = 0.

Dokaz: Prvu produ�enu jednakost dokazujemo analogno
prethodnoj teoremi. Preostale dve jednakosti predstavǉaju
razvoj po j-toj vrsti (koloni) determinante koja ima dve jed-
nake vrste (kolone) i-tu i j-tu,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

... . . .
...

ai1 ai2 . . . ain
...

... . . . ...
aj1 = ai1 aj2 = ai2 . . . ajn = ain

...
... . . . ...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pa je jednaka nuli.

Primer: Razvijaǌem po prvoj vrsti raqunamo slede�u de-

terminantu:
∣∣∣∣∣ 2 4

3 5

∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 = a11(−1)1+1M11

+a12(−1)1+2M12 = 2 · 5 + 4 · (−1) · 3 = −2.

Posledica 1.1 Determinanta qiji su svi elementi ispod (iz-
nad) glavne dijagonale jednaki nuli naziva se gorǌa (doǌa)
trougaona determinanta i jednaka je proizvodu elemenata na
glavnoj dijagonali.
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Dokaz: Ukoliko je u pitaǌu gorǌa trougaona determi-
nanta razvijaǌe po prvoj koloni ima samo jedan sabirak u
kome figurixe minor koji je ponovo gorǌa trougaona de-
terminanta pa postupak ponavǉamo. Analogno postupamo za
doǌu trougaonu determinantu koriste�i Laplasove razvoje
po vrstama.

1.2 Sistemi jednaqina

1.2.1 Jednaqina. Sistem jednaqina.

U uvodu u matematiqku logiku definisali smo term na nekom
jeziku. Izjednaqavaǌem dva terma s i t dobijamo jednaqinu
s = t po promenǉivama koje se pojavǉuju u termima s i t i koje
zovemo nepoznate. Sistem jednaqina predstavǉa konjunkciju
jednaqina. Kako daǉe radimo sa sistemima linearnih jed-
naqina dajemo preciznu definiciju linearnog terma.

Definicija 1.6 Linearni termi na jeziku {+, ·} dobijaju se
samo konaqnim brojem primena slede�ih pravila:

1. promenǉive i konstante su linearni termi;
2. ako su u i v linearni termi onda su to i αu i (u+ v) za

svaku konstantu α.

Napomena: Va�i konvencija o izostavǉaǌu spoǉaxǌih
zagrada. Kako nadaǉe radimo samo na realnim i kompleksnim
brojevima i uobiqajenim operacijama sabiraǌa i mno�eǌa
u skladu sa prioritetima mo�emo izostavǉati i druge za-
grade koje ne naruxavaju prioritet operacija. Usvojimo i
da nam je −v zamena za (−1)v, a u− v zamena za u+ (−v).

Primer: x− 2y jeste linearni term, a 2y2 − 1 to nije.

Definicija 1.7 Ako su s i t linearni termi i x1, . . . , xn sve
promenǉive koje se u ǌima pojavǉuju, onda jednaqinu s =
t nazivamo linearna jednaqina po x1, . . . , xn. Te promenǉive
zovemo jox i nepoznate. Konjunkcija linearnih jednaqina
naziva se sistem linearnih jednaqina.
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Napomena: Obiqno sistem linearnih jednaqina ne zapisu-
jemo kao konjunkciju jednaqina nego samo navodimo jednaqine
jednu ispod druge.

Primer: x−y+2z = 4∧y = 3z je sistem linearnih jednaqina,
ali ga zapisujemo qex�e kao

x− y + 2z = 4

y = 3z

Definicija 1.8 Sistem linearnih jednaqina u kome su broj
nepoznatih i broj jednaqina isti naziva se kvadratni, inaqe
je pravougaoni sistem.

1.2.2 Ekvivalentni sistemi

Definicija 1.9 Dva sistema jednaqina S1 i S2 u realnim (kom-
pleksnim) brojevima su ekvivalentna ako je formula S1 ⇔ S2
taqna u realnim (kompleksnim) brojevima.

Primer: Sistem x + y = 0 ∧ x = 0 je ekvivalentan sistemu
x = 0 ∧ y = 0.

Teorema 1.15 Za svaku linearnu jednaqinu s = t po nepozna-
tima x1, . . . , xn, n ∈ N jedinstveno postoje brojevi a1, . . . , an, b
takvi da je jednaqina s = t ekvivalentna sa a1x1 + . . .+anxn = b.

Dokaz: Posledica osobina sabiraǌa i mno�eǌa u real-
nim (kompleksnim) brojevima i algebarskih transformacija
koje mo�emo primeniti da neku linearnu jednaqinu dovedemo
u opisani oblik.

Posledica 1.2 Neka m,n ∈ N. Svaki linearni sistem od m
jednaqina po nepoznatima x1, . . . , xn ekvivalentan je sistemu
jednaqina

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
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. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

za neke koeficijente a11, . . . , amn i slobodne qlanove b1, . . . , bm
koji su realni (kompleksni) brojevi.

Dokaz: Koristimo prethodnu teoremu za svaku od m jed-
naqina.

Napomena: Sistem koji je u obliku datom kao u prethod-
nom tvr�eǌu naziva se sistem u sre�enom obliku.

Definicija 1.10 Sistem linearnih jednaqina kod koga su u
sre�enom obliku svi slobodni qlanovi jednaki nuli naziva
se homogeni sistem.

Definicija 1.11 Rexeǌe sistema linearnih jednaqina od n ∈
N nepoznatih je bilo koja n-torka brojeva koji kada se redom
uvrste umesto nepoznatih dobijamo taqne jednakosti za svaku
od jednaqina tog sistema.

Napomena: Rexiti sistem jednaqina znaqi na�i skup rex-
eǌa tog sistema koga qine sva rexeǌa sistema.

Prema broju rexeǌa sistema jednaqina sisteme delimo
na protivreqne (kontradiktorne ili nesaglasne) - to su oni
koji nemaju rexeǌa i neprotivreqne (saglasne) - to su oni
koji imaju rexeǌa. Saglasni sistemi se dele na odre�ene -
ako je rexeǌe jedinstveno i neodre�ene - ako postoji vixe
rexeǌa.

Primeri: Svaki homogeni sistem je saglasan jer ima rex-
eǌe koje qine samo nule i ono se naziva trivijalno rexeǌe.
Sistem jednaqina

x− y = 2

2x− 2y = 1

je nesaglasan, a sistem

x− y = 2
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2x− 2y = 4

je saglasan i neodre�en.

Teorema 1.16 Neodre�en sistem u realnim ili kompleksnim
brojevima uvek ima beskonaqno mnogo rexeǌa.

Dokaz: Neka m,n ∈ N. Neka sistem

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

ima dva rexeǌa po x1, . . . , xn i neka su to (u1, . . . , un) i (v1, . . . , vn).
Poka�imo da je (tu1 +(1− t)v1, . . . , tun+(1− t)vn) rexeǌe za svaki
broj t. Neka i ∈ {1, . . . , n} i uvrstimo novonastalu n-torku u
i-tu jednaqinu:

ai1(tu1 + (1− t)v1) + ai2(tu2 + (1− t)v2) + . . .+ ain(tun + (1− t)vn)

= t(ai1u1 + ai2u2 + . . .+ ainun) + (ai1v1 + ai2v2 + . . .+ ainvn)

−t(ai1v1 + ai2v2 + . . .+ ainvn) = tbi + bi − tbi = bi.

Zato posmatrana n-torka zadovoǉava svaku od jednaqina
posmatranog sistema pa je rexeǌe sistema. Kako je t proizvo-
ǉan broj dobili smo beskonaqno mnogo rexeǌa sistema.

Posledica 1.3 Ako homogeni sistem nad realnim ili kom-
pleksnim brojevima ima jedno netrivijalno rexeǌe onda ima
beskonaqno mnogo netrivijalnih rexeǌa.

Dokaz: Ako ima jedno netrivijalno rexeǌe onda ima bar
dva rexeǌa jer uvek ima i trivijalno rexeǌe, pa po prethod-
noj teoremi ima beskonaqno mnogo netrivijalnih rexeǌa.

Teorema 1.17 Dva sistema jednaqina su ekvivalentna ako i
samo ako imaju iste skupove rexeǌa.
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Dokaz: Neka su sistemi S1 i S2 sa nepoznatima x1, . . . , xn,
n ∈ N ekvivalentni. Tada je formula S1 ⇔ S2 taqna. Zato
kada uvrstimo rexeǌe (u1, . . . , un) sistema S1 dobijamo taqnu
formulu S1 ⇔ S2 pa kako je leva strana taqna mora biti
taqna i desna strana xto znaqi da je (u1, . . . , un) rexeǌe sis-
tema S2. Zato je svako rexeǌe sistema S1 istovremeno i
rexeǌe sistema S2. Analogno zakǉuqujemo i obratno da je
svako rexeǌe sistema S2 istovremeno i rexeǌe sistema S1.
Zato ekvivalentni sistemi imaju iste skupove rexeǌa. Neka
sada sistemi S1 i S2 sa nepoznatima x1, . . . , xn, n ∈ N imaju
iste skupove rexeǌa. Tada u formuli S1 ⇔ S2 kada umesto
x1, . . . , xn uvrstimo n-torku brojeva koja jeste rexeǌe obe strane
ekvivalencije su taqne, a ako uvrstimo n-torku brojeva koja
nije rexeǌe jednog ne mo�e biti rexeǌe ni drugog sistema,
pa su obe strane ekvivalencije netaqne. U svakom od sluqa-
jeva ekvivalencija je taqna, pa su sistemi po definiciji ek-
vivalentni.

1.2.3 Trougaoni sistemi

Teorema 1.18 Neka su J1 i J2 dva linearna terma. Tada je

1. J1 = 0 ∧ J2 = 0⇔ J2 = 0 ∧ J1 = 0;

2. αJ1 = 0⇔ J1 = 0, za α 6= 0;

3. J1 = 0 ∧ J2 = 0⇔ J1 = 0 ∧ αJ1 + J2 = 0.

Dokaz: 1. sledi iz komutativnosti konjunkcije. 2. Ako
je J1 = 0 onda je αJ1 = α0 = 0, a ako je α 6= 0 onda postoji
broj 1

α , pa iz αJ1 = 0 sledi 1
ααJ1 = 1

α0 = 0 pa je J1 = 0. 3.
Neka je J1 = 0 ∧ J2 = 0 tada je αJ1 + J2 = α0 + 0 = 0, a ako je
J1 = 0 ∧ αJ1 + J2 = 0 onda je α0 + J2 = 0 pa je J2 = 0.

Napomena: Umesto linearnih jednaqina oblika J = 0 u
prethodnoj teoremi mo�emo imati i linearne jednaqine ob-
lika t1 = t2 jer lako prelazimo na ekvivalentan oblik t1− t2 =
0. Prethodna teorema daje nam osnov za slede�u definiciju.

Definicija 1.12 Slede�e transformacije sistema nazivaju
se ekvivalentne transformacije:
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1. zamena mesta dve jednaqine sistema;

2. mno�eǌe neke jednaqine sistema brojem razliqitim od
nule;

3. dodavaǌe jedne jednaqine sistema, prethodno pomno�ene
nekim brojem, nekoj drugoj jednaqini sistema.

Posledica 1.4 Ekvivalentnim transformacijama se sistem pre-
vodi u ǌemu ekvivalentan.

Posledica 1.5 Vrxeǌem ekvivalentnih transformacija ne me-
ǌa se skup rexeǌa sistema.

Definicija 1.13 Neka r ∈ N, s ∈ N0 i α11, α12, . . . , αrr, β1, . . . , βr,
γ11, . . . , γrs, δ ∈ R(C), pri qemu je αii 6= 0, za sve i ∈ {1, . . . , r}. Tada
sistem

α11y1 + α12y2 + . . .+ α1ryr = β1 + γ11z1 + . . .+ γ1szs

α22y2 + . . .+ α2ryr = β2 + γ21z1 + . . .+ γ2szs

. . .

αrryr = βr + γr1z1 + . . .+ γrszs

0 = δ

nazivamo trougaoni sistem. U ovom sistemu nepoznate
z1, . . . , zs zovemo slobodne, a nepoznate y1, . . . , yr zovemo vezane.

Napomena: Trougaoni sistem je kontradiktoran ako je δ 6=
0, jer onda jednaqina 0 = δ nije taqna xta god uzeli za nepoz-
nate y1, . . . , yr, z1, . . . , zs. Ako je taqno 0 = δ onda iz pretposled-
ǌe jednaqine dobijamo yr = βr

αrr
+ γr1
αrr

z1+. . .+ γrs
αrs

zs, zatim izraz za
yr uvrxtavamo u (r−1)-vu po redu jednaqinu iz koje izra�avamo
yr−1 preko z1, . . . , zs i tako redom dok ne dobijemo sve y1, . . . , yr
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izra�ene preko z1, . . . , zs. Zato je u ovom sluqaju sistem sa-
glasan. Za s = 0 dobijeni y1, . . . , yr su brojevi, pa je tada
sistem odre�en. Za s > 0 sistem je neodre�en sa s stepena
slobode, jer svaki od y1, . . . , yr zavisi od izbora vrednosti za
z1, . . . , zs. Zato nepoznate y1, . . . , yr nazivamo vezane, a z1, . . . , zs
slobodne.

Teorema 1.19 Neka n ∈ N. Neka je S sistem linearnih jed-
naqina po x1, . . . , xn. Tada postoje r ∈ N, s ∈ N0 takvi da je
r + s = n, Y = {y1 . . . , yr} i Z = {z1, . . . , zs}, Y ∪ Z = {x1, . . . , xn},
Y ∩Z = ∅ i trougaoni sistem iz prethodne definicije koji je
ekvivalentan sa S.

Dokaz: Pretpostavi�emo da se u sistemu nalaze samo prave
nepoznate, one kod kojih je koeficijent bar u jednoj jednaqini
razliqit od nule. Dokaz dajemo indukcijom po n. Za n = 1 S
ima oblik

a11x1 = b1

a21x1 = b2

. . .

am1x1 = bm

gde je bar za jedno i ∈ {1, . . . ,m} ai1 6= 0, pa neka je to a11,
inaqe zameǌujemo mesta i-te i prve jednaqine. Sada prvu jed-
naqinu dodajemo drugoj prethodno pomno�enu sa −a21

a11
, i tako

redom sve do m-te kojoj dodajemo prvu prethodno pomno�enu
sa −am1

a11
. Time dobijamo ekvivalentan sistem a11x1 = b1 ∧ 0 =

c2 ∧ . . . ∧ 0 = cm koji jeste ekvivalentan sa

a11x1 = b1

0 = δ

Ovim je pokazana baza indukcije. Posmatrajmo sada sis-
tem S koji ima n+ 1 nepoznatih, za n ∈ N.
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a11x1 + a12x2 + . . .+ a1(n+1)xn+1 = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2(n+1)xn+1 = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ am(n+1)xn+1 = bm

Neka je a11 6= 0, inaqe zamenom mesta jednaqina dovodimo na
prvo mesto jednaqinu kod koje je koeficijent uz x1 razliqit
od nule. Ponovo kao u bazi, prvu jednaqinu dodajemo drugoj
prethodno pomno�enu sa −a21

a11
, i tako redom sve do m-te kojoj

dodajemo prvu prethodno pomno�enu sa −am1
a11

. Time dobijamo
ekvivalentan sistem

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1(n+1)xn+1 = b1

a′22x2 + . . .+ a′2(n+1)xn+1 = b′2

. . .

a′m2x2 + . . .+ a′m(n+1)xn+1 = b′m

Sada za ovaj sistem bez prve jednaqine koji jeste sistem sa
n nepoznatih {x2, . . . , xn+1} po indukcijskoj hipotezi postoje
r − 1 ∈ N, s ∈ N0 takvi da je (r − 1) + s = n, Y = {y2 . . . , yr} i
Z = {z1, . . . , zs}, Y ∪ Z = {x2, . . . , xn+1}, Y ∩ Z = ∅ i trougaoni
sistem ǌemu ekvivalentan

α22y2 + . . .+ α2ryr = β2 + γ21z1 + . . .+ γ2szs

. . .

αrryr = βr + γr1z1 + . . .+ γrszs

0 = δ

pa ako stavimo y1 = x1 i zamenimo ostale nepoznate u pr-
voj jednaqini polaznog sistema u skladu sa novonastalim
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skupovima nepoznatih Y i Z, onda je polazni sistem ekvi-
valentan sa

α11y1 + α12y2 + . . .+ α1ryr = β1 + γ11z1 + . . .+ γ1szs

α22y2 + . . .+ α2ryr = β2 + γ21z1 + . . .+ γ2szs

. . .

αrryr = βr + γr1z1 + . . .+ γrszs

0 = δ

Ovim je pokazan indukcijski korak.
Napomena: Postupak opisan u dokazu prethodne teoreme

kojim se neki sistem linearnih jednaqina svodi na ǌemu ek-
vivalentan trougaoni sistem naziva se Gausov algoritam.

Primer: Neka a ∈ R. Svesti slede�i sistem na ǌemu ek-
vivalentan trougaoni.

2x+ 3y − 4z = 0

4x+ y + z = 2

−2x− 8y + 13z = a

Po Gausovom algoritmu, najpre eleminixemo promenǉivu
x iz druge i tre�e jednaqine. Prvu jednaqinu pomno�enu
sa −2 sabiramo sa drugom jednaqinom i dobijenu jednaqinu
upisujemo na mesto druge jednaqine. Potom, na mesto tre�e
jednaqine upisujemo zbir prve i tre�e jednaqine zadatog sis-
tema. Tako dobijamo slede�i sistem jednaqina ekvivalentan
polaznom.

2x+ 3y − 4z = 0

−5y + 9z = 2

−5y + 9z = a
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Sada treba da eleminixemo nepoznatu y iz tre�e jedna-
qine, xto �emo uqiniti tako xto na mesto tre�e jednaqine
upisujemo razliku tre�e i druge jednaqine novodobijenog
sistema.

2x+ 3y − 4z = 0

−5y + 9z = 2

0 = a− 2

Tra�eni sistem u trougaonom obliku koji je ekvivalentan
polaznom je slede�i.

2x+ 3y = 4z

−5y = 2− 9z

0 = a− 2

Odavde je jasno da je za a 6= 2 polazni sistem kontradik-
toran, a za a = 2 saglasan, ali neodre�en sa jednim stepenom
slobode.

1.2.4 Kramerova teorema

Definicija 1.14 Neka n ∈ N. Za sistem linearnih jednaqina

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxx = b2

. . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

determinantu D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nazivamo determi-

nanta sistema. Determinantu Di za i ∈ {1, . . . , n} dobijamo iz
D tako xto elemente i-te kolone zamenimo odgovaraju�im slo-
bodnim qlanovima.
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Primer: D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 . . . a1n
b2 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Teorema 1.20 Ako je determinanta D kvadratnog sistema lin-
earnih jednaqina sa n nepoznatih x1, . . . , xn razliqita od nule
onda taj sistem ima jedinstveno rexeǌe dato formulom xi =
Di
D , za sve i ∈ {1, . . . , n}.

Dokaz: Neka je D 6= 0 i neka je i ∈ {1, . . . , n}. Daǉe neka je
(y1, . . . , yn) jedno rexeǌe datog sistema tada je

a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn = b1

a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn = b2

. . .

an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn = bn

Uvrstimo u Di umesto bj izraz aj1y1 + aj2y2 + . . . + ajnyn jer su
jednaki i to za svako j ∈ {1, . . . , n}. Sada u Di dodajmo j-toj
koloni k-tu kolonu pomno�enu sa −yk, za sve k ∈ {1, . . . , n}\{j},
pa dobijamo Di = Dyi. Zato je yi = Di

D , za sve i ∈ {1, . . . , n}.
Poka�imo jox da (D1

D , . . . , Dn
D ) jeste rexeǌe posmatranog sis-

tema. Uvrstimo ovu n-torku u i-tu jednaqinu. Dobijamo
ai1

D1
D + . . .+ aii

Di
D + . . .+ ain

Dn
D = bi. Da bi proverili taqnost ove

jednakosti razvi�emo Dj po j-toj koloni za svako j ∈ {1, . . . , n}

Dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
a21 . . . b2 . . . a2n
... . . . ... . . . ...
an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i uvrstiti umesto Dj, pa tako dobijamo

ai1D1 + . . .+ aiiDi + . . .+ ainDn
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= ai1(b1A11 + . . .+ biAi1 + . . .+ bnAn1) + . . .

+aii(b1A1i + . . .+ biAii + . . .+ bnAni) + . . .

+ain(b1A1n + . . .+ biAin + . . .+ bnAnn)

= b1(ai1A11 + . . .+ aiiA1i + . . .+ ainA1n) + . . .

+bi(ai1Ai1 + . . .+ aiiAii . . .+ ainAin) + . . .

+bn(ai1An1 + . . .+ aiiAni + . . .+ ainAnn)

= bi(ai1Ai1 + . . .+ aiiAii . . .+ ainAin) = biD

ostali sabirci jesu nule jer su u zagradama izrazi koji pred-
stavǉaju Laplasove razvoje sa dve jednake vrste.

Primer: Rexiti sistem jednaqina:

2x1 − 3x2 = 4

2x1 + x2 = 6

Determinanta sistema je D =

∣∣∣∣∣ 2 −3
2 1

∣∣∣∣∣ = 8 6= 0, pa po Krame-

rovoj teoremi sistem ima jedinstveno rexeǌe dato sa x1 = D1
D

i x2 = D2
D , gde je D1 =

∣∣∣∣∣ 4 −3
6 1

∣∣∣∣∣ = 22 i D2 =

∣∣∣∣∣ 2 4
2 6

∣∣∣∣∣ = 4, pa je (114 ,
1
2)

jedino rexeǌe posmatranog sistema.

Posledica 1.6 Ako homogeni kvadratni sistem ima netrivi-
jalna rexeǌa onda je determinanta tog sistema jednaka nuli.

Dokaz: Kontrapozicijom Kramerove teoreme za kvadratni
homogeni sistem.



Glava 2

PROSTORI REALNIH I KOMPLEKSNIH n-TORKI

2.1 Prostori i potprostori

Definicija 2.1 Neka je n ∈ N. Na Rn definixemo binarnu
operaciju + sa:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),
za sve x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R
i unarnu operaciju mno�eǌa brojem sa:
α(x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn),
za sve α, x1, . . . , xn ∈ R.

Napomena: Na isti naqin uvodimo ove operacije na Cn.
Za n = 1 ove operacije se poklapaju sa uobiqajenim operaci-
jama sabiraǌa i mno�eǌa brojem u skupu realnih odnosno
kompleksnih brojeva.

Teorema 2.1 Neka n ∈ N, tada za sve x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zn,
α, β ∈ R va�i:

1. (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (y1, . . . , yn) + (x1, . . . , xn);

2. ((x1, . . . , xn)+(y1, . . . , yn))+(z1, . . . , zn) = (x1, . . . , xn)+((y1, . . . , yn)+
(z1, . . . , zn));

3. (x1, . . . , xn) + (0, . . . , 0) = (0, . . . , 0) + (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn);

4. (x1, . . . , xn) + (−x1, . . . ,−xn) = (−x1, . . . ,−xn) + (x1, . . . , xn)

= (0, . . . , 0);

26
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5. α((x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)) = α(x1, . . . , xn) + α(y1, . . . , yn);

6. (α+ β)(x1, . . . , xn) = α(x1, . . . , xn) + β(x1, . . . , xn);

7. (αβ)(x1, . . . , xn) = α(β(x1, . . . , xn));

8. 1(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn).

Dokaz:
1. na osnovu komutativnosti sabiraǌa brojeva 2. na os-

novu asocijativnosti sabiraǌa brojeva 3. jer je a + 0 = a
4.jer je a + (−a) = 0 5. i 6. na osnovu distributivnosti
mno�eǌa u odnosu na sabiraǌe, 7. na osnovu asocijativnosti
za mno�eǌe i 8. posledica identiteta 1 · x = x .

Definicija 2.2 Struktura (Rn,+, ·) za sve n ∈ N naziva se vek-
torski prostor realnih n-torki. Te n-torke zovemo vektori,
a realne brojeve skalari.

Napomena: Za n = 2 (n = 3) dobijamo prostor ure�enih
parova (trojki) realnih brojeva koji predstavǉaju vezane
vektore u koordinatnoj ravni (prostoru) qija je poqetna taq-
ka u koordinatnom poqetku.

Analogno definixemo vektorski prostor kompleksnih n-
torki, jer prethodna torema va�i i ako umesto realnih pos-
matramo kompleksne brojeve. Ubudu�e �emo tvr�eǌa for-
mulisati u (Rn,+, ·), ali �emo podrazumevati da ona va�e u
istoj formi i za (Cn,+, ·), sem ako se drugaqije eksplicitno
ne naglasi.

Vektore oznaqavamo malim latiniqnim slovima u, v, w, . . .,
a skalare obiqno grqkim slovima α, β, . . .. n-torku (0, ..., 0)
zovemo nula vektor i oznaqavamo sa 0. Za vektor (x1, . . . , xn)
je (−x1, . . . ,−xn) = −(x1, . . . , xn) suprotan vektor. Za vektor
(x1, . . . , xn) su x1, . . . , xn komponente (kasnije �emo ih zvati i
koordinate vektora).

Definicija 2.3 Neka n ∈ N. Za ∅ 6= U ⊆ Rn ka�emo da je pot-
prostor ako je za sve u, v ∈ U i α ∈ R ispuǌeno

1. u+ v ∈ U ;
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2. αu ∈ U .

Teorema 2.2 Neka n ∈ N. Onda je ∅ 6= U ⊆ Rn potprostor ako i
samo ako je za sve u, v ∈ U i sve α, β ∈ R ispuǌeno αu+ βv ∈ U .

Dokaz: (⇒) Neka je U potprostor i neka su u, v, α, β ∈ R.
Tada su zbog 2. prethodne definicije αu, βv ∈ U , a zbog 1.
prethodne definicije je αu+ βv ∈ U .

(⇐) Neka su u, v ∈ Rn i α ∈ R. Tada je u + v = 1u + 1v ∈ U
i αu = αu + 0v ∈ U po pretpostavci, pa je po definiciji U
potprostor.

Teorema 2.3 1. Svaki potprostor sadr�i nula vektor.

2. Za svaki vektor nekog potprostora, taj potprostor sadr-
�i i ǌemu suprotan vektor.

Dokaz: 1. Kako je taj potprostor neprazan skup, on sadr�i
neki vektor, a ako to nije nula vektor onda po definiciji
nula vektor kao umno�ak tog vektora sa nulom mora biti
sadr�an u potprostoru. 2. Posmatramo umno�ak uoqenog
vektora sa -1.

Primeri: Nula potprostor je potprostor koji sadr�i
samo nula vektor. Svi vektori na istoj pravoj (ravni) qine
potprostore vektora u Euklidskom prostoru. (Rn,+, ·) je sam
sebi potprostor.

Teorema 2.4 Neka n ∈ N. Skup svih rexeǌa homogenog sis-
tema jednaqina sa n nepoznatih qini potprostor od Rn(Cn).

Dokaz: Neka su m,n ∈ N i neka su (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn)
rexeǌa homogenog sistema od m jednaqina sa n nepoznatih i
neka su α, β ∈ R. Tada za i-tu po redu jednaqinu imamo:

ai1(αx1+βy1)+ . . .+ain(αxn+βyn) = α(ai1x1+ . . .+ainxn)+β(ai1y1+
. . .+ ainyn) = α0 + β0 = 0

Zato α(x1, . . . , xn) + β(y1, . . . , yn) zadovoǉava i-tu pa i svaku
jednaqinu uoqenog sistema pa jeste rexeǌe sistema jednaqina.
Po teoremi onda sva rexeǌa qine potprostor.

Primer: {(x, y) ∈ R2 | y = 2x} je potprostor. Proveravamo
uslov iz teoreme i ustanovǉavamo da va�i: α(x, y) + β(z, t) =
(αx+ βz, αy + βt) i αy + βt = 2(αx+ βz), jer je y = 2x i t = 2z.
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2.2 Baze i dimenzije

2.2.1 Linearna zavisnost

Definicija 2.4 Neka n ∈ N i neka su v1, . . . , vn vektori i α1, . . .,
αn ∈ R. Tada je α1v1 + . . .+ αnvn linearna kombinacija vektora
v1, . . . , vn.

Definicija 2.5 Neka n ∈ N i neka su v1, . . . , vn vektori. Tada je
niz vektora v1, . . . , vn linearno zavisan ako postoje α1, . . . , αn ∈
R od kojih je bar jedan razliqit od nule i α1v1 + . . .+αnvn = 0.
Inaqe je niz vektora v1, . . . , vn linearno nezavisan.

Primer: (1, 2,−1), (2,−1, 2), (3, 1, 1) qine linearno zavisan niz,
jer je

(−1)(1, 2,−1) + (−1)(2,−1, 2) + (3, 1, 1) = (0, 0, 0). Me�utim niz
(1, 0), (1, 1) je linearno nezavisan.

Primetimo da prilikom provere linearne zavisnosti nekog
niza vektora ustvari rexavamo homogeni sistem jednaqina.

Teorema 2.5 1. Niz vektora koji sadr�i nula vektor je uvek
linearno zavisan.

2. Niz vektora koji sadr�i linearno zavisan podniz vek-
tora je linearno zavisan.

3. Niz koji sadr�i dva ista vektora je linearno zavisan.

4. Svaki podniz linearno nezavisnog niza vektora je lin-
earno nezavisan.

5. Jednoqlani niz je linearno nezavisan osim ako je to
nula vektor.

6. Linearna zavisnost ne zavisi od redosleda vektora u
nizu.

Dokaz: Posledica definicije.

Definicija 2.6 Beskonaqan niz vektora je linearno nezav-
isan ako je svaki ǌegov konaqan podniz linearno nezavisan.
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2.2.2 Lineal

Definicija 2.7 Neka je n ∈ N i ∅ 6= S ⊆ Rn. Tada skup svih
linearnih kombinacija vektora iz S nazivamo lineal skupa
S i oznaqavamo sa L(S).

Napomena: Za m,n ∈ N i a1 . . . , am ∈ Rn je L({a1, . . . , am}) =
{α1a1 + . . .+ αmam |α1, . . . , αm ∈ R}. Umesto L({a1, . . . , am}) pixemo
L(a1, . . . , am). Lineal praznog skupa je nula potprostor.

Teorema 2.6 Neka je n ∈ N i S ⊆ Rn. Tada je L(S) najmaǌi
potprostor u Rn koji sadr�i S.

Dokaz: Ako u, v ∈ L(S) i α, β ∈ R onda αu+βv ∈ L(S) pa je L(S)
potprostor. Neka je U potprostor za koji je S ⊆ U tada svaka
linearna kombinacija dva, pa onda i konaqno mnogo vektora
iz S jeste u U , pa je L(S) ⊆ U .

Posledica 2.1 Ako je W potporstor od Rn onda je L(W ) = W .

Teorema 2.7 Neka je n ∈ N i S, T ⊆ Rn. Tada je

1. S ⊆ L(S);

2. S ⊆ T ⇒ L(S) ⊆ L(T );

3. L(S) = L(L(S));

4. (S ⊆ L(T ) ∧ T ⊆ L(S))⇒ L(S) = L(T );

5. L(S) = ∪Si⊆S,|Si|<∞L(Si).

Dokaz: 1. Svaki vektor jeste linearna kombinacija jednog
vektora - sebe samog. 2. Po definiciji lineala 3. Zbog
prethodne posledice 4. Iz S ⊆ L(T ) koriste�i 2. i 3. je
L(S) ⊆ L(T ). Analogno pokazujemo obratnu inkluziju. 5. Iz
definicije lineala.

Definicija 2.8 Ako za potprostor U vektorskog prostora Rn,
n ∈ N i S ⊆ Rn va�i da je L(S) = U onda ka�emo da je U
generisan sa S. Ka�emo i da je S generatorni skup (niz)
vektora za U . Ako postoji konaqan generatorni skup (niz) za
U ka�emo da je U konaqno generisan potprostor.

Primer: Niz (1, 0), (1, 1) je generatorni za R2 jer za sve a, b ∈
R imamo (a, b) = (a− b)(1, 0) + b(1, 1).
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2.2.3 Baze

Definicija 2.9 Baza nekog potprostora od Rn, n ∈ N je niz
linearno nezavisnih vektora koji generixe taj potprostor.
Ako je taj niz konaqan baza je konaqna.

Napomena: Vide�emo u nastavku da su potprostori sa ko-
jima mi radimo sa konaqnom bazom.

Primer: Kako smo ve� utvrdili da je (1, 0), (1, 1) i linearno
nezavisan i generatorni niz za R2 to je baza.

Teorema 2.8 Niz vektora nekog potprostora je baza tog pot-
prostora ako i samo ako je taj niz maksimalan linearno neza-
visan niz.

Dokaz: (⇒) Ako posmatramo bilo koji vektor koji nije u
bazi onda zbog toga xto je baza niz generatora se taj novi
vektor prikazuje kao linearna kombinacija vektora baze, pa
sa vektorima baze qini linearno zavisan niz.

(⇐) Ako je neki niz vektora v1, . . . , vn maksimalan linearno
nezavisan niz onda bilo koji drugi vektor u zajedno sa uoqen-
im vektorima qini linearno zavisan niz. Xto znaqi da pos-
toji linearna kombinacija α1v1 + . . . + αnvn + αv = 0 pri qemu
je α 6= 0, inaqe zbog pretpostavke o linearnoj nezavisnosti
za v1, . . . , vn dobijamo da su svi koeficijenti nule. Tako�e
ne mo�e biti samo α 6= 0 nego je jox neki od koeficijenata
razliqit od nule, a onda se v mo�e prikazati kao linearna
kombinacija vektora polaznog niza, pa je polazni niz i gen-
eratorni niz, pa je baza.

Teorema 2.9 Niz vektora je baza ako i samo ako je minimalan
niz generatora.

Dokaz: (⇒) Neka je neki niz vektora baza. Ako izbacimo
neki vektor onda ako je novonastali niz i daǉe niz gen-
eratora onda se izbaqeni vektor mo�e izraziti preko pre-
ostalih pa sa preostalima qini linearno zavisan niz pa nije
baza. Zato je to minimalan niz generatora. (⇐) Ako uoqeni
minimalni niz generatora nije linearno nezavisan onda se
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neki od tih vektora mo�e izraziti preko ostalih pa pre-
ostali vektori qine generatorni niz, xto je nemogu�e zbog
minimalnosti.

Teorema 2.10 U potprostoru U je niz vektora v1, . . . , vm, m ∈ N
baza ako i samo ako se svaki vektor iz U na jedinstven naqin
mo�e prikazati kao linearna kombinacija vektora v1, . . . , vm.

Dokaz: (⇒) Neka u ∈ U i neka je u = α1v1 + . . . + αmvm i
u = β1v1 + . . . + βmvm. Tada je 0 = (α1 − β1)v1 + . . . + (αm − βm)vm,
pa kako je niz vektora v1, . . . , vm linearno nezavisan dobijamo
α1 − β1 = . . . = αm − βm = 0 odakle sledi tvrdǌa.

(⇐) Ako se svaki vektor iz U mo�e na jedinstven naqin
prikazati kao linearna kombinacija vektora v1, . . . , vm onda je
v1, . . . , vm svakako generatorni niz. Iz jedinstvenosti prikaza
nula vektora kao linearne kombinacije vektora v1, . . . , vm sledi
linearna nezavisnost niza v1, . . . , vm, pa je on baza.

Teorema 2.11 Neka n ∈ N. Neka je za sve i ∈ {1, . . . , n}, ei n-
torka koja na i-tom mestu ima 1, a na svim ostalim mestima
nule. Tada je e1, . . . , en baza za Rn.

Dokaz: Tvr�eǌe proizilazi iz jednakosti (a1, . . . , an) = a1e1+
. . .+ anen za sve a1, . . . , an ∈ R.

Napomena: Baza iz prethodne teoreme naziva se standardna
baza prostora Rn, za sve n ∈ N.

Posledica 2.2 Vektorski prostor (Rn,+, ·) ima konaqnu bazu
i konaqno je generisan za sve n ∈ N.

Teorema 2.12 Niz vektora v1, . . . , vm koji ne sadr�i nula vek-
tor je linearno zavisan ako i samo ako me�u vektorima v2, . . .
, vm postoji vektor vk koji je jednak linearnoj kombinaciji
vektora v1, . . . , vk−1.

Dokaz: Kako je niz vektora v1, . . . , vm linearno zavisan to
postoje brojevi α1, . . . , αm takvi da je α1v1 + . . . + αmvm = 0 i
bar jedan od αi 6= 0. Neka je k najve�i me�u indeksima alfi
koji nisu nula. Jasno k > 1. Sada je α1v1 + . . . + αkvk =
0, a odavde dobijamo vk kao linearnu kombinaciju vektora
v1, . . . , vk−1. Obratno znamo da svaki niz koji sadr�i linearno
zavisan podniz je i sam linearno zavisan.
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Teorema 2.13 Ako je u nekom potprostoru v1, . . . , vm linearno
nezavisan niz, a u1, . . . , uk niz generatora onda je m ≤ k.

Dokaz: U nizu u1, . . . , uk dodamo v1 pa dobijamo v1, u1, . . . , uk,
a to je i daǉe generatorni niz koji je linearno zavisan. Zato
postoji vektor ui koji je jednak linearnoj kombinaciji vek-
tora v1, u1, . . . , ui−1 po prethodnoj teoremi. Sad posmatramo
niz v1, v2, u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uk. To je opet linearno zavisan
niz generatora pa ponavǉamo postupak. Novi vektor koji
izbacujemo nije ni v1 ni v2 zbog linearne nezavisnosti, nego
neki od u-ova. Postupak nastavǉamo dok ima vektora. Uko-
liko je m > k kontradikcija jer dobijamo da je v1, . . . , vm lin-
earno zavisan, jer sadr�i linearno zavisan podniz.

Teorema 2.14 Za sve n ∈ N sve baze za (Rn,+, ·) imaju isti broj
elemenata.

Dokaz: Neka n ∈ N. Znamo da e1, . . . , en jeste jedna baza za Rn.
Ako posmatramo neku drugu bazu ukoliko je beskonaqna zbog
prethodne teoreme du�ina konaqnog linearno nezavisnog pod-
niza je ograniqena sa n jer je e1, . . . , en niz generatora. Zato
ne mo�e postojati beskonaqan linearno nezavisan niz vek-
tora pa ni beskonaqna baza. Ako je neki drugi konaqan niz
v1, . . . , vm baza onda kako smo ve� objasnili mora biti m ≤ n,
a kako je v1, . . . , vm tako�e niz generatora, a e1, . . . , en linearno
nezavisan niz, mora biti n ≤ m, pa je n = m.

Posledica 2.3 Za svako n ∈ N, svaki potprostor od (Rn,+, ·)
ima konaqnu bazu.

Dokaz: Neka je V proizvoǉan potprostor od (Rn,+, ·). Pos-
matramo sve linearno nezavisne nizove vektora u V . Svaki
od tih nizova je linearno nezavisan i u Rn, pa je du�ina
tih nizova ograniqena sa n, po teoremi 2.13, jer standardna
baza jeste generatorni niz od n elemenata. Po teoremi 2.8,
linearno nezavisan niz koji je maksimalne du�ine je baza za
V .

Posledica 2.4 Neka n ∈ N. Sve baze imaju isti broj eleme-
nata u potprostorima od Rn.
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Dokaz: Dokaz je analogan dokazu tvr�eǌa da sve baze za
(Rn,+, ·) imaju isti broj elemenata.

Definicija 2.10 Neka je v1, . . . , vm, m ∈ N baza potprostora i
za vektor x tog potprostora je x = α1v1 + . . .+αmvm jedinstvena
reprezentacija. Tada je αi i-ta koordinata vektora x u bazi
v1, . . . , vm.

Teorema 2.15 Svaki generatorni niz v1, . . . , vm nekog nenula
potprostora sadr�i podniz koji je baza.

Dokaz: Neka v1, . . . , vm ne sadr�i nula vektore, u suprot-
nom takve vektore najpre izbacimo. Ako v2 mo�e da se izrazi
preko v1 izbacujemo ga, a inaqe ne. Ovaj postupak ponavǉamo
za svaki slede�i vektor u nizu. Po teoremi 2.12 novodobi-
jeni podniz polaznog niza vektora je linearno nezavisan koji
je niz generatora pa je baza.

Teorema 2.16 Svaki konaqan linearno nezavisan niz vektora
u nekom potprostoru je baza ili se mo�e dopuniti do baze.

Dokaz: Neka je v1, . . . , vm linearno nezavisan niz u potpros-
toru od Rn sa bazom u1 . . . , uk, gde m,n, k ∈ N,m, k ≤ n. Pos-
matramo niz v1, . . . , vm, u1, . . . , uk na koji primeǌujemo postupak
iz dokaza prethodne teoreme. Vektori v1, . . . , vm ne�e biti
izbaqeni, novodobijeni niz jeste niz generatora i linearno
je nezavisan.

Definicija 2.11 Broj vektora baze nekog potprostora naziva
se dimenzija tog potprostora.

Primer: Za n ∈ N dimenzija od (Rn,+, ·) je n.
Napomena: Dimenziju potprostora U oznaqava�emo sa d(U).

Propozicija 2.1 Svaki linearno nezavisan niz du�ine jed-
nake dimenziji potprostora, je baza tog potprostora.

Dokaz: Po ranijoj teoremi znamo da se taj linearno neza-
visan niz mo�e dopuniti do baze, ali sve baze imaju isti
broj elemenata koji je jednak dimenziji.
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Propozicija 2.2 Svaki generatorni niz du�ine jednake di-
menziji potprostora, je baza tog potprostora.

Dokaz: Po ranijoj teoremi znamo da taj generatorni niz
sadr�i podniz koji je baza, ali sve baze imaju isti broj
elemenata koji je jednak dimenziji.

Teorema 2.17 Ako su U i V dva potprostora i U ⊆ V onda je
d(U) ≤ d(V ).

Dokaz: Svaka baza u U je linearno nezavisan niz vektora
u V pa se mo�e dopuniti do baze za V .

Teorema 2.18 Neprazan skup vektora je potprostor od Rn, n ∈
N ako i samo ako predstavǉa skup rexeǌa homogenog sistema
jednaqina.

Dokaz: (⇒) Neka je U potprostor. Znamo da on ima konaqnu
bazu (u11, . . . , u

1
n), . . . , (um1 , . . . , u

m
n ), gde je n ≥ m, za neke realne

brojeve u11, . . . , u1n, . . . , um1 , . . . , umn . Sad je za svako x ∈ U ispuǌeno
x = (x1, . . . , xn) = α1(u

1
1, . . . , u

1
n)+. . .+αm(um1 , . . . , u

m
n ). Zapiximo ovu

jednakost koriste�i standardnu bazu. Tako dobijamo
x1e1+ . . .+xnen = (α1u

1
1+ . . .+αmu

m
1 )e1+ . . .+(α1u

1
n+ . . .+αmu

m
n )en.

Ovim dolazimo do homogenog sistema jednaqina:
α1u

1
1 + . . .+ αmu

m
1 − x1 = 0 ∧ . . . ∧ α1u

1
n + . . .+ αmu

m
n − xn = 0

po nepoznatim x1, . . . , xn, α1, . . . , αm. Ovaj sistem svodimo na
ǌemu ekvivalentan homogeni sistem u trougaonom obliku i
to tako da su sve slobodne promenǉive me�u x1, . . . , xn, a pre-
ostale nepoznate su vezane promenǉive. U novodobijenom
sistemu u prvih m jednaqina figurixu nepoznate x1, . . . , xn, α1,
. . . , αm, a u preostalih n−m jednaqina samo nepoznate x1, . . . , xn.
Posmatrajmo sada homogeni sistem koji qine samo jednaqine
u kojima figurixu samo nepoznate x1, . . . , xn. Polazni sis-
tem ima netrivijalna rexeǌa, koja qine potprostor U , ako
uoqeni sistem ima netrivijalna rexeǌa. Ta rexeǌa su taqno
koordinate vektora iz U .

(⇐) Ovo smo pokazali ranije.
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2.3 Izomorfizmi

Definicija 2.12 Neka su U i V potprostori vektorskog pros-
tora Rn i Rm, redom, gde n,m ∈ N. Bijekcija f : U → V za koju
je

1. f(u+ v) = f(u) + f(v);

2. f(αu) = αf(u),

za sve u, v ∈ U i sve α ∈ R, naziva se izomorfizam. Ka�emo da
je tada potprostor U izomorfan sa V i to pixemo U ∼= V .

Napomena: Uslovi 1. i 2. su ekvivalentni sa f(αu+ βv) =
αf(u) + βf(v), za sve u, v ∈ U i sve α, β ∈ R.

Primer: Identiqko preslikavaǌe je izomorfizam.

Teorema 2.19 Izomorfizam preslikava nula vektor u nula
vektor.

Dokaz: Neka je f : U → V izomorfizam. Za proizvoǉno
u ∈ U je f(0U ) = f(0u) = 0f(u) = 0V .

Teorema 2.20 Za sve potprostore U , V i W va�i:

1. U ∼= U ;

2. ako je U ∼= V onda je V ∼= U ;

3. ako je U ∼= V i V ∼= W onda je U ∼= W .

Dokaz: 1. zbog identiqkog preslikavaǌa. 2. inverzno
preslikavaǌe izomorfizma je izomorfizam. 3. kompozicija
dva izomorfizma je izomorfizam.

Teorema 2.21 Dva potprostora su izomorfni ako i samo ako
imaju iste dimenzije.

Dokaz: (⇒) Neka je U ∼= V i neka je f : U → V izomorfizam.
Ako je u1, . . . , un baza za U poka�imo da je f(u1), . . . , f(un) baza
za V . Za proizvoǉno v ∈ V postoji u ∈ U tako da je f(u) = v jer
je f izomorfizam pa je ,,na”. Sada je v = f(α1u1 + . . .+ αnun) =
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α1f(u1) + . . . + αnf(un), pa f(u1), . . . , f(un) jeste generatorni niz.
Ako je za neke α1, . . . , αn ∈ R ispuǌeno α1f(u1) + . . .+ αnf(un) = 0
onda je f(α1u1+. . .+αnun) = 0 = f(0), pa je α1u1+. . .+αnun = 0 jer je
f ,,1-1” jer je izomorfizam. Me�utim onda je α1 = . . . = αn = 0
jer je niz u1, . . . , un linearno nezavisan. Zato je f(u1), . . . , f(un)
linearno nezavisan, pa je baza. (⇐) Neka su U i V potpros-
tori od Rn i Rm, redom takvi da je d(U) = d(V ) = k, za neke
k, n,m ∈ N. Posmatrajmo baze u1, . . . , uk za U i v1, . . . , vk za V .
Definiximo preslikavaǌe f : U → V sa f(α1u1 + . . . + αkuk) =
α1v1+. . .+αkvk, za sve α1, . . . , αk ∈ R. Iz jedinstvenosti prikazi-
vaǌa svakog vektora kao linearne kombinacije vektora baze
sledi da je f ,,1-1” i ,,na”, odnosno bijekcija. Daǉe, za
proizvoǉne α1, . . . , αk, β1, . . . , βk, γ ∈ R je:

f((α1u1 + . . . + αkuk) + (β1u1 + . . . + βkuk)) = f((α1 + β1)u1 + . . . +
(αk + βk)uk) = (α1 + β1)v1 + . . . + (αk + βk)vk = (α1v1 + . . . + αkvk) +
(β1v1 + . . .+ βkvk) = f(α1u1 + . . .+ αkuk) + f(β1u1 + . . .+ βkuk).

f(γ(α1u1+. . .+αkuk)) = f(γα1u1+. . .+γαkuk) = γα1v1+. . .+γαkvk =
γ(α1v1 + . . .+ αkvk) = γf(α1u1 + . . .+ αkuk).

Zato je f izomorfizam.

2.4 Sume i preseci potprostora

2.4.1 Presek i unija potprostora

Propozicija 2.3 Neka je n ∈ N. Tada je presek proizvoǉno
mnogo potprostora u Rn ponovo potprostor od Rn.

Dokaz: Taj presek je neprazan jer svaki od uoqenih pot-
prostora sadr�i nula vektor. Na osnovu definicije pot-
prostora proveravamo da taj presek jeste potprostor.

Propozicija 2.4 Neka je n ∈ N. Tada je presek dva potpros-
tora u Rn najve�i potprostor od Rn koji je sadr�an u svakom
od ǌih.

Dokaz: Neka su U i V potprostori od Rn, za neko n ∈ N.
Jasno, U ∩ V ⊆ U, V . Ako je potprostor W takav da je W ⊆ U, V
onda je W ⊆ U ∩ V .
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Primetimo da unija dva potprostora ne mora biti pot-
prostor. Pogledajmo slede�i primer. Posmatramo potpros-
tor od R2 generisan sa e1 i potprostor generisan sa e2. Jasno
(1, 1) = e1 + e2 ne pripada ǌihovoj uniji.

Pitaǌe: Da li postoji najmaǌi potprostor koji sadr�i
svaki od dva uoqena potprostora?

Definicija 2.13 Neka su U i V potprostori od Rn, za neko
n ∈ N. Tada je U + V = {u+ v |u ∈ U, v ∈ V } suma potprostora U
i V .

Teorema 2.22 Suma dva potprostora je najmaǌi potprostor
koji sadr�i ta dva potprostora.

Dokaz: Neka su U i V potprostori od Rn, za neko n ∈ N.
0 = 0 + 0 ∈ U + V , pa je U + V 6= ∅. Ako u1, u2 ∈ U i v1, v2 ∈ V onda
je (u1 + v1) + (u2 + v2) = (u1 + u2) + (v1 + v2) ∈ U + V , a za svako
α ∈ R imamo α(u1 + v1) = αu1 + αv1 ∈ U + V , jer αu1 ∈ U i αv1 ∈ V .
Ovim smo pokazali da je U + V potprostor. Kako 0 ∈ U, V to
je U, V ⊆ U +V . Ako za neki potprostor W va�i U, V ⊆W onda
je U + V ⊆W zbog definicije potprostora.

Teorema 2.23 Neka su U i V potprostori od Rn, za neko n ∈ N.
Tada je d(U) + d(V ) = d(U + V ) + d(U ∩ V ).

Dokaz: Neka je d(U) = m, a d(U ∩ V ) = k. Kako je U ⊆ U + V
i U ∩ V ⊆ V to se baza u1, . . . , um za U mo�e dopuniti do baze
za U + V , a baza v1, . . . , vk za U ∩ V se mo�e dopuniti do baze
v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vk+t za V . Poka�imo da je u1, . . . , um, vk+1, . . . , vk+t
baza za U+V . Prvo, poka�imo da je u1, . . . , um, vk+1, . . . , vk+t gen-
eratorni niz za U +V . Za x ∈ U +V je x = u+ v, za neke u ∈ U i
v ∈ V , pa je u = α1u1+. . .+αmum, a v = β1v1+. . .+βkvk+βk+1vk+1+. . .+
βk+tvk+t. Primetimo da je β1v1+. . .+βkvk ∈ U jer U∩V ⊆ U . Zato
je β1v1 + . . .+ βkvk = γ1u1 + . . .+ γmum, za neke γ1, . . . , γm ∈ R. Sada
dobijamo x = (α1+γ1)u1+ . . .+(αm+γm)um+βk+1vk+1+ . . .+βk+tvk+t,
pa je u1, . . . , um, vk+1, . . . , vk+t generatorni niz za U + V . Pret-
postavimo sada da je niz u1, . . . , um, vk+1, . . . , vk+t linearno zav-
isan. Tada postoje θ1, . . . , θm, δk+1, . . . , δk+t ∈ R od kojih bar jedan
nije nula takvi da je θ1u1 + . . .+ θmum + δk+1vk+1 + . . .+ δk+tvk+t =
0. Sada je θ1u1 + . . . + θmum = −δk+1vk+1 − . . . − δk+tvk+t, ali
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θ1u1 + . . . + θmum ∈ U , a δk+1vk+1 + . . . + δk+tvk+t ∈ V . Zato je
−δk+1vk+1−. . .−δk+tvk+t ∈ U∩V . Ako je θ1u1+. . .+θmum = −δk+1vk+1−
. . . − δk+tvk+t = 0 dobijamo θ1 = . . . = θm = δk+1 = . . . = δk+t = 0
jer je u1, . . . , um linearno nezavisan niz, a vk+1, . . . , vk+t podniz
linearno nezavisnog niza pa je linearno nezavisan. Ukoliko
θ1u1 + . . . + θmum 6= 0 onda je −δk+1vk+1 − . . . − δk+tvk+t linearna
kombinacija vektora v1, . . . , vk, a odavde je niz v1, . . . , vk+t lin-
earno zavisan, a to je kontradikcija jer znamo da je taj niz
baza za V .

Definicija 2.14 Ako potprostori U i V zadovoǉavaju uslov
U ∩ V = {0} onda se ǌihova suma naziva direktna suma i za-
pisuje kao U ⊕ V .

Teorema 2.24 Za potprostore U i V takve da je U ∩ V = {0}
ispuǌeno je d(U ⊕ V ) = d(U) + d(V ).

Dokaz: Posledica prethodne teoreme.

Teorema 2.25 Svaki vektor iz U ⊕ V se na jedinstven naqin
mo�e prikazati kao zbir jednog vektora iz U i jednog vektora
iz V .

Dokaz: Pretpostavimo da postoje u1, u2 ∈ U i v1, v2 ∈ V
takvi da je u1 + v1 = u2 + v2. Tada je u1 − u2 = v2 − v1, ali
leva strana je u U , a desna strana je vektor iz V . Suma je
direktna pa to moraju biti nula vektori. Zato je u1 = u2 i
v1 = v2.

Napomena: Ako za k ∈ N definixemo V1 ⊕ . . . ⊕ Vk ako je
(V1 + . . .+ Vi−1 + Vi+1 + . . .+ Vk) ∩ Vi = {0}, za sve i ∈ {1, . . . , k} onda
za svako x ∈ V1⊕ . . .⊕Vk postoje jedinstveni vektori vi ∈ Vi dok
i ∈ {1, . . . , k} takvi da je x = v1 + . . .+ vk.

2.5 Linearne funkcionele

Definicija 2.15 Neka je n ∈ N i V potprostor od Rn. Pres-
likavaǌe f : V → R za koje je

1. f(u+ v) = f(u) + f(v);
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2. f(αu) = αf(u);

za sve u, v ∈ V i sve α ∈ R naziva se linearna funkcionela.

Napomena: Uslovi 1. i 2. iz prethodne definicije mogu
se zameniti uslovom f(αu+ βv) = αf(u) + βf(v), za sve α, β ∈ R i
sve u, v ∈ V .

Primeri: Preslikavaǌe koje svaki vektor preslikava u
nulu kao realan broj jeste linearna funkcionela ma kog pot-
prostora. Ovo preslikavaǌe oznaqavamo sa O. Neka je n ∈ N i
neka je i ∈ {1, . . . , n}. Tada je f : Rn → R dato sa f((x1, . . . , xn)) = xi
linearna funkcionela.

Propozicija 2.5 Svaka linearna funkcionela preslikava nu-
la vektor u nulu.

Dokaz: Na osnovu osobine 1. za linearnu funkcionelu f
nekog potprostora U imamo: f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0), pa je
f(0) = 0.

Teorema 2.26 Ako je V potprostor od Rn, n ∈ N sa bazom
v1, . . . , vk, gde je k ∈ N, onda postoji jedna i samo jedna linearna
funkcionela f : V → R takva da je f(v1) = a1, . . . , f(vk) = ak, za
date a1, . . . , ak ∈ R.

Dokaz: Definiximo f : V → R sa f(α1v1 + . . .+ αkvk) = α1a1 +
. . . + αkak, za sve α1, . . . , αk ∈ R. Proverimo da je f linearna
funkcionela. Neka α1v1 + . . .+αkvk, β1v1 + . . .+βkvk ∈ V i γ, δ ∈ R.
Tada je

f(γ(α1v1 + . . .+ αkvk) + δ(β1v1 + . . .+ βkvk))

= f((γα1 + δβ1)v1 + . . .+ (γαk + δβk)vk)

= (γα1 + δβ1)a1 + . . .+ (γαk + δβk)ak
= γ(α1a1 + . . .+ αkak) + δ(β1a1 + . . .+ βkak)

= γf(α1v1 + . . .+ αkvk) + δf(β1v1 + . . .+ βkvk).
Neka je g : V → R linearna funkcionela za koju je g(v1) =

a1, . . . , g(vk) = ak. Tada je za proizvoǉan vektor x ∈ V ispuǌeno
g(x) = g(θ1v1+ . . .+θkvk) = θ1g(v1)+ . . .+θkg(vk) = θ1a1+ . . .+θkak =

θ1f(v1) + . . .+ θkf(vk) = f(θ1v1 + . . .+ θkvk) = f(x).
Zato je f = g.
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Teorema 2.27 Ako je skup svih linearnih funkcionela pot-
prostora V od Rn oznaqen sa Hom(V,R), a za sve f, g ∈ Hom(V,R)
i sve α ∈ R je definisano (f+g)(x) = f(x)+g(x) i (αf)(x) = α·f(x),
za sve x ∈ V onda va�i:

1. f + g = g + f ;

2. (f + g) + h = f + (g + h);

3. f +O = O + f = f ;

4. f + (−f) = (−f) + f = O;

5. α(f + g) = αf + αg;

6. (α+ β)f = αf + βf ;

7. (αβ)f = α(βf);

8. 1 · f = f ,

za sve f, g, h ∈ Hom(V,R) i sve α, β ∈ R.

Dokaz: U pitaǌu su jednakosti funkcija, koje jasno imaju
jednake domene i jednake kodomene, ostaje da se ispita jed-
nakost pravila preslikavaǌa. Pokaza�emo da va�i osobina
5, a ostalo ostavǉamo qitaocu za ve�bu. Za proizvoǉno x ∈ V
je α(f + g)(x) = α((f + g)(x)) = α(f(x) + g(x)) = αf(x) + αg(x) =
(αf)(x) + (αg)(x) = (αf + αg)(x).

Definicija 2.16 Vektorski prostor (Hom(V,R),+, ·) se naziva
dualni vektorski prostor.

2.6 Unitarni potprostori

2.6.1 Skalarni proizvod

Definicija 2.17 Neka je V potprostor od Cn, n ∈ N. Pres-
likavaǌe 〈, 〉 : V × V → C za koje je:

1. 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

2. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;
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3. 〈αx, y〉 = α〈x, y〉;

4. 〈x, x〉 ≥ 0;

5. 〈x, x〉 = 0 ako i samo ako x = 0,

za sve x, y ∈ V i sve α ∈ C, nazivamo unutraxǌi ili skalar-
ni proizvod, a potprostor V unitarni vektorski potprostor.

Napomena: Ako umesto potprostora od Cn posmatramo pot-
prostor od Rn onda je u pitaǌu Euklidski vektorski potpros-
tor.

Primeri: Standardni skalarni proizvod u Cn, n ∈ N je
〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 = x1y1+. . .+xnyn, za sve x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈
C; Specijalno, standardni skalarni proizvod u Rn, n ∈ N je
〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 = x1y1+. . .+xnyn, za sve x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈
R.

Teorema 2.28 Za sve n ∈ N i sve x, y, z ∈ Cn kao i sve α ∈ C je:

1. 〈x, αy〉 = α〈x, y〉;

2. 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉;

3. 〈x, 0〉 = 〈0, x〉 = 0.

Dokaz: 1. 〈x, αy〉 = 〈αy, x〉 = α〈y, x〉 = α〈x, y〉. 2. 〈x, y + z〉 =
〈y + z, x〉 = 〈y, x〉+ 〈z, x〉 = 〈y, x〉 + 〈z, x〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉. 3. 〈0, x〉 =
〈0 + 0, x〉 = 〈0, x〉 + 〈0, x〉, odavde je 〈x, 0〉 = 〈0, x〉 = 0 zbog prve
osobine.

2.6.2 Norma

Definicija 2.18 U unitarnom potprostoru V od Cn, n ∈ N
preslikavaǌe || • || : V → R definisano sa ||x|| =

√
〈x, x〉, za sve

x ∈ V naziva se norma.

Teorema 2.29 (Koxi-Xvarcova nejednakost) U unitarnom pot-
prostoru V , za svako x, y ∈ V va�i nejednakost: |〈x, y〉| ≤ ||x|| ·
||y||.
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Dokaz: Za sve x, y ∈ V i α ∈ C imamo:
〈x−αy, x−αy〉 ≥ 0, sada koriste�i osobine skalarnog proizvoda

dobijamo:
〈x, x〉 − 〈αy, x〉 − 〈x, αy〉+ 〈αy, αy〉 ≥ 0

〈x, x〉−α〈y, x〉−α〈x, y〉+αα〈y, y〉 ≥ 0, ako izaberemo α = 〈x,y〉
〈y,y〉 , za

y 6= 0, dobijamo posle potiraǌa tre�eg i qetvrtog sabirka:
〈x, x〉 − 〈x,y〉〈x,y〉〈y,y〉 ≥ 0, mno�eǌem sa 〈y, y〉, pa potom primenom

〈x, y〉〈x, y〉 = |〈x, y〉|2 i korenovaǌem dobijamo tra�enu nejed-
nakost.

Primetimo da za y = 0 va�i jednakost u datoj nejednakosti.
Primer: Za n ∈ N i standardni skalarni proizvod dobi-

jamo nejednakost:

|x1y1 + . . .+ xnyn| ≤
√
|x1|2 + . . .+ |xn|2

√
|y1|2 + . . .+ |yn|2

u Cn, a u Rn imamo: |x1y1+ . . .+xnyn| ≤
√
x21 + . . .+ x2n

√
y21 + . . .+ y2n.

Napomena: Jednakost u Koxi-Xvarcovoj nejednakosti va�i
kad god su vektori x i y kolinearni.

Teorema 2.30 U unitarnom potprostoru V za sve x, y ∈ V i
sve α ∈ C va�i:

1. ||x|| ≥ 0;

2. ||x|| = 0 ako i samo ako je x = 0;

3. ||αx|| = |α| · ||x||;

4. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Dokaz: 1. i 2. slede direktno iz osobina 4. i 5. skalarnog
proizvoda. 3. ||αx|| =

√
〈αx, αx〉 =

√
αα〈x, x〉 =

√
|α|2〈x, x〉 =

|α|
√
〈x, x〉 = |α|||x|| 4. ||x + y||2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉 + 〈x, y〉 +

〈y, x〉+ 〈y, y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈x, y〉+ 〈y, y〉 = 〈x, x〉+ 2Re〈x, y〉+ 〈y, y〉
≤ 〈x, x〉+ 2|〈x, y〉|+ 〈y, y〉 ≤ 〈x, x〉+ 2||x|| · ||y||+ 〈y, y〉 = ||x||2 + 2||x|| ·

||y||+ ||y||2 = (||x||+ ||y||)2
Napomena: Osobina 4. se naziva i nejednakost trougla.

Definicija 2.19 Vektor se naziva normiran ako mu je norma
jednaka jedinici.
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Teorema 2.31 Svaki nenula vektor se mo�e normirati.

Dokaz: Pomno�imo ga reciproqnom vrednosti ǌegove norme.

2.6.3 Ortogonalnost

Primetimo da izraz |〈x,y〉|
||x||·||y|| uvek uzima vrednost iz [−1, 1] u

svakom unitarnom potprostoru.

Definicija 2.20 U Euklidskom potprostoru ugao izme�u ne-
nula vektora x i y je realan broj α ∈ [0, π] takav da je cosα =
|〈x,y〉|
||x||·||y|| .

Definicija 2.21 U unitarnom potprostoru V za x, y ∈ V ka�e-
mo da su ortogonalni ako va�i 〈x, y〉 = 0.

Definicija 2.22 U unitarnom potprostoru se neki niz vek-
tora naziva ortogonalan ako su svaka dva vektora iz tog niza
me�usobno ortogonalna. Ortogonalan niz u kome je svaki vek-
tor normiran naziva se ortonormirani niz.

Teorema 2.32 U unitarnom potprostoru je svaki ortogonalan
niz koji ne sadr�i nula vektor linearno nezavisan.

Dokaz: Neka je za neke α1, . . . , αk ∈ C ispuǌeno α1a1 + . . . +
αkak = 0, gde je a1, . . . , ak ortogonalan niz. Sada je
〈α1a1 + . . .+ αkak, aj〉 = 〈0, aj〉 = 0
〈α1a1, aj〉+ . . .+ 〈αkak, aj〉 = 0
α1〈a1, aj〉+ . . .+ αk〈ak, aj〉 = 0
U ovoj jednakosti je 〈ai, aj〉 = 0 za i 6= j pa je αj〈aj , aj〉 = 0, a

odavde je αj = 0 jer je 〈aj , aj〉 6= 0 jer je aj 6= 0. Tako meǌaju�i
j ∈ {1, . . . , k} dobijamo da su svi koeficijenti alfe jednake
nuli u polaznoj linearnoj kombinaciji.

Posledica 2.5 Svaki ortonormirani niz je linearno nezav-
isan.

Teorema 2.33 Ako je a1, . . . , an, n ∈ N ortonormirana baza uni-
tarnog potprostora V onda je za svako x ∈ V ispuǌeno

x = 〈x, a1〉a1 + . . .+ 〈x, an〉an.
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Dokaz: Kako je a1, . . . , an baza to postoje α1, . . . , αn ∈ C takvi
da je x = α1a1 + . . . + αnan. Postupamo kao u dokazu prethodne
teoreme.

Teorema 2.34 U unitarnom potprostoru V sa bazom a1, . . . , an,
n ∈ N skalarni proizvod za vektore x = α1a1 + . . . + αnan i
y = β1a1 + . . . + βnan je 〈x, y〉 = α1β1 + . . . + αnβn ako i samo ako je
baza a1, . . . , an ortonormirana.

Dokaz: (⇒) Ako va�i data formula za skalarni proizvod
onda je
〈ai, aj〉 = 0, za i 6= j, a ||ai|| =

√
〈ai, ai〉 = 1, pa je baza ortonormi-

rana.
(⇐) Ako je (a1, . . . , an) ortonormirana baza onda je
〈x, y〉 = 〈α1a1 + . . .+ αnan, β1a1 + . . .+ βnan〉
= 〈α1a1, β1a1 + . . .+ βnan〉+ . . .+ 〈αnan, β1a1 + . . .+ βnan〉
= α1β1〈a1, a1〉+ . . .+ αnβn〈an, an〉.

Teorema 2.35 Svaki unitarni potprostor ima ortonormiranu
bazu.

Dokaz: Pokaza�emo da uvek postoji ortogonalna baza, a
onda je mo�emo normirati i dobiti ortogonalnu bazu. Neka
je a1, . . . , an, n ∈ N jedna baza uoqenog potprostora. Novu bazu
formiramo po formuli (Gram-Xmitov postupak):

bk = ak − Σk−1
i=1

〈ak,bi〉
〈bi,bi〉 bi,

za sve k = 2, . . . , n. Uzimamo b1 = a1. Iz formule daǉe
raqunamo b2 = a2− 〈a2,a1〉〈a1,a1〉a1 i tako redom koliko god ima vektora
u bazi. Proverom utvr�ujemo ortogonalnost ovih vektora.
Sada je niz b1, . . . , bn ortogonalan, pa je linearno nezavisan,
a kako sadr�i n vektora kao i polazna baza mora biti baza.

Primer: Standardna baza je ortonormirana u odnosu na
standardni skalarni proizvod.

Napomena: Ako Gram-xmitov postupak primenimo na or-
togonalan niz vektora dobijamo isti niz vektora.

Definicija 2.23 Neka je V unitarni potprostor i ∅ 6= S ⊆ V .
Skup svih vektora iz V ortogonalnih na svaki vektor iz S
naziva se ortogonalni komplement od S i oznaqava sa S⊥.
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Teorema 2.36 Ortogonalni komplement je potprostor.

Dokaz: Neka je ∅ 6= S ⊆ V . Jasno, 0 ∈ S⊥. Neka x, y ∈ S⊥

i α, β ∈ C onda je za proizvoǉno v ∈ S ispuǌeno 〈αx + βy, v〉 =
α〈x, v〉+ β〈y, v〉 = α · 0 + β · 0 = 0, pa αx+ βy ∈ S⊥.

Primer: U R2 je L(e2) ortogonalni komplement od L(e1).

Teorema 2.37 Ako je W potprostor unitarnog potprostora V ,
d(V ) = n, n ∈ N, onda je W ⊕W⊥ = V .

Dokaz: Suma je direktna jer ako x ∈W∩W⊥ onda je 〈x, x〉 = 0
pa je x = 0. Neka je v1, . . . , vk ortogonalna baza za W , v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn
baza za V . Gram-xmitovim postupkom dobijamo ortogonalnu
bazu u1, . . . , un za V , pri qemu je u1 = v1, . . . , uk = vk ortogonalna
baza za W . Sada uk+1, . . . , un ∈ W⊥ i predstavǉaju linearno
nezavisan niz jer su ortogonalan niz pa je d(W⊥) ≥ n − k.
Odavde je d(V ) ≥ d(W ⊕W⊥) = d(W ) + d(W⊥) ≥ k + (n − k) = n =
d(V ), jer je svakako W ⊕ W⊥ ⊆ V . Kako smo dobili i da je
d(W ⊕W⊥) = d(V ) to je W ⊕W⊥ = V .

Primer: Zbog prethodnog primera imamo L(e1)⊕L(e2) = R2.

Teorema 2.38 Za svaki potprostor U unitarnog prostora Cn,
n ∈ N va�i (U⊥)⊥ = U .

Dokaz: Po definiciji ortogonalnog komplementa je U ⊆
(U⊥)⊥, jer ako x ∈ U onda za sve y ∈ U⊥ imamo 〈x, y〉 = 0 pa
x ∈ (U⊥)⊥. Primetimo d(U) + d(U⊥) = n = d(U⊥) + d((U⊥)⊥), pa je
d(U) = d((U⊥)⊥). Zato sledi tvrdǌa.

Definicija 2.24 U unitarnom potprostoru V neka je V = W ⊕
W⊥. Tada se jedinstveni vektori w1 ∈W i w2 ∈W⊥ za proizvo-
ǉan vektor v ∈ V takvi da je v = w1 +w2 nazivaju ortogonalne
projekcije vektora v na W i W⊥, redom.

Primer: Ortogonalna projekcija (2, 5) na L(e1) je (2, 0), a
ortogonalna projekcija na L(e2) je (0, 5).



Glava 3

LINEARNE TRANSFORMACIJE I MATRICE

3.1 Linearne transformacije

Definicija 3.1 Neka n,m ∈ N i neka su U i V potprostori od
Rn i Rm, redom. Preslikavaǌe f : U → V za koje va�i:

1. f(u+ v) = f(u) + f(v);

2. f(αu) = αf(u),

za sve u, v ∈ U i sve α ∈ R naziva se linearna transformacija
ili linearno preslikavaǌe.

Napomena: Uslovi 1. i 2. prethodne definicije ekviva-
lentni su sa uslovom f(αu + βv) = αf(u) + βf(v), za sve u, v ∈ U
i sve α, β ∈ R. Skup svih linearnih transformacija potpros-
tora U u potprostor V oznaqava�emo sa Hom(U, V ), a ako je
U = V onda sa End(U).

Primeri: Svaki izomorfizam je linearna transforma-
cija. Identiqko preslikavaǌe �emo oznaqavati sa E. Pres-
likavaǌe koje sve vektore preslikava u nula vektor je lin-
earna transformacija i oznaqava se sa O. Svaka linearna
funkcionela jeste linearna transformacija. Preslikavaǌe
f : R2 → R2 dato sa f(x, y) = (y, x), za sve x, y ∈ R jeste lin-
earna transformacija. Me�utim preslikavaǌe f(x, y) = (x2, y)
vektorskog prostora R2 u sebe sama linearna transforma-
cija jer ne ispuǌava uslove 1. i 2. definicije, na primer
f(2(1, 1)) = (4, 2) 6= (2, 2) = 2(1, 1) = 2f((1, 1)).

47
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Teorema 3.1 Ako je a1, . . . , an, n ∈ N baza potprostora U , a
b1, . . . , bn ∈ V onda postoji jedna i samo jedna linearna trans-
formacija f : U → V za koju je f(a1) = b1, . . . , f(an) = bn.

Dokaz: Analogan dokazu za odgovaraju�u teoremu za lin-
earne funkcionele.

Definicija 3.2 Neka je f : U → V linearna transformacija
potprostora U u potprostor V . Tada skup svih vektora iz
U koji se preslikavaju u nula vektor iz V nazivamo jezgro
linearne transformacije u oznaci Kerf .

Kerf = {x ∈ U | f(x) = 0}.

Primer: KerO = {U}, Kerf = {0} ako je f ,,1-1”.

Definicija 3.3 Neka je f : U → V linearna transformacija
potprostora U u potprostor V . Tada skup svih vektora iz V u
koji se preslikava neki vektor iz U nazivamo imi
 linearne
transformacije u oznaci Imf .

Imf = {x ∈ V | (∃y ∈ U)f(y) = x}.

Primer: Imi
 nula transformacije je nula potprostor.
Imi
 izomorfizma je ceo kodomen.

Teorema 3.2 Jezgro je potprostor domena, a imi
 je potpros-
tor kodomena linearne transformacije.

Dokaz: Neka je f : U → V , gde su U i V potprostori. Prime-
timo najpre da je f(0) = f(0+0) = f(0)+f(0), pa je f(0) = 0. Zato,
0 ∈ Kerf , pa je ∅ 6= Kerf ⊆ U . Ako α, β ∈ R i u, v ∈ Kerf onda je
f(αu + βv) = αf(u) + βf(v) = α0 + β0 = 0, pa αu + βv ∈ Kerf . Ako
α, β ∈ R i u, v ∈ Imf onda postoje a, b ∈ U takvi da je f(a) = u i
f(b) = v pa jef(αa+ βb) = αf(a) + βf(b) = αu+ βv, pa αu+ βv ∈ Imf .
Kako je U 6= ∅ to je ∅ 6= Imf ⊆ V . Ovim smo pokazali da su
Kerf i Imf potprostori od U i V , redom.

Teorema 3.3 Za linearnu transformaciju f : U → V va�i
d(Kerf) + d(Imf) = d(U).
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Dokaz: Neka je d(Kerf) = m i d(U) = n, kako je Kerf potpros-
tor od U , m ≤ n i ǌegova baza u1, . . . , um se mo�e dopuniti do
baze u1, . . . , un, potprostora U . Poka�imo da je f(um+1), . . . , f(un)
baza za Imf . Neka v ∈ Imf tada postoji u ∈ U takvo da je
f(u) = v. Znamo da je u = α1u1 + . . . + αnun, a onda je v = f(u) =
f(α1u1 + . . .+αnun) = α1f(u1) + . . .+αnf(un). Kako u1, . . . , um ∈ Kerf
to je f(u1) = . . . = f(um) = 0 pa je v = αm+1f(um+1) + . . . + αnf(un).
Zato je f(um+1), . . . , f(un) generatorni niz za Imf . Neka su sada
θm+1, . . . , θn ∈ R takvi da je θm+1f(um+1)+ . . .+θnf(un) = 0. Onda je
f(θm+1um+1 + . . .+ θnun) = f(0) = 0, pa θm+1um+1 + . . .+ θnun ∈ Kerf
ali onda je θm+1um+1 + . . .+θnun linearna kombinacija vektora
u1, . . . , um, pa je niz u1, . . . , un linearno zavisan. Ovo je kon-
tradikcija sa pretpostavkom da je u1, . . . , un baza. Ostaje da
je f(um+1), . . . , f(un) linearno nezavisan niz pa je baza za Imf .
Zato je d(Imf) = n−m pa va�i tra�ena jednakost.

Definicija 3.4 Dimenzija imi
a naziva se rang, a dimenzija
jezgra nulitet linearne transformacije.

Definicija 3.5 Ako su A,B ∈ Hom(U, V ), gde su U i V neki pot-
prostori, a α ∈ R onda definixemo zbir linearnih transfor-
macija A i B sa (A+B)(x) = A(x)+B(x), za sve x ∈ U i umno�ak
linearne transformacije A skalarom α sa (αA)(x) = α · A(x),
za sve x ∈ U .

Propozicija 3.1 Ako su A,B ∈ Hom(U, V ), gde su U i V neki
potprostori, a α ∈ R onda A+B,αA ∈ Hom(U, V ).

Dokaz: Neka x, y ∈ U i neka α, β, γ ∈ R. Tada za A,B ∈
Hom(U, V ) imamo (A + B)(αx + βy) = A(αx + βy) + B(αx + βy) =
αA(x) + βA(y) + αB(x) + βB(y) = α(A(x) + B(x)) + β(A(y) + B(y)) =
α(A+B)(x) +β(A+B)(y). Daǉe, (αA)(βx+γy) = α(βA(x) +γA(y)) =
αβA(x) + αγA(y) = β(αA)(x) + γ(αA)(y).

Teorema 3.4 Neka je V potprostor. Za sve A,B,C ∈ End(V ) i
α, β ∈ R je:

1. A+B = B +A;

2. (A+B) + C = A+ (B + C);
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3. A+O = O +A = A;

4. A+ (−A) = (−A) +A = O, gde je −A = (−1)A;

5. α(A+B) = αA+ αB;

6. (α+ β)A = αA+ βA;

7. (αβ)A = α(βA);

8. 1 ·A = A.

Dokaz: 6. (α + β)A(x) = α · A(x) + β · A(x) = (αA)(x) + (βA)(x) =
(αA+ βA)(x), za sve x ∈ V . Sliqno dokazujemo ostale tvrdǌe.

Napomena: Prethodna teorema va�i i ako uzmemo A,B,C ∈
Hom(U, V ) za neke razliqite potprostore U i V .

Definicija 3.6 Neka je V potprostor i A,B ∈ End(V ). Tada
je AB : V → V definisano sa AB(x) = A(B(x)), za sve x ∈ V .

Propozicija 3.2 Neka je V potprostor i A,B ∈ End(V ). Tada
je AB ∈ End(V ).

Dokaz: Neka x, y ∈ V i α, β ∈ R. Tada je AB(αx + βy) =
A(B(αx+βy)) = A(αB(x) +βB(y)) = αA(B(x)) +βA(B(y)) = αAB(x) +
βAB(y). Zato AB ∈ End(V ).

Teorema 3.5 Neka je V potprostor i A,B,C ∈ End(V ). Tada
je (AB)C = A(BC), A(B + C) = AB + AC, (A + B)C = AC + BC,
EA = AE = A.

Dokaz: Proveravamo po definiciji.

Definicija 3.7 Neka je V potprostor. Tada se A ∈ End(V )
naziva regularna ako postoji transformacija B takva da je
AB = BA = E i tada B zovemo inverzna transformacija. In-
aqe je A singularna.

Teorema 3.6 Linearna transformacija je regularna ako i
samo ako je bijekcija i u tom sluqaju inverzna transfor-
macija postoji jedinstveno.
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Dokaz: Znamo da funkcija ima inverznu ako i samo ako je
bijekcija.

Primetimo da svaka regularna linearna transformacija
jeste izomorfizam, a da va�i i obratno ako je u pitaǌu
izomorfizam potprostora u sebe sama.

Teorema 3.7 Ako je A regularna linearna transformacija,
a B ǌena inverzna transformacija, onda je i B linearna
transformacija.

Dokaz: Neka je AB = BA = E za neke A,B ∈ End(V ) i neki
potprostor V . Neka x, y ∈ V i α, β ∈ R sada je A(B(αx + βy)) =
AB(αx + βy) = αx + βy = αAB(x) + βAB(y) = A(αB(x) + βB(y)).
Sada kako je A regularna to je bijekcija pa je injekcija pa
dobijamo B(αx+ βy) = αB(x) + βB(y).

Napomena: Inverznu transformaciju za regularnu lin-
earnu transformaciju A oznaqavamo sa A−1.

Teorema 3.8 Neka je V potprostor i A ∈ End(V ). Slede�i
uslovi su ekvivalentni:

1. A je regularna;

2. ImA = V ;

3. KerA = {0};

4. A je iǌekcija;

5. Ako je a1, . . . , an, n ∈ N baza za V onda je to i A(a1), . . . , A(an).

Dokaz: 1. ⇒ 2. A je bijekcija pa i ,,na” pa je ImA = V .
2. ⇒ 3. Uslov daje da je d(KerA) = 0, pa je KerA = {0}. 3. ⇒ 4.
Neka je A(u) = A(v). Tada je A(u − v) = 0 pa u − v ∈ KerA pa
je po pretpostavci u − v = 0, odnosno u = v. 4. ⇒ 5. Ako je
α1A(a1) + . . .+ αnA(an) = 0 onda je A(α1a1 + . . .+ αnan) = A(0) pa je
zbog injektivnosti α1a1 + . . . + αnan = 0 pa je α1 = . . . = αn = 0.
Kako je d(V ) = n to je A(a1), . . . , A(an) baza. 5. ⇒ 1. Pod ovom
pretpostavkom je ispuǌeno 2., a time i 3. pa je A bijekcija,
pa je regularna.
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Teorema 3.9 Proizvod dve regularne linearne transforma-
cije je regularna linearna transformacija.

Dokaz: Kompozicija bijekcija je bijekcija.
Napomena: Inverzna transformacija za AB, gde su i A i

B regularne linearne transformacije je B−1A−1.

Teorema 3.10 Ako je V potprostor i A ∈ End(V ), a B : V → V
takva da je AB = E onda je i BA = E i A je regularna linearna
transformacija i B = A−1.

Dokaz: Iz AB = E zakǉuqujemo da je A ,,na” odnosno da
je ImA = V . Po teoremi znamo da je onda A regularna pa
postoji jedinstveno C ∈ End(V ) takvo da je AC = CA = E.
Sada je C = CE = C(AB) = (CA)B = EB = B, pa je BA = CA = E.

3.2 Matrice

3.2.1 Definicija i operacije sa matricama

Definicija 3.8 Neka m,n ∈ N. Realna matrica formata m×n
je pravougaona tablica ili xema realnih brojeva koja ima
m vrsta i n kolona:

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn


Elemente aij ∈ R, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} nazivamo ele-
mentima matrice. Matrice oznaqavamo velikim xtampanim
slovima latinice. Navedenu matricu jednostavnije zapisu-
jemo i kao [aij ]m×n. Matricu [a]1×1 identifikujemo sa elemen-
tom a. Skup svih realnih matrica formata m×n oznaqavamo
sa Rm,n. Ako je m = n matrica je kvadratna i ka�emo da
je reda n, umesto formata n × n. Ako je m 6= n matrica je
pravougaona.

Napomena: Na isti naqin definixemo kompleksne matrice
i uvodimo odgovaraju�e oznake.
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Primer:

 2 i
−i −1
0 0

 ∈ C3,2

Definicija 3.9 Matricu koja ima na svim mestima nule nazi-
vamo nula matrica i oznaqavamo sa O. Kvadratnu matricu
koja na glavnoj dijagonali ima jedinice, a na ostalim mes-
tima nule nazivamo jediniqna matrica i oznaqavamo sa E.

Definicija 3.10 Dve matrice su jednake ako su istog for-
mata i ako su odgovaraju�i elementi jednaki.

Definicija 3.11 Neka m,n ∈ N, [aij ]m×n, [bij ]m×n ∈ Rm,n i α ∈ R.
Tada je [aij ]m×n + [bij ]m×n = [aij + bij ]m×n i α[aij ]m×n = [αaij ]m×n.

Teorema 3.11 Neka m,n ∈ N. Tada za sve A,B,C ∈ Rm,n i α, β ∈ R
va�i:

1. A+B = B +A;

2. (A+B) + C = A+ (B + C);

3. A+O = O +A = A;

4. A+ (−A) = (−A) +A = O, gde je −A = (−1)A;

5. α(A+B) = αA+ αB;

6. (α+ β)A = αA+ βA;

7. (αβ)A = α(βA);

8. 1 ·A = A.

Dokaz: Neka su A = [aij ]m×n i B = [bij ]m×n. Poka�imo 5.
α(A+ B) = α([aij ]m×n + [bij ]m×n) = α[aij + bij ]m×n = [α(aij + bij)]m×n =
[αaij+αbij ]m×n = [αaij ]m×n+[αbij ]m×n = α[aij ]m×n+α[bij ]m×n = αA+αB.
Ostala svojstva dokazujemo analogno.

Napomena: Primetimo da su osobine 1. do 8. osobine
koje imaju vektori, pa se kvadratne matrice reda n ∈ N mogu
posmatrati kao n2-torke jer se sabiraǌe i mno�eǌe brojem
tako�e poklapa sa vektorima.
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Definicija 3.12 Neka su m,n, p ∈ N, a [aij ] ∈ Rm,n i [bij ] ∈ Rn,p.
Tada je [aij ]m×n · [bij ]n×p = [cij ]m×p, gde je cij = Σn

k=1aikbkj, i ∈
{1, . . . ,m} i j ∈ {1, . . . , p}.

Teorema 3.12 Neka su m,n, p, r ∈ N i A ∈ Rm,n, B,D ∈ Rn,p, C ∈
Rp,r. Tada je

1. AE = EA = A;

2. (AB)C = A(BC);

3. A(B +D) = AB +AD;

4. (B +D)C = BC +DC.

Dokaz: Neka je A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×p, C = [cij ]p×r, D =
[dij ]n×p.

2. (AB)C = [Σn
k=1aikbkj ]m×p[cij ]p×r = [Σp

l=1(Σ
n
k=1aikbkl)clj ]m×r =

[Σp
l=1Σ

n
k=1(aikbkl)clj ]m×r = [Σp

l=1Σ
n
k=1aik(bklclj)]m×r

= [Σn
k=1Σ

p
l=1aik(bklclj)]m×r = [Σn

k=1aikΣ
p
l=1bklclj ]m×r

= [aij ]m×n[Σp
l=1bilclj ]n×r = A(BC).

3. A(B + D) = [aij ]m×n([bij ]n×p + [dij ]n×p) = [aij ]m×n[bij + dij ]n×p
= [Σn

k=1aik(bkj+dkj)]m×p = [Σn
k=1(aikbkj+aikdkj)]m×p = [Σn

k=1aikbkj ]m×p+
[Σn
k=1aikdkj ]m×p = AB +AD
Analogno pokazujemo osobine 1. i 4.
Napomena: Proizvod matrica nije komutativan. Pogleda-

jmo slede�i primer:
[

1 0
1 0

]
·
[

0 1
0 1

]
6=
[

0 1
0 1

]
·
[

1 0
1 0

]

Definicija 3.13 Neka su m,n ∈ N i A ∈ Rm,n. Ako je A = [aij ]m×n
onda je At = [atij ]n×m, gde je atij = aji, za sve i ∈ {1, . . . ,m} i
j ∈ {1, . . . , n}. Matrica At se naziva transponovana matrica
matrice A.

Napomena: U literaturi se transponovana matrica ma-
trice A obele�ava i sa AT ili A′.

Primer: Et = E,Ot = O,

 1 2
3 4
0 1


t

=

[
1 3 0
2 4 1

]
.

Teorema 3.13 Neka su m,n, p ∈ N. Ako A,B ∈ Rm,n, C ∈ Rn,p i
α ∈ R onda je:
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1. (A+B)t = At +Bt;

2. (αA)t = αAt;

3. (AC)t = CtAt.

Dokaz:
3. Neka je A = [aij ]m×n, a C = [cij ]n×p. Sada je (AC)t =

[(Σn
k=1aikckj)

t] = [Σn
k=1ajkcki] = [Σn

k=1a
t
kjc

t
ik] = [Σn

k=1c
t
ika

t
kj ] = CtAt.

Definicija 3.14 Neka je n ∈ N. Za kvadratnu matricu A =
[aij ]n×n definixemo tr(A) = Σn

i=1aii i nazivamo trag matrice A.

Primer: Trag jediniqne matrice jednak je ǌenom redu.

Teorema 3.14 Neka je n ∈ N. Ako A,B ∈ Rn,n i α ∈ R onda je:

1. tr(A+B) = tr(A) + tr(B);

2. tr(αA) = αtr(A);

3. tr(AB) = tr(BA).

Dokaz: Neka je A = [aij ]n×n, a B = [bij ]n×n.
1. tr(A+B) = Σn

i=1(aii + bii) = Σn
i=1aii + Σn

i=1bii = tr(A) + tr(B).

3.2.2 Matrice i linearne transformacije

Definicija 3.15 Neka je n ∈ N i v ∈ V , gde je V potporstor
dimenzije n ∈ N. Uoqimo jednu bazu B za V i u odnosu na
tu bazu neka su v1, . . . , vn koordinate od v. Tada se matrica v1

...
vn


B

naziva koordinatna kolona vektora v u datoj bazi B

i kra�e zapisuje kao [v]B. Kada je jasno o kojoj bazi je req
oznaku u indeksu izostavǉamo.

Napomena: Koordinatne kolone su n-torke samo zapisane
vertikalno umesto horizontalno i sabiramo ih i mno�imo
brojem kao i na uobiqajen naqin zapisane n-torke. Na snazi
ostaju sve osobine koje imaju n-torke u odnosu na sabiraǌe
i mno�eǌe brojem.
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Teorema 3.15 Neka je A : V → V linearna transformacija
potprostora V , dimenzije n ∈ N. Tada postoje brojevi α11, . . . ,
α1n, . . . , αn1, . . . , αnn kojima je A jedinstveno odre�ena.

Dokaz: Neka je v1, . . . , vn baza potprostora V . Iz ranije
teoreme znamo da je svaka linearna transformacija jedin-
stveno odre�ena slikama vektora baze. Kako se svaki vek-
tor na jedistven naqin mo�e predstaviti kao linearna kom-
binacija vektora baze, to va�i i za vektore A(v1), . . . , A(vn).
Zato jedinstveno postoje brojevi α11, . . . , α1n, . . . , αn1, . . . , αnn za
koje je A(v1) = α11v1 +α21v2 + . . .+αn1vn, A(v2) = α12v1 +α22v2 + . . .+
αn2vn, . . . , A(vn) = α1nv1 + α2nv2 + . . .+ αnnvn.

Definicija 3.16 Neka je A : V → V linearna transformacija
potprostora V sa bazom B = {v1, . . . , vn}, n ∈ N. Ako je A(v1) =
α11v1+α21v2+ . . .+αn1vn, A(v2) = α12v1+α22v2+ . . .+αn2vn, . . . , A(vn) =
α1nv1+α2nv2+. . .+αnnvn onda se matrica [αij ]n×n naziva matrica
transformacije A u bazi B i oznaqava sa [A]B. Oznaku baze
izostavǉamo bez konfuzije.

Teorema 3.16 Neka je A : V → V linearna transformacija
potprostora V sa bazom B dimenzije n ∈ N. Tada za proizvo-
ǉan vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ V va�i [A(x)]B = [A]B[x]B.

Dokaz: Neka je B = {v1, . . . , vn} baza za V i [αij ]n×n ma-
trica transformacije A. Tada je A(v1) = α11v1 + α21v2 + . . . +
αn1vn, A(v2) = α12v1 + α22v2 + . . . + αn2vn, . . . , A(vn) = α1nv1 + α2nv2 +
. . . + αnnvn. Sada je za neko x ∈ V , x = x1v1 + . . . + xnvn, pa
je A(x) = x1A(v1) + . . . + xnA(vn) = x1(α11v1 + α21v2 + . . . + αn1vn) +
x2(α12v1+α22v2+. . .+αn2vn)+. . .+xn(α1nv1+α2nv2+. . .+αnnvn). Kada
izmno�imo zagrade i grupixemo uz v-ove dobijamo: A(x) =
(x1α11 + x2α12 + . . .+ xnα1n)v1 + (x1α21 + x2α22 + . . .+ xnα2n)v2 + . . .+
(x1αn1 + x2αn2 + . . .+ xnαnn)vn. Zato je koordinatna kolona vek-

tora A(x) =


x1α11 + x2α12 + . . .+ xnα1n

x1α21 + x2α22 + . . .+ xnα2n
...

x1αn1 + x2αn2 + . . .+ xnαnn

, to se sa druge strane

poklapa sa proizvodom [A][x].
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Primer: Matrica linearne transformacije A : R2 → R2

date sa A(x, y) = (y, x) u standardnoj bazi je:
[

0 1
1 0

]
jer je

A(e1) = e2 i A(e2) = e1.

Teorema 3.17 Neka je U potprostor, A,B ∈ End(U) i α ∈ R.
Tada je:

1. [A+B] = [A] + [B];

2. [αA] = α[A];

3. [AB] = [A][B].

Dokaz:
3. Neka je V = {v1, . . . , vn} baza za U i [αij ]n×n matrica

transformacije A, a [βij ]n×n matrica transformacije B. Tada
je A(v1) = α11v1 + α21v2 + . . . + αn1vn, A(v2) = α12v1 + α22v2 + . . . +
αn2vn, . . . , A(vn) = α1nv1 + α2nv2 + . . .+ αnnvn i B(v1) = β11v1 + β21v2 +
. . .+βn1vn, B(v2) = β12v1+β22v2+ . . .+βn2vn, . . . , B(vn) = β1nv1+β2nv2+
. . . + βnnvn. Sada je A(B(v1)) = β11A(v1) + β21A(v2) + . . . + βn1A(vn),
A(B(v2)) = β12A(v1)+β22A(v2)+. . .+βn2A(vn) i tako daǉe A(B(vn)) =
β1nA(v1) + β2nA(v2) + . . .+ βnnA(vn). Odavde je

AB(vj) = β1j(α11v1 + α21v2 + . . .+ αn1vn) + β2j(α12v1 + α22v2 + . . .+
αn2vn) + . . .+ βnj(α1nv1 + α2nv2 + . . .+ αnnvn)

= (α11β1j+α12β2j+. . .+α1nβnj)v1+(α21β1j+α22β2j+. . .+α2nβnj)v2+
. . .+ (αn1β1j + αn2β2j + . . .+ αnnβnj)vn, za sve j ∈ {1, . . . , n}. Prime-
timo da j-ta kolona matrice [AB] jeste upravo

α11β1j + α12β2j + . . .+ α1nβnj
α21β1j + α22β2j + . . .+ α2nβnj

...
αn1β1j + αn2β2j + . . .+ αnnβnj

 .

3.2.3 Regularne matrice

Definicija 3.17 Kvadratna matrica A je regularna ako pos-
toji kvadratna matrica B istog reda takva da je AB = BA = E.
U suprotnom matricu nazivamo singularna.
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Primer: Jediniqna matrica je regularna, jer je EE = E,
a nula matrica je singularna, jer je XO = OX = O, za sve
kvadratne matrice X istog reda kao O.

Teorema 3.18 Neka je V potprostor. Linearna transforma-
cija A ∈ End(V ) je regularna ako i samo ako je ǌena matrica
regularna.

Dokaz:
(⇒) Ako je A regularna onda postoji linearna transfor-

macija B takva da je AB = BA = E, pa je [AB] = [BA] = [E]
odnosno [A][B] = [B][A] = [E]. Zato je [A] regularna matrica.

(⇐) Ako je [A] regularna matrica, onda postoji matrica B,
koja jeste matrica neke linearne transformacije oznaqimo je
isto sa B, takva da je [A]B = B[A] = E, odnosno [A][B] = [B][A] =
[E], pa je [AB] = [BA] = [E], pa je AB = BA = E. Zato je A
regularna linearna transformacija.

Teorema 3.19 Kvadratna matrica A je regularna ako i samo
ako postoji kvadratna matrica B istog reda takva da je AB =
E.

Dokaz: Ako je A regularna matrica onda je ispuǌeno AB =
E. Ako je AB = E onda je [A][B] = [E], pa je A regularna
linearna transformacija po teoremi 3.18, pa je A regularna
matrica.

Teorema 3.20 Kvadratna matrica A je regularna ako postoji
kvadratna matrica B istog reda takva da je BA = E.

Dokaz: Analogno dokazu prethodne teoreme.

Teorema 3.21 Za datu regularnu kvadratnu matricu A jedin-
stveno postoji matrica B za koju je AB = BA = E.

Dokaz: Posledica je teoreme da je matrica linearne trans-
formacije u datoj bazi jedinstveno odre�ena i jedinstvenosti
inverzne linearne transformacije.

Definicija 3.18 Jedinstvena matrica B za matricu A iz pret-
hodne teoreme naziva se inverzna matrica matrice A i oz-
naqava sa A−1.
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Teorema 3.22 Matrica inverzne linearne transformacije jed-
naka je inverznoj matrici matrice polazne linearne trans-
formacije.

Dokaz:
Neka je A ∈ End(V ) za neki potprostor V i A−1 ǌena in-

verzna transformacija. Kako je [A][A−1] = [AA−1] = E = [A−1A] =
[A−1][A] i [A]−1 jedinstvena, to mora biti [A−1] = [A]−1.

Teorema 3.23 Neka je D regularna kvadratna matrica i A
proizvoǉna matrica istog formata. Tada je:

1. (D−1)t = (Dt)−1;

2. tr(D−1AD) = tr(A).

Dokaz:
1. Znamo da je DD−1 = D−1D = E pa transponovaǌem ovih

jednakosti primenom teoreme 3.13 pod 3, dobijamo Dt(D−1)t =
(D−1)tDt = Et = E, ali je i Dt(Dt)−1 = (Dt)−1Dt = E, pa zbog
jedinstvenosti inverzne matrice za Dt dobijamo tra�enu jed-
nakost.

2. Po osobini 3. iz ranije teoreme koja ka�e da je tr(XY ) =
tr(Y X) imamo tr(D−1(AD)) = tr((AD)D−1) = tr(A).

Definicija 3.19 Neka je n ∈ N. Determinanta kvadratne ma-

trice A = [aij ]n×n je

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, u oznaci det(A) ili

|A|.

Teorema 3.24 Ako je determinanta kvadratne matrice razli-
qita od nule onda je ona regularna.

Dokaz:
Kvadratna matrica A = [aij ]n×n, n ∈ N, je regularna ako i

samo ako je linearna transformacija ǌome odre�ena, u oz-
naci isto A, regularna. To je ekvivalentno sa KerA = {0}.
Ovo je ekvivalentno sa A(x) = 0 ⇔ x = 0, odnosno sa tim da
homogeni kvadratni sistem
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a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

. . .
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = 0

ima samo trivijalno rexeǌe, a ovo je po Kramerovoj teoremi
taqno ako je determinanta tog sistema razliqita od nule,
odnosno |A| 6= 0.

3.3 Rang matrice

3.3.1 Potprostori vrsta i kolona i minori

Definicija 3.20 Neka je A = [aij ]m×n, m,n ∈ N. Tada je
L((a11, . . . , a1n), . . . , (am1, . . . , amn)) potprostor od Rn i naziva se

potprostor vrsta, a L((a11, . . . , am1), . . . , (a1n, . . . , amn)) potpros-
tor od Rm i naziva se potprostor kolona matrice A.

Definicija 3.21 Neka je A = [aij ]m×n, i neka m,n ∈ N. Tada je
za k ≤ min{m,n} podmatrica tipa k × k matrice A kvadratna
matrica reda k koja se od A dobija izostavǉaǌem m−k vrsta
i n− k kolona. Determinanta te podmatrice naziva se minor
reda k.

Napomena: Ovaj pojam minora je opxtiji od pojma mi-
nora koji je korixten za algebarski komplement (kofaktor) u
Laplasovom razvoju determinante po vrsti odnosno koloni.
Ti minori su u smislu prethodne definicije determinante
podmatrica reda za jedan maǌeg od reda matrice qija je de-
terminanta bax ona koja se posmatra.

Primer:
∣∣∣∣∣ 2 2

0 3

∣∣∣∣∣ je jedan minor reda 2 matrice
[

2 0 2
0 1 3

]
.

Definicija 3.22 Neka m,n ∈ N i neka je A ∈ Rm,n. Prirodan
broj r je rang po minorima matrice A ako su svi minori reda
ve�eg od r jednaki nuli, a postoji minor reda r razliqit od
nule. Rang po minorima nula matrice je nula.

Primer: Rang po minorima jediniqne matrice jednak je

redu te matrice. Rang po minorima matrice
[

1 0
0 0

]
je 1.
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Teorema 3.25 Neka m,n ∈ N i neka je A ∈ Rm,n. Neka je r ∈ N
rang po minorima matrice A i neka je M 6= 0 minor reda
r. Tada se svaka vrsta (kolona) kao n-torka (m-torka) mo�e
predstaviti kao linearna kombinacija onih vrsta (kolona)
koje uqestvuju u minoru M .

Dokaz: Neka je A = [aij ]m×n. Bez umaǌeǌa opxtosti uze�emo

da je M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1r
a21 a22 . . . a2r
...

... . . . ...
ar1 ar2 . . . arr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Posmatrajmo sad determinantu

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1r a1j
a21 a22 . . . a2r a2j
...

... . . . ...
...

ar1 ar2 . . . arr arj
ai1 ai2 . . . air aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Kako je rang po minorima r, a red

determinante D je r + 1, mora biti D = 0. Razvijaǌem D po
posledǌoj vrsti dobijamo ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ airAir + aijM = 0.
Kako je M 6= 0 to je aij = (−Ai1

M )ai1 + . . . + (−Air
M )air. Jasno,

−Ai1
M , . . . ,−Air

M ne zavise od i, pa ih mo�emo oznaqiti redom sa
λ1, . . . , λr, pa dobijamo aij = λ1ai1 + . . .+λrair, za sve i ∈ {1, . . . ,m}.
Zato je j-ta kolona linearna kombinacija prvih r kolona.
Analogno pokazujemo za vrste.

Teorema 3.26 Determinanta je razliqita od nule ako i samo
ako ǌene vrste (kolone) qine linearno nezavisan niz.

Dokaz: Ako vrste obrazuju linearno zavisan niz n-torki,
onda postoji ǌihova linearna kombinacija jednaka nuli. Neka
je λ ∈ R onaj koeficijent u toj linearnoj kombinaciji koji
nije nula. Pomno�imo najpre odgovaraju�u vrstu ove deter-
minante D sa λ, time je nova vrednost λD. Koriste�i osobine
determinante dobijamo da se vrednost ne meǌa dodavaju�i
uoqenoj vrsti preostale vrste prethodno pomno�ene koefi-
cijentima iz linearne kombinacije. Time je dobijena nula
vrsta u λD pa je λD = 0, odnosno D = 0. Analogno pokazu-
jemo za kolone. Kontrapozicijom je ovim dokazano da ako
je D 6= 0 vrste (kolone) obrazuju linearno nezavisan niz n-
torki. Pretpostavimo da je sada D = 0, to daje da je rang po
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minorima odgovaraju�e matrice maǌi od reda determinante,
pa postoji minor razliqit od nule. Po prethodnoj teoremi
se onda vrsta (kolona) koja ne uqestvuje u tom minoru mo�e
prikazati kao linearna kombinacija vrsta (kolona) iz tog
minora, pa vrste (kolone) obrazuju linearno zavisan niz.
Ponovo kontrapozicijom dobjamo drugi smer tvr�eǌa.

Definicija 3.23 Neka su m,n ∈ N i A = [aij ]m×n. Dimenzija
potprostora od Rn generisanog vrstama matrice A naziva se
rang po vrstama matrice A. Dimenzija potprostora od Rm

generisanog kolonama matrice A naziva se rang po kolonama
matrice A.

Propozicija 3.3 Rang po vrstama matrice je maksimalan broj
ǌenih linearno nezavisnih vrsta, a rang po kolonama ma-
trice je maksimalan broj ǌenih linearno nezavisnih kolona.

Dokaz: Na osnovu ranije teoreme i prethodne definicije.

Teorema 3.27 Rang po vrstama, kolonama i minorima za svaku
matricu su jednaki.

Dokaz: Neka je r ∈ N rang matrice A po minorima. Tada
znamo da postoji minor reda r razliqit od nule i da se svaka
druga vrsta (kolona) mo�e izraziti kao linearna kombi-
nacija tih r vrsta (kolona), a da su tih r vrsta (kolona) koje
uqestvuju u tom minoru linearno nezavisan niz po prethodne
dve teoreme. Zato su rang po vrstama i kolonama tako�e r.
Rang po vrstama i kolonama nula matrice je nula.

Definicija 3.24 Svaki od tri uvedena ranga nazivamo rang
matrice i oznaqavamo sa r(A), za proizvoǉnu matricu A.

3.3.2 Elementarne transformacije i matrice

Definicija 3.25 Neka m,n ∈ N. Elementarne transformacije
neke matrice iz Rm,n su:

1. zamena mesta dve vrste (kolone);

2. mno�eǌe neke vrste (kolone) brojem razliqitim od nule;
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3. dodavaǌe elemenata neke vrste (kolone) prethodno pom-
no�enih nekim brojem odgovaraju�im elementima neke
druge vrste (kolone).

Definicija 3.26 Elementarne matrice su matrice dobijene
od jediniqne matrice vrxeǌem taqno jedne od navedenih el-
ementarnih transformacija. Eij je matrica dobijena od E
zamenom i-te i j-te vrste (kolone). Ei(k) je matrica dobi-
jena od E mno�eǌem i-te vrste (kolone) brojem k 6= 0. Eij(k)
je matrica dobijena od E dodavaǌem i-toj vrsti j-te vrste
pomno�ene prethodno brojem k. E′ij(k) je matrica dobijena od
E dodavaǌem i-toj koloni j-te kolone pomno�ene prethodno
brojem k.

Teorema 3.28 Etij = Eij, Ei(k)t = Ei(k) i E′ij(k) = Eji(k) = Eij(k)t.

Dokaz: Direktnom proverom.

Teorema 3.29 Sve elementarne matrice su regularne i ǌi-
hove inverzne matrice su tako�e elementarne matrice.

Dokaz: Ova tvrdǌa je posledica jednakosti: EijEij = E,
Ei(k)Ei(

1
k ) = E i Eij(k)Eij(−k) = E.

Teorema 3.30 Neka je m,n ∈ N i A ∈ Rm,n. Ako je P ∈ Rm,m

elementarna matrica dobijena od E elementarnom transfor-
macijom na vrstama onda je PA matrica dobijena od A istom
elementarnom transformacijom. Analogno, ako je Q ∈ Rn,n

elementarna matrica dobijena od E elementarnom transfor-
macijom na kolonama onda je AQ matrica dobijena od A istom
elementarnom transformacijom.

Dokaz: Iz definicije proizvoda matrica.

Teorema 3.31 Elementarnim transformacijama se rang ma-
trice ne meǌa.

Dokaz: Elementarnim transformacijama na vrstama ne
meǌa se rang po vrstama, jer vrste kao torke posle primene
svake od tri navedene elementarne transformacije generixu
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isti potprostor koji su generisale pre primene elementarne
transformacije. Na isti naqin elementarnim transforma-
cijama na kolonama ne meǌa se rang po kolonama, a oni su
jednaki i jednaki su rangu po minorima.

Teorema 3.32 Svaka matrica se primenom elementarnih trans-
formacija svodi na matricu

1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0


.

Broj jedinica u ovoj matrici jednak je rangu polazne ma-
trice.

Dokaz: Ako je u pitaǌu nula matrica ǌen rang je nula
i ona ima navedeni oblik. Ako matrica [aij ]m×n, m,n ∈ N,
nije nula onda postoji element koji nije nula i ǌega ele-
mentarnim transformacijama zamenama vrsta odnosno kolona
dovodimo na mesto elementa a11. Zato bez umaǌeǌa opxtosti
pretpostavimo da je a11 6= 0. Sada prvu vrstu mno�imo sa −a21

a11
i dodajemo drugoj vrsti. Isti postupak ponavǉamo za sve
preostale vrste. Tako dobijamo matricu koja u prvoj koloni
ima sve nule osim elementa a11. Sada mno�imo prvu kolonu
sa −a12

a11
i dodajemo drugoj koloni i tako redom za sve pre-

ostale kolone. Time u prvoj vrsti dobijamo sve nule osim
a11. Sada posmatramo podmatricu dobijenu od novonastale
brisaǌem prve vrste i prve kolone. Ako je ona nula matrica
postupak je zavrxen, a ako nije ponavǉamo opisani postupak
sve dok se dobija podmatrica koja nije nula matrica. Tako

dobijamo matricu



a′11 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . a′rr 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0


. Sad mno�eǌem
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i-te vrste sa 1
a′ii
, za i ∈ {1, . . . , r} dobijamo navedeni oblik ma-

trice koja ima rang r i polazna matrica ima isti rang zbog
prethodne teoreme.

Napomena: Oznaqimo matricu sa r jedinica na glavnoj di-
jagonali i svim ostalim elementima jednakim nuli, koja se
pomiǌe u prethodnoj teoremi, sa Jr.

Teorema 3.33 Rang linearne transformacije jednak je rangu
matrice te linearne transformacije.

Dokaz: Neka je V potprostor dimenzije n ∈ N i A ∈ End(V ).
Rang od A je d(ImA), a to je dimenzija potprostora gener-
isanog sa A(v1), . . . , A(vn),a to je rang (po kolonama) matrice
[A] u bazi v1, . . . , vn za V .

Teorema 3.34 Kvadratna matrica je regularna ako i samo ako
se elementarnim transformacijama mo�e svesti na jediniqnu
matricu.

Dokaz: Po definiciji regularnosti matrica mo�emo di-
rektno proveriti da bilo koja matrica koja ima sve nule
osim nekoliko jedinica na glavnoj dijagonali mo�e biti reg-
ularna jedino ako je to bax jediniqna matrica. Po teoremi
3.32, znamo da postoje regularne matrice P i Q koje su jed-
nake proizvodima elementarnih matrica koje odgovaraju el-
ementarnim transformacijama koje vrximo na polaznoj ma-
trici A reda n ∈ N, da dobijemo matricu koja ima sve nule
osim r jedinica na glavnoj dijagonali, gde je r = r(A). Zato
je PAQ = Jr, odnosno A = P−1JrQ

−1. Iz ovih matriqnih jed-
nakosti direktno sledi tvrdǌa.

Posledica 3.1 Kvadratna matrica je regularna ako i samo
ako je ǌen rang jednak ǌenom redu.

Dokaz: Iz prethodne teoreme.

Teorema 3.35 Kvadratna matrica je regularna ako i samo ako
je ǌena determinanta razliqita od nule.
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Dokaz: Ako je determinanta kvadratne matrice razliqita
od nule pokazali smo ranije da je ona regularna. Ako je
regularna onda je ǌen rang (po minorima) jednak redu, pa je
ǌena determinanta razliqita od nule.

Definicija 3.27 Razlika izme�u reda i ranga kvadratne ma-
trice naziva se nulitet te matrice. Nulitet kvadratne ma-
trice A oznaqavamo sa ν(A).

Teorema 3.36 Nulitet linearne transformacije jednak je nu-
litetu ǌene matrice.

Dokaz: Posledica jednakosti d(KerA) + d(ImA) = d(V ), za
potprostor V i A ∈ End(V ) i tvrdǌe da je rang linearne
transformacije jednak rangu ǌene matrice.

Teorema 3.37 Svaka regularna matrica je proizvod elemen-
tarnih matrica.

Dokaz: Po teoremi znamo da se regularna matrica A el-
ementarnim transformacijama dovodi do E. Po ranijoj teo-
remi znamo da primena elementarne transformacije na vrsti
odnosno koloni jeste mno�eǌe matrice sa leve odnosne desne
strane odgovaraju�om elementarnom matricom. Prema tome
postoje elementarne matrice E1, . . . , Ek i E′1, . . . , E

′
m takve da je

E1 · . . . · EkAE′1 · · · . . . · E′m = E, a kako je svaka elementarna ma-
trica regularna, to mno�eǌem sa odgovaraju�im inverznim
matricama posledǌu jednakost, dobijamo tvr�eǌe.

Teorema 3.38 Za svake dve kvadratne matrice A i B istog
reda, ako je B elementarna matrica onda je |AB| = |A||B|.

Dokaz: Postoje tri mogu�nosti za matricu B:

1. B = Eij: tada je |Eij | = −1, a po osobinama determinanti
je |AEij | = −|A|, pa je ispuǌeno |AEij | = |A||Eij |.

2. B = E(k): tada je |Ei(k)| = k, a po osobinama determinanti
je |AEi(k)| = k|A|, pa je ispuǌeno |AEi(k)| = |A||Ei(k)|.

3. B = E′ij(k): tada je |E′ij(k)| = 1, a po osobinama determi-
nanti je |AE′ij(k)| = |A|, pa je ispuǌeno |AE′ij(k)| = |A||E′ij(k)|.
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Teorema 3.39 Za svake dve kvadratne matrice A i B istog
reda je |AB| = |A||B|.

Dokaz: Ako je B regularna onda znamo da je B = E1 · . . . ·Ek
za neko k ∈ N i neke elementarne matrice E1, . . . , Ek. Pa je
|AB| = |AE1 · . . . · Ek| = |AE1 · . . . · Ek−1||Ek| = . . . = |A||E1| · . . . · |Ek| =
|A||E1E2||E3 · . . . · Ek| = . . . = |A||B|.

Ako je B singularna onda je |B| = 0. Pretpostavimo da je
AB regularna. Tada postoji matrica X istog reda, takva da
je XAB = E, ali onda je i B regularna. Kontradikcija. Zato
je AB singularna, pa je |AB| = 0, pa va�i tra�ena jednakost.

Posledica 3.2 Determinanta inverzne matrice je reciproqna
vrednost determinante polazne matrice.

Dokaz: Neka je A regularna matrica tada je |A| 6= 0 i
AA−1 = E, pa je |AA−1| = |E|, odnosno |A||A−1| = |E|, a odavde
sledi tvrdǌa.

Definicija 3.28 Neka m,n ∈ N i neka su A,B ∈ Rm,n. Tada je
matrica A ekvivalentna matrici B, zapisujemo A ∼ B, ako
postoje regularne matrice P ∈ Rm,m i Q ∈ Rn,n tako da je
B = PAQ.

Teorema 3.40 Neka m,n ∈ N. Relacija ∼ je relacija ekviva-
lencije na Rm,n.

Dokaz: Refleksivnost: A = EAE. Simetriqnost: Ako je
B = PAQ onda je A = P−1BQ−1 i P−1, Q−1 su regularne jer su
P i Q regularne. Tranzitivnost: Ako je B = PAQ i C = RBS
onda je C = (RP )A(QS) i RP,QS su regularne jer su R,P,Q, S
regularne matrice.

Teorema 3.41 Dve matrice istog formata su ekvivalentne ako
i samo ako se elementarnim transformacijama mogu svesti
jedna na drugu.

Dokaz: Ako se elementarnim transformacijama matrica A
mo�e svesti na matricu B onda postoje elementarne matrice
kojima matricu A mno�imo sa leve odnosno desne strane i
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dobijamo B. Proizvodi tih elementarnih matrica sa leve
odnosno desne strane matrice A predstavǉaju regularne ma-
trice P i Q takve da je B = PAQ. Obratno ako je B = PAQ,
znamo da su onda regularne matrice P i Q proizvodi ele-
mentarnih matrica, pa se onda B od A dobija elementarnim
transformacijama pa je A ∼ B.

Posledica 3.3 Dve matrice istog formata su ekvivalentne
ako i samo ako imaju isti rang.

Dokaz: Obe matrice ekvivalentne su istoj matrici sa
nulama i jedinicama eventualno na glavnoj dijagonali iz
ranije teoreme.

Napomena: Zbog prethodne teoreme klase ekvivalencije u
odnosu na relaciju ∼ za matrice formata m× n su: matrice
ranga 0, ranga 1,..., matrice ranga min{m,n}. Za predstavnike
klasa uzimamo: nula matricu, matricu koja ima samo u gorn-
jem levom uglu jedinicu a ostalo nule, matricu koja ima
samo na prva dva mesta na glavnoj dijagonali jedinice a os-
talo nule,..., matricu koja ima na prvih min{m,n} mesta na
glavnoj dijagonali jedinice, a ostalo nule.

3.3.3 Osobine ranga

Teorema 3.42 Rang matrice se ne meǌa ako se ona pomno�i
regularnom matricom.

Dokaz: Tvrdǌa je posledica teorema da je svaka regu-
larna matrica proizvod elementarnih matrica i da pri-
menom elementarnih transformacija ne meǌamo rang matrice.

Teorema 3.43 Ako m,n ∈ N i A,B ∈ Rm,n onda je r(A + B) ≤
r(A) + r(B).

Dokaz: Neka su a1, . . . , an ∈ Rm kolone matrice A, a b1, . . . , bn ∈
Rm kolone matrice B. Tada je r(A) = d(L(a1, . . . , an)) i r(B) =
d(L(b1, . . . , bn)). Daǉe, a1 + b1, . . . , an + bn ∈ Rm su kolone matrice
A+B, pa je r(A+B) = d(L(a1 + b1, . . . , an + bn)). Primetimo da je
L(a1 + b1, . . . , an + bn) ⊆ L(a1, . . . , an) + L(b1, . . . , bn). Zato je d(L(a1 +
b1, . . . , an + bn)) ≤ d(L(a1, . . . , an) + L(b1, . . . , bn)) ≤ d(L(a1, . . . , an)) +
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d(L(b1, . . . , bn)), po teoremi o dimenziji sume i preseka potpros-
tora.

Posledica 3.4 Ako m,n ∈ N i A,B ∈ Rm,n onda je r(A ∓ B) ≥
|r(A)− r(B)|.

Dokaz: Posmatramo matrice B i A − B i primeǌujemo
prethodnu teoremu. Dobijamo r(B) + r(A−B) ≥ r(B + (A−B)) =
r(A). Zato je r(A−B) ≥ r(A)− r(B). Analogno je r((B−A) +A) ≤
r(B−A) + r(A) pa je r(B−A) ≥ r(B)− r(A), a kako je r(X) = r(−X)
za sve matrice X to je r(A − B) ≥ −(r(A) − r(B)). Zato je
r(A−B) ≥ |r(A)−r(B)|. Za dokaz r(A+B) ≥ |r(A)−r(B)| uvrstimo
−B umesto B u dokazanu nejednakost.

Teorema 3.44 Ako m,n, p ∈ N, A ∈ Rm,n i B ∈ Rn,p onda je r(AB) ≤
min{r(A), r(B)}.

Dokaz: Neka su A = [aij ]m×n i B = [bij ]n×p, daǉe neka su
a1, . . . , an ∈ Rm m-torke kolone matrice A i b1, . . . , bn ∈ Rp p-
torke vrste matrice B. Sada je r(AB) dimenzija potprostora
od Rp generisanog vrstama od AB, a to je ustvari dimenzija
potprostora generisanog sa a11b1 + a12b2 + . . .+ a1nbn, . . . , am1b1 +
am2b2+. . .+amnbn, a ovaj potporstor je sigurno podskup od pot-
prostora generisanog sa b1, . . . , bn pa je r(AB) ≤ r(B). Analogno
posmatramo potprostor a1b11 +a2b21 + . . .+anbn1, . . . , a1b1p+a2b2p+
. . . + anbnp, a ovaj potporstor je sigurno podskup od potpros-
tora generisanog sa a1, . . . , an pa je r(AB) ≤ r(A).

Teorema 3.45 Neka su A,B ∈ End(V ), za neki potprostor V .
Tada je r([B][A]) = r([A])− d(ImA ∩KerB).

Dokaz: Zapravo treba pokazati da je d(ImBA) = d(ImA) −
d(ImA ∩ KerB). Posmatrajmo linearnu transformaciju B′ :
ImA → V datu sa B′(x) = B(x), za sve x ∈ ImA. Znamo da je
d(KerB′) + d(ImB′) = d(ImA). Primetimo da je KerB′ = ImA ∩
KerB, a ImB′ = ImBA. Odavde dobijamo tvrdǌu.

Posledica 3.5 Neka su A,B ∈ End(V ), za neki potprostor V
dimenzije n ∈ N. Tada je r([B][A]) ≥ r([A]) + r([B])− n.
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Dokaz: Znamo da je r([B]) = d(ImB) = n − d(KerB). Sada
imamo d(KerB) = n − r([B]) i d(ImA ∩ KerB) = r([A]) − r([B][A]).
Jasno da je ImA ∩KerB ⊆ KerB, pa je d(ImA ∩KerB) ≤ d(KerB).
Odavde je r([A])− r([B][A]) ≤ n− r([B]), pa sledi nejednakost.

Teorema 3.46 (Silvesterova nejednakost) Neka su A i B kvad-
ratne matrice reda n ∈ N. Ako je ν nulitet matrice onda je
ν(AB) ≤ ν(A) + ν(B).

Dokaz: Po uvedenoj oznaci je ν(AB) = n − r(AB), ν(A) =
n − r(A) i ν(B) = n − r(B). Iz prethodne posledice je r(AB) ≥
r(A) + r(B) − n, pa je r(AB) − n ≥ r(A) − n + r(B) − n, odavde je
ν(AB) ≤ ν(A) + ν(B).

3.3.4 Primene ranga matrice u sistemima jednaqina

Definicija 3.29 Neka su m,n ∈ N. Za sistem jednaqina po
x1, . . . , xn

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

je A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 matrica sistema jednaqina,

a A =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 . . . amn bm

 proxirena matrica sistema

jednaqina.
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Teorema 3.47 (Kroneker-Kapelijeva) Sistem jednaqina je sa-
glasan ako i samo ako je rang matrice sistema jednak rangu
proxirene matrice sistema. Specijalno, ako je taj rang jed-
nak broju nepoznatih onda je sistem odre�en, a ukoliko je taj
rang maǌi od broja nepoznatih onda je taj sistem neodre�en.

Dokaz: Neka su a1 = (a11, a21, . . . , am1), . . . , an = (a1n, a2n, . . . , amn)
i b = (b1, . . . , bm). Tada je gorǌi sistem jednaqina saglasan
ako i samo ako postoje brojevi x1, . . . , xn takvi da je a1x1 +
. . . + anxn = b, ovo je ekvivalentno sa b ∈ L(a1, . . . , an), ekviva-
lentno sa L(a1, . . . , an) = L(a1, . . . , an, b), a ovo je ekvivalentno sa
d(L(a1, . . . , an)) = d(L(a1, . . . , an, b)), ekvivalentno sa r(A) = r(A).
Ukoliko je r(A) = n, a m > n onda su jednaqine od n + 1.-
ve do m-te linearne kombinacije prvih n jednaqina, pa se
mogu odbaciti, a kvadratni sistem ima determinantu razli-
qitu od nule jer je A regularna matrica poxto joj je rang
jednak redu, pa po Kramerovoj teoremi sistem ima jedin-
stveno rexeǌe. Ukoliko je r(A) < n onda su vektor kolone
a1 = (a11, a21, . . . , am1), . . . , an = (a1n, a2n, . . . , amn) linearno zavisne,
pa postoji vixe rexeǌa.

Primer: Za sistem jednaqina

2x+ 3y = 4

4x+ 6y = 5

matrica sistema je
[

2 3
4 6

]
, ranga 1, a proxirena matrica

sistema je
[

2 3 4
4 6 5

]
, ranga 2. Kako imaju razliqite rangove

to je sistem protivreqan.

Teorema 3.48 Homogeni sistem ima netrivijalna rexeǌa ako
i samo ako je rang matrice sistema maǌi od broja nepoznatih
sistema.

Dokaz: Ovde posmatramo sistem jednaqina:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0



72 Nebojxa Mudrinski

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

Neka su a1 = (a11, a21, . . . , am1), . . . , an = (a1n, a2n, . . . , amn). Tada
ovaj sistem ima netrivijalno rexeǌe ako i samo ako (∃x1, . . . , xn
∈ R)((x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0)∧a1x1+ . . .+anxn = 0) a to je ako i samo
ako su vektori a1, . . . , an linearno zavisni odnosno ako i samo
ako je d(L(a1, . . . , an)) < n odnosno ako i samo ako je r(A) < n.

Posledica 3.6 Ako je u homogenom sistemu broj jednaqina
maǌi od broja nepoznatih, onda sistem ima netrivijalnih
rexeǌa.

Dokaz: Matrica sistema je tada formata m × n, za neke
m,n ∈ N gde je m < n, pa je rang te matrice najvixe m pa time
maǌi od n pa po prethodnoj teoremi postoje netrivijalna
rexeǌa.

Posledica 3.7 U kvadratnom homogenom sistemu postoje ne-
trivijalna rexeǌa ako i samo ako je determinanta tog sis-
tema jednaka nuli.

Dokaz: Ako je determinanta jednaka nuli onda je rang ma-
trice sistema maǌi od broja nepoznatih pa po prethodnoj
teoremi postoje netrivijalna rexeǌa. Po Kramerovoj teo-
remi znamo da ako je determinanta razliqita od nule postoji
samo trivijalno rexeǌe.

3.4 Promena baze

Definicija 3.30 Neka je V potprostor dimenzije n ∈ N. Ako
su v1, . . . , vn i u1, . . . , un prva i druga baza redom, a u1 = α11v1 +
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α21v2 + . . . + αn1vn, u2 = α12v1 + α22v2 + . . . + αn2vn i tako daǉe,
un = α1nv1 + α2nv2 + . . .+ αnnvn, onda se matrica

T12 =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

... . . . ...
αn1 αn2 . . . αnn


naziva matrica prelaza sa prve na drugu bazu.

Propozicija 3.4 Ako je T12 matrica prelaza sa prve na drugu
bazu, [x]1 vektor x u prvoj bazi, a [x]2 vektor x u drugoj bazi
onda je [x]1 = T12[x]2.

Dokaz: Direktno iz definicije matrice prelaza. Neka
je x = x1u1 + x2u2 + . . . + xnun. Zamenom svakog od ovektora
baze u1, . . . , un odgovaraju�om linearnom kombinacijom dobi-
jamo x = x1(α11v1+α21v2+ . . .+αn1vn)+x2(α12v1+α22v2+ . . .+αn2vn)+
. . .+ xn(α1nv1 + α2nv2 + . . .+ αnnvn) = (x1α11 + x2α12 + . . .+ xnα1n)v1 +
(x1α21 + x2α22 + . . . + xnα2n)v2 + . . . + (x1αn1 + x2αn2 + . . . + xnαnn)vn.
Ovi koeficijenti za x u bazi v1, . . . , vn se dobijaju upravo iz
proizvoda T12[x]2.

Primer: Neka je u1 = (1, 2, 3), u2 = (1, 0, 1), u3 = (0, 2, 0) jedna
baza od R3. Tada je matrica prelaza sa standardne baze na
bazu u1, u2, u3 data sa

T12 =

 1 1 0
2 0 2
3 1 0

 ,
jer je u1 = e1 + 2e2 + 3e3, u2 = e1 + e3, u3 = 2e2.

Posledica 3.8 Matrica T12 je regularna i ǌoj inverzna ma-
trica je T21.

Dokaz: Znamo da je [x]1 = T12[x]2 i [x]2 = T21[x]1. Odavde je
[x]1 = T12T21[x]1. Kako ova jednakost va�i za svaki vektor x,
onda uvrxtavaju�i redom e1, . . . , en u tu jednakost dobijamo
da su redom kolone ove matrice jednake kolonama matrice E.
Zato je T12T21 = E, pa su ove matrice jedna drugoj inverzne.
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Primer: Neka je u1, u2, u3 baza od R3 iz prethodnog primera.
Tada je matrica prelaza sa te baze na standardnu bazu e1, e2, e3
data sa

T21 =
1

2

 −1 0 1
3 0 −1
1 1 −1

 ,
jer je e1 = −1

2u1 + 3
2u2 + 1

2u3, e2 = 1
2u3, e3 = 1

2u1 −
1
2u2 −

1
2u3.

Teorema 3.49 Neka je [A]1 matrica linearne transformacije
A u prvoj bazi, a [A]2 matrica te linearne transformacije u
drugoj bazi. Tada je [A]1 = T12[A]2T21.

Dokaz: [A]1[x]1 = [A(x)]1 = T12[A(x)]2 = T12[A]2[x]2 = T12[A]2T21[x]1.
Odavde sledi tvrdǌa kao u prethodnom dokazu jer ta jed-
nakost vredi za sve vektore x.

Posledica 3.9 Determinanta linearne transformacije ne za-
visi od baze.

Dokaz: Neka su [A]1 i [A]2 matrice linearne transforma-
cije u nekakve dve baze potprostora. Po prethodnoj teoremi
imamo [A]1 = T12[A]2T21, pa je |[A]1| = |T12[A]2T21| = |T12||[A]2||T21|.
Kako je T21 = T−112 , to je |T21| = 1

|T12| , pa je |[A]1| = |[A]2|.

3.5 Adjungovana matrica

Definicija 3.31 Ako je A = [aij ] kvadratna matrica reda n ≥
2 i ako je sa Aij oznaqen kofaktor elementa aij u |A| onda

se matrica


A11 A21 . . . An1
A12 A22 . . . An2
...

... . . . ...
A1n A2n . . . Ann

 naziva adjungovana matrica

matrice A i oznaqava sa adjA ili A∗.

Primer:
[

2 11
1 6

]∗
=

[
6 −11
−1 2

]
.

Teorema 3.50 Neka je A kvadratna matrica reda n ≥ 2. Tada
je AA∗ = A∗A = |A|E.
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Dokaz: Neka je A = [aij ]n×n. Sada je

AA∗ =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann



A11 A21 . . . An1
A12 A22 . . . An2
...

... . . . ...
A1n A2n . . . Ann



=


Σn
i=1a1iA1i Σn

i=1a1iA2i . . . Σn
i=1a1iAni

Σn
i=1a2iA1i Σn

i=1a2iA2i . . . Σn
i=1a2iAni

...
... . . . ...

Σn
i=1aniA1i Σn

i=1aniA2i . . . Σn
i=1aniAni



=


|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . |A|

 = |A|E.

Ovde smo koristili Laplasov razvoj. Drugu jednakost
pokazujemo analogno.

Posledica 3.10 Ako je A regularna onda je |A∗| = |A|n−1.

Dokaz: Kako je AA∗ = |A|E to je |AA∗| = ||A|E|, pa je |A||A∗| =
|A|n, a odavde dobijamo jednakost.

Teorema 3.51 Za kvadratne matrice A i B reda n ≥ 2 je (AB)∗ =
B∗A∗.

Dokaz: (samo za regularne matrice)
Ako su A i B regularne matrice onda imamo AB(AB)∗ =

|AB|E, pa je AB(AB)∗ = |A||B|E, a odavde je A∗AB(AB)∗ = |A||B|A∗,
pa je |A|EB(AB)∗ = |A||B|A∗, odnosno B(AB)∗ = |B|A∗, daǉe je
B∗B(AB)∗ = |B|B∗A∗, |B|E(AB)∗ = |B|B∗A∗, i onda dobijamo tvrd-
ǌu.

Teorema 3.52 Neka je A kvadratna matrica reda n ≥ 2. Tada
je:

1. r(A) ≤ n− 2⇒ r(A∗) = 0;

2. r(A) = n− 1⇒ r(A∗) = 1;

3. r(A) = n⇒ r(A∗) = n.
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Dokaz: 1. Svi minori reda n − 1 su nule pa su svi ko-
faktori nule pa je A∗ = O. 3. U ovom sluqaju je |A| 6= 0,
pa je po prethodnoj posledici i |A∗| 6= 0. 2. Znamo da je
0 = r(O) = r(AA∗) ≥ r(A) + r(A∗) − n iz nejednakosti o rangu
proizvoda. Odavde je r(A∗) ≤ 1. Kako je r(A) = n− 1 to postoji
bar jedan minor reda n − 1 koji nije nula, pa je A∗ 6= O pa
ostaje r(A∗) = 1.

Posledica 3.11 Za svaku kvadratnu matricu A reda n ≥ 2 je
|A∗| = |A|n−1.

Dokaz: Za singularnu matricu imamo zbog 1. i 2. prethod-
ne teoreme da je |A∗| = 0 kao i |A| = 0. Za regularnu kvadratnu
matricu smo ranije pokazali.

Teorema 3.53 Za svaku kvadratnu matricu A reda n ≥ 2 je:

1. (A∗)∗ = A, za n = 2;

2. (A∗)∗ = |A|n−2A, za n ≥ 3.

Dokaz: 1. Direktno proveravamo. 2. Ako je A regularna
onda je |A| 6= 0 pa je A∗(A∗)∗ = |A∗|E pa je AA∗(A∗)∗ = |A∗|A,
a odavde je |A|E(A∗)∗ = |A∗|A. Koriste�i teoremu o deter-
minanti adjungovane matrice dobijamo |A|(A∗)∗ = |A|n−1A, pa
sledi tvrdǌa. Ukoliko je A singularna onda je |A| = 0 pa je
r(A) ≤ n − 1. Odavde je po teoremi 3.52 r(A∗) ≤ 1 ≤ n − 2 pa je
ponovo po 1. teoreme 3.52 r((A∗)∗) = 0 i zato je (A∗)∗ = O pa
va�i jednakost.

3.6 Inverzna matrica

U ovom odeǉku dajemo neke postupke za odre�ivaǌe inverzne
matrice.

Teorema 3.54 Neka je A regularna kvadratna matrica. Tada
je A−1 = 1

|A|A
∗.
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Dokaz: Iz ranije teoreme znamo da je AA∗ = |A|E, pa kako
je kod regularne matrice |A| 6= 0 deǉeǌem sa |A| dobijamo
tvrdǌu.

Primer: Neka je A =

 1 1 0
2 0 2
3 1 0

 , tada je |A| = 4, a alge-

brski komplementi redom A11 = −2, A12 = 6, A13 = 2, A21 = 0,
A22 = 0, A23 = 2, A31 = 2, A32 = −2 i A33 = −2. Zato je

A−1 =

 −1
2 0 1

2
3
2 0 −1

2
1
2

1
2 −1

2

.
Napomena: Ovu teoremu koristimo kod matrica reda do

tri, jer za matrice ve�eg reda izraqunavaǌe adjungovane
matrice zahteva izvrxavaǌe velikog broja mno�eǌa i sabi-
raǌa.

Drugi naqin da na�emo inverznu matricu kvadratne ma-
trice A reda n ∈ N je da reximo odgovaraju�u matriqnu jed-
naqinu AX = E. Matricu X zapisujemo preko kolona X1, . . . , Xn

i dobijamo n sistema AX1 = e1 ∧ . . . ∧ AXn = en koji su svi
kvadratni sa n nepoznatih i rexavamo ih Gausovim postup-
kom eliminacije.

Primer: Neka je A =

[
1 1
1 2

]
. Potra�imo A−1 rexavaju�i

matriqnu jednaqinu AX = E. Neka je X =

[
x z
y t

]
. Tada do-

bijamo
[

1 1
1 2

] [
x z
y t

]
=

[
1 0
0 1

]
, a odavde sistem jednaqina

x+ y = 1

z + t = 0

x+ 2y = 0

z + 2t = 1

qije je jedinstveno rexeǌe (2,−1,−1, 1), pa je A−1 =

[
2 −1
−1 1

]
.
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Teorema 3.55 Svaka regularna matrica mo�e se svesti na je-
diniqnu matricu elementarnim transformacijama samo na
vrstama.

Dokaz: Kako je A = [aij ]n×n regularna matrica to u pr-
voj koloni sigurno postoji element koji nije nula i koga
zamenom odgovaraju�ih vrsta dovodimo na mesto a11. Zato
bez umaǌeǌa opxtosti pretpostavǉamo da je a11 6= 0. Sada
mno�imo prvu vrstu sa −a21

a11
, . . . ,−an1

a11
i dodajemo redom drugoj

i tako daǉe do n-te vrste. Tako dobijamo sve nule u pr-
voj koloni osim a11. Zatim u drugoj koloni postoji nenula
element me�u novodobijenima a′22, . . . , a

′
2n, inaqe bi prve dve

kolone bile linearno zavisne pa rang ne bi bio jednak redu
matrice. Taj nenula element dovodimo na mesto a′22 i is-
pod ǌega dobijamo nule istim postupkom kao u prvoj koloni.
Potom drugu vrstu pomno�enu sa −a12

a′22
dodajemo prvoj vrsti.

Postupak ponavǉamo za svaku vrstu do n-te. Na kraju svaku
vrstu pomno�imo odgovaraju�im koeficijentom da dobijemo
jediniqnu matricu.

Napomena: Primertimo da po prethodnoj teoremi i teo-
remi 3.32 za svaku regularnu matricu A postoji regularna
matrica P tako da je E = PA, gde je matrica P jednaka proizvo-
du elementarnih matrica koje odgovaraju elementranim trans-
formacijama na vrstama pomo�u kojih se A svodi na E. Zato
je P = A−1 odnosno PE = A−1. Ovo nam daje slede�i postu-
pak za odre�ivaǌe inverzne matrice. Pored matrice dopisu-
jemo jediniqnu i vrximo elementarne transformacije kako
je opisano u dokazu prethodne teoreme i na matrici i na
dopisanoj jediniqnoj matrici. Kada od polazne matrice do-
bijemo jediniqnu, ono xto smo dobili od jediniqne dopisane
matrice je onda inverzna matrica polazne matrice. Ovo je
najqex�i postupak za tra�eǌe inverzne matrice.

Primer: Potra�imo za matricu A =

 1 1 0
2 0 2
3 1 0

, inverznu
postupkom iz dokaza prethodne teoreme. Dopisa�emo sa desne
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strane jediniqnu matricu

E12(−2)E13(−3)

 1 1 0 1 0 0
2 0 2 0 1 0
3 1 0 0 0 1

 ∼ E32

 1 1 0 1 0 0
0 −2 2 −2 1 0
0 −2 0 −3 0 1



∼ E23(−1)

 1 1 0 1 0 0
0 −2 0 −3 0 1
0 −2 2 −2 1 0



∼ E3(
1

2
)E2(−

1

2
)

 1 1 0 1 0 0
0 −2 0 −3 0 1
0 0 2 1 1 −1



E21(−1)

 1 1 0 1 0 0
0 1 0 3

2 0 −1
2

0 0 1 1
2

1
2 −1

2

 ∼
 1 0 0 −1

2 0 1
2

0 1 0 3
2 0 −1

2
0 0 1 1

2
1
2 −1

2

 = [E |A−1].
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KARAKTERISTIQNI KORENI I VEKTORI

4.1 O polinomima

Definicija 4.1 Neka n ∈ N i neka a0, . . . , an ∈ R, gde je an 6= 0.
Tada preslikavaǌe p : C→ C za koje je p(x) = anx

n+ . . .+a1x+a0,
za sve x ∈ R nazivamo polinom po x sa realnim koeficijen-
tima. Koeficijent a0 se naziva slobodni qlan. Koeficijent
an naziva se vode�i koeficijent, jer je anx

n vode�i qlan.
Broj n naziva se stepen polinoma p. Stepen nula polinoma
nije definisan.

Napomena: Analogno definixemo polinome sa komplek-
snim koeficijentima. Skup svih polinoma po x sa realnim
koeficijentima oznaqavamo sa R[x], sa kompleksnim koefi-
cijentima sa C[x] sa celobrojnim koeficijentma sa Z[x] i sa
racionalnim koeficijentima sa Q[x].

Primer: 3x5− x+ 7 je polinom petog stepena po x, sa real-
nim koeficijentima, a ix+ 1− 2i je linearan polinom po x sa
kompleksnim koeficijentima.

Definicija 4.2 Dva polinoma su jednaka ako imaju isti ste-
pen i iste koeficijente uz odgovaraju�e stepene.

Definicija 4.3 Neka p ∈ R[x]. Broj α ∈ C naziva se nula poli-
noma p ako je p(α) = 0. Neka k ∈ N. Tada je α nula polinoma p
vixestrukosti k ako je p(x) = (x − α)kq(x) i α nije nula poli-
noma q.

80
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Primer: 1 je trostruka nula polinoma x3 − 3x2 + 3x− 1 jer
je x3 − 3x2 + 3x− 1 = (x− 1)3.

Teorema 4.1 Svaki polinom sa kompleksnim koeficijentima
ima onoliko nula koliki mu je stepen raqunaju�i svaku nulu
onoliko puta kolika joj je vixestrukost.

Teorema 4.2 Ako je α ∈ C nula polinoma p(x) ∈ R[x] onda je i
α nula polinoma p(x).

Dokaz: Koristimo osobine koǌugovaǌa kompleksnih bro-
jeva.

Teorema 4.3 Neka je f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x]. Tada ako

je p
q ∈ Q nula polinoma f(x) onda je q|an i p|a0.

Dokaz: Koristimo osobine deǉivosti.

Napomena: Prethodnu teoremu koristimo da pogodimo ra-
cionalne nule polinoma sa celim koeficijentima. Na osnovu
te teoreme formiramo listu kandidata za racionalne nule
i onda proveravamo za svakog kandidata ponaosob da li je
stvarno nula. Jedan efikasan naqin za tu proveru je takoz-
vana Hornerova xema. Hornerova xema je tablica od dve
vrste i kolona za dva vixe od stepena posmatranog polinoma
qiju nulu poga�amo. U prvoj vrsti upisujemo kandidata za
nulu α, pa redom an, . . . , a0 koeficijente polinoma, a u drugu
vrstu poqev od drugog mesta redom bn, . . . , b0 gde je bn = an,
a bi = α · bi+1 + ai, za sve i ∈ {0, . . . , n − 1}. Ukoliko je b0 = 0,
onda je α nula uoqenog polinoma, (x − α)(bnx

n−1 + . . . + b2x + b1)
je razlagaǌe polaznog polinoma. Ukoliko je b0 6= 0 onda α
nije nula posmatranog polinoma i prelazimo na testiraǌe
drugog kandidata.

Primer: Za polinom x3−2x2−5x+6 kandidati za racionalne
nule su {1,−1, 2,−2, 3,−3, 6,−6}. Koriste�i Hornerovu xemu
utvr�ujemo:

1 1 −2 −5 6

1 −1 −6 0

pa je x3 − 2x2 − 5x + 6 = (x − 1)(x2 − x − 6), a nule kvadratnog
trinoma x2 − x− 6 su −2 i 3.
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Teorema 4.4 (Vietove veze) Neka je p(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈

R[x] polinom n-tog stepena, n ∈ N. Ako su α1, . . . , αn sve ǌegove
nule ispisane onoliko puta kolika im je vixestrukost, onda
je:

α1 + . . .+ αn = −an−1

an
α1α2 + . . .+ α1αn + α2α3 + . . .+ α2αn + . . .+ αn−1αn = an−2

an
. . .
α1 · . . . · αn = (−1)n a0an

4.2 Karakteristiqni koreni i vektori

Definicija 4.4 Neka je V neki potprostor od Rn(Cn), n ∈ N i
A ∈ End(V ). Tada je λ ∈ R(C) karakteristiqni koren linearne
transformacije A ako postoji ne nula vektor v ∈ V takav da
je A(v) = λv. Vektor v se tada naziva karakteristiqni vektor
koji odgovara karakteristiqnom korenu λ.

Definicija 4.5 Neka je A kvadratna matrica reda n ∈ N u
realnim (kompleksnim) brojevima. Tada je realan (komplek-
san) broj λ karakteristiqni koren matrice A ako postoji ne
nula n-torka vektor kolona v takva da je Av = λv. Vektor v
se tada naziva karakteristiqni vektor koji odgovara karak-
teristiqnom korenu λ.

Napomena: Kako je svakom matricom jedinstveno odre�ena
linearna transformacija u nekoj bazi i obratno ove defini-
cije odre�uju praktiqno isti pojam. Ponekad se karakter-
istiqni vektori nazivaju sopstveni vektori, a karakteris-
tiqni koreni sopstvene vrednosti.

Primer: Odrediti karakteristiqne korene i vektore lin-
earne transformacije A((x, y)) = (y, x). Treba rexiti sistem
A((x, y)) = λ(x, y)⇔ (y, x) = (λx, λy)⇔ λx = y ∧ λy = x. Ovaj sistem
je ekvivalentan sa λ2x = x∧λx = y. Ako je x = 0 onda dobijamo
i y = 0, a znamo da je (x, y) 6= (0, 0) to je λ2 = 1 ∧ λx = y. Zato
postoje dva sluqaja:

1. λ = 1, tada je x = y, pa su karakteristiqni vektori ob-
lika (x, x) dok x ∈ R;
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2. λ = −1, tada je −x = y, pa su karakteristiqni vektori
oblika (x,−x) dok x ∈ R.

Definicija 4.6 Skup svih karakteristiqnih korena neke lin-
earne transformacije A naziva se spektar te linearne trans-
formacije i oznaqava sa σ(A). Skup svih karakteristiq-
nih korena matrice te linearne transformacije [A] naziva
se spektar te matrice i oznaqava sa σ([A]).

Teorema 4.5 Skup svih karakteristiqnih vektora koji odgo-
varaju istom karakteristiqnom korenu zajedno sa nula vek-
torom qine potprostor.

Dokaz: Neka je A linearna transformacija i λ ∈ σ(A). Ako
su u, v karakteristiqni vektori koji odgovaraju λ, a α, β ∈ R
onda je A(αu+ βv) = αA(u) + βA(v) = αλu+ βλv = λ(αu+ βv). Zato
αu+βv jeste karakteristiqni vektor koji odgovara karakter-
istiqnom korenu λ.

Definicija 4.7 Ako je A linearna transformacija potpros-
tora V i λ ∈ σ(A) onda se potprostor S(λ) = {x ∈ V |A(x) =
λx} naziva invarijantni potprostor koji odgovara karakter-
istiqnom korenu λ. Invarijantni potprostor dimenzije 1
naziva se invarijantni pravac.

Napomena: Analogno definixemo invarijantne potpros-
tore koji odgovaraju karakteristiqnim korenima matrice.

Definicija 4.8 Za matricu A polinom |λE−A| po λ naziva se
karakteristiqni polinom matrice A.

Napomena: Stepen karakteristiqnog polinoma matrice jed-
nak je redu matrice.

Primer: Karakteristiqni polinom jediniqne matrice reda
n ∈ N je polinom (λ− 1)n.

Teorema 4.6 Broj λ je karakteristiqni koren matrice ako i
samo ako je nula ǌenog karakteristiqnog polinoma.
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Dokaz: Ax = λx ∧ x 6= 0 ⇔ 0 = λx − Ax ∧ x 6= 0 ⇔ λEx − Ax =
0 ∧ x 6= 0⇔ (λE −A)x = 0 ∧ x 6= 0⇔ |λE −A| = 0.

Napomena: Sopstvene vrednosti linearne transformacije
mo�emo potra�iti kao nule karakteristiqnog polinoma ǌene
matrice.

Teorema 4.7 Za karakteristiqni polinom p(λ) matrice A reda
n ∈ N va�i p(λ) = λn − tr(A)λn−1 + . . .+ (−1)n|A|.

Dokaz: Kako je slobodni qlan polinoma p ustvari jednak
p(0) dobijamo p(0) = |0E − A| = | − A| = (−1)n|A|. U razvijenom
obliku determinante |λE−A| po definiciji, kao zbir n! sabi-
raka, jedino sabirak (λ − a11)(λ − a22) · . . . · (λ − ann) mo�e dati
λn−1, pa je zato koeficijent uz λn−1 upravo −tr(A).

Teorema 4.8 Ako su λ1, . . . , λn, sve sopstvene vrednosti matrice
A reda n ∈ N zapisane onoliko puta kolika im je vixestrukost
onda je tr(A) = λ1 + . . .+ λn i |A| = λ1 · . . . · λn.

Dokaz: Iz prethodne teoreme i Vijetovih veza za polinom
n-tog stepena.

Posledica 4.1 Matrica je singularna ako i samo ako joj je
nula sopstvena vrednost.

Dokaz: Ako je singularna ǌena determinanta je nula pa
mora bar jedna sopstvena vrednost biti nula da bi proizvod
sopstvenih vrednosti bio nula. Obratno ako je jedna sop-
stvena vrednost nula i determinanata je nula, pa je matrica
singularna.

Teorema 4.9 Razliqitim karakteristiqnim korenima odgo-
varaju linearno nezavisni karakteristiqni vektori.

Dokaz: Neka su λ1, . . . , λk me�usobno razliqiti karakter-
istiqni koreni i x1, . . . , xk ǌima redom odgovaraju�i karak-
teristiqni vektori matrice A. Teoremu dokazujemo induk-
cijom po k. Za k = 1 tvrdǌa va�i. Neka tvr�eǌe va�i
za k i doka�imo za k + 1. Pretpostavimo da je x1, . . . , xk+1
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linearno zavisan niz. Tada postoje α1, . . . , αk+1 takvi da je
α1x1+. . .+αk+1xk+1 = 0. Sada je A(α1x1+. . .+αk+1xk+1) = 0 odnosno
α1Ax1 + . . . + αk+1Axk+1 = 0 pa je α1λ1x1 + . . . + αk+1λk+1xk+1 = 0.
Sa druge strane iz polazne jednakosti mno�e�i je sa λk+1

dobijamo α1λk+1x1 + . . . + αk+1λk+1xk+1 = 0. Oduzimaǌem dobi-
jamo α1(λ1 − λk+1)x1 + . . . + αk(λk − λk+1)xk = 0. Kako su po in-
dukcijskoj pretpostavci x1, . . . , xk linearno nezavisni to je
α1(λ1−λk+1) = . . . = αk(λk−λk+1) = 0. Bar jedan od α1, . . . , αk nije
nula zbog pretpostavke o linearnoj zavisnosti x1, . . . , xk+1.
Neka je αi 6= 0. Tada αi(λi − λk+1) = 0 daje λi = λk+1, a to je
u kontradikciji sa pretpostavkom da su sve sopstvene vred-
nosti razliqite.

4.3 Sliqnost matrica

Definicija 4.9 Neka su A i B kvadratne matrice reda n ∈ N.
Tada je A sliqna sa B ako postoji regularna matrica P istog
reda tako da je P−1AP = B i to zapisujemo kao A ∼s B.

Primer: Matrica
[

1 0
0 2

]
je sliqna sa matricom

[
−3 10
−2 6

]
jer je [

−3 10
−2 6

]
=

[
1 −2
−2 5

]−1 [
1 0
0 2

] [
1 −2
−2 5

]
.

Teorema 4.10 Binarna relacija ∼s je relacija ekvivalencije
na skupu svih kvadratnih matrica istog reda.

Dokaz: Refleksivnost: Za svaku kvadratnu matricu A
je A = EAE. Simetriqnost: Ako je A ∼s B onda postoji
regularna matrica P takva da je B = P−1AP , ali onda je
A = PBP−1, pa je B ∼s A, jer je P−1 regularna matrica sa in-
verznom matricom upravo P . Tranzitivnost: Ako je A ∼s B
i B ∼s C onda postoje regularne matrice P i Q takve da je
B = P−1AP i C = Q−1BQ. Zato je C = Q−1P−1APQ = (PQ)−1APQ,
pa je A ∼s C jer je PQ regularna matrica.

Teorema 4.11 Za svake dve matrice A i B istog rada je A ∼s
B ⇒ A ∼ B.
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Dokaz: Direktno iz definicija ekvivalentnosti i sliq-
nosti matrica.

Teorema 4.12 Sliqne matrice imaju iste tragove, determi-
nante i karakteristiqne polinome.

Dokaz: Neka je A ∼s B. Tada postoji regularna matrica
P takva da je B = P−1AP . Iz osobina traga znamo da je
tr(P−1AP ) = tr(A). Daǉe, |P−1AP | = |P−1||A||P | = |A|, jer je
|P−1| = 1

|P | . Analogno je |λE − A| = |P−1(λE − A)P | = |λP−1EP −
P−1AP | = |λE −B|.

Posledica 4.2 Karakteristiqni koreni matrice linearne tr-
ansformacije ne zavise od baze u kojoj je formirana ta ma-
trica.

Dokaz: Ako je A ∈ End(V ) za neki potprostor V i [A]1 ǌena
matrica u prvoj bazi, a [A]2 ǌena matrica u drugoj bazi, onda
je [A]2 = T21[A]1T12 = T−112 [A]1T12, pa je [A]1 ∼s [A]2, pa primeǌujemo
prethodnu teoremu.

Definicija 4.10 Kvadratnu matricu koja ima sve nule osim
na glavnoj dijagonali nazivamo dijagonalna matrica i za-
pisujemo je kao D(d1, . . . , dn), gde je n ∈ N ǌen red, a d1, . . . , dn
elementi na dijagonali te matrice.

Teorema 4.13 Kvadratna matrica reda n ∈ N je sliqna sa di-
jagonalnom matricom ako i samo ako ima n linearno nezav-
isnih karakteristiqnih vektora.

Dokaz: (⇐) Neka su x1 =


x11
x21
...
xn1

 , x2 =


x12
x22
...
xn2

 , . . . , xn =


x1n
x2n
...
xnn


n linearno nezavisnih sopstvenih vektora kojima odgovaraju
redom sopstvene vrednosti λ1, λ2, . . . λn kvadratne matrice A
reda n. Sad je matrica X = [xij ]n×n regularna. Neka je
D = D(λ1, . . . , λn). Sada je

AX =
[
Ax1 Ax2 . . . Axn

]
=
[
λ1x1 λ2x2 . . . λnxn

]
= XD,
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pa je X−1AX = D, pa je A ∼s D. (⇒) Obratno: iz veze X−1AX =
D, gde je D = D(λ1, . . . , λn) dobijamo AX = XD, pa su sopstveni
vektori matrice A upravo vektor kolone matrice X, a ǌihove
sopstvene vrednosti redom elementi na dijagonali matrice
D.

Primer: Matrica iz prethodnog primera ima karakteris-
tiqne korene 1 i 2 kojima odgovaraju redom karakteristiqni
vektori (5, 2) i (2, 1).

Posledica 4.3 Ako kvadratna matrica ima sve jednostruke
sopstvene vrednosti ona je sliqna sa dijagonalnom matricom.

Dokaz: Po ranijoj teoremi razliqitim karaktristiqnim
korenima odgovaraju linearno nezavisni karakteristiqni vek-
tori kojih onda ima onoliko koliki je red matrice pa po
prethodnoj teoremi ona jeste sliqna sa dijagonalnom matri-
com.



Glava 5

KVADRATNE I HERMITSKE FORME

5.1 Kvadratne forme

Definicija 5.1 Neka k, n ∈ N. Forma k-tog stepena je pres-
likavaǌe f : Rn → R zadato sa

f(x1, . . . , xn) = Σ1≤i1,...,ik≤nα(i1, . . . , ik)xi1 · . . . · xik ,

za sve x1, . . . , xn ∈ R.

Napomena: Specijalno za k = 2 u prethodnoj definiciji
dobijamo kvadratnu formu f : Rn → R datu sa f(x1, . . . , xn) =
Σn
i=1Σ

n
j=1αijxixj za sve x1, . . . , xn ∈ R.

Primer: x2 − yz + 2xz − z2 je kvadratna forma, a x2 − xyz to
nije.

Definicija 5.2 Realna kvadratna matrica A naziva se si-
metriqna ako je A′ = A.

Napomena: Primetimo da kod simetriqne matrice A =
[aij ]n×n va�i aij = aji, za sve i, j ∈ {1, . . . , n}.

Definicija 5.3 Matrica kvadratne forme Σn
i=1Σ

n
j=1αijxixj je

matrica A = [aij ]n×n, gde je aij =
αij+αji

2 , za sve i, j ∈ {1, . . . , n}.

Teorema 5.1 Matrica kvadratne forme je simetriqna.

Dokaz: Direktnom proverom po definiciji simetriqnosti
matrice.

88
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Teorema 5.2 Ako je A matrica kvadratne forme f(x1, . . . , xn),

n ∈ N, onda je f(x) = xtAx, gde je x =

 x1
...
xn

, za sve x1, . . . , xn ∈ R.

Dokaz: Mno�eǌem matrica.

Primer: Prika�imo kvadratnu formu iz prethodnog pri-
mera u ovom matriqnom obliku. Matrica te kvadratne forme

je A =

 1 0 1
0 0 −1

2
1 −1

2 −1

. Sada je
[
x y z

]  1 0 1
0 0 −1

2
1 −1

2 −1


 x
y
z

 =

[
x+ z − z

2 x− y
2 − z

]  x
y
z

 = x2 − yz + 2xz − z2.

Definicija 5.4 Za realne kvadratne matrice A i B reda n ∈
N ka�emo da je A kongruentna sa B i pixemo A ∼c B ako pos-
toji regularna matrica P istog reda takva da je A = P tBP .

Teorema 5.3 Kongruentnost je relacija ekvivalencije.

Dokaz: Refleksivnost: A = EtAE, pa je A ∼c A. Simetriq-
nost: Ako je A ∼c B onda je A = P ′BP za neku regularnu ma-
tricu P . Odavde je B = (P t)−1AP−1 = (P−1)tAP−1, pa je B ∼c A.
Tranzitivnost: Neka je A ∼c B i B ∼c C. Tada postoje reg-
ularne matrice P,Q takve da je A = P tBP i B = QtCQ, pa je
A = P tQtCQP = (QP )tCQP , a QP je jasno regularna matrica pa
je A ∼c C.

Teorema 5.4 Svake dve kongruentne matrice su ekvivalentne.

Dokaz: Direktno iz definicije.

Teorema 5.5 Matrica kongruentna simetriqnoj matrici je
simetriqna.

Dokaz: Neka je A ∼c B i neka je B simetriqna. Tada je
Bt = B i A = P tBP za neku regularnu matricu P . Tada je
At = (P tBP )t = P tBt(P t)t = P tBP = A.
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Propozicija 5.1 Ako je simetriqna matrica regularna onda
je i ǌena inverzna matrica simetriqna.

Dokaz: (P−1)t = (P t)−1 = P−1.

Teorema 5.6 Neka je n ∈ N i f(x1, . . . , xn) = x′Ax kvadratna
forma. Tada transformacija x = Py, za neku regularnu ma-

tricu P reda n i y =

 y1
...
yn

 prevodi kvadratnu formu f po

promenǉivama x1, . . . , xn u kvadratnu formu po y1, . . . , yn qija je
matrica Q = P ′AP .

Dokaz: Primetimo da je xtAx = (Py)tAPy = ytP tAPy = ytQy.

Definicija 5.5 Dve kvadratne forme xtAx i ytBy su ekvi-
valentne ako postoji regularna matrica P istog reda kao
A i B koja transformacijom x = Py prevodi prvu u drugu
kvadrartnu formu.

Teorema 5.7 Dve kvadratne forme su ekvivalentne ako i samo
ako su ǌihove matrice kongruentne.

Dokaz: Neka su f = xtAx i g = ytBy dve kvadratne forme.
One su ekvivalentne ako i samo ako postoji regularna ma-
trica P istog reda kao A i B takva da je x = Py i B = P tAP ,
a to je ako i samo ako je A ∼c B.

Primer: Posmatrajmo kvadratnu formu x2−2xy+2y2. ǋena

matrica je A =

[
1 −1
−1 2

]
. Posmatrajmo P =

[
1 1
0 1

]
, pa onda[

x
y

]
=

[
1 1
0 1

] [
u
v

]
, a onda tom transformacijom dobijamo

ekvivalentnu kvadratnu formu polaznoj sa matricom P tAP =[
1 0
1 1

] [
1 −1
−1 2

] [
1 1
0 1

]
=

[
1 −1
0 1

] [
1 1
0 1

]
= E. Dakle ovom

transformacijom dobijamo da je polazna kvadratna forma
ekvivalentna sa u2 + v2.
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Definicija 5.6 Kongruentne transformacije su parovi el-
ementarnih transformacija koji se sastoje od jedne elemen-
tarne transformacije na vrstama i iste te elementarne trans-
formacije na kolonama.

Teorema 5.8 Dve kvadratne matrice su kongruentne ako i samo
ako se kongruentnim transformacijama mogu dobiti jedna od
druge.

Dokaz: Ako se kongruentnim transformacijama jedna ma-
trica mo�e dobiti od druge onda se ona mno�i sa desna
elementarnim matricama i ǌima odgovaraju�im transpono-
vanim elementarnim matricama sa leve strane. Proizvodi
tih elementarnih matrica sa leve odnosno desne strane su
onda regularne me�usobno transponovane matrice i zato su
polazne matrice kongruentne. Obratno ako su matrice A i
B kongruentne onda postoji regularna matrica P takva da je
A = P tBP . Znamo da je svaka regularna matrica proizvod
elementarnih matrica. Prema tome kada P napixemo kao
proizvod elementarnih matrica, po teoremi 3.28, dobijamo
taqno parove elementarnih matrica koje odgovaraju parovima
elementarnih transformacija koje se primeǌuju na B da se
dobije A. Ti parovi elementarnih transformacija su ust-
vari kongruentne transformacije koje treba primeniti da
se iz B dobije A.

Teorema 5.9 Svaka kvadratna realna simetriqna matrica je
kongruentna sa dijagonalnom matricom koja na dijagonali
ima onoliko nenula elemenata koliki joj je rang.

Dokaz: Neka je A = [aij ]n×n 6= 0. Ukoliko je a11 = 0, a za neko
i ∈ {1, . . . , n} je aii 6= 0, onda zamenimo i-tu i prvu vrstu i i-tu
i prvu kolonu, pa dobijamo matricu [a′ij ]n×n, za koju je a′11 6= 0.
Ukoliko su svi elementi na dijagonali matrice A jednaki
nuli onda postoje akm = amk 6= 0. Zamenimo k-tu i prvu vrstu
i k-tu i prvu kolonu. U novodobijenoj matrici [bij ]n×n je b1m =
akm = amk = bm1. Sada m-tu vrstu i m-tu kolonu dodajemo
prvoj vrsti odnosno prvoj koloni i dobijamo na prvom mestu
u prvoj vrsti element akm + amk 6= 0. Ovim smo opet dobili
matricu [a′ij ]n×n, za koju je a′11 6= 0. Ukoliko je a11 6= 0, onda



92 Nebojxa Mudrinski

stavimo [a′ij ]n×n = [aij ]n×n. Sada na ostalim mestimo u prvoj
vrsti odnosno koloni dobijamo nule dodavaju�i prvu vrstu
odnosno kolonu i-toj prethodno pomno�enu sa − a′i1

a′11
odnosno

sa − a′1i
a′11

i dobijamo nule u prvoj vrsti i koloni sem na prvom
mestu. Sada posmatramo podmatricu dobijenu brisaǌem prve
vrste i kolone i ponavǉamo opisani postupak i tako sve dok
ne dobijemo nula matricu kao narednu podmatricu.

Teorema 5.10 Za svaku realnu simetriqnu matricu A ranga
r postoji broj p tako da je A kongruentna sa dijagonalnom
matricom koja na dijagonali ima p jedinica i r − p minus
jedinica.

Dokaz: Po prethodnoj teoremi data matrica je kongru-
entna sa dijagonalnom matricom koja na dijagonali ima ono-
liko nenula elemenata koliki joj je rang jer su kongruentne
matrice i ekvivalentne. Tada kongruentnim transforma-
cijama koje se sastoje iz zamene mesta dveju vrsta i odgo-
varaju�ih kolona meǌamo redosled nenula elemenata na glav-
noj dijagonali tako da najpre idu pozitivni pa potom nega-
tivni elementi. Neka je p broj pozitivnih, onda je r − p neg-
ativnih. Kongruentnim transformacijama koje se sastoje iz
mno�eǌa vrste, a potom iste kolone reciproqnom vrednox-
�u korena apsolutne vrednosti nenula elementa, dobijamo
tra�eni oblik matrice koja je kongruentna sa polaznom.

Napomena: Primetimo da je broj p iz prethodne teoreme
jedinstveno odre�en, jer dve dijagonalne matrice koje imaju
nekoliko jedinica i minus jedinica na glavnoj dijagonali
mogu biti kongruentne ako i samo ako imaju isti broj mi-
nus jedinica, jer se kongruentnim transformacijama element
mo�e mno�iti jedino kvadratom broja qime se ne meǌa znak
polaznog elementa.

Definicija 5.7 Broj p iz prethodne teoreme naziva se indeks
simetriqne matrice, odnosno indeks odgovaraju�e kvadratne
forme. Rang kvadratne forme je rang ǌene matrice.

Posledica 5.1 Dve realne simetriqne matrice su kongruentne
ako i samo ako imaju isti rang i isti indeks.
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Dokaz: Iz prethodnih tvrdǌi.

Posledica 5.2 Dve kvadratne forme su ekvivalentne ako i
samo ako imaju isti rang i isti indeks.

Dokaz: Iz prethodnih tvrdǌi.

Primer: Matrica
[

1 0
0 −1

]
je kongruentna sa

[
−1 0
0 1

]
jer

zamenom prve i druge vrste pa potom prve i druge kolone
dobijamo od prve drugu matricu.

Teorema 5.11 Svaka kvadratna forma ranga r i indeksa p je
ekvivalentna sa: x21 + . . .+ x2p − x2p+1 − . . .− x2r.

Dokaz: Matrica te kvadratne forme je kongruentna sa ma-
tricom ranga r i indeksa p.

Definicija 5.8 Kvadratna forma x21 + . . . + x2p − x2p+1 − . . . − x2r
ima kanoniqki oblik.

Napomena: Pomo�u odgovaraju�e transformacije se svaka
kvadratna forma mo�e prevesti u kanoniqki oblik. U praksi
to radimo dopuǌavaǌem do potpunog kvadrata kao xto se
vidi u primeru koji sledi.

Primer: Data je kvadratna forma x2 + 2xy+ 2y2− yz. Pris-
tupamo dopuǌavaǌu do potpunih kvadrata: x2 +2xy+2y2−yz =
x2 + 2xy + y2 + y2 − yz + 1

4z
2 − 1

4z
2 = (x + y)2 + (y − z

2)2 − ( z2)2. Sada
smena u = x+ y, v = y − z

2 , w = z
2 prevodi datu kvadratnu formu

u kanoniqki oblik u2 + v2 − w2.

Definicija 5.9 Realna simetriqna matrica reda n, ranga r
i indeksa p je:

1. pozitivno definitna ako je p = n;

2. pozitivno semidefinitna ako je p = r < n;

3. negativno definitna ako je p = 0 i r = n;

4. negativno semidefinitna ako je p = 0 i r < n.
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Definicija 5.10 Kvadratna forma je:

1. pozitivno definitna ako je ǌena matrica pozitivno de-
finitna;

2. pozitivno semidefinitna ako je ǌena matrica pozitivno
semidefinitna;

3. negativno definitna ako je ǌena matrica negativno de-
finitna;

4. negativno semidefinitna ako je ǌena matrica negativno
semidefinitna.

Napomena: Matrica kvadratne forme i sama kvadratna
forma ne moraju ispuniti nijednu od navedenih mogu�nosti
iz prethodne dve definicije i u tom sluqaju ka�emo da je
takva matrica, odnosno odgovaraju�a kvadratna forma in-
definitna. Prethodni primer upravo to ilustruje.

Primer:
f(x, y, z) = x2 + y2 je pozitivno semidefinitna kvadratna

forma.
Naredne dve teoreme dajemo bez dokaza.

Teorema 5.12 Realna simetriqna matrica A = [aij ]n×n, n ∈

N, je pozitivno definitna ako je: a11 > 0,
∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0,∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ > 0 i tako daǉe do |A| > 0.

Teorema 5.13 Realna simetriqna matrica A = [aij ]n×n, n ∈

N, je negativno definitna ako je: a11 < 0,
∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0,∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ < 0 i tako daǉe do (−1)n|A| > 0.

Teorema 5.14 Realna simetriqna matrica A je pozitivno de-
finitna ako i samo ako su An pozitivno definitne matrice
za sve n ∈ Z.



Linearna algebra 95

Dokaz: (⇐) Trivijalno. (⇒) Primetimo da, direktno po
definciji, je neka matrica pozitivno definitna ako i samo
ako je kongruentna jedniqnoj matrici, a to je ako i samo
ako se mo�e zapisati u obliku CtC za neku regularnu ma-
tricu C. Dakle ako je A = CtC onda je za neko n ∈ N ustvari
An = CtC · . . . · CtC, gde se u ovom proizvodu C javǉa 2n puta.
Kada te qinioce grupixemo kao prvih n i drugih n dobi-
jamo dve me�usobno transponovane regularne matrice pa je
An pozitivno definitna matrica.

5.2 Hermitske forme

Definicija 5.11 Neka n,m ∈ N i neka je [aij ]n×m ∈ Cn,m. Tada
je [aij ]n×m = [aij ]n×m.

Teorema 5.15 Neka m,n, p ∈ N i neka su [aij ]m×n, [bij ]m×n ∈ Cm,n,
[cij ]n×p ∈ Cn,p i α ∈ C. Tada je

1. [aij ]m×n + [bij ]m×n = [aij ]m×n + [bij ]m×n;

2. α[aij ]m×n = α[aij ]m×n;

3. [aij ]m×n[cij ]n×p = [aij ]m×n[cij ]n×p;

4. [aij ]′m×n = [aij ]
′
m×n.

Dokaz: Sve ove osobine dokazuju se korix�eǌem osobina
koǌugovaǌa da se dobro sla�e sa zbirom i proizvodom kom-
pleksnih brojeva. Kako je obiqno proizvod najkomplikovaniji
izvex�emo taj dokaz, a ostale ostavǉamo za ve�bu.

3. [aij ]m×n[cij ]n×p = [Σn
k=1aikckj ]m×p = [Σn

k=1aikckj ]m×p
= [Σn

k=1aikckj ]m×p = [Σn
k=1aik · ckj ]m×p = [aij ]m×n[cij ]n×p

= [aij ]m×n[cij ]n×p.

Teorema 5.16 Za svaku regularnu kompleksnu kvadratnu ma-
tricu A je (A)−1 = A−1.

Dokaz: Iz jedinstvenosti inverzne matrice: obe matrice
pomno�ene sa svake strane sa A daju E.
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Definicija 5.12 Kvadratna kompleksna matrica A reda n ∈ N
je hermicka ako je A′ = A.

Napomena: Kod hermitske matrice je aij = aji. Primetimo
da su elementi na glavnoj dijagonali hermitske matrice re-
alni brojevi.

Definicija 5.13 Neka n ∈ N. Forma f : Cn → R data sa

f(x1, . . . , xn) = Σn
i=1Σ

n
j=1αijxixj ,

za sve x1, . . . , xn ∈ C naziva se hermitska forma.

Napomena: Matrica hermitske forme, formirana na isti
naqin kao kod realne kvadratne forme, je hermitska matrica.
Tada hermitsku formu zapisujemo u obliku f(x) = x′Ax, za
x = (x1, . . . , xn).

Ukoliko su koeficijenti u hermitskoj formi realni bro-
jevi, onda ǌena restrikcija na skup realnih brojeva kao
domen jeste kvadratna forma.

Primer: f(x, y) = xy+yx−|y|2 je hermitska forma, a g(x, y) =
ixy − y2 nije.

Teorema 5.17 Vrednost svake hermitske forme je realan broj.

Dokaz: Neka je f : Cn → R, n ∈ N i neka je f(x) = x′Ax. Sada
je x′Ax = x′Ax = x′A′x = (x′Ax)′ = x′Ax. Zato je x′Ax ∈ R.

Definicija 5.14 Kvadratna kompleksna matrica A je hermit-
ski kongruentna sa kvadratnom kompleksnom matricom B is-
tog reda ako postoji regularna matrica P istog tog reda
takva da je A = P

′
BP i to zapisujemo sa A ∼h B.

Teorema 5.18 Hermitska kongruentnost je relacija ekviva-
lencije na skupu svih kvadratnih kompleksnih matrica istog
reda.

Dokaz: Refleksivnost: A ∼h A jer je A = E
′
AE. Simet-

riqnost: Neka je A ∼h B onda je za neku kompleksnu regu-
larnu matricu P ispuǌeno A = P

′
BP , pa je B = (P

′
)−1AP−1 =
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(P
−1

)′AP−1 = P−1
′
AP−1. Zato je B ∼h A. Tranzitivnost: Ako je

A ∼h B i B ∼h C onda je za neke kompleksne regularne matrice
P i Q ispuǌeno A = P

′
BP i B = Q

′
CQ, pa je A = P

′
Q
′
CQP =

(QP )′CQP = QP
′
CQP i QP je regularna kompleksna matrica,

pa je A ∼h C.

Teorema 5.19 Svaka matrica koja je hermitski kongruentna
sa nekom hermitskom matricom je hermitska.

Dokaz: Neka je A ∼h B onda je za neku regularnu komplek-
snu matricu P ispuǌeno A = P

′
BP . Tada je A

′
= ((P )′BP )′ =

(P ′BP )′ = (P ′B′P )′ = P
′
BP = A.

Napomena: Realne simetriqne matrice koje su koǌugovane
su i hermitski koǌugovane.

Teorema 5.20 Ako je x′Ax hermitska forma, onda transfor-

macija x = Py, gde je P ∈ Cn,n regularna matrica, y =

 y1
...
yn

,
prevodi u hermitsku formu y′By, gde je B = P

′
AP .

Dokaz: x′Ax = Py
′
APy = (Py)′APy = y′P

′
APy = y′By, za B =

P
′
AP .

Definicija 5.15 Hermitska forma f(x) je ekvivalentna her-
mickoj formi g(y) ako postoji regularna matrica P i trans-
formacija x = Py koja prevodi f u g.

Teorema 5.21 Hermitske forme su ekvivalentne ako i samo
ako su im matrice hermitski kongruentne.

Dokaz: Posledica prethodnih stavova.

Napomena: Analogno kvadratnim formama i kongruent-
nim transformacijama i ovde su na snazi iste tvrdǌe samo
umesto kongruentne koristimo termin hermitski kongruentne
umesto kvadratne hermitske umesto realni brojevi komplek-
sni brojevi i umesto x′Ax stavimo x′Ax. Tako dobijamo da za
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svaku hermitsku matricu jedinstveno postoje brojevi p i r,
gde je r rang matrice, tako da je ona hermitski kongruentna
sa dijagonalnom matricom koja na dijagonali ima p jedinica
i r − p minus jedinica. To je matrica hermitske forme u
kanoniqkom obliku. Zato se svaka hermitska forma mo�e
prevesti u ǌoj ekvivalentnu koja je u kanoniqkom obliku.
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