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[MPEAT'OBOP

OBa KmuUra je mmcana mpema IpenaBamUMa KOje je ayTop AP:Kao
u3 npeamera Jlumeapna aJsrebpa 3a CTyIOeHTE MaTeMaTUKE MIPBE
roauHe pa3Hux cMmepoBa. CBakako je MOTy KOPUCTUTUA U OCTAJHA
CTYAEHT! KOJjU CJIyIIajy HEKW OpeIMeT ca YBOITHUM CcalpiKajeM
u3 JuHeapHe aJjredope. WM3moskenu MaTepujas Mo OeoBUMA je
Ha CIWYaH HAYMH NPENCTABHEH Yy MHOIMM APYTUM KHBUTCaMa U3
nuHeapHe anrebpe, na u aarebpe yommre kao mro cy [1], [3], [8],
[9],[10], [11], auu je oBme npumarobhen mmany u nporpamy Kypca
Jluneapua anrebpa u3 2018. romuue [lemapTmMana 3a MaTeM-
atury u uHbpopMaTukry lIpmpomHo-MareMaTuykor QakyaTera y
Hosom Cany. Pamu makmer unrama u 60/ber padyMeBama Ha U
yCBajama M3J0KEHUX II0jMOBA IIPETIOCTaB/ba ce na unrasal Beh
noOpoO Biada TpaBUIMMA 3aKBYyUYUBAHA MaTEMAaTUUKE JIOTUKE,
HAWBHOM TEOPUjOM CKYIIOBa, pejalujaMa, a MoceOHO peJsaiujama
€KBUBAJICHIIM]e Kao U IOJMOM (pyHKIU]e, CUPjeKIUje, UH]EKIuje n
OujekIje Kao U BHUXOBUM OCOOMHAMA y BE3U Ca KOMIO3UIIULjOM U
WHBEP3HOM (YHKIMjOM. 3a OHE KOjU sKeje na Ce Hajupe MOICeTe
OBUX IIOjMOBa MM UX y4yBpcTe mpenopyuyjemo [2], [4], [5], [6],
[7], [12], [13].

Hosu Capn, 22.2.2022. Hebojma Mynpuncku



T'maBa 1

INJETEPMVWHAHTE U CUCTEMU JEAHAYNHA

1.1 erepmunante

1.1.1 O mepmyTamnujama

Hepunnnuja 1.1 Bujernuja konagyHor ckyna y cebe caMor Ha3mBa
ce epMyTaluja.

IIpumep: ¢ = ( ; g i’ ) je jemna mepmyTanuja ckyna {1,2,3}.

OBy mepmyTamnujy mMoskeMo 3amucatu u Kao [p(1),¢(2), ¢(3)].

[lepmyramnuje hemo o3nauaBaTu MAJUM T'DYKUM CJIOBUMA. Y
HACTaBKy heMo pamuTy ca mepMmyTanujama Ha ckyny {1,...,n},
roe n € N. Kao y mperxomHoM npumepy KOPUCTUMO U 3AIMUC
[p(1),...,p(n)]. Cryn cBux mepMmyrtanuja Ha crymy {1,...,n} 03-
HayaBaMo ca S,. Ilocebro mecTto Mebhy mepmyranumjama mmajy
TPAHCHO3UIN]eE.

Hepuannuja 1.2 IlpecauraBamwe 7 : {1,...,n} — {1,...,n} Tarxso
na je
J, x=1
T(:C) = i’ € :]
T, TFi,]
3a Heke i,j € {1,...,n} Ha3UBa Ce TPAHCIO3UIU]jA.



Jluneapua anredbpa 3

Hamomena: Y nperxonHoj neuHUIM TPAHCIO3UIN]Y T 30BEMO
1 TPAHCIO3UIja KOja pa3Memyje i U j.

Heduwaurmmja 1.3 Aro cy i,j,n € N 1 i < j, a 3a mepMmyTanujy m
Ha {1,...,n} je w(i) > n(j), opma map (m(i),n(j)) YMHU WHBEP3Ujy
nepMmyTanuje 7. bpoj nHBep3Mja HEKe epMyTallje o 03HAYABAMO
ca Invo. Ykonuko je Invo mapaH Opoj Ka)keMO na je o mapHa,
UHaYe je o HellapHa IepMyTallrja.

[Ipumep: Y mepMmyTanuju ¢ U3 TPETXOTHOT MpUMEPa MapoOBU

(1), 0(3)) m (£(2),9(3)) umee mEBep3mjy, a map (p(1),¢(2)) He.
3ato je Invyp =2, ma je ¢ mapHa mepMyTaluja.

Teopema 1.1 Heka je o mepmyramnuja cxkyna {1,...,n}, n € N. Tana
p J pMmy J y )
je (=1)fme = H1§i<j§n%?m-

Ilora3: Y mpom3Bomy pasjioMaka ca IeCHe CTpaHe HaBeleHe
jemHaKOCTH, CBE PA3JIMKE KOje Ce M0jaBJby]y y UMEHUONMMA C€E TIO-
jaBibyjy My OpojuonuMa, y €BeHTYaJHO IPOMEHEHOM penoCcieny,
U Ca €BEHTYaJHO IPOMEHEHUM 3HAaKOM U Ta IPOMEHa 3HaKa Ce
jaBspa TavHO Tamo rue nap (o(i),o(j)) YNHU UHBEP3U]Y.

Teopema 1.2 Hera je o mepmyrtamnuja ckyna {1,...,n}, n€N, a 7
TpaHCIO3UIIKja TOT cKyma. Tana je (—1)/™7 = —(—1)fmveo,

Iloka3: Heka Tpancmosunuja 7 pasMemyje k u £, rae je k < L.

Y wuspa3sy HlSKjgn%;’(j) 3a m < k TPaAHCIO3UIM]a T HE MEHa
a(m)—o(k) a(m)=o()  Apamormo 3a £ < m
m—k m—~ : )

0 k)—
T He MeHma IPOU3BOL pasioMara = %_fn(m) u % %_fn(m). Ilame, 3a

o(k)—o(m)
k—m

TPOM3BOJ pal3jIoMaKa

u

CBaAKO m 3a Koje je k < m < £ mpom3BOI pPa3aoMakKa u

om=o(8) = heraje mempomemen. Hajsan pasmomax w MeHa

m—{
Miei o, 2@=00)
3HaK Y TO AO0BOAM OO IIPOMEHE 3HaKa IIPOMU3BOIaA 1<i<j<n

. i—j
mocJie IpUMeHe TPAHCIO3ULNje T.

Hamomena: W3 mperxomue Teopeme ctaBmajyhm o = 7 nodbu-
jaMo [ma je TpaHCHO3WIMja HelmapHA IMepMyTaIdja.
Teopema 1.3 Heka je 0 € S,, n € N. Tana cy o u !
MIapPHOCTMU.

ncre
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ITora3: Heka je o(i) =k u o(j) =4, 3a Heke i # j u k #{. Tana
je o k)=im o (f) =j. Cana je

(_1)Infua _ H1§i<j§na(i) — U(ﬂ)

i
k—1¢
= H1§k<€§n _1(k) . 0'_1(6)
o~ (k) —o7(0)
= Ihi<k<e<n -
— (71)1111)0_1.

1

3aTo Cy 0 u 0~ ' UCTe MAPHOCTU.

Teopema 1.4 Heka je ¢ € S,, n € N. Aro je o(l) = k 3a k €
{1,...,n}, onma je Invo =k -1+ Inv[o(2),...,0(n).

Iloka3: 3a mato o Buaumo na nap (o(1),0(j)) = (k,o(j)) obpasyje
nHBEP3Ujy 3a cBe o(j) € {1,...,k —1}.

1.1.2 ledumHnunmuja neTepMUHAHTE

Hedrunnnja 1.4 Hera n € N. Tana ce 3a peanne (KOMILIEKCHE)

6pojese ai1,a12,...,a1n,021, - -, Gnn OPOJ
a1l a2 e A1n
a21 (122 P a2n

Inv
= ZWGSn(—l) 7ra’lw(l) -+ Qng(n)
Apl An2 N ¢ P )

Ha3UBa AETEPMUHAHTA pena n Hald €JIEMEHTUMA 11, d12, - - -, 01p,
a1, --.,ann. DPOjEBA a1, .. ., A, YUHE i-TY BPCTY, a OpOjeBU! ay;, .. .,
an; i-TY KOJIOHY 3a cBako ¢ € {1,...,n}. Exementu ajy,...,a,, yune
rJIaBHY OUjaroHaJy, a €JeMEHTHU dip,d2n_1,---,0n1 CIOPEIHY IU-
jaroHaJy.

Pazmorpumo merepMunanTe pena mBa U TPU. 3a n = 2 UMaAMO
YKYIIHO [OBe IepMyTaluje Ha ckyny {1,2}, a TO Ccy WIEHTUYIKO
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2 1
KOja je HemapHa mepMmyTanuja. 3aTo je Sy = {I,7}, ma mobujamo

.. . 1 2
npeciaukaBame [ Koja je mapHa W TPAHCHO3UIUjA T = )

ai;p a2

.S -1 Invm
o1 o mesy (=1) " a1y a2 (2)

= (=)™ ayyyasr@) + (1) Tar, (1)a9,2) = ar1a22 — arzas.

3ancTa, IeTEPMUHAHTY Peaa MBa PaudyHaAMO KAa0 PA3JIUKY MIPO-
M3BOJA eJeMeHaTa Ha TJIABHO] U CIIOPETHO] OVjaroHaJIu.

3a n = 3 numamMo ykymHo 6 mepmyTarnuja Ha ckymy {1,2,3}, a
123 ) . 12 3

KaoO n

TO Cy TPU IIapHeE: I,a:<231 =13 1 9

TPpU HeIapHe IepMyTaluje: = 123 A= 123 n

" ( ; ? g . 3aro je S3 = {I,0,07",4, )\, k}, ma mobujamo

ailr a2 a3

Invm
a1 Gz a3 | = Yregs(—1) A17(1)A27(2) @37 (3)
azr a2 as3

= (=1 ay11ya212)a313) + (1) 7 015(1)020(2) 30(3)

(=1 a1 1)y g1 (2)a30-1(3)
H(=1) ™ a1y a2, 2)a5,(3) + (1) Mara1)a2(2) a3(3)
(1) ay, (1)@, (2)A3n(3)
= a110G22033 + a12a23a31 + 13021032 — 11023032 — 13022031 — 12A21433.

WN3pa3 3a pauyHame OeTEPMUHAHTE Dena TPU MO3HATUU je
kao CapycoBo IpaBUIO KOje KasKe na ce MeTePMUHAHTA pela TPU
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M3pavyyHaBa TaKO IITO CE Ca JEeCHe CTpaHe NONWIIY PenoM IpBe
IBe KOJIOHE W OHOA Ce OJ IPOM3BOAA eJieMeHATa Ha TJIABHO] U
0] ABEMa IMapaJieJHUM IUjaroHajiaMa Oy3UMa]jy IPOU3BOIU €JI-
eMeHaTa Ha CIIOPENHO] U HOj ABEMa MapajieJTHUM OrjarOoHaJiaMa.
Amnanorao ce medpunume CapycoBO NpaBUIO Kala Ce JETEPMU-
HAHTU JONMIITY KCIIOJN IPBE IBE BPCTE.

Hamomena: CapycoBuMm mpaBuiIoM ce HE MOTY U3pavyHABATHU
merepMuHaHTe pema Beher on Tpu, ma 3aTo pasMaTpaMo 0COOUHE
NETEPMUHAHTU KOj€ HajeMO Y HACTABKY.

1.1.3 Ocobune merepMUHAHTUA

Teopema 1.5 IlerepMuHaHTa Cce He Mema aKO BPCTE U KOJOHE
MebhycoOHO 3aMeHe MecTa.

Hoxka3z: Ilorkasxkumo na je

b11 blg . bln ail ai19 e QA1n
b21 b22 N b2n asy a9 . aon
bnl bng N bnn anl1 Qap2 . Ann
rae je bjj = aj;, 3a cBe 4,5 € {1,...,n}, n € N. Cana xopucrehnu

OCOOMHY ma mepMyTallija U HOj WHBEP3HA MMAjy UCTY MAPHOCT
Y KOMyTaTUBHOCT 3a MHO:KeH-e peasHuxX (KOMIUIEKCHUX) O6pojeBa
nobujamo:

Sres, (1) by 1y by

= s, (=1 arqy1 - - Ar(nyn

= Eﬂegn(—l)lnvﬂalﬂ.—l(l) ce am_1(n)

1)[nv7r*

1
= Ew—lesn(* A17p=1(1) + - - Apg—1(n)-

[Tpumep: Kopucrehu CapycoBo mpaBuiio MOKEMO TPOBEPUTH
na je

—04+0+8—12—6-0=—10,

W N =
NN O
S W N
W N =
NN O
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aJIi1 1

=0+84+0-12-6 —-0= —10.

W NN
W NN

1 3|1
0 210
2 012

Hamomena: 306or mpeTxomHe TeopemMe MOKEMO HAIAJhEe CBE OC-
o0OuHe meTepMUHAHTU POPMYIUCATU CaMO 3a BPCTE, a aHAJIOTOHU
Baske 3a KOJIOHE. Y MOKa3y MPeTXOIHe TeopeMe KOPUCTUIU CMO
S, ={0"1|o€S,}, ay mokasy mapenne TeopeMe KOPUCTUMO 14 je
Sy ={rom|m € S,} 3a mpousBosmHy Tparcunosumujy 7. Obe TBpIamHE
Baske 300r ocoOmHa KoMmo3unuje GpyHKIUja U Oujernuja.

Teopema 1.6 3amena MecTa OBejy BpCTa AeTePMUHAHTE MEHa 3HAK
OeTepMUHAHTE.

Iora3z: Tlokaskumo ma je

bi1 bz ... biy a1 a2 ... Qg
bar b2 ... Doy asy aze ... ap
bpi bn2 ... bpp Gnl1 An2 ... QOpn
rme je 3a Heke i,j € {1,...,n} UCOy®meHO by, = aji 4 bji, = a;;, , 3a
cee k € {1,...,n}, n € N. Heka je Tpancnosunuja 7 : {1,...,n} —
{1,...,n} TakBa ma je
J, x=1
T(x)=4q 4, x=7
T, TFi,]

Cana rkopuctehu ocobmHy ma mepMmyTalnuja U ca TPAHCIO3UIN]OM
KOMIIOHOBaHa& Ta IMEepMyTalllja WMajy Pa3IMUnUTy HTapHOCT U KO-
MyTaTUBHOCT 3a MHOMKEHe peasHux (KOMIUJIEKCHUX) OpojeBa 1o-
oujamo:

Sres, (1) ™ Tbir1)y - bingi) - - Djr(j) - - Onm(n)

l)Im)Tr

= Eﬂ—esn(— alﬂ'(l) e ajﬂ'(i) e aiﬂ'(j) e amr(n)

= Sres, (=D T a10 (1) - Cjron(s) - - Qiron(i) - - - Unm(n)
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= EWGSn(_l)Im}ﬂalrow(l) <o Qjror(5) « + - Airom(d) - - - Anrom(n)
= EﬂESn - (_1)Im) TOﬂalfow(l) -+ Qjror(5) - - - Qiron(i) - - + Anrom(n)
= _ETOWESn(_l)IHU TOﬂ-alfoﬂ'(l) <o Qiror(i) + - - Yjron(4) - - - Anrom(n)-

[Ipumep: Kopucrehu CapycoBo mpaBuio padyHaMmo

1
2 = —10,
3

NN O
O W N

aJiy je mocJje 3aMeHe MecTa IIPBe M APYre BPCTe

= 10.

W = N
N O N
S N W

Teopema 1.7 Aro merepMuHAHTA UMa OBE jeIHAKE BPCTE OHIA je
OHa jeqHaKa HYJIN.

Iloka3: Ha ocHOBY mperxomHe TeopeMe Ta NeTEPMUHAHTA je
jemHaka cebu caMoj ca MPOMEHEHUM 3HAKOM jep 3aMeHa Te IBe
jemHaKe BpPCTe HE Mema paclopes BpCTa yCcTBapu, Ia Mopa OuTu
HYyJIa jep je To jenuHu OpOj KOju je jemHak CBOM CYIPOTHOM OpOjy.

Teopema 1.8 Ako cy cBu eJeMeHTH jeqHe BPCTe OEeTEPMUHAHTE
jemHaKu HyJId OHMAA je W caMa JeTepMUHAHTa HYJA.

Ioka3: Heka cy y i-TOj BpCTU CBU €J€MEHTU HYJa, 38 HEKO

i€ {l,...,n}, rme je n € N pen nmocmarpane nerepMuHanTe. Tana
je 3a cBako 7 € S, mpomsBOL (—1)"™ T ay (1) ... (i) - - - Anr(ny = 0, jEp
je a;z) = 0. Kako je Ta merepMuHanTa ycTBapu CyMa OBaKBUX

Ipom3BOJa TO je OHAa 30Up HyJa Ia je HyJa.

Teopema 1.9 Ako cBe eseMeHTe jenHe BPCTe HEKe NeTEPMUHAHTE
MMIOMHOKUMO HEKMM OpOjeM HOBOHOOUMjeHa AeTepMUHAHTA jeTHaKa
je TMoJIa3HOj MeTEePMUHAHTY MOMHOKEHO] TUM OpojeM.
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IHoxka3: Heka cy emeMeHTH i-Te BpCcTe NMOMHOKeHU ca . Ko-
puctehy nucTpuOyTUBHOCT MHOMKEHA IIpeMa cabupamy U nehUHN-
nujy OeTepMUHAHTE IT00ujamo:

all a2 e QA1n
/\C.lz'l AGZQ ce /\am = Eﬂegn (—l)lnvﬂ-alﬂ.(l) e /\am(i) ce am(n)
Gpl  Ap2 ... Qnn
ay; a2 ... Qin
= Ares, (=) 1n(1) - ) = A| @i G2 ain
Gpl Ap2 ... Qapp

[Ipumep: Kopucrehu nedumuunmjy MosxkeMo npoBepuTH Ia je

—3-6=-3,

1 2
3 3
aJy je Iocje MHOKEHa IIPBe BPCTe ca OBa

2 4
3 3

1 2
=6—-12=—-6=2 3

Teopema 1.10 Ako cy mBe BpcTe y OJeTE€PMUHAHTU IPOIOPIMOHAIHE
OHJZIa je Ta NeTePMUHAHTA jeTHAKa HYJIN.

Ilora3: Hexka je n € N pen merepmumHanTe D y KOjoj je 3a
Heke i, € {1,...,n} 1 HeKm OPOj A\ UCHYH-EHO aj; = A, 3a CBe
ke {1,...,n}. Ilo mperxomuoj teopemu je D = AD’, rme cy y D’
i-Ta W j-Ta BpcTa jemnake ma je D' =0. 3aro je D = \0=0.

Teopema 1.11 Heka neNwuiec {l,...,n}. Tana je

ail ai19 e A1n ail a9 . e A1n

/ / /
ail a2 ... Qip || G Gy .. Gy

an1 Qap2 ce. Qpn an1 Qap2 oo Qpn
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all a2 e A1n
_ / / /
=laq+ta; aot+ay ... Qp+a,
anl an2 . Ann

Iloka3: 360r mucTpubyTUBHOCTY MHOMKEHA IIpeMa cabupamy
MMaMO:

all ai12 e QA1n ailr a2 e QA1n
/ / /

a;1 Q2 ... Qip |+ A1 Qo ... Ay

anl Aan2 Gnn anl Aan2 Ann

= Sres, (D) arn1) - (i) + Qi) -+ - G
ai a2 a1n
= | a;1 + a;l a;o + a;2 Qin + (I;n
Qan1 An2 Ann
HpI/IMepZ|:13 §|:3I/I g §|:6,a
3 6 1 2 2 4
‘ 3 3 ’__9__3+(_6)_ 33733

Teopema 1.12 BpennocT merepMuUHAHTE Ce HE MEIha aKO eJeMeH-
TUMa jeoHe BPCTE M0JaMO OAroBapajyhe ejleMeHTe HEKe Ipyre
BpPCTE MPETXOMIHO MOMHOKEHE HEKUM OpojeM.
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Iloka3: 360r mpeTxomHUX TeopeMa UMAaMOo:

ail ai2 e QA1p
a1 + )\aﬂ a;2 + )\CLjQ . Qip t+ /\ajn
aj1 452 e Qjn,
[07°%} An2 e Apn
ajlp aiQ o Q1np ajl a2 PN A1n
a;1 [07%] e (0772 )\aﬂ )\ajg e )\ajn
= +
a1 aj2 ... Qjn ;1 ;2 e Ajn,
apl Ap2 ... Qnn Qan1 an?2 B Ann
aj; aiQ ... Q1np al; ai2 ... Q1p
;1 a;o e Ain, ;1 ;2 e Qin
=l ¢ 1 4=
ajl ajg e ajn ajl ajg e ajn
Anpl1 Anp2 ... Qpnp ap1 Ap2 ... Qpnp

[Tpumep: Ako y merepMuHAHTU = —6 esqeMeHTUMA ApyTe

3 3
BpCTE OOMaMO OaroBapajyhe ejeMeHTe TpBe BPCTE MPETXOIHO

. 2 4
MIOMHOKeHe ca —1 mobujamo 1 1 = —6.

1.1.4 JlanmacoB pa3Boj

Hedpuaumuja 1.5 Hera je n € N u i,j € {1,...,n}. 3a merepmu-
HAHTY pena n HaI eJIeMEHTUMA G11,012,-- - ,dnp, MAHODP KOJU OMTO-
Bapa €JIeMeHTYy a;; y O3HaIu M;; je JeTepMHUHaHTa Koja Ce O]
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noja3ue nobuja m3baruBam-EM i-T€ BPCTE U j-Te KOJIOHe. Aure-
OapCKu KOMIJIEMEHT MM KOQAKTOD KOJU OAroBapa €JIEMEHTY ajj
Je Az’j = (—1)1+3Mij.

2 1 3
HpI/IMepZ 3& 1 2 2 je M23 = 3, a A23 = (—1)5M23 = -3.
-1 1 =2

Teopema 1.13 Heka je n € N. Tana je

air a2 ... Qip
asy a9 e aon

=a11Ai +adi+ ...+ an A,
anl An2 ... Gnn

Iloka3: IlorpebHO je ycTBapm TpaHChOpMHUCATH CYMy KOja
nepUuHUIIe NeTEePMUHAHTY.

Sres, (D)™ a1 - - ()

= Yres, =1 (= 1) Ta11a9:2) - - - Apr(n)
—|—E7resn’ﬂ.(1):2(—1)lnv7T(I12(L27r(2) <+ Oy (n) + ...

e m()en(— 1) T A1nGr(2) - - - ()

)Immr

= allEﬂESn )=1(— A27(2) - - - An(n)

+a122ﬂ'65n,7‘r(1)=2(_1)1nv TA2r(2) - - - Op(m) - -

Invm

+a1n271’65n,7’((1):7’l(_1) A2z (2) -+« - Angx(n)
Cama 3a k-Ttu cabupak, ceM IpPBOT Tle je jacHO

0118 re s, m(1)=1 (1) Taar(2) - - Apm(myars (1) T My = an An

IOCMAaTPaMO AETEPMUHAHTY ¥ KOjOj CMO pa3MeHUIu MecTa k—1
nyTa k-TOj KOJOHU Ca KOJIOHOM WCIIPEX K€ U TAKO NOOUJIM mAeTep-
MUHAHTY YUjU je MUHOP Ha MecTy 11 jemHak MUHOPY Ha MeECTY
1k y monasuoj merepmunantu. HoBomoOujena ce merepMuHaHTA
CBOIW Ha TMOJIA3HY MHOKEHEM Ca (—1)"7_1. Twume mobujamo na
je k-tu cabupak y ropmoj cymu (—1)*layp My = aip(—1)'TF My, =
a1 A1k, OAKJIE CIEeIN TBPAMmA.



Jluneapua anredbpa 13

Hamomena: JemHakocT u3 mpeTXomHE TeOopeMe Ha3UBaMO U
pa3Boj mo mpBOj BpcTU. AHAJOTHO (HOPMYJIUIIEMO W PA3BOj IO
HEKO] IPYyTroj BPCTU WMJIU KOJOHW NETEPMHUHAHTE IITO OAajeMO Y
cnemehoj Teopemu.

Teopema 1.14 (Jlannacos pa3soj) Heka jen e Nwui,j € {1,...,n}.
Tana je

a1 a2 ... Gip
asy a9 e aon

1] . . .| =ainAin +apAip+ ..o+ ainAin
anl Aan2 Gnn

= a1; A1 + a2 A2 + ...+ apiAni;
2. @ilAjl + az‘QAjQ +...+ amAjn =0;
3. a1iArj + aziAoj + ...+ aniAn; = 0.

Hoxra3z: IlpBy mponyskeHy jemHaAKOCT OOKa3yjeMO aHaJOIHO
nperxonHoj Teopemu. IIpeocrase nBe jemqHAKOCTU MPEACTABIHA]Y
pa3Boj 1o j-Toj BpCcTU (KOJOHU) JeTePMUHAHTE KOja UMa IBE je -
Hake BpcTe (KOJIOHE) i-Ty U j-TY,

all a2 e A1n

;1 a;o e Ain
aj1 = Qi1 Q52 = @2 ... GQjn = Qip

QAnpl an?2 e Apn

Ia je jemHaka HYJU.

[Ipumep: PasBujamem mo npBoj BpcTtu pauynamo cienehy me-
2 4
35
tap(—1)"2Myy =2-5+4-(-1)-3=-2.

TCPMUHAHTY: = a11411 + a190410 = a11(—1)1+1M11

[Mocanemuna 1.1 IlerepMuHanTa YMju Cy CBU €JI€MEHTH UCTIO (13-
HAJ) TJIaBHE AUjaroHAJe jeIHAKU HYJU HA3UBA Ce TOpma (Ioma)
TpOyraoHa NeTePMUHAHTA U JelIHAKa je IPOM3BOLY eJleMeHaTa Ha
rJIaBHO] MMjarOHAJIN.
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Iloka3: YKOJIUKO je y mUTamy TOpiHma TPOyraoHa IEeTEPMU-
HaHTA pa3BUjame MO IPBOj KOJOHU MMa CaMO jeJaH cabupak y
KOMe (UI'ypuIle MUHOD KOjU je IIOHOBO ropma TPOyraoHa Ie-
TEPMUHAHTA & TOCTYMAK MOHABHAMO. AHAJIOTHO MOCTYIaMO 3a
OOBY TPOYraoHy meTepMumHaHTy kopuctehwm Jlammacose pasBoje
IO BpCTaMa.

1.2 Cucremu jemnauuna

1.2.1 Jemmauwmna. Cucrem jenHavusa.

Y yBOmy y MaTeMaTUUKY JIOTUKY Ae(OUHUCAIA CMO TEPM HA HEKOM
jesuky. WM3zjemmauvaBameMm nBa TepMma s U t noOUjaMO jeTHAYUUHY
s =t IO MPOMEHLUBAMA KOj€ Ce TOjaBbY]y Y TeEpMUMA S U t U KOje
30BeMO Hemo3HaTe. CucTeM jenHadvwHa IPEACTaBJ/ba KOHjYHKIN]Y
jemHaumua. Kako mase paamMo ca cUCTeMUMa JUHEAPHUX jen-
HAUYMHA OajeMO MPENu3Hy AePUHUINA]Y JIUHEAPHOT TepPMA.

Hepunnnuja 1.6 Jlmneapru tepMmum Ha je3ury {+,-} moOujajy ce
caMO KOHAUHUM OpojeM mpumena ciaenehux mpasuia:

1. mpomeH/BUBE U KOHCTAHTE CY JUHEAPHU TEPMU;

2. aKO Cy u WM v JUHEAPHU TEPMU OHAA CY TO U au U (u+v) 3a
CBaKy KOHCTaHTY «.

Hanmomena: Baxwn koHBeHNuja O M30CTaBHAKY CIOJHAITHUX
3arpajna. Kako HanaJ/me paguMo caMoO Ha PEAJTHUM U KOMIIJIEKCHUM
OpojeBuMMa U yoOUUajeHUM omepaljaMa cabupama U MHOKEHA
y CKIaLy ca IPUOPUTETHMMA MOKEMO M30CTaBJbaTU M ApPyre 3a-
rpaze Koje He HapyIllaBajy HPUOPUTET omepaluja. & CBOJUMO U
na HaM je —v 3aMeHa 3a (—1)v, a u—v 3aMeHa 3a u+ (—v).

IIpumep: x — 2y jecTe quHEapHU TepM, a 2y’ — 1 To Huje.

Hedpuaumuja 1.7 Axo cy s u ¢ ITuHEApHU TePMU U Z1,...,T, CBE
IPOMEHJLUBE KOj€ ce Yy BBUMa IM0jaBJbyjy, OHIA JeNHAUUHY S =
t HA3WBaMO JIMHEapHa jeqHAYWHA IO I1,...,T,. 1€ TPOMEHJbUBE

30BEMO jOII W Hemo3HaTe. KOHjyHKIUja JUHEAPHUX j€THAYUMHA
Ha3WBa Ce CUCTEM JUHEAPHUX jeTHAUYUHA.
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Hamomena: OOudHO cucTeM JIMHEADHUX jeTHAYNHA HE 3AIUCY-
jEMO Kao KOHJYHKIIM]Yy jeIHAYNHA HETO CaMO HAaBOAWMO jeTHAYNHE
jemHy MCIoI IpyTe.

I[Ipumep: x—y+2z = 4Ay = 3z je cucTeM JIMHEAPHUX je THAUNHA,
ajiil ra 3amlucyjemMo demhe Kao

r—y+2z=4
Yy =3z

Hepumunmuja 1.8 CucreMm JIrHEApHUX jeqHAUMHA Yy KOMe Cy OPOj
HEMO3HATUX 1 OpOj jeHAUYMHA UCTU HA3WBa C€ KBaJApaTHU, UHAYE
je TpaBOyTaOHU CUCTEM.

1.2.2 ExBuBajJeHTHU cucTEMU

Hepununuja 1.9 IlBa cucrema jemnaunna S; u Sy y peasnum (KOM-
JIeKCHUM ) OpojeBrUMa Cy €KBUBAJIEHTHA ako je gopmyna S; < Sy
TavyHa y peaJsHuM (KOMIUIEKCHUM) GpOjeBUMA.

I[Ipumep: Cucrem z+y =0Az =0 je eKBUBAJEHTAH CUCTEMY
r=0Ay=0.

Teopema 1.15 3a cBaky JuHEapHY jeoHAUYUHY s = ¢ IO HEIO3HAa-
TUMA Z1,...,Tn, N € N jJeAWHCTBEHO TOCTOje OPOjeBU aq,...,dn,b
TaKBU N4 je jeqHadyuHa s =t eKBUBAJEHTHA Ca a1X1 + ...+ anTy = b.

Hoxka3z: Ilocmemuria ocobuna cabupama U MHOKEHmA Y pead-
HUM (KOMIIEKCHUM) OpojeBuMa U ajrebapCKux TpaHchopMaim)ja
KOj€ MOyKeMO MIPUMEHUTHU A& HEKY JIMHEAPHY jeTHAUUHY TOBEIeMO
y OmMUCaHu ODJIUK.

I[Tocnemuna 1.2 Heka m,n € N. CBaku JauHeapHU CUCTEM O m
jemHaunHa 10 HENMO3HATUMA ZI1,...,T, €KBUBAJEHTAH je CUCTEMY

jemHaumHa

a11x1 + a1are + ... + a1pTn = by

a21T1 + a90x9 + ... + asnxy = bo
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Am1T1 + amaZs + ... + GmnZn = bm

3a HEKe KOe(UIM]eHTE ajy, . . ., Amy U CIODONHE YIaHOBE by, ..., by
KOjU Cy peasHu (KOMILIEKCHU) O6pOjeBu.

Ilora3: KopuctuMo mpeTxonHy TeopeMy 3a CBaKy O m jel-
Ha4YMHAa.

Hamomena: CucteM koju je y OOJUMKY OaTOM KaO Y MPETXOM-
HOM TBpDhewmy Ha3uBa ce cCUCTEM y cpebheHoM 0OIuKy.

Hepumuanmmja 1.10 Cucrem JrHEAPHUX jeqHAUYMHA KOI KOTa CY Yy
cpeberom 0OIMKY CBU CIOOOAHU UJIAHOBU jeNHAKU HYJIN HA3WBa
Cce XOMOT'€HU CUCTEM.

Hepunnnuja 1.11 Pememe cucrema IMHEaApHUX je THAYWHA O n €
N Hemo3HaTUX je OMII0 Koja n-TOPKa OpojeBa KOju Kada ce peaoM
YBPCTE YMECTO HEMO3HATUX NOOMjaMO TayHe je THAKOCTU 3a CBAKY
Ol jeagHauynHa TOT CHUCTEMA.

Hanmomena: Pemuru cucreMm jennadwHa 3HaYM HaAhU CKyH perr-
emha TOT CUCTeMa KOTa YMHE CBa pellemha CUCTEMA.

I[Ipema O6pojy pemema cucremMa jegHAUYNHA CUCTEME IEJIMO
Ha IPOTUBpEeUHE (KOHTPAIUKTOPHE WM HeCcarjiacHe) - TO Cy OHU
KOjU HeMajy pellemha U HeNPOTUBPEeUHe (CarjacHe) - TO Cy OHU
KOju mMajy pemema. CarsacHu cucreMu ce geiie Ha oapebene -
aKo je pemreme jenuHCTBEHO u Heonpebhene - ako mocToju BuUile
perema.

[Ipumepu: CBakm XOMOTE€HU CUCTEM je carjacaH jep uMa per-
eme Koje UMHe caMO HyJIe ¥ OHO Ce Ha3WBa TPUBUjAJHO pPeIleHe.
CucreMm jemHauyuHa

r—y=2
20 -2y =1
je HecarysacaH, a CUCTEM

r—y=2
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20 —2y =4

je carmacan u HeonpebheH.

Teopema 1.16 Heonpeben cuctem y peasHUM UIU KOMIIJIEKCHUM
OpojeBuMa yBeK MMa OECKOHAYHO MHOTO pEeIleiHa.

Hoxka3: Heka m,n € N. Heka cucrem
a1121 + a10T + ... + a1pxy, = b1

a0121 + a2 + ... + aspxy, = b

Am1®1 + amaxa + ... + CGmnTn = bm

UMa [Ba pEelIema IO X1, ..., Ty W HEKA CY TO (U1, ..., Uy) U (V1,..., V).
ITorasxmmo na je (tuy+ (1 —t)vi,. .., tup+ (1 —1t)v,) pememe 3a CBaKU
o6poj t. Hera i € {1,...,n} m yBPCTUMO HOBOHACTAJy n-TOPKY Y
I-TY jeHaAYUHY:

a;1(tu; + (1 —t)v1) + aze(tus + (1 — t)va) + . .. + ain(tu, + (1 — t)vy)

= t(anur + aiguz + ... + aipuy) + (ainv1 + aigv2 + ... + ainty)
—t(ainvy + agva + . .. + ajpvy) = th; + b; — th; = b;.

3aTo mocMaTrpaHa n-TOPKa 3aI0BOJbaBa CBAKy O jeIHAUNHA
IOCMAaTPAaHOT CUCTEMA IIa je pelremne cucreMa. Kako je ¢t mpou3Bo-
JbaH Opoj mobuiaum cMO OECKOHAYHO MHOTO PEeIIemha CUCTEMA.

I[Tocnemuma 1.3 AKO XOMOT€HM CHCTEM Hal PEAJHUM WA KOM-
MIJIEKCHUM OpOjeBUMa MMa je JHO HETPUBUjAJIHO PEIIeH€ OHIa UMa
OEeCKOHAUYHO MHOTO HETPUBUjAIHUX PEIIeHba.

Iloka3: Ako uMma jenHO HETPUBUJAJIHO pEIIeH-€ OHIa uMa Oap
IBa Pelema jep YBEK UMa U TPUBUJAJHO PEIIene, a M0 MPEeTX0A-
HOj TeopeMu mMa OECKOHAYHO MHOI'O HETPUBHUjAJHUX peEIIeikha.

Teopema 1.17 /IBa cuctema jenHauvnHa CyY €KBUBAJEHTHA aKO U
caMO aKO MMAa]jy MCTe CKYIOBE Pellewmha.
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IHoxka3: Hera cy cucremu S; 1 Sy ca HEMO3HATUMA I1,...,T,,
n € N exkBuBajJeHTHU. Tana je ¢popmyrna S; < Sy TtayHa. 3aTo
KaJJda yBPCTUMO pememe (ug,...,u,) cucreMa S; modbujamMo TadHy
dbopMmyny S; & Sy ma Kako je JeBa cTpaHa TadyHa Mopa OuTu
TaYHa W JEeCHA CTpaHa IMTO 3Ha4du aa je (ui,...,u,) PEIemhe CUC-
TeMa S;. 3aTO je CBAKO pelleme CUcTeMa S; MCTOBPEMEHO U
pememe cucreMa S;. AHaJOTHO 3aKBydyjeMO U OOpaTHO ma je
CBaKO pPeIlelme CUCTEMA So MCTOBPEMEHO U PEIIEHE CucTeEMa Si.
3aTO €KBUBAJIEHTHU CUCTEMU MMajy UCTe CKynoBe pemema. Heka
canma cuctemm S; U Sy ca HEMO3HATUMA ZXi,...,Tn, N € N mMajy
UCTe CKyIOBe pemema. lama y gopmynm S; < Sz Kaza yMecTO
Z1,...,Tn YBPCTUMO N-TOPKY OpOjeBa Koja jecTe pememe obe cTpaHe
€KBUBAJIEHIIKje Cy TadHe, a aKO YBPCTUMO n-TOPKY OpojeBa Koja
HUje peleme jeHOT He MOyKe OUTHU pelleme HU APYTror CUCTEMA,
ma cy obOe cTpaHe eKBUBAJICHIIje HeTadyHe. Y CBAKOM OJ CJIydYa-
jeBa eKBUBAJIEHIMja je TayHa, IIa Cy CUCTEMU IO AeYUHUIU]U €K-
BUBAJIEHTHMU.

1.2.3 Tpoyraonu cucremu

Teopema 1.18 Heka cy J; u J, nBa auHeapHa TtepMma. Tana je
1. i=0NJy=0& Jy=0AJ; =0;
2. a1 =0& J; =0, 3a a;éO;

3. 1=0ANJa=0J1=0AaJ;+J=0.

Iloka3s: 1. cienm m3 KOMyTATUBHOCTU KOHjyHEKIUje. 2. AKO
je J1 = 0 omma je aJ; = a0 = 0, a ako je a # 0 OoHOma MOCTOjU
6poj I, ma u3 aJ; = 0 cremqu oy = 20 =0 ma je J; = 0. 3.
Heka je J1 = 0AJy =0 tana je aJi +J; = a0+ 0 = 0, a ako je
Ji=0ANaJ1+J2=0 orna je a0+ Jo, =0 ma je Jo, =0.

Hamomena: Y wmecto nuHeapHux jemHauuHa obsmka J = 0y
IPETXOJHO] TEOPEMU MOYKEMO MMAaTHU W JIMHEapPHE jemaHadvuHe 00-
JIUKA t; = ty jep JIaAKO Mpeaa3uMO Ha €KBUBAJIEHTAH OOJUK t] —tg =

0. IIperxonua Teopema naje HaMm OCHOB 3a cienehy nedpuHUIN]Y.

Hedpumunnuja 1.12 Cuaenehe Tpanchopmanmje cucreMa HA3UBAjY
ce eKBUBAJIEHTHe TpaHCchopManuje:
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1. 3amena MecTa OBe jeIHAUMHE CUCTEMA;

2. MHOK€H€ HEeKe jelHaYrWHEe CUCTeMa OpOojeM Pas3udUTUM O
HYJIE;

3. momaBame jeqHe jeHAUMHE CUCTEMa, TPETXOTHO MTOMHOKEHE
HEKUM OpojeM, HEKOj APYTroj jeaTHAUYUHU CUCTEMA.

ITocnemuna 1.4 ExBuBaJeHTHUM TpaHChOpMalKjaMa ce CUCTEM IIpe-
BOIMN y IHEMY E€KBUBAJICHTAH.

I[Tocnemuna 1.5 BpmemeM eKBUBAJIEHTHUX TpaHChoOpManuja He Me-
Bba Ce CKYI pellema CUCTeMA.

Hepumunmmja 1.13 Hera r € N, s € Ng 1 a11, 212, , Qppy B15 -+ - Bry
Y1y« --5Yrs, 0 € R(C), mpm ueMy je ay; # 0, 3a cBe i € {1,...,r}. Tana

CHuCTEM

anyi + oy + ... F oy = B+ vz + o+ Yis2s

a2y + ...+ ey = Bo + Y2121 + ...+ Y2s2s

QrrYr = Br + 121 + o+ YrsZs

Ha3UBaAMO TPOYTaOHU CHUCTEM. Y OBOM CHUCTEMY HEIO3HaTe
21,...,%s 30BEMO CJIODOIHE, & HEIMO3HATE ¥i,...,Y, 30BEMO Be3aHeE.

Hamomena: Tpoyraonm cuctem je KOHTPAIUKTOPAH aKo je O #
0, jep oHna jemqHauywmHa (0 = § HUje TaYHA IITa I'OJ Y3€JIU 3a HEMO3-

HATE Y1,...,Yr, 21, -+,2s. AKO je TauHo 0 = § OHOa U3 IPETIOCIIEI-
Bbe JeTHaUYnHe n00ujamMo vy, = f—’"#—gﬂzﬁ—. ATz, 3aTUM UM3pa3 3a
rr Tr s

yr YBpHITABaMO y (r—1)-By IO peny je IHAUMHY U3 KOje U3ParkaBaMoO
Yr—1 OPEKO 21,...,2s U TAKO PEIOM IOK He HOOUjeMO CBE yi,...,Yr
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U3pasKeHe MPEKO 21,...,%s. 34TO je y OBOM CJydajy CUCTEM Ca-
rnacad. 3a s = 0 mobujeru yi,...,y. cy OpojeBu, ma je tana
cucreMm onpehen. 3a s > 0 cucreMm je Heompebhen ca s cremeHa
cnobome, jep CBaKu OX ¥i,...,Y, 3aBUCU O u3bDOpa BPEeIHOCTU 34
21,...,%s. 3ATO HEMO3HATE ¥i,...,Y, HA3UBAMO BE3aHE, & 21,...,7Zs
ciobonue.

Teopema 1.19 Hera n € N. Heka je S cucreM snmHeapHUX jen-
HAYWHA 1O I1,...,%T,. lama mocTtoje r € N, s € Ny TakBu na je
r+s=mn,Y ={y1...,y} m Z ={z1,...,2s}, YUZ = {x1,...,2,},
Y NZ =( u TpoyraoHu CUCTEM U3 MPETXOMHE NeGUHUIjEe KOjU je
€KBUBAJICHTAH ca S.

Ioxka3: IIpernocraBuheMo nma ce y cucTeMy Hajla3e caMoO IpaBe
HENIO3HaTe, OHEe KOJ KOJUX je KoepuIujeHT 6ap y jeHOo] je THaUYNHI
paznuuur on myJse. Jloka3 majeMo MHIYKIUjOM MO n. 3an=1 85
nMa ODJIMK

a11x1 = by

as w1 = by

Am121 = by,

rae je 6ap 3a jemHo i € {1,...,m} a;; # 0, ma HEKa je TO aji,
VHAYE 3aMemyjeMo MecTa i-Te u npBe jennaumnue. Cana npBy jen-
HAYWHY NOJajeMO APYroj HPEeTXOAHO MOMHOMKEHY ca —¢2l, u Tako
penoM CBe 10 m-Te KOjO] OOAajeMO MPBY IPETXOIHO IOMHOKEHY
ca —%. Tume mobujamMo eKBUBAJIEHTAH CUCTEM ajjxr) = by A0 =
caN\...N0= ¢y, KOjU jecTe eKBUBAJIEHTAH Ca

anry = by

0=9¢

OsBuMm je morasana Oasa maayknuje. Ilocmarpajmo cama cuc-
TeM S KOju mMa n + 1 HemO3HATHUX, 3a n € N.
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aney + aer2 + ...+ a1(pg1)Tot1 = by

a2171 + a22%2 + . .. + Aoy 1)Tnt1 = by

am1T1 + amaT2 + ... + Am(n+1)Tn+l = b

Heka je a1 # 0, nHAUye 3aMeHOM MeCTa jeTHAUWHA JOBOAMMO Ha
IIPBO MECTO jeqHAYMHY KOI KOje je KOe(UIUjeHT y3 x] Pa3INInT
on myae. IlomoBo kao y 0asu, NpBY jemIHauyuWHy O0IajeMO APYTOj
IPETXOIHO MOMHOMEHY Ca —¢2l, ¥ TakO PelOM CBe IO m-Te KOJO]
M0ajeMo IPBY MPETXOIHO IMOMHOKEHY ca — ¢l Tume mobujamo

E€KBUBAJIEHTAH CUCTEM
aney + aierz + ...+ (g 1)Tot1 = by

/ / /
A%2 + -+ Aoy 1) Tnt1 = by

!/ !/ /
A2 + -t Q1) Tl = bry

Cama 3a oBaj cucrtem 0Oe3 mpBe jeoHAUYNHE KOJU jecTe CUCTEM Ca
n HENO3HATUX {Z2,...,Tnpy1} MO MHAYKIM]CKO] XWUIIOTE3U IOCTOje
r—1€N, se€ NgrakBu ga je (r—1)+s=mn, Y = {ys...,y,} 1
Z =A{z,...,2s}, YUZ = A{x9,...,2p41}, Y NZ = () m TpOyraosu
CUCTEM HEMY E€KBUBAJIEHTAH

a2y + ...+ gy = Po 4+ Y2121 .o+ Y2s2s

AprlYr = Br + Yr121+ - YrsRs

0=9¢

IIa akKo CTAaBUMO y; = x] U 3aMEHHMO OCTaJle Hello3HaTe y IIp-
BOj jegHAYMHM IOJIA3HOT CHUCTeMa y CKJIALy Ca HOBOHACTAJINM
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CKyNIOBMMAa HENO3HATUX Y W Z, OHJA je TOJa3HU CUCTEM EKBU-
BAJICHTAH Ca

anyl + oy + ... F oy = By o Yis2s

a2y + ...+ a2y = Bo + Y2121 + ...+ Y2s2s

QrrlYr = Br + Yr12l + oo+ Yrss

0=9¢

OBuM je moka3aH WHIYKIMjCKU KOPAK.

Hamomena: Iloctymak ommcan y mokaly TPETXOMTHE TeopeMe
KOJUM C€ HEKU CUCTEM JIMHEAPDHUX jeTHAUYMHA CBOIU HA HEMY €K-
BUBAJICHTAH TPOYTAOHU CUCTEM Ha3uBa ce ['aycoB ajaropuram.

[Ipumep: Hera a € R. Cpectu cinenmehu cucteMm HA HEMY €K-
BUBAJIEHTAH TPOYTAOHU.

20 +3y—42z=0

dr+y+z=2
—2r—-8y+13z=a

ITo I'aycoBom aaropurmy, Hajupe €JIEMUHUIIEMO MTPOMEHILUBY
x u3 npyre u tpehe jemnauwmse. IIpBy jemHauynHy TOMHOKEHY
ca —2 cabupamo ca APYrOM jeTHAUYMHOM U HOOUjeHY jenHAUYUHY
youcyjeMo Ha MecTo apyre jemHauwmHe. [loTrom, Ha Mmecto Tpehe
jemHAUYMHE yOucyjeMo 30up npBe u Tpehe jexHaYMHE 3a0aTOT CUC-
rema. Tako mobujamo ciaemehu cucTeMm jenHAYMHA €KBUBAJICHTAH
IIOJIAa3HOM.

20 +3y—42=0

-5y + 9z =2
-5y +9z=a
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Cana Tpeba ma emeMuHUIIEMO Hemo3HaATy y m3 Tpehe jenHa-
YyHEe, ITO NeMO YUYMHUTHU TAKO IITO Ha MecTo Tpehe jennauune

yOUCYjeMO pa3iauky Tpehe m Aapyre jegHadymHe HOBOAOOU)E€HOT
cucTeMa.

20 +3y —4z =10
-5y +9z =2
0=a—-2

TpaskeHu cucrteM y TpOyraoHOM OOJUKY KOjU je €eKBUBAJICHTAH
moJjia3HoM je ciaenehu.

2z + 3y =4z
-5y =2-9z
O0=a—-2

OpnaBme je jacHO ma je 3a a # 2 MOJA3HU CUCTEM KOHTDAIWK-

TOpaH, a 3a a = 2 carjacaH, aju HeoapeDheH ca jeaIHuM CTEIeHOM
ciobone.

1.2.4 KpamepoBa Teopema

Hedpumunnmja 1.14 Hera n € N. 3a cucreM JUHEAPHUX jeTHAYNHA

a1121 + a10r2 + ... + a1pxy, = b1

a2171 + a22%2 + . . . + G2, Ty = b2

Ap1T1 + anaxa + ... + @ty = by,

ailp  ai2 ... Q1p
a1 age ... Q2pn

merepMuHaHTy D = | | . . | HABWBAMO meTrepmu-
anpl ap2 ... Qpp

HaHTa cucrema. llerepmumuanty D; 3a i € {1,...,n} mobujamo u3

D Tako mTO eJIeMeHTe i-T€ KOJOHEe 3aMeHNMO oAroBapajyhum cio-
OO HUM UJIQHOBUMA.
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b1 a2 ... Qin

bQ ano o Q2n
IIpumep: Dy =

bn an2 ... Qpp

Teopema 1.20 Ako je merepmuHanTa D KBaAPATHOD CUCTEMA JIMH-
€eapHUX jeTHAYWHA Ca n HEMO3HATUX X1,..., T, PA3JIUIATA O HYJE
OHJa Taj CUCTEM HMMa JeAWHCTBEHO pellelme AaTO (POPMYJIOM z; =
%, 3a cBe i € {1,...,n}.

Iloka3: Heka je D # 0 u mera je i € {1,...,n}. Ilame Heka je
(y1,...,Yn) JEIHO peIIeHme MaTOr CUCTEMa Tala je

a11y1 + a2y + . .. + a1y = b1

a21y1 + agoys + . .. + asnyn = b

ap1yY1 + an2y2 + ... + AppYn = by,

YBpcTtuMO y D; yMecTo b; um3pas ajiyi + ajoy2 + ... + ajnyn jep cy
jemnaku m TO 3a cBako j € {1,...,n}. Cama y D; momajMo j-TOj
KOJIOHU k-TYy KOJIOHY IIOMHOXKEHY ca —yi, 3a cBe k € {1,...,n}\{j},
ma mobujamo D; = Dy;. 3arto je y; = %, 3a cBe i € {1,...,n}.
HMokasxkumo jom na (2,...,Dn) jecre pememe nmocmarpanor cuc-
TeMa. Y BPCTUMO OBY n-TOPKY Vy i-Ty jemnauwmny. JloGujamo

aﬂ% +...+ aii% + ...+ an %" = b;. Ila 6u mpoBepuIM TAYHOCT OBE

jemHakoctu pas3Buhemo D; IO j-TOj KOJOHU 3a CBako j € {1,...,n}
ail NN b1 oo Q1p
as1 ... by ... a9
D; =
apl .. bn ... app

¥ YBPCTUTHU yMecTO D;, ma TakKo ZOOHjaMo

anD1+...+ay;D;+ ...+ aipnDy
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=aq(iAnn+ ... +bAq+ ...+ b An) + ...
tai(biAn + .o+ biAy + . by Ap) + ..
+ain(b1 Ay + ...+ b A + ..+ b Ann)
=bi(ainAnr+ ... +aiAii+ ...+ ainlin) + ...
+bi(andAin + ...+ aiiAii ...+ ainAin) + . ..
+bp(ainAnt + ...+ aiAni + .+ ainAnn)
=bi(a;1 it + ...+ ayAi ... + aipnAin) = b;D

ocTasi;m cabupiu jecy HyJe jep Ccy y 3arpajaMa U3pas3u KOjUu Ipe-
craBsmpajy JlanmacoBe pa3Boje ca aBe jenHake BPCTe.
[Ipumep: Pemwutu cucrem jemnauuHa:

201 — 3x9 =4

261+ 10 =06
IerepmunaHnTa cucrtema je D = 9 _13 = 8 # 0, ma mo Kpame-
POBOj T€OpeMU CUCTEM UMA jeIMHCTBEHO PEIIeHkhe AATO Ca X1 = %
Mmgz%,rﬂejeDlz ;51 _13 =22u Dy = ; é =4, ma je (%,%)

jeoUHO pellelme MOCMATPAHOT CUCTEMA.

[MTocnenuna 1.6 Ao XOMOreHM KBaJpaTHU CUCTEM MMa HETPUBU-
jaJiHA pellena OHIA je NeTepPMWHAHTa TOT CHUCTeMa jeTHaKa HYJIU.

Ioka3: Kourpamo3urnujom KpamepoBe Teopeme 3a KBaaApaTHU
XOMOT'€éH CUCTEM.



I'naBa 2

IIPOCTOPU PEAJIHUX U KOMIIJIEKCHUX Tl-TOPKU

2.1 TIIpocropu u moTopocTOopu

Hedpumunmuja 2.1 Hera je n € N. Ha R" nepumHumemo OuHapHY
omepanujy + ca:
('rla"'7xn)+(y17"'7yn) = («T1+y17~-~a$n+yn)7

3a CB€ X1,...,Tn,Y1,-.-,Yn €ER

U YHApPHY ONepalujy MHOKema OpojeM ca:
a(xla s axn) = (Oé'rla s 7a$n)a

3a CB€ «,x1,...,Tn € R.

Hamomena: Ha mcTtm maumn yBommmo oBe omnepanuje Ha C™.
3a n =1 oBe omepalnuje ce MOKJIANA]y ca yOoOUUYajeHUM OIepallu-
jaMa cabupama W MHOKEma OpojeM y CKyIy peaJHUX OmTHOCHO
KOMIIJIEKCHUX OpojeBa.

Teopema 2.1 Hekan € N, Tama 3a CBE T1, ..., L0, Yls- - Yns 21y -« Zns
a, € R BaKN:
]-~ (1:17"'7xn)+(y1)"'ayn):(y17‘~'7yn)+($17"')xn);
2. (1) + Wiy yn)+H (21,5 20) = (21, -« s x2n)+H (Y1, - - Yn)+
(21, 2n));
3. (x1,...,xn) +(0,...,0) =(0,...,0) + (z1,...,2n) = (T1,- .., Zn);
4. (z1,...,xn) + (—21, ..., —xn) = (—21, ..., —2n) + (21, ..., 2p)
=(0,...,0);

26
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5. al(@1, . xn) + W, yn)) = @, . ) + oyt - yn);
6. (a+B)(@1,...,x0) = ax1,...,an) + B(@1,. .., 20);

7. (aB) (@1, ... xn) = alB(z1,. .., 20));

8. 1(x1,...,2n) = (T1,...,20).

Iloka3s:

1. Ha OCHOBY KOMYyTaTUBHOCTHU cabupama OpojeBa 2. Ha OC-
HOBY aCOIjaTUBHOCTU cabupama OpojeBa 3. jep je a+0 = a
4.jep je a+ (—a) = 0 5. m 6. Ha OCHOBY IUCTPUOYTUBHOCTU
MHOKEHa Y OJHOCY Ha cabupame, 7. Ha OCHOBY aCOIMjaTUBHOCTU
3a MHO:KEHe U 8. MOCJequia UIEHTUTETa 1 -x =2 .

HMedpuunnuja 2.2 Crpyrrypa (R", +,) 3a cBe n € N Ha3uBa Ce BEK-
TOPCKU MIPOCTOP PEAJHUX n-TOPKU. '€ n-ToOpke 30BEMO BEKTOPH,
a peaJiHe OpojeBe CKaJapu.

Hamomena: 3a n = 2 (n = 3) mobujamo mpoctop ypebhenux
napoBa (TPOjKM) peasHUX OpoOjeBa KOjU IPEACTABILA]Y Be3aHe
BEKTOPE y KOOPAMHATHO] PaBHU (IPOCTOPY) YHKja je moveTHa Tau-
Ka Y KOODAWHATHOM MOYETKY.

AHAJIOrHO Ae(UHUIIEMO BEKTOPCKU MPOCTOP KOMIIIEKCHUX n-
TOPKH, jep MPeTXOJHAa TOPEMa BAKU U aKO YMECTO PEAJHUX IMOC-
MaTpaMo KOoMIIekcHe OpojeBe. YOynyhe hemo tBpbhema ¢dop-
myaucatu y (R", +,-), aau hemo moapasyMmeBaTH ITa OHA BasKe y
uctoj ¢popmu u 3a (C",+,-), CEM aKO ce Ipyrayrje eKCIJIUIUTHO
HE HATJIACH.

BekTope o3zmauaBamMo MaJuM JATUHUIHUM CJIIOBUMA U, U, W, . . .,
a CraJilape OOWYHO TI'DYKUM CJIOBUMA «,f,.... n-TOpkKy (0,...,0)
30BEMO HyJIa BEKTOD U O3HauaBamo ca 0. 3a BEKTOp (Z1,...,Tn)
je (—z1,...,—xy) = —(x1,...,2,) CYOPOTAH BEKTOP. 3a BEKTOP
(T1,...,2n) CY T1,...,T, KOMIOHEHTEe (KacHUje NeMO WX 3BATU U
KOODIMHATE BEKTOPA).

HMedpumunnuja 2.3 Hera n € N. 3a () # U C R" RaxkeMO Oa je IOT-
IIPOCTOP aKo je 3a cBe u,v € U U a € R UCIYHEHO

1. u4+veU;
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2. auecU.

Teopema 2.2 Hera n € N. Onna je () # U C R"” mOTOIPOCTOP aKO U
caMoO akKo je 3a cBe u,v € U u cBe «,f € R ucnymeHno au + fv € U.

Ioka3: (=) Hera je U moTmpocTop " Heka Cy u,v,a,[ € R.
Tana cy 30or 2. mperxonue nedpuuunuje au,Sv € U, a 36or 1.
nperxonHe nedurHunuje je au+ fv e U.

(<) Hera cy v,v e R" m a € R. Tana je u+v=1u+1v € U
u au = au + Ov € U mo mpernocrtasliu, na je no gepuaMnuju U
MOTIPOCTOP.

Teopema 2.3 1. CBaku moTOnpoCTOp CaAPKU HYJIa BEKTOP.

2. 3a cBaKU BEKTOP HEKOT MOTIPOCTOPA, Taj TOTIPOCTOP CAIP-
KU U TbeMY CYMPOTaH BEKTOP.

IToka3z: 1. Kako je Taj moTmpocTOp HEMpa3aH CKYIl, OH CAAPKU
HEK! BEKTOD, a aKoO TO HHUje HyJla BEKTOD OHAA IO Ae()UHULNU]U
HyJla BEKTOD KAa0 YMHOKAK TOI BEKTOpa ca HYJIOM Mopa OuTu
canp:xkaH y morupoctopy. 2. llocmarpamo ymMHOXKAK youdeHOT
BEKTOpa ca -1.

IIpumepu: Hyna moTmpocTop je TOTIPOCTOP KOJjU CaIPKU
camo Hyna Bekrop. CBM BEKTOpM Ha MCTOj NpaBoj (paBHU) UMHE
IOTHpPOCTOPe BekTopa y Eyrmmackom nmpocrtopy. (R™,+,-) je caMm
cebu MoTHpPOCTOP.

Teopema 2.4 Herka n € N. Ckyn cBuUX pelmrema XOMOTEHOT CHUC-
TeMa jeIHAYMHA Ca N HENMO3HATUX YMHU HOTHpOocTOp ox R™(C™).

Ilorka3: Heka cy m,n € N u Hera cy (r1,...,%n) 1 (Y1,---,Yn)
pelnema XOMOTEHOT CUCTeMa O m jeHAUMHA Ca n HEMO3HATUX U
HeKa ¢y «, 8 € R. Tanma 3a i-Ty 10 peny jeIHAUMHY UMAaMO:

ap(axy+By1) +. ..+ ain (o, + Byn) = @itz +. ..+ amrn) + Blany +
coot ainyn) =a0+0=0

3aro a(z1,...,zn) + B(Y1,...,Yn) 3800BOJBABA U-TY IIa U CBAKY
jeoIHAUMHY YOUYEHOT CUCTEeMa I1a jeCTe pelleme CUCTEMA je THAYMHA.
[To Teopemu oHma cBa pemema YUHE MOTIPOCTOP.

IMpmvep: {(z,y) € R?|y = 22} je mormpocrop. IIposepasamo
YCJIOB M3 TeOpeMe M yCTAaHOBJbABAMO na Baxku: a(z,y) + [(z,t) =
(ax + Bz,ay + ft) 1 ay + ft = 2(ax + fz), jep je y =2z u t = 2z.
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2.2 Dase u mumeH3uje

2.2.1 JlumeapHa 3aBUCHOCT

Hepurnnuja 2.4 Herxa n € N u Heka cy vy, ..., v, BEKTOPU 4 oy, ...,
an € R. Tana je ajvy + ...+ a,v, TUHEaApHa KOMOWHAIMja BEKTOPa
V1y.-.,Upn.

Hepunnumja 2.5 Hera n € N u Heka cy vy,...,v, BeKTOpu. Tana je
HU3 BEKTOPA v1,...,U, JUHEAPHO 3aBUCAH aKO MMOCTOjE aq,...,0y, €
R om KOjuX je Dap jemaH pa3IMyYuUT O HYJE U aiv] + ...+ apv, = 0.
Nuaue je HU3 BekTOpA 01, ...,V, JUHEAPHO HE3aBUCAH.

I[Ipumep: (1,2,-1),(2,—1,2),(3,1,1) unHe JIMHEAPHO 3aBUCAH HU3,
jep je

(—1)(1,2,-1) + (-1)(2,-1,2) + (3,1,1) = (0,0,0). Mebyrum =HEU3
(1,0),(1,1) je MmHEApPHO HE3aBUCAH.

[IpumeTnMoO na TPUINKOM IPOBEpPE JIUHEAPHE 3aBUCHOCTU HEKOT
HI3a BEKTOPa yCTBAPU PENIaBaMO XOMOIE€HU CHUCTEM jeTHAUNHA.

Teopema 2.5 1. Hu3 BekTOpa KOju caIp:KM HyJIa BEKTOP j€ YBEK
JINHEAPHO 3aBUCAH.

2. Husz BekTOpa KOjU CaIp:KU JIMHEAPHO 3aBUCAH IOTHU3 BEK-
TOpa je JIMHeapHO 3aBUCAH.

3. Hus xoju canpsxm nBa mcTa BEKTOpA je JIMHEAPHO 3aBUCAH.

4. CBaky mOJMHM3 JUHEAPHO HE3aBUCHOT HU3a BEKTODA je JIMH-
€apHO He3aBUCAH.

5. JemHousaHW HUM3 je JUHEApPHO HE3aBUCAH OCUM aKO je TO
HyJIa BEKTODP.

6. JluHeapHa 3aBUCHOCT HE 3aBUCHU OJ PEIOCJeNa BEKTOpa Y
HU3Y.

Ilokas: Ilocnemuna nedpunurmje.

Hepurnnuja 2.6 BeckonayaH HU3 BEKTOpa je JIUHEAPHO HE3aB-
MCaH aKO je CBAKU HerOB KOHAUYAH IOMIHW3 JWHEAPHO HE3aBUCAH.
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2.2.2 Jlunean

Hedpumunnuja 2.7 Hera je n € Nu ) # S C R". Tana ckyn cBux
JUHEapHUX KOMOWHAIMja BEKTOpa M3 S HA3WBAMO JIMHEAJ CKyIa
S u o3HauaBamo ca L(9).

Hamomena: 3a m,n € N u aj...,a, € R je L({a1,...,an}) =
{anar + ...+ apmam |1, ..., am € R}. YMmecTo L({ay,...,ay}) TumemMo
L(ay,...,an). JIuHEan mpa3HOr CKyma je HyJa IMOTIPOCTOP.

Teopema 2.6 Herka je n € N u S C R". Tana je L£(S) HajMamu
nornpocTop y R"” Koju caap:xu S.

Iloka3: Ako u,v € L(S) u a, 8 € R ouza au+ v € L(S) na je L(S)
notupoctop. Heka je U morumpocTop 3a koju je S C U Tana cBaka
JUHeapHa KOMOWHAIUja ABa, a OHAA W KOHAYHO MHOTO BEKTOPAa
u3 S jecre y U, na je L(S)CU.

[MTocaemuna 2.1 Ako je W mormopctop om R™ ouna je L(W)=W.
Teopema 2.7 Heka je neNwu S, T CR". Tana je

5 < L(S);

SCT= L(S)CL(T);

L(S) = L(L(5));

(S S L(T)NT C L(S)) = L(S) = L(T);

L(8S) = Ug,cs,18:|<oc£(Si)-

Iloka3z: 1. CBaku BEeKTOp jecTe JuHEApHA KOMOWHANMjA j€IHOT
BekTOpa - cebe camor. 2. Ilo nedpununuju nuueana 3. 360r
nperxonue nocaenune 4. V3 S C L(T) xopucrehu 2. m 3. je
L(S) C L(T). Amanoruo mokaszyjemo obpatHy umHKIY3uU]y. H. W3
nepuHUNMIje JIMHeaa.

o o=

Heduaumuja 2.8 Axro 3a morupocTtop U BEKTOPCKOT IpocTopa R™,
n € Nu S C R" Basku na je L£(S) = U omma kaxkemo na je U
remepucan ca S. Kaxkemo m ma je S remeparopHu ckyn (HK3)
BekTOpa 3a U. AKO MOCTOjU KOHAUAH T€HEPATOPHU CKyl (HU3) 3a
U rasxkeMo ga je U KOHAYHO T€HEPUCAH MOTIPOCTOP.

ITpmmep: Hus (1,0),(1,1) je rerepaTopau 3a R? jep 3a cBe a,b €
R mmamo (a,b) = (a —b)(1,0) + b(1,1).
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2.2.3 DBase

Hepunnnuja 2.9 Baza mHeror mormnpoctopa ox R™, n € N je HU3
JIMHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOpPAa KOjU TEeHEePHUIIe Taj IMOTIPOCTOP.
Axo je Taj Hu3 KoHauaH Oa3a je KOHAUHA.

Hanmomena: Bunehemo y HacTtaBky ma Ccy MOTIPOCTOPHU Ca KO-
juMa MU paauMO ca KOHAYHOM Oa30M.

[Ipumep: Kako cmo Beh yrBpaunu na je (1,0),(1,1) u auaeapHO
HEe3aBMCAH U FeHepaTOpHU HU3 3a R? To je Ga3a.

Teopema 2.8 Hu3 BekTOpa HEKOT MOTHIpPOCTOpPAa je Oaza TOr MOT-
IPOCTOpPa aKO U CaMO aKO je Taj HU3 MAKCUMAJIaH JIUHEAPHO He3a-
BUCAH HUS3.

Iloka3: (=) Aro mocmarpaMo OWJIIO KOju BEKTOP KOjU HUje Y
0a3u oHma 300r Tora mTO je Oa3a HM3 TeHepaTopa Ce Taj HOBU
BEKTOD IpPUKa3yje Kao JUuHeapHa KOMOMHaIMja BeKTOpa Oa3e, ma
ca BeKTOpuMa Oa3e YMHU JTUHEAPHO 3aBUCAH HUS3.

(<) Ako je HeKu HU3 BEKTODA 01, ...,V, MAKCUMAJIAH JUHEAPHO
HEe3aBUCAH HU3 OHMa OUWJIO KOjU APYTU BEKTOP U 3aj€ITHO Ca YOUEH-
UM BEKTOPUMAa YWHU JuHeapHO 3aBucad Hu3. [lITo 3nHaum ma moc-
TOjU JIMHEeapHa KOMOWHAIMja v + ...+ apv, + av = 0 Ipu demy
je a # 0, nHade 300T MPETIOCTABKE O JMHEAPHO] HE3aBUCHOCTU
3a vy,...,v, DoOmjaMo ma cy cBuU KoedpunujeHTu Hyse. Taxobe
He MOke OuTu caMo « # (0 Hero je jom HeKu O]l KoepuiujeHaTa
pa3anyuT On HyJe, & OHAA Ce€ v MOKE IMPUKA3aTU KAao JUHeapHa
KOMOWHAINMja BEKTOpPA MOJIA3HOT HU3a, Ma je MOJa3HW HU3 U T'eH-
epaTopHU HU3, ma je Oa3a.

Teopema 2.9 Hus BekTopa je Oasza ako U caMO aKO je MUHUMAJIAH
HU3 TeHepaTopa.

Iloka3: (=) Heka je mexkm uu3 Bekropa 06aza. Aro m3bamumo
HEKM BEKTOD OHOa AaKO je HOBOHACTAJU HU3 U JaJbe HU3 TEeH-
epaTropa OHZa ce n30adveHM BEKTOP MOKe M3PA3UTU MPEKO Ipe-
OCTAJINX Ta Ca MPEOCTATNMA UMHU JIUHEAPHO 3aBUCAH HU3 I1a HUje
6aza. 3aTo je TO MUHUMAJIaH HU3 reHeparopa. (<) Ako youeHu
MUHUMAJHA HU3 Te€HePaTopa HUje JUHEAPDHO HE3aBUCAH OHOA Ce
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HEKU OJ] TUX BEKTOpa MOMKE M3PA3UTHU IMPEKO OCTAJUX Ia Ipe-
OCTaJIM BEKTOPU UYMHE TeHEePaTOPHW HU3, IITO je HemMoryhe 360r
MUHUMAJHOCTU.

Teopema 2.10 Y mornpoctopy U je HU3 BEKTOPA U1, ..., Uy, M €N
D6a3a aKO M caMO aKO Ce CBAaKU BeKTOD u3 U HA je IMHCTBEH HAYWH
MOK€e MPUKA3ATU KA0 JUHeapHa KOMOWHAIM]a BEKTOPA Vi, .. ., Upn.

Iloka3: (=) Herka w € U m Hera je u = ajv1 + ... + apoy, 1
u= P11+ ...+ Bmum. Tama je 0= (a1 — B1)v1 + .- + (¥m — Bm)Vm,

ma KaKo je HU3 BEKTOPAa vi,..., U, JUHEAPHO HE3aBUCAH M0OMjaMo
a1 — P =... = am — Bn =0 omakiie caequ TBPIAHA.

(<) Ako ce cBaku BekTOp m3 U MOKe HA jeOUHCTBEH HAYNH
MIPUKa3aTU Kao JUHEaAPHa KOMOUHAIM]a BEKTOPA V1, .. ., Uy OHOA je
v1,..., Uy, CBAKAKO TeHepaTOpHU HU3. V3 je aMHCTBEHOCTU MpUKa3a
HYJIa BEKTOPa Kao JIMHeapHe KOMOUHAII]e BEKTOPA V1, . . . , Uy, CIIEIN
JUHeapHa HE3aBUCHOCT HU3A U1, ...,Un,, Ia je OH Da3a.

Teopema 2.11 Hera n € N. Heka je 3a cBe i € {1,...,n}, e n-
TOPKa KOja Ha {-TOM MECTY MMa 1, a Ha CBUM OCTAJUM MECTUMAa

uyne. Tana je ep,...,e, 6a3za 3a R".
Iloka3: TBpbewe npousmnasu u3 je THAKOCTH (ay, . .., an) = a1€1+
...+ape, 3a cBC ay1,...,a, €R.

Hanomena: DGa3a u3 nperxonHe TeopeMe Ha3MBa Ce CTaHAAD THA
6a3a mpoctopa R", 3a cBe n € N.

[Tocnenuna 2.2 Bekropcku npoctop (R",+,:) uMa KOHaAUYHY 0a3y
1 KOHAYHO je TeHepucaH 3a cBe n € N.

Teopema 2.12 Hus BekTOpa vi,...,v, KOJU HE CAAPKUA HyJIa BEK-
TOp je JUHeapHO 3aBUCAH aKO U caMO ako MeDhy BeKTopuma vy, . ..
, U TIOCTOJU BEKTOP v, KOJU j€ jemHak JIMHEaPHO] KOMOUWHAIM)U
BEKTOPA V1, ..., Vk_1-

Ilora3: Kako je HuU3 BekTOpa v1,...,U, JUHEADHO 3aBUCAH TO
mocTtoje O6pojeBU ajq,...,Q,; TAKBU Oa je ajv; + ...+ apu, = 0 u
bap jeman on «; # 0. Hera je k mHajsehm meby mmnekcuma anpu
koju Hucy Hyna. Jacwo k > 1. Canma je ajv; + ... + apup =
0, a omaBme mobujamMo vp Kao JMHEAPHY KOMOWHAIIM]Y BEKTOpa
V1,...,vp—1. OOpaTHO 3HAMO A CBAKU HU3 KOjU CAAPKU JTUHEAPHO
3aBUCAH MOJTHU3 j€ U CaM JUHEAPHO 3aBUCAH.



Jluneapua anredbpa 33

Teopema 2.13 Ako je y HEKOM MOTIPOCTOPY 1, ..., Uy JIUHEAPHO
He3aBUCAH HU3, & uq,...,Uu, HA3 TeHepaTopa oHaa je m < k.
Hoxka3z: Y HU3Y uq,...,u; JO0JAMO v Ta T0OUjaMO vy, uy,. .., Uy,

a TO je U maJbe TeHePATOPHU HU3 KOjU je JIMHEeaPHO 3aBUCAH. 3aTO
IIOCTOJU BEKTOP u; KOJU je jenHAK JUHeapHO] KOMOWHAIVjU BEK-
TOpa wvi,uUi,...,uj—1 MO mperxomuoj teopemu. Cam mocmarpamo
HU3 V1,V2, UL, ...y Uj—1,Uj+1y---,Uk- To je OoIleT JIMHEAPHO 3aBUCaH
HU3 TeHepaTopa Ma MOHAaBJHAMO HOCTymak. HOBU BEKTOp KoOju
un3baIryjeMo HUje HU vy HU vo 300T JiMHeapHe He3aBUCHOCTHU, HErO
Heku on u-oBa. llocTymak HacTtaB/baMO IOK MMa BEKTOPa. Y KO-
JUKO je m > k KOHTpaAuKIuja jep modbujaMo na je vi,...,v,, JIAH-
€apHO 3aBUCAH, Jep CAIPYKU JIUHEAPHO 3aBUCAH IIOIHU3.

Teopema 2.14 3a cBe n € N cBe 6a3ze 3a (R",+,-) umajy uctu 6poj
eJleMeHaTa.

Hoxka3: Heka n € N. 3uamo na ey, ..., e, jecte jenna OGa3a 3a R".
Axko mocmaTpaMo HeKy Apyry 0a3y YKOJMKO je GeckoHauHa 3601
OperxogHae TeopeMe NyRKMHa KOHAYHOI JIMHEAaPHO HE3aBUCHOT 110 -
HU3a je OrpaHudeHa ca n jep je ei,...,e, HA3 reHepaTopa. 3aTo
HE MOJKe MOCTOjaTy OECKOHAUAH JIMHEAPHO HE3aBUCAH HU3 BEK-
TOpa ma HU OeckoHaudHa 0a3a. AKO je HEKM APYTY KOHAYAH HU3
v1,...,0, 0a3a oHma Kako cMoO Beh oOjacuuau mopa Outu m < n,
a Kako je vy, ...,v, Takohe HU3 remeparopa, a ei,...,e, JUHEAPHO
He3aBUCAH HU3, MOpa Outu n < m, ma je n =m.

[MTocnenuua 2.3 3a cBako n € N, cBaku nmornpocTtop on (R™ +,-)
nMa KOHa4vHy 0a3y.

Ioxka3: Herka je V mpoumsBossan norupoctop oxn (R™, +,-). Iloc-
MaTpaMO CBe JMHEapHO He3aBUCHE HU30Be Bekropa y V. CBakm
Ol TUX HM30Ba je JIMHEApHO He3aBUCaH U y R”, ma je ay:KuHA
TUX HMW30Ba OrpaHWYeHa ca n, mo TeopeMu 2.13, jep crapmapaHa
DOa3a jecTe reHepaTOpHM HU3 On n ejdeMeHarta. [lo Teopemu 2.8,
JMHEApPHO HE3aBUCAH HU3 KOJU je MaKCUMaJIHe Iy:KUHe je Oa3a 3a
V.

[Tocaemuna 2.4 Heka n € N. CBe 0Oaze umajy uctu Opoj eaeme-
HaTa y DoTmpocTopmMma on R”.
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Iloka3: /[loka3 je aHaJioraH NOKa3y TBpbhema ma cBe Da3e 3a
(R™, +,-) nmajy uctu Opoj ereMeHATA.

Hepunnnuja 2.10 Heka je vy,...,v,, m € N 6a3a morupocTopa u
3a BEKTOP = TOT MOTHPOCTOPA je T = ajv] +. ..+ Qv jeIXHCTBEHA
penpe3enranuja. Tana je «; i-Ta KOOpAMHATA BEKTOpa x y 0a3u

V1y--o3Um-

Teopema 2.15 CBaku reHepaToOpHU HU3 V1,...,V;,; HEKOT HEHYJa
MIOTIPOCTOPA CAIP:KU MOMHU3 KOju je Da3sa.

IToka3: Heka vi,...,v, He cagp:ku HyJa BEKTOpE, y CyIPOT-
HOM TaKBe BeKTOpe Hajnpe m3banuMo. AKO ve MOKe Ia ce U3pasu
npeko vy u3bamyjemo ra, a maade He. OBaj MoCTymak MOHABIHAMO
3a cBaku ciaenehu Bexkrop y Hu3y. [lo Teopemu 2.12 HOBOHMOOU-
jeHU OMHU3 MOJA3HOT HU3a BEKTOPA je JUHEeAPHO HE3aBUCAH KOjU
je Hu3 TeHepaTopa ma je Oa3za.

Teopema 2.16 CBaku KOHAUAH JIMHEAPHO HE3aBUCAH HU3 BEKTOPA
y HEKOM IMOTIPOCTOPY je 0a3a mim ce MOsKe MONyHUTU 10 Oa3se.

Ilora3s: Heka je vy,..., v, JUHEAPHO HE3ABUCAH HU3 Y MOTIPOC-
Topy om R"™ ca 6Ga3om wuj...,ux, vaAe m,n,k € Nym,k < n. Iloc-
MaTPaAMO HU3 V1, ..., U, Ul,- - -, Up HA KOJU MPUMEHYjEeMO MOCTYIIaK
13 OOoKa3a mperxomHe Teopeme. Bekropu vy,...,v, Hehe Ournm
n3bavenu, HOBOMOOMjeH HU3 jecTe HU3 FeHepaTopa U JUHEAPHO
je He3aBUCAaH.

Hepurnnuja 2.11 Bpoj BekTopa O6asze HEKOr TOTIPOCTOPA HA3UBA
ce MUMEH3H’ja TOT MOTIPOCTOPA.

[Ipumep: 3a n € N mumensuja ox (R, +,-) je n.
Hamomena: lumensujy nornpoctopa U o3nauaBahemo ca d(U).

[Mpomozunuja 2.1 CBaku auHEAPHO HE3aBUCAH HU3 My:KUHE jel-
HaKe NUMEH3UjU HOTIPOCTOPa, je 0a3a TOr MOTIPOCTOPA.

Hoxka3z: Ilo panujoj TeopeMm 3HAMO Ha ce Ta] JIMHEAPHO He3a-
BUCAH HU3 MOKE€ MNOIYHUTU MO Oa3e, aju cBe Oa3e mMajy UCTU
Opoj emeMeHaTa KOjU j€ jelNHAK MVMEH3U]jU.
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[Ipomosunuja 2.2 CBaku reHepaToOpHU HU3 OY:KUHE jeTHAKE IU-
MEH3UjU TMOTIPOCTOPA, je Daza TOr MOTIPOCTOPA.

Ioxra3z: Ilo panmjoj TeopeMu 3HAMO na Taj TeHEPATOPHU HU3
canmp:KU TOMHU3 Koju je Oa3a, anm cBe Oasze mMajy uctu OpOj
ejJeMeHaTa KOjU je jelHaK NVMEH3U]jU.

Teopema 2.17 Arko cy U u V mgBa mornpoctopa u U C V onma je
d(U) <d(V).

Iloxa3: CBaka 0a3a y U je JIuHeapHO HE3aBUCAH HU3 BEKTOPAa
y V ma ce moxe monmyHuTm 1m0 6a3ze 3a V.

Teopema 2.18 Hempa3zan cKym BeKTOpa je MOTIpOCTOp on R™, n €
N aKko ¥ caMO aKO MPEACTaB/ba CKYI pelemha XOMOTEHOT CUCTEMa
jeTHaYnHA..

Iloka3: (=) Heka je U mornpocTop. 3HAMO [a OH UMa KOHAUHY

6azy (ui,...,ul),...,(u7,...,u™), Toe je n > m, 3a HEKe peatHe
opojese ui,...,ul,....uP, ... um. Can je 3a cBako z € U UCIYyHEHO
T=(21,..., 1) = ar(ul, ... ul)+. ol . u™). Bamummmo 0By

jemnarkoct kopuctehu cranmapaay 6a3y. Tako mobujamo
rier+.. . Fxne, = (aqul+. . Fapmuer+. .+ (arul +. L anue,.

OBuM [n0/a3UMO O XOMOTE€HOI CUCTEMa jeTHAUYNHA:

alu%—i—...—&—amu’l”—xl :O/\.../\alu}L—{—...—}—amuﬁ—:En:()

IO HEMO3HATUM I7,...,%Tn, A1, ..,0y. OBaj CUCTEM CBOIUMO HA
BEMY EKBUBAJIEHTAH XOMOTEHU CUCTEM Y TPOYTAOHOM OOJIUKY U
TO TAKO Oa Cy CBe cjobomHe mpoMmeHnmbuBe meby xq,...,xz,, a mpe-
ocTajie Helmo3HaTe Cy Be3aHe NPOMEHJBUBE. Y HOBOIOOUjEHOM
CUCTEMY Yy IPBUX M jeIHAUNHA QUTYPULTY HETO3HATE X1, ..., Ty, O],
.., Qgy, &Y IPEOCTAJIUX N—m jeTHAUNHA CAMO HETIO3HATE X1, ..., Ty.
[TocmaTpajMo caga XOMOTEHU CUCTEM KOJU YMHE CAMO jeTHAYNHE
y KOjuMa (UIypumry camMo HeIo3HaTe =i,...,T,. lloma3Hm cuc-
TeM MMa HeTPUBHjaJHA pellema, Koja umHe moTmpocTop U, ako
YOUEHU CUCTEM MMa HETPUBHUjAJHA pelrema. ['a pemema cy TAYHO
KoopaunHaTe BexkTopa u3 U.

(<) OBO cMmO mOKazaIy paHuje.
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2.3 MUsomopduszmm

Hepurnnuja 2.12 Hera cy U u V moTnpocTOopu BEKTOPCKOT IIPOC-
Topa R™ u R™, penom, rae n,m € N. Dujeknmuja f: U — V 3a kK0jy
je

L. flu+v) = flu)+ F);
2. f(aw) = af(u),

3a cBe u,v € U m cBe a € R, Ha3uBa ce m3oMopdusam. Raxemo na
je Tama morupoctop U m3omopdan ca V u Tto nmumemo U = V.

Hamomena: YcnoBu 1. u 2. cy exkBuBaseHTHU ca f(ou + fv) =
af(u)+ Bf(v), 3a cBe u,v € U u cBe «,3 € R.
[Ipnmep: M nenTtmuko nmpeciaukaBame je M30MOPGU3aM.

Teopema 2.19 M3omopduzam mpeciaukaBa HyJda BEKTOD y HyJIa
BEKTOP.

Ilokaz: Heka je f : U — V m3omop¢uszam. 3a TPOU3BOJHHO
ueU je f(Oy) = f(Ou) =0f(u) = 0y.

Teopema 2.20 3a cBe mornpocrtope U, V u W Baku:
1. U=Z2U;
2. ako je U=V onna je V=U,

3. ak0 je U=V u V=W onna je U=W.

Hokaz: 1. 300r MOEHTUUYKOr HpecJuKaBama. 2. WHBEP3HO
IpeciauKaBame U30MOppU3Ma je n3oMoppuzaM. 3. KOMIIO3UIU]ja
oBa M30MOpu3Ma je m3o0MOoppr3aM.

Teopema 2.21 /IBa morunpocTopa Cy M30MOP(YHU aKO U CaMO aKo
nUMajy UCTE TUMEH3H]eE.

Hoka3: (=) Hekra je U2V u Heka je f:U — V uzomopousam.
Axo je uy,...,u, 6a3a 3a U morkaxkumo na je f(ui),...,f(u,) 6a3a
3a V. 3a mpou3BosmHO v € V mocrtoju u € U tako na je f(u) =v jep
je f m3omopduzam ma je ,mHa”’. Canma je v = flaqus + ...+ apu,) =
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arf(ur) + ... + anf(uyn), ma f(ur),..., f(u,) jecre reHepaTOpHN HUS3.
Axo je 3a HeEEKe ay,...,a, € R ucnymeno ayf(ui) + ...+ anf(uy) =0
ouzna je f(aqui+...+anuy) =0= f(0), na je aqui+. . .+ayu, =0 jep je
f ,,1-17 jep je uzomopduzam. Mebyrum onna je oy =... =, =0
jep je HU3 uq,...,u, JUHEAPHO He3aBUCAH. 3aT0 je f(ui),..., f(uy)
JMHEeAPHO He3aBUCaH, ma je 6a3a. («) Heka cy U u V mormpoc-
Topu ox R™ u R™, penom takBu na je d(U) = d(V) = k, 3a Heke

k,n,m € N. Ilocmarpajmo 6aze uy,...,ur 3a U 1 vy,...,v; 3a V.
Hepurnmumo npecnaukaBawme f: U — V ca f(ajur + ... + agug) =
a1v1+. . .+agug, 38 CBE Ay, . ..,qr € R. VI3 je TMHCTBEHOCTU TTPUKA3U-

Balha CBAKOT BEKTOpA Kao JUHeapHe KOMOUWHAIMje BEKTOpa Oa3se
ciemun na je f ,,1-17 m ,;Ha”, omHocHO Oujernuja. Ilame, 3a
MIPOU3BOJBHE (1, ..., 31,..., 0k, 7 € R je:

f((a1u1 + ...+ akuk) + (51U1 + ...+ 5]&%)) = f((a1 + Bl)ul + ...+
(ag + Br)ug) = (a1 + Br)vr + ... + (o + Br)vr = (aqvr + ... + agvg) +
(Brvr + ...+ Brvr) = flaaw + ...+ agug) + f(Brun + ... + Brug).

f(y(arur+. . +agug)) = f(yarur+. . . +yagug) = yarvi+. . . +yagvg =
v(arvy + .o+ agvg) = vf(aqur + ..+ agug).

3aro je f mzomopduzam.

2.4 Cywme u mpecenu HOTOPOCTOPA

2.4.1 Ilpecek u yHUja MOTIPOCTOPA

[Iponosunmja 2.3 Hera je n € N. Tana je mpecek mIpouU3BOJLHO
MHOTO HOTIpOocTOpa y R"™ MOHOBO MOTIPOCTOP on R™.

Hoxkaz: Taj mpecek je Hempa3aH jep CBaKU O YOUEHUX ITOT-
IpocTopa caap:ky HyJa BekTop. Ha ocHOBY nedunumnuje mor-
IpoCTOpa MpOBEPaBaMO Ma Taj IPECEK jecTe MOTIPOCTOP.

I[Iponmosunmja 2.4 Hera je n € N. Tana je mpecek aBa moTmpoc-
Topa y R" HajBehu moTtupocTop on R™ KOju je camp:KaH Yy CBAKOM
Ol BUX.

Hoxka3: Herxa cy U m V mormpoctopu on R"™, 3a HEKO n € N.
Jacwo, UNV C U,V. Ako je morupoctop W Takas ma je W C U,V
ognma je W CUNV.
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[IpumeTrmMmo ma yHuMja nBa TOTIPOCTOpa HE MOpa OUTH TOT-
npoctop. Ilormenajmo caenehwm npumep. I[locmarpamo mormpoc-
TOp o4 R? reHepucaH ca e; M MOTIPOCTOP TEHEPUCAH Ca e3. JAaCHO
(1,1) = e; + e2 He mpuNaga HLUXOBOj] YHUJU.

[Turame: Ila nmu mocToju HajMaBkU MOTHPOCTOP KOJU CAAPKU
CBaKMW O ABa yOdeHa MOTIpocTopa?

Hepurnnuja 2.13 Hera cy U m V mormpocropm on R", 3a HEKO
neN. Taga je U+ V ={u+v|ue Uwv eV} cyma norupocropa U
nlv.

Teopema 2.22 Cyma maBa MOTHPOCTOPa je HajMamU MOTIPOCTOP
KOJU CAIP:KU Ta MBa MOTIPOCTOPA.

Iloka3: Heka cy U m V mormpoctopu om R", 3a HEKO n € N.
0=04+0e€U+V,najeU+V #0. Aro uy,us € U 1 v1,v2 € V OHIA
je (ur +v1) + (ug + v2) = (ug +uz) + (11 +v2) € U+ V, a 3a cBako
a € R umamo a(u; +v1) =auy +avy EU+V, jep aus €U u avy € V.
OsBuMm cMmo mokazanu na je U + V mormpoctop. Kako 0 € U,V To
je U,V CU+V. Axo 3a mexku nmorupocrop W Baxku U,V C W onzga
je U+ V C W 300r meduHUIMje TOTIPOCTOPA.

Teopema 2.23 Herka cy U u V morupocTtopu on R", 3a HeKO n € N.
Tana je d(U)+d(V)=d{U+V)+dUNV).

Ilora3: Heka je d(U)=m, a d{UNV)=k. Kako je U CU+V
uUNV CV 1o ce 6a3a uq,...,uy, 3a U MOKe DOTMyHUTU OO0 Oa3ze
3a U+ V, a 6a3a vy,...,v; 32 UNV ce MOKe HDOUYyHUTU OO0 Oa3ze
Ulyeney Uk Ukaly - - - Upae 38 V. TIOKQKUMO HA J€ Ui,y ..., Uy, Vki1s -« Vit
b6aza 3a U+ V. IIpBo, HOKaKUMO O& j€ U1, ..., Um, Vktl,-- -5 Vgtt TE€H-
eparopuu Hu3 3a U+V. Baz € U+V je z =u+v, 3a Herke u € U u
veV,majeu=aiui+t.. +amm, av = B1o1+. . +Lrvr+Ber1Vki1+. . .+
Britvgpse- Ipumernmo na je frvi+...+Brvp € U jep UNV C U. 3aro
je Bivr + ...+ Brvp = yiur + . .. + YmlUm, 3a HEKE 7Vq,...,7m € R. Cana
nobujamo x = (a1 +7y1)ur+. . .+ (@ +Ym ) Um + Br+1Vk+1 + - - - + Bt t Ukt

Ia € Ul,...,Un,Vk+l,---,Vp+t DeHepaTopuu HU3 3a U + V. Ilper-
MIOCTABUMO CAAa HA j€ HU3 Ui, ..., Up, Vkil,---,Vkis JIUHEAPHO 3aB-
ucan. Tanma mocroje 61,...,0,,0k11,...,0kt € R O KOjUX Oap jeman

HUje HyJIa TaKBU Ha je 1uy + ...+ Oty + Okr1Vk+1 + -« - + Okt tVprr =
0. Caﬂa je 91U1 + ...+ Qmum = _5k+1vk+1 — ... — (5k+tvk+t, aJIn
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brur + ... + Opuym € U, a 5k+1’l)k+1 + ...+ (5k+tvk+t € V. 3aro je

_6k+lvk+1_- . .—5k+tvk+t ceunv. Axo je 01U1+. . .+9mum = —5k+1vk+1—
_5k+tvk+t =0 ,ZIO6I/Ija.MO 91 = ... = 0m = (5k+1 = ... = (5k+t =0
jep je ui,...,u,, JUHEAPHO HE3aBUCAH HU3, & Uki1,..., Ukt ITOTHU3
JIMHEAaPHO HE3aBUCHOI HU3a Ia je JIMHeapPHO He3aBUCAH. Y KOJIUKO
Oruy + ... + Oy, # 0 OHOA je —0p11Vks1 — - .. — Okt tVkse JTUHEAPHA
KOMOWHaNuja BEKTOpa v1,...,Vk, & OHABIE j€ HU3 vi,..., Uk s JINH-

eapHO 3aBUCaH, & TO je KOHTPAAWKIMja jep 3HAMO Oa je Taj HU3
baza 3a V.

Hepumuanmmja 2.14 Axo mornpoctopu U u V 3a10BOBaBAjy YCIOB
UNV = {0} ogma ce mUXOBa CyMa Ha3WBa IUPEKTHA CyMa U 3a-
nucyje kao U @ V.

Teopema 2.24 3a morupoctope U m V TakBe ma je UNV = {0}
ucnywmeno je d(U e V) =dU)+d(V).

Ioxka3: Ilocmenuna npeTrxonHe TeopeMme.

Teopema 2.25 Csarku BekTOop U3 U &V ce HA jeIUHCTBEH HAYUH
MOKe TPUKa3aTU Kao 30up jeaHor BeKkTopa u3 U U jeTHOT BEKTOpa
n3 V.

Hoxkaz: IIpermocTraBumo ma moctoje ui,us € U @ vy,v9 € V
TaKBU 14 je up +vi = ug +v9. Tana je Uy — Uy = vy — V1, AJHU
meBa cTpaHa je y U, a mecHa crpana je Bektop m3 V. Cywma je
OUPEKTHA Ia TO MOpajy OWTH HyJda BEKTOPU. 3aTO je u; = up U
V1 = V2.

Hamomena: Aro 3a k € N medurumemo Vi & ... ® Vi, ako je
M+...+Via+Viga+...+ V)NV, ={0}, 3a cBe i € {1,...,k} onma
3a cBako x € V1 @...@ V; mocToje je IMHCTBEHU BEKTOPU v; € V; HOK
i€{l,...,k} TakBu ma je r =wv; + ...+ vg.

2.5 Jlumeapue (pyHKIUOHEIE

Hepurnnuja 2.15 Hera je n € N u V morupoctop on R"™. Ilpec-
nmuraBame f:V — R 3a Koje je

Lo flutw) = flu)+ fv);
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2. flou) = af(u);

3a cBe u,v € V U cBe « € R Ha3uBa ce JIMHeapHa (yHKIMOHEA.

Hanmomena: YcnoBu 1. m 2. m3 mperxonHe nepuUHUNONjEe MOTY
ce 3aMeHUTH ycI0BOM f(au+ fv) = af(u)+ Bf(v), 3a cBe a,3 €R u
cBe u,v € V.

IIpumepn: IlpeciukaBame KOje CBAKU BEKTOP IPECIUKABA Yy
HYJIY KaO peaJiaH Opoj jecTe JMHeapHa (YHKIMOHEIA Ma KOT MOT-
npoctopa. OBo mpecaukaBaime o3navaBamMo ca O. Heka jen € Nu
Heka je i € {1,...,n}. Tanma je f: R" - R maTto ca f((z1,...,2n)) = T;
InHeapHa (YHKIVOHETA.

[Iponozunuja 2.5 CBaka quHeapHa (YHKIMOHEIA IPECINKABA HY-
Jla BEKTOp y HYJIY.

Iloxka3: Ha ocHoBy ocobune 1. 3a auHeapHY (QyHKIMOHEITY f
Hekor norupocropa U mmamo: f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), ma je
f(0) =0.

Teopema 2.26 Ako je V mormpocrop om R”, m € N ca 0Ga3om

v1,...,V, DO je k € N, OHZa MOCTOjU jeTHA U CAMO jeTHa JUHeapHa
¢yarnuonena f :V — R TakBa ga je f(vi) = ai,..., f(vg) = ax, 3a
nare ap,...,ar € R.

Ilokas: Hepuaummmo f:V — R ca f(agvy + ...+ apop) = arag +
...+ agag, 3a cBe ai,...,qp € R. IlpoBepumo na je f nmHeapHa
¢yurnuonena. Herka ajvi+...+agvg, f1v1+...+ Bk €V 11 7,0 €R.
Tana je

f(’y(alvl + ...+ akvk) + 5(61’1}1 + ...+ Bkvk»

= f((vaa +6B1)v1 + ... + (yauw + 08k)v)

= (you +0B1)ar + ... + (yag + 0Bk)ak

= ’y(ozlal +...+ akak) + 6(51a1 + ...+ ﬁkak)

=yf(oavr + ...+ agvg) + 0 f(Brvr + ... + Brog).

Herka je g : V — R nuaeapHa (yHKOUOHEJA 3a KOjy je g(v1) =
a,...,g(vg) = ax. Tanga je 3a mpom3BobaH BEKTOP x € V MCIYHEHO

g(x) = 9(91v1+. . .—|—9kvk) = 91g(v1)+. . .+9kg(vk) =601a1+...+0a, =
O1f(v1) + ...+ 0k f(ve) = f(Orv1 + ... + Opvy) = f(z).

3ato je f=g.
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Teopema 2.27 AKO je CKyHI CBUX JMHEAPHUX (YHKIMOHEJA IOT-
npoctopa V ox R" o3nauen ca Hom(V,R), a 3a cBe f,g € Hom(V,R)
u cBe « € R je nepunucano (f+g)(x) = f(x)+g(z) u (af)(z) = a- f(x),
3a cBe xr € V OHIa BayKN:

L f+g=9+1f;
(f+9)+h=Ff+(g+h);
f+O=0+f=F;
f+=H=0EH+1=0;

a(f +9) = af +ag;
(a+B)f =af +Bf;

(aB)f = a(Bf);

L-f=F,

3a cBe f,g,h € Hom(V,R) u cBe «,f € R.

®©° N o otk W

IToka3: Y muramy cy jeqHaKOCTH (QyHKIOMja, KOje jaCHO MMajy
jenmHake TOMEHe U jegHakKe KONOMEHe, OCTaje na Ce MCIUTA jel-
HAKOCT IIpaBUJia mpecaukaBama. llokazahemo ma Basku ocobuna
5, a 0CTaJIO OCTAB/HAMO YUTAOILY 3a BEKOY. 3a MPOU3BOJBHO T € V
je a(f + 9)(@) = a((f + 9)(@) = al(f(x) + g(z) = af(x) + ag(z) =
(af)(@) + (ag)(x) = (af + ag)(x).

Hepurnnuja 2.16 Bexropcku npoctop (Hom(V,R),+,-) ce Ha3uBa
OyaJHA BEKTOPCKU IIPOCTOP.
2.6 YauTapHU mOTIpOCTOPU

2.6.1 CrajapHu IpPOU3BOL

Hepunnnuja 2.17 Hera je V morupoctop oxm C", n € N. Ilpec-
nukaBame (,):V x V — C 3a koje je:

L. (z,y) = (y,z);
2. (x+y,z) = (x,2) + (y, 2);
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3. (ax,y) = alz,y);
4. (z,x) > 0;
5. (x,r) =0 ako 1 caMo ako = =0,

3a cBe z,y € V u cBe a € C, Ha3UBAMO YHYTPAIIHLN UIN CKaJIap-
HU ITPOM3BOJ, & MOTHPOCTOP V YHUTAPHU BEKTOPCKU MOTIPOCTOP.

Hamomena: Axo ymecrto mornpocTopa ox C" mocMaTpaMo MOT-
npoctop on R” oHma je y muTamy EyKIUACKM BEKTOPCKU MOTIPOC-
TOP.

[Ipumepu: Crammapaau crajgapHu npousBon y C", n € N je

(1, yxn)y Y1y Yn)) = 101+« .+ 20 Tn, 38 CBE T, ..., Ty Yly .-y Yn €
C; CrmenujasHo, CTaHmapAHU CKaJApHU mpou3Bon y R™, n € N je
(1, yxn), Y1y oy Yn)) = T1Y1+. . A+ TnYn, 38 CBE T, ..., TpyYly .-y Yn €
R.

Teopema 2.28 3a cBe n € N u cBe x,y,2 € C" ka0 u cBe «a € C je:
1. (z,ay) =@(z,y);
2. (z,y+2) = (z,y) + (z,2);

3. (z,0) = (0,2) = 0.

Hoxkaz: 1. (z,ay) = (ay,z) = aly,z) = a(z,y). 2. (r,y+2z2) =
T 50 = B0 1 (68 = (0.2) + (51) = (0,9) + (,2). 3. (0,2) =
(04 0,z) = (0,z) + (0,z), omaBme je (x,0) = (0,2) = 0 300r mpse
ocoOuHe.

2.6.2 Hopwua

Hepurnnuja 2.18 Y yamraproMm nornpoctopy V om C", n € N
npeciukaBame || o ||V — R nepurmcano ca ||z|| = /(z,z), 3a cBe
r € V Ha3uBa ce HOpMA.

Teopema 2.29 (Komm-IlIBaprosa HejequakocT) Y yHUTAPHOM IIOT-
npoctopy V, 3a cBako z,y € V Baxku HejemHarocT: |(x,y)| < ||z||-

[[y]].
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Ioka3: 3a cBe z,y € V u a € C uMmamo:

(x—ay, x—ay) > 0, caga kopuctehu ocobuHe cKaJIapHOT TPOU3BOIA
nobujamo:

(z,2) — (ay,z) — (z,ay) + (ay,ay) > 0

(x,x) — aly, x) —alx,y) + aaly,y) > 0, ako n3abepemMo a = gzg, 3a
y # 0, mobujamo mocae moTupama Tpeher u YeTBpTOr cabupka:

(x,x) — % > 0, MHO}KemeM ca (y,y), IIa MOTOM IPUMEHOM

(z,y){z,y) = |{x,9)]*> m xKopeHOBameM moOUjaMO TpasKeHy Hejem-
HAaKOCT.
[IpumeTrnmo na 3a y = 0 BayKU je IHAKOCT Y aTOj HEjeTHAKOCTH.
[Ipumep: 3a n € N u cTanmapIHU CKaJapHU IPOU3BOI IOOU-
jaMO HejeTHAKOCT:

1@+ -+ 2Bl <\l Pyl o a2

y C", ay R" mmaMo: |x1y1+...+Zpyn| < \/x% +...+ x%\/y% +...+y2.
Hamomena: Jemmakoct y Komu-IlIBapiioBoj HejenHAKOCTU BaKU
KaJ TOX Cy BEKTOPU T U Yy KOJUHEAPHU.

Teopema 2.30 ¥ yuutapHOM moTmpoctopy V 3a cBe z,y € V u
cBe o € C BasKm:

Ll = 0;
2. ||z|| =0 ako m camo ako je z = 0;

3. [laz]| = faf - [|=[];

W

Nl +yll < lzll + lyll-

Ioxka3: 1. u 2. cieme DUPEKTHO U3 ocobmHA 4. U 5. CKaJaPHOT
npomszBona. 3. |laz|| = ax,az) = aalr,z) = ]a|*(z,z) =
lal/{z,z) = laf||lz|| 4. |lz+yll*> = (= +y,x+y) = (z,2) + (z,y) +
(v, 2) + (¥, y) = (2, 2) + (2, y) + (z,9) + (¥, y) = (z,2) + 2Re(z,y) + (¥, y)

<z, ) + 2z, y)| + (v, y) < (z,2) + 22| - ||yl + (v, y) = ||| +2]]]] -
[yl + 1lyl1? = (]| + [ly]])?

Hamomena: Ocobuna 4. ce Ha3uBa M HEje IHAKOCT TPOYTJIA.

Hepurnnmja 2.19 Bexkrop ce Ha3WBa HOpMUPAH aKO MYy je HOpMa
jemHaKa jenuHUIIN.
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Teopema 2.31 CBaku HeHyJa BEKTOD C€ MOKE HOPMUPATH.

Ioxka3z: IIoMHOKUMO ra penunpoYHOM BPEIHOCTU HETrOBE HOPME.

2.6.3 OproronasHocT

[MTpumerumo ma wm3pas IILEIHD\jﬁ;‘H yBEK y3uMa BpemHocT u3 [—1,1] y

CBAaKOM YHUTAPHOM MOTIIPOCTOPY.

HMedpumunmmja 2.20 Y EykannackoMm moTnpocTopy yrao m3Meby He-
HyJa BEKTOpa r M y je peajaH Opoj a € [0,7] TakaB Ia je cosa =

()]
IR

Hepunnnmja 2.21 Y yauraproMm norupoctopy V 3a z,y € V rake-
MO Ja Cy OPTOTOHAJHU akKo Baxku (z,y) = 0.

Hepuannuja 2.22 Y yHUTApPHOM IOTIPOCTOPY Ce€ HEKW HU3 BEK-
TOpa Ha3WBa OPTOTOHAJIAH aKO Cy CBakKa IBa BEKTOPAa M3 TOI HU3a
Mmebhycobno oproronanna. OpToroHajgaH HU3 Y KOME je CBAKU BEK-
TOP HOPMUPAH HA3WBA C€ OPTOHOPMUPAHU HU3.

Teopema 2.32 Y yHUTApPHOM TOTIPOCTOPY j€ CBAKU OPTOTOHAJAH
HM3 KOJU HE CaAPKU HYyJIa BEKTOD JUHEAPHO HE3aBUCAH.

Ioka3: Heka je 3a meke ay,...,a, € C UCOYHEHO aiai + ...+
arar = 0, Toe je ay,...,a, oproronamgan au3. Cana je

(anar + ... + agag, aj) = (0,a;) =0

<a1a1, aj> +...+ (akak, aj> =0

ag{ay, aj> + ...+ axlag, aj> =0

Y 0BOj jemHakocTu je (a;,aj) =0 3a i # j ma je aj{aj,a;) =0, a
omasze je a; =0 jep je (aj,a;) # 0 jep je a; # 0. Tarxo memajyhn
j € {l,...,k} mobumjamo nma cy cBu KoepunmjeHTH ajade jeTHAKE
HYJU Yy TOJA3HO] JIUHEAPHO] KOMOUHAIIA]H.

[Tocnemuna 2.5 CBaku OpTOHOPMUPAHU HU3 je JUHEAPHO HE3aB-
MCaH.

Teopema 2.33 Ako je ay,...,a,, n € N oproHOpMUpaHa 0Ga3a yHU-
TapHOT moTHpocTopa V oHma je 3a cBakKO r € V UCIYyHEHO

x={(x,a1)a1 + ...+ (x,an)an.
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Ioka3: Rako je ay,...,a, 6a3a To mocroje ay,...,a, € C TakBU
na je ¢ = ajay + ...+ apa,. IlocTymaMo xkao y mokasy IpeTxomHe
TeopeMe.

Teopema 2.34 Y ymurapHoM morupoctopy V ca 6a3oM aq,...,an,,
n € N CRajJapHU OpPOU3BOJL 3a BEKTOPE T = a1a] + ... + apay U
y = Bia1 + ...+ Bnan je (z,y) = a1B1 + ...+ anfn QKO W CAMO aKO je
basa ai,...,a, OPTOHOPMUPAHA.

Ilokas: (=) Ako Baxku mata (GopMyJia 3a CKaJapHU IPOU3BOL
OHIa je

(aj,aj) =0,3ai# j, a ||a;i|| = v/{a;,a;) = 1, ma je ba3za opTOHOPMU-
paHa.

(<) Axo je (ai,...,a,) opTOHOPDMUpaHa Da3a OHIA je

<:Ea > = <a1a1 + ...+ apay, Blal +...+ ﬁnan>

= (a1a1, Bra1 + ... + Bpan) + ... + (anan, f1a1 + ... + Bran)

= a1B1<a1, CL1> +...+ O‘nﬁn<ana an>'

Teopema 2.35 CBaku yHUTapHU HOTIPOCTOP UMa OPTOHOPMUPAHY
ba3y.

Ioxra3z: Ilokaszahemo ma yBek mocTtoju opToroHasiHa Oa3a, a
OHIA je MOKeMO HOpMUPaTu U nobutu oproroHasHy 0a3y. Heka
je ai,...,an, n € N jenna 6a3a youeHor normnpocrtopa. HoBy 6a3zy
dopmupamo o popmynu (I'pam-IIImuros nocTynak):

_ k—1 (ak,b;)
b = ap — X1 {b;,b7) bi

3a ¢cBe k = 2,...,n. ¥Y3umamo b; = a;. U3 dopmyne name
pagyyHamo by = az—%
y 06a3u. IIpoBepom yTBphHyjeMo OpTOTOHAJHOCT OBUX BEKTOPA.
Cama je uus by,...,b, OpTOrOHAJAH, A je JUHEAPHO HE3ABUCAH,
a KaKo CaIp:KU n BEKTOPa Kao W moJa3Ha 0Oa3za Mopa Outu Oasa.

I[Ipumep: Crammapama 6a3a je opTOHOpPMUpAHA Y OMHOCY HAa
CTaHIAPAHU CKAJAPHU MTPOU3BOI.

Hamomena: Axko I'paM-ImIMUTOB MOCTyIakK MIPUMEHMMO HA OP-
TOTOHAJIAH HU3 BEKTOpa MOOUjaMO MCTU HU3 BEKTOPA.

a1 ¥ TAKO PEIOM KOJIMKO I'OI MMa BEKTOPA

Hepununuja 2.23 Hera je V yramrapuu norupoctop u ) #S C V.
Ckyn cBux BekTOpa u3 V OPTOTOHAJHUX HA CBAKA BEKTOP U3 S
HA3UBa Ceé OPTOrOHAJHU KOMILIEMEHT oX S U o3HauaBa ca St.
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Teopema 2.36 OpTOroHAJIHU KOMIJIEMEHT j€ TOTIPOCTOP.

Hoxa3: Hexka je ) # S C V. Jacuo, 0 € S+. Heka z,y € S+
u «,$ € C oH#a je 3a IPOU3BOJLHO v € S ucnymeHo (ax + fy,v) =
alz,v) + Bly,v) =a-0+-0=0, na ar + By € S+.

ITpumep: Y R? je L(ez) oproronasan xoMmmieMenT ox L(e).

Teopema 2.37 Ako je W moTnpocTop yHUTAPHOr HOTIpocTopa V,
d(V)=n, ne€N, onga je Wao Wt =V.

Iloka3: Cyma je mupekTHa jep ako z € WNW+ onga je (z,z) =0

na je x = 0. Heka je vq,...,v; opToronamgna 6a3a 3a W, vi,..., Uk, Vg1, -- -

6aza 3a V. ['paM-mmMuTOBUM MOCTYIKOM AOOMjaMO OPTOTOHAJIHY
0as3y ui,...,u, 32 V, Ipu 4YeMy je u; = vi,...,Ur = Uy OPTOTOHAJHA
6aza 3a W. Canma ugyi,...,u, € WT u npencrapibajy JuHEapHO
He3aBUCAH HU3 jep Cy OpTOroHaJaH Hu3 ma je d(WL) > n — k.
Onasne je d(V) > dW @ W) =dW) +dW) >k+(n—k) =n=
d(V), jep je csakako W @ W+ C V. Kako cmo mobunu u ga je
dW e W) =d(V) to je Wae Wt =V.

[Tpumep: 360r mperxomuor npumepa uMmamo L(e;) ® L(es) = R2.

Teopema 2.38 3a cBaku morupoctop U yHHUTapHOT mpoctopa C",
n € N Bazgn (UL)+ =U.

Hoxkaz: Ilo mepuHUNM]U OPTOTOHAJHOT KOMIIEMeHTa je U C
(UH)*, jep ako z € U omma 3a cBe y € Ut mmamo (z,y) = 0 ma
r € (UYL, Mpumernmo d(U) +d(UL) =n = d(UL) +d((ULH)1), na je
d(U) = d((UY)1). 3aTto cienn TBpama.

Hedpmuunmja 2.24 Y yaurapHOM norupoctopy V Heka je V =W o
W+, Tana ce jeaMHCTBEHU BEKTOPHU w1 € W u wo € W 3a mpousso-
JbaH BEKTOD v € V TakBU na je v = wi + wy HA3UBA]y OPTOTOHAJIHE
npojekmuje BekTopa v Ha W u W, penom.

[Ipumep: Oproronanna npojernuja (2,5) Ha L(e1) je (2,0), a
opToroHaJiHa npojeknuja Ha L(ez) je (0,5).

» Un



I'nmaBa 3

JIMHEAPHE TPAHC®OPMAIIMJE 1 MATPUIIE

3.1 Jlumeapme Tpanchopmanmje

Hepurnnuja 3.1 Herxa n,m € N u Herka cy U u V moTnpocTopu oz
R™ u R™, penom. IIpeciurkaBame f:U — V 3a KOje BayKu:

Lo flutw) = flu)+ fv);
2. flou) = af(u),

3a cBe u,v € U u cBe a € R Ha3uBa ce JIMHeapHa TpaHCchopManuja
WU JUHEAPHO MPECIUKABAILE.

Hamomena: YcaoBu 1. m 2. mperxonHe nedUHUIjEe €KBUBa-
JEHTHU Ccy ca ycloBoM f(au + fv) = af(u) + Sf(v), 3a cBe u,v € U
u cBe «, 3 € R. CKyl CBUX JMHEAPHUX TPaHCHOPMANMja IMOTIPOC-
topa U y mornpoctop V o3mauaBahemo ca Hom(U,V), a ako je
U=V ogna ca End(U).

[Mpumepn: Csakm m3omopduzaM je JIrHeapHa TpaHCHOpMa-
nuja. Vmentuuro npecnukaBame hemo o3nauaBatu ca E. Ilpec-
JUKaBalm€ KOj€ CBe BEKTOPE MPECJUKaBa y HyJa BEKTOP je JIUH-
eapHa TpaHcpopMmaluja u o3HauyaBa ce ca O. (CBaka JmHeapHa
¢yHKINOHENIA jecTe JmHeapHa TpaHchopmanuja. lIpecimkaBame
f : R?> = R? maro ca f(z,y) = (y,7), 3a cBe z,y € R jecTe JuH-
eapua Tpaucpopmanuja. Mebhyrum npecrurasame f(z,y) = (22,y)
BEKTOPCKOr TpocTopa R? y cebe cama JuHeapHa TpaHCHOPMAa-
nuja jep He UCOymaBa yciaoBe 1. um 2. nedumHMNUje, HA IpUMep

f21) = (4,2) # (2,2) = 2(1,1) = 2f((1, 1)).

47
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Teopema 3.1 Ako je ay,...,an,, n € N Ga3a nmorupocropa U, a
bi,...,b, €V OHmA MOCTOjU jemHA W caMO jedHa JIMHeapHa TPaHC-
dopmanuja f: U — V 3a kojy je f(a1) =by,..., f(an) = by.

Ilora3: Amasoran moka3y 3a oaroBapajyny Teopemy 3a JIMH-
eapHe (YHKIIUOHEJC.

Hepunnuuja 3.2 Hera je f: U — V nuHeapHa TpaHChOpMAaNMja
notupoctopa U y nmorunpoctop V. Tanma ckyn cBux BeKTOpa U3
U Koju ce mpecaukaBajy y HyJda BEKTOp U3 V Ha3MBaMO je3rpo
JuHeapHe TpaHcopmanuje y o3Hanu Kerf.

Kerf ={x e U] f(x)=0}.

[Ipumep: KerO ={U}, Kerf = {0} ako je f ,,1-1".

Hepunnnmja 3.3 Hera je f: U — V nuHeapHa TpaHChOpMAaNMja
nornpocTopa U y mornpoctop V. Tana ckyn cBux Bektopa u3 V' y
KOJU Ce TpeCJIMKaBa HEKU BEKTOP u3 U HAa3MBaMO UMUIl JUHEAPHE
TpaHchopmanuje y o3Hary Imf.

Imf={zeV|Eyel)f(y) =x}.

I[Ipumep: Mwmun myna TpaHcopManuje je HyJla IHOTIPOCTOP.
Nmun nzomopdusMa je meo KOJOMEH.

Teopema 3.2 Je3rpo je moTopoCTOp AOMEHA, & UMUII j& MOTIPOC-
TOp KOJOMEHa JUHeapHe TpaHC(hopMmanuje.

Hoxra3z: Heka je f: U — V, rme cy U u V norupoctopu. [Ipume-
tuMo Hajupe na je f(0) = f(04+0) = f(0)+ f(0), ma je f(0) =0. 3aTo,
0e€ Kerf, na je ) # Kerf CU. Ako o, € R u u,v € Kerf ouma je
flau+ Bv) = af(u) + Bf(v) = a0 + S0 = 0, ma au+ Bv € Kerf. Axro
a,f €R u u,v € Imf orna mocroje a,b € U TakBu na je f(a) =u u
f(b) =v na jef(aa+Bb) = af(a)+ Bf(b) = au+ Pv, ma au+ fv € Imf.
Kako je U # 0 To je 0 # Imf C V. OBuM cMO IOKa3ajud ma Cy
Kerf n Imf mornpoctopu on U m V, penom.

Teopema 3.3 3a mmueapny tpaunchopmanujy f : U — V Bakn
d(Kerf)+d(Imf)=d(U).
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ITora3: Hexka je d(Kerf) =mu d(U) = n, xako je Kerf morupoc-
Top on U, m < n u merosa 0a3a uj,..., U, Ce MOKE TONYHUTHU 10
base uy, ..., u,, norupocropa U. Ilokaxkumo na je f(umi1),---, f(un)
0aza 3a Imf. Hexka v € Imf Tama moctoju u € U TakBO ma je
f(u) =v. 3Hamo ma je u = aiuj + ...+ apu,, & oA je v = f(u) =
flarur + ...+ anuy) = o f(ur) + ...+ anf(uy). Rarko ui,... ,upy € Kerf
10 je f(u1) =...= f(um) =0 ma je v = ami1f(Umy1) + - .- + anf(uy).
3aro je f(umy1),---, f(u,) reneparopuu Hu3 3a Imf. Hera cy cana
Om+1,--.,0n € R TakBu ga je 01 f(umy1)+- .- +0,f(u,) =0. Onna je
FOmirtmer + ...+ 0puy) = f(0) =0, ma Opp1tmir + ...+ Opuy, € Kerf
anu oHIa je Opi1tmy1 +. . .+ 0u, TUHEAPHA KOMOUHAILILjA BEKTOPA
ULy ...y Uy, TIA j€ HUA3 u,...,U, JuHEeapHO 3aBucaH. OBO je KOH-
TpaAuKIja ca MPEeTIOCTaBKOM Oa je uq,...,u, 0asa. Ocrtaje ma
je f(um+1),--., f(u,) TUHEApPHO He3aBUCAH HU3 Ia je Oaza 3a Imf.
3ato je d(Imf) =n—m ma Baku TpaKeHa jeIHAKOCT.

Hepunnnuja 3.4 Iumensuja mMuia Ha3UBa Ce PAHT, a IUMEH3U]ja
je3rpa HyJIUTET JUHeapHe TpaHC(popmanuje.

Hepumunnuja 3.5 Axo cy A, B € Hom(U,V), rme cy U n V HEeKn OT-
IpOCTOPHU, & o € R OH#a AeduHUNIIEMO 30Up JINHEAPHUX TPaHCHOP-
Manuja A u B ca (A+ B)(x) = A(x)+ B(z), 3a cBe z € U m yMHOXKaK
JuHeapHe TpaHchopmamnuje A crajiapoMm a ca (ad)(z) = a- A(z),
3a cBe z € U.

[Mpomozunuja 3.1 Axko cy A,B € Hom(U,V), rme cy U u V Hekn
noTupocTopu, a « € R ouga A+ B,aA € Hom(U,V).

Hoxka3: Heka z,y € U u mera o,(,7y € R. Tanma 3a A, B €
Hom(U,V) umamo (A + B)(ax + By) = A(ax + By) + Blax + By) =
ad(z) + BA(y) + aB(z) + fB(y) = a(A(z) + B(z)) + B(A(y) + B(y))
a(A+B)(z)+B(A+ B)(y). Hamwe, (ad)(Bzx+vy) = a(BA(z) +7A(y))
afA(z) + avA(y) = B(ad)(z) +v(ad)(y).

Teopema 3.4 Hera je V morupoctop. 3a cBe A,B,C € End(V) u
a, B ER je:

1. A+ B=B+A;
2. (A+B)+C = A+ (B+0);



50 Hebojma Mynpuncku

3. A+O=0+ A= 4;
4. A+ (=A) = (—A)+ A=0, rae je —A=(-1)A;
5. a(A+ B) = aA+ aB;

6. (a+ B)A=aA+ BA;

7. (aB)A = a(pA);

8. 1-A=A.

Iloka3: 6. (a+ p)A(z) =a-Ax)+ - Alz) = (ad)(z) + (BA)(z) =
(A + BA)(z), 3a cBe z € V. CanyHo DOKA3yjeMO OCTaJe TBPAHE.

Hamomena: IIperxomua Teopema Baxku u ako y3memo A, B,C €
Hom(U,V) 3a Heke pasauumte nornpoctope U u V.

Hedpuurnuja 3.6 Hera je V morupoctop u A,B € End(V). Tana
je AB:V —V nedurucano ca AB(x) = A(B(x)), 3a cBe z € V.

[Iponozunmja 3.2 Hera je V mornpoctop u A, B € End(V). Tana
je AB € End(V).

Hoka3: Herka z,y € V u o, € R. Tana je AB(ax + By) =
A(B(az + By)) = A(aB(z) + fB(y)) = aA(B(z)) + BA(B(y)) = aAB(z) +
BAB(y). 3aTto AB € End(V).

Teopema 3.5 Hera je V mormpoctop m A,B,C € End(V). Tana
je (AB)C = A(BC), A(B+C(C) = AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC,
EA = AF = A.

Ioxra3: IIpoBepaBamMo 1o medpuHUIT)N.

Hepurnnmja 3.7 Hera je V mormpoctop. Tanma ce A € End(V)
Ha3WBa peryjapHa aKo IIOCTOju TpaHchopmanuja B TakBa na je
AB = BA = E un Taga B 30BeMO mHBep3Ha TpaHchopmanuja. Mu-
ade je A cuHTyJIapHA.

Teopema 3.6 Jlumeapna TpaHCchOopManmja je peryirapHa ako u
caMO akKo je Oujexknumja W y TOM CJydajy WHBEP3HA TpaHChHOp-
Maluja MOCTOjU je TUHCTBEHO.
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Iloka3: 3uamo na (yHKIMja MMa WHBEP3HY aKO M CaMO aKoO je
Oujexmuja.

[IpnmeTrmMo ma cBaka perynapHa JuMHeapHa TpaHChopManmja
jecte m3omopdumzaM, a nOa BaKUM U OOPaATHO aKO je y IUTAHY
“30MOp(dur3aM TOTIPOCTOPa y cebe cama.

Teopema 3.7 Aro je A perynapHa JauHeapHa TpaHChHopManuja,
a B meHa MHBep3Ha TpaHcpopMalnuja, OHIA je u B jauHeapHa
TpaHCchopManmja.

Ilora3: Hexa je AB = BA = FE 3a Heke A, B € End(V) u Hekn
notupoctop V. Herka z,y € V u «,5 € R cana je A(B(ax + By)) =
AB(ax + By) = az + py = aAB(z) + BAB(y) = A(aB(z) + SB(y)).
Cama rako je A peryiaapha TO je OUjekIvja ma je WUHjeKIuja Imma
nobujamo B(ax + By) = aB(x) + BB(y).

Hanomena: MuBep3Hy TpaHChOpMAIUjy 3a perylapHy JNH-
eapHy Tpauchopmanujy A ozmagaBamo ca A1l

Teopema 3.8 Hera je V mormpoctop u A € End(V). Caenehu
YCJIOBU CY €KBUBAJIEHTHU:

1. A je perynapsna;

2. ImA =V,

3. KerA={0};

4. A je umeKNUja;

5. Ako jeay,...,an, n € Nb6aza3aV ouna je tou A(ay), ..., Alay).

Ioka3: 1. = 2. A je Oujernuja ma u ,,Ha  ma je ImA = V.
2. = 3. YcnoB naje na je d(KerA) =0, na je KerA = {0}. 3. = 4.
Hera je A(u) = A(v). Tana je A(u—v) =0 na u—v € KerA na
je mo mpernoctaBmu u — v = 0, OOGHOCHO u = v. 4. = 5. Akro je
a1A(ar) + ...+ anA(a,) =0 orna je A(ajar + ...+ anay) = A(0) ma je
300r MHjEeKTUBHOCTU 1ai + ...+ apa, = 0 ma je ag = ... = a, = 0.
Kako je d(V) = n 1o je A(a1),...,A(a,) 0a3a. 5. = 1. I[lox oBom
IIPETIOCTABKOM j€ UCIYH€HO 2., a TuMe 1 3. 1na je A Oujernuja,
mna je peryJiapHa.
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Teopema 3.9 IIpomsBon nBe perynapHe JIMHeapHe TpaHC(hOpPMa-
nmje je peryJjiapHa JuHeapHa TPaHCGoOpMaIlyja.

Ilora3: Kommo3zumnuja bujexnuja je Oujexnmja.
Hanmomena: MuBepsna Tpancpopmanuja 3a AB, rme cy u A u
B perynapue nuHeapHe Tpaucpopmanuje je B~1A7L

Teopema 3.10 Ako je V morupoctop u A € End(V), a B:V -V
TakBa na je AB = FE ouna jem BA=E u A je perynapHa JuHeapHa
Tpanchopmanuja u B = A7L.

Hoxra3: V3 AB = F 3akmyuyjeMo na je A ,,Ha” OTHOCHO na
je ImA = V. Ilo teopemu 3maMO na je oHma A peryiapHa Ia
nocroju jemuactBeHo C € End(V) TakBo na je AC = CA = E.
Cana je C=CE=C(AB)=(CA) B=EB=DB, na je BA=CA=E.

3.2 Marpume

3.2.1 le¢pununuja u omepanuje ca MaTpuUIaMa

Hepurnnuja 3.8 Herxa m,n € N. Peanna maTpuna ¢popmaTa m xn
je mpaBoyraoHa Tabiuia WiIM meMa peaJHUX OpojeBa Koja mMa
m BPCTa U n KOJIOHA!

ain a2 aip
a G2 azp
aml am2 ... Qmn
EnemenTe a;; € R, i € {1,...,m}, j € {l,...,n} HazuBamMoO eie-

MeHTUMa MaTpuile. Marpuie o3HavYaBaMO BEJIUKUM IITAMIIAHIM
caoBuMa Jatuaule. HaBemeny mMaTpully jeaIHOCTaBHUjE 3aIUCY-
jeMo 1 Kao [aijlmxn. MaTpuny lalix1 MICHTUPUKY]jEMO ca eJeMeH-
ToM a. CKyn CBUX peajHUX MaTpuna GopmaTa m X n 03HAYaBaAMO
ca R™". Ako je m = n MaTpuma je KBaIpaTHa U KayKeMO Ia
je pema n, ymecro ¢opmara n X n. Ako je m # n Marpuma je
IpaBOyraoHa.

Hanomena: Ha mcTu Haumy neduHUIIEMO KOMIIJIEKCHE MATPUILE
1 yBOIMMO oAroBapajyhe o3make.
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2 )
Mpumep: | —i —1 | € C3?
0 0

Hepuannuja 3.9 Marpuny kKoja nma Ha CBUM MeCTHMa HyJie Ha3U-
BaMO HyJia MaTpulla m o3HadyaBaMo ca O. KBaapaTHy mMaTpuiry
KOja Ha TJIaBHOj AWjaroHAJNM WMa jeqUHUIlEe, a Ha OCTAJJUM MeC-
TUMa HyJe Ha3WMBAMO jeIMHWYHA MaTpPUIa U O3HaUaBaMo ca E.

Hepurnnuja 3.10 IBe maTpume cy jegHake ako Cy HUCTOT (Op-
MaTa W aKoO Cy oAroBapajyhm emremeHTU jemHaKu.

Hepranmuja 3.11 Herxa m,n € N, [aijlmxn, [bijlmxn € R™™ 1 o € R.
Tana je [aijlmxn + Dijlmxn = [@ij + bijlmxn T &[@ijlmxn = [@@ijlmxn-

Teopema 3.11 Herka m,n € N. Tana 3a cse A,B,C e R™" u «a, € R
BayKIU:

1. A+ B=B+ 4;

. (A+B)+C=A+(B+0C);

LA+ O0=0+A=A4;

A+ (-A)=(-A)+A=0, roe je —A = (-1)A4;

. (a+B)A = aA + BA;
- (aB)A = a(BA);

2

3

4

5. a(A+ B) = aA+ aB;
6

7

8. 1-A=A.

Hoxkaz: Hera cy A = [aijlmxn U B = [bijlmxn. Ilokazumo 5.
(A + B) = a([aijlmxn + [bijlmxn) = alaij + bijlmxn = [a(aij + bij)lmxn =
[aa;j+obijlmxn = [ij]mxnt[abijlmxn = a|aijlmxn+albijlmxn = €A+aB.
Ocrana cBOjCcTBaA MOKA3yjeMO aHAJOTHO.

Hamomena: Ilpumerumo ma cy ocobwne 1. mo 8. ocobune
KOje MMajy BEKTOpH, Ta Ce KBaapaTHe MaTpuie pena n € N MOTy
nocMaTpaTu Kao n’-TOpEe jep ce cabupame 1 MHOEEHe OpojeM
Tarkobhe mokgama ca BeKTOpUMA.
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Hepmanmuja 3.12 Hera cy m,n,p € N, a [a;;] € R™"™ n [b;;] € R™P.
Tana je [aij]'mxn “[bijlnxp = [Cijlmxp, THE J€ cij = LP_jamby;, i €
{1,....m}mje{l,...,p}

Teopema 3.12 Herka cy m,n,p,r e Nu A € R™", B,D € R*"", C €
RP". Tana je

1. AE = EA = A;

2. (AB)C = A(BC);

3. A(B+ D)= AB + AD;
4. (B+ D)C = BC + DC.

Horxa3: Hexka je A = [aijlmxn, B = [bijlnxp, C = [cijlpxr, D =
[dijlnxp-
2. (AB)C = [Z}_aikbjlmxplCijlpxr = [E0_1(Z0_ ambri)cijlmxr =

(27 57 (b)) cijlmxr = [2]_1 271 @ik (Dricij) ] mxr

= [Z0 20 ik (bgicij))mxr = (201 @in X bricijlmsr

= [aij]an[zlebilClj}an = A(BC)

3. A(B + D) = [ai]mxn([bijlnxp + [dijlnxp) = [aijlmxnlbij + dijlnxp
= [E7o 10k (b +dig) mxp = [Eh—1 (@irbrj+airdij)mxp = [Eh—1@ikbrjlmxp+
[EZ:laikdkj]mXp = AB + AD

Amnajorao mokasyjemo ocobune 1. u 4.

Hanowmena: IlpomsBon matpurna Huje komyTaTtuBaH. [loriena-

10 01 0 1 10

tol fo |70 1o
He¢puuumnuja 3.13 Hera cy m,n e Nu A € R™". Axo je A = [aij|mxn
ouma je A' = [af]uxm, THE je af; = aji, 3a cBe i € {l,...,m} n
j € {l,...,n}. Marpuna A’ ce Ha3MBa TPAHCIOHOBAHA MATPUIA
MmaTpuie A.

jMo canenehu npumep:

Hamomena: Y nurepatypu ce TpaHCIOHOBAHA MAaTPUIA Ma-
Tpune A obenesxaBa u ca AL nmu A’
L2 t 1 3 0
I[Mpumep: E'=E,0'=0, | 3 4| = [
0 1

2 41

Teopema 3.13 Heka cy m,n,p € N. Axko A, B € R™", C € R™? n
a € R ogna je:



Jluneapua anredbpa 55

1. (A+B) =A'+ B";

2. (aA)! = aAl;

3. (AC)t = CtAt.
Ilokaa:

3. Heka je A = [aijlmxn, & C = [cijlnxp- Cama je (AC)' =
[(SF_ainer;)'] = [BRo ajreri] = [Ezzlaijcgk] = [Zzzlcgkaij] =C'AN

Hepumunmmja 3.14 Hera je n € N. 3a kBagpaTHy Marpuiyy A =
[@ij]nxn DepurUImeMO tr(A) = X! a; ¥ Ha3uBaMoO Tpar MaTpuie A.

[Ipumep: Tpar jenuauyvHe MaTpPUIE jeTHAK je HEHOM PEy.
Teopema 3.14 Hera je n € N. Ako A, B € R®»" u o € R onua je:
1. tr(A+ B) =tr(A) + tr(B);
2. tr(ad) = atr(A);
3. tr(AB) = tr(BA).

Hoxkas: Hera je A = [aijlnxn, @ B = [bijlnxn-
1. t?“(A + B) = E?:1<an‘ + b“) = E?Zlaii + Zznzlbii = tT‘(A) + tT‘(B).

3.2.2 Marpune n auHeapHe TpaHCchopManUje

Hepurnnuja 3.15 Hera je n € Nu v € V, roe je V mormopcTop
nuMmensuje n € N. Yoummo jemny 6a3y B 3a V m y omHOCY Ha
Ty 6a3y HeKa cy vi,...,v, KoOOpauHaTe on v. Tama ce Marpuia
U1
Ha3WBa KOOPOWHATHA KOJIOHA BEKTOpa v y maToj 6asm B
Un B
u kpahe 3ammucyje kao [v]g. Kanma je jacHo o rojoj 6a3m je peu
O3HAKY Y UHIEKCY U30CTABJHLAMO.

Hamomena: KoopauaatHe KOJIOHE CY n-TOPKE CAMO 3alllCaHe
BEPTUKAJHO yMECTO XOPU3OHTAJIHO U cabupamMo UX U MHOKUMO
OpojeM Kao m Ha yobuuyajeH HAUYWH 3ammcaHe n-TOpke. Ha cHas3m
ocTajy cBe ocobOMHE KOje mMajy n-TOPKE y OMHOCY Ha cabupame
1 MHOKEHme OpojeM.
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Teopema 3.15 Hera je A : V — V snmHeapHa TpaHCchOpManmja
notupoctopa V, mumensuje n € N. Tana mocroje Opojesu aiy,...,
Qlny .-y Qnly .- ., Oy KOjUMa je A jemuucTBEeHO ompebena.

Ioxka3: Hexka je vy,...,v, 6a3a mormpoctopa V. W3 panuje
TeopeMe 3HAMO [a je CBaka JIMHeapHa TpaHcopMalyvja jenmH-
cTtBeHo oapebena caumkama BekTopa 0a3ze. Kako ce cBaku Bek-
TOp HA JeIUCTBEH HAUMH MOKE€ TPEICTABUTU KAO JUHEAPHA KOM-

ObuHanuja BeKTOpa Oa3ze, TO Baky U 3a BekTOpe A(v1),...,A(v,).
3aTO je IMHCTBEHO MOCTOje OPOJEBU 11, ..., Aln, - -« Qnls -« -5 Q. 38
KOje je A(’Ul) = (1101 + 91V + . . . + Op1 Uy, A(’Uz) = (V1201 + (29U + ... +
Qp2Un, .« A(vn) = a1pv1 + @opve + ...+ Qppn.

Hepurnnmja 3.16 Hera je A:V — V nuHeapHa TpaHchopManmja
norupocropa V ca 6azom B = {vy,...,v,}, n € N. Ako je A(vy) =
a11V1 + 02109+ . . .+ Qp1Un, A(UQ) = (r12V1 + Q22U +. . . +Op2Un, . .. ,A(Un) =
Q1pV1 +Q2p2+. . .+ Qpp Uy, OHZIA CE€ MATPUNA (] nxy, HA3UBA MaTPUIA
Tpancpopmanuje A y 6a3u B m o3znauaBa ca [A|p. O3naky Oa3ze
M30CTaB/baMO Oe3 KOH(py3uje.

Teopema 3.16 Hera je A : V — V jgmHeapHa TpaHChOpManmja
notupoctopa V ca 6azom B mumensuje n € N. Tanga 3a npousBo-
JbaH BEKTOD & = (Z1,...,xy,) € V Bawku [A(z)|p = [A]lg[z]B.

Hokaz: Hexka je B = {vi,...,v,} 0a3a 3a V 1 [ajjlnxn Ma-
Tpuna tpanchopmaruje A. Tanma je A(vi) = aqiv1 + agivg + ... +
ap1Vn, A(v2) = 1201 + Q22U + ... + Qpatn, ..., A(vy) = @1V + @2,V +
oo+ appu,. Cama je 3a Heko x € V, © = 1101 + ... + Tyv,, TA
je A(z) = x1A(v1) + ... + 2, A(vy) = z1(@11v1 + a21v2 + ..+ Qpivy) +
xo(12v1 +aUa+. . .Fapavy)+. . A xp(a1pv1 Faopva+. .+ annvy,). Rana
U3MHOKUMO 3arpaje U I'PYNUIeMo y3 B-OBe mobujamo: A(z) =
(mlozll + zot19 + ...+ xnaln)vl + (3310[21 + xot99 + ... + Inagn)vg + ...+
(L1001 + 202 + - . . + Tpapy )Up. 3aTO j€ KOOPAWHATHA KOJOHA BEK-

riaq] + o2 + ...+ TpQaay

T10091 + Lo + ... + TpQioy
Topa A(x) = . , TO Ce ca Apyre cTpaHe

T10p1 + T20n2 + ... + Tnplinp
IOKJIaa ca npom3BoaoM [A]lz].
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I[Mpumep: Marpuna aumreapre Tpanchopmammje A : R? — R?

jep je

nate ca A(x,y) = (y,z) y cTapmapmaHoj Oa3u je: [(1) (1)
A(el) =€y " A(eg) =e1.

Teopema 3.17 Herxa je U mormpoctop, A,B € End(U) n o € R.
Tana je:

1. [A+ B] = [4] + [B];

2. [aA] = afA];

3. [AB] = [A][B].

Ioxkas:

3. Hexra je V = {vi,...,v,} 0a3a 3a U #u [ojlnxn MaTpPHUIA

TpaHcpopmanuje A, a [Bijlnxn MaTpuia Tpanchopmanuje B. Tana
je A(v1) = a11v1 + a21v2 + ... + apivp, A(va) = aiavr + agve + ...+
n2Un,y -« -y A(Vn) = a1pv1 + @opva + . .. + appvy, 1 B(v1) = Briv1 + Porva +
e F Bnivn, B(v2) = Biav1 + Baava +. . .4 Bnavn, - - ., B(vy) = Binv1 + Panva +
oot Bunn. Cana je A(B(vl)) = BllA('Ul) + ﬁQlA(v2) +...+ BnlA(Un)a
A(B(v2)) = B2 A(v1)+P22A(v2)+. . .+ Bn2A(vy) 1 TakO naibe A(B(vn)) =
BinA(v1) + BonA(ve) + ... + BunA(vyn). Omasme je

AB(’Uj) = Blj(anvl + agivg + ...+ Oénl’l)n) -+ ﬁgj(alg’ul + Qoo 4+ ... +
anQUn) +...+ an (alnvl + aopv2 + ...+ annvn)

= (1B1jta12f2j+. . .+ a1nfBng)vi+ (211 +ao2f2j+. . .+ Bnj)va+
oot (anlﬁlj + Ozngﬁgj + ...+ annﬁnj)vn, 3a CBe j € {1, o ,n}. HpI/IMe—
TUMO Ila j-Ta KOJIOHA MaTpule [AB] jecTte ynmpaBo

a1151; + a12825 + ...+ a1n B
21815 + a2 + ...+ a2 Bnj

an1B1j + on2B25 + ...+ nfBnj

3.2.3 Perynapue marpuiie

Hedpumunmmja 3.17 KBanparna marpuna A je perynaapHa ako IIOC-
TOjU KBaJgpaTHA MaTpuna B uctor pena taksa na je AB = BA=FE.
Y CcympoTHOM MATPUILy HA3UBAMO CHUHTYJIapHA.
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[Ipumep: Jemunnuna marpurna je perynapsHa, jep je EE = F,
a HyJla MaTpulla je cuHryJgapHa, jep je XO = OX = O, 3a cBe
KBaapaTHe matpuile X mcTor pena xao O.

Teopema 3.18 Hera je V mornpocrtop. Jlmmeapra TpanchopMma-
nmja A € End(V) je perynapHa ako U caMO aKO je HeHa MaTpula
perymapHa.

Iloka3s:

(=) Ako je A perynapHa OHIA MOCTOjU JUHEAPHA TPAHCHOP-
Manuja B TakBa na je AB = BA = E, na je [AB] = [BA] = [E]
onmuocHo [A][B] = [B][A] = |E]. 3aro je [A] perymnapHa MaTpuia.

(<) Ako je [A] perynapHa Marpuia, OHIA IOCTOju MaTpuna B,
KOja jecTe MaTpUIla HEKe JUHeapHe TpaHC(hOpMalMje 03HAUNMO je
ucto ca B, TtakBa na je [A]B = B[A] = E, omnocHo [A|[B] = [B][A] =
[E], ma je [AB] = [BA] = [E], na je AB = BA = E. 3ato je A
peryiapHa JrHeapHa TpaHCchopManuja.

Teopema 3.19 Kamgparua marpurna A je peryjgapHa ako U CaMO
aKO TIOCTOjU KBaApaTHA MaTpuna B mcTor pena TakBa na je AB =
E.

Iloka3: Ako je A perysapHa MaTpUIla OHIA j€ UCIYHeHO AB =
E. Axo je AB = F ougna je [A][B] = [F], nma je A perymapnHa
JIVHeapHa TpaHchopMaluja o tTeopemu 3.18, na je A peryinapHa
MaTpUIa.

Teopema 3.20 KBampatna marpurna A je peryiapHa ako MOCTOjU
KBaJApaTHa MaTpuna B mcTor pena TakBa na je BA=FE.

Ioka3: Amajaorso AJOKa3y IPEeTXOodHE TeopeMe.

Teopema 3.21 3a marty perynapHy KBaapaTHy Marpuiy A jemun-
CTBEHO MOCTOju Martpuna B 3a kojy je AB=BA=EF.

Hoxka3z: Ilocnemuna je Teopeme na je MmaTpulla JIMHEAPHE TPAHC-
dbopmanuje y natoj 6a3m jemHCTBEHO onpeheHa 1 je IMHCTBEHOCTH
WHBED3HE JUHeapHe TpaHChopManuje.

Hedpmanmuja 3.18 JemumucTBeHa MmaTpuna B 3a maTpumny A u3 npert-
XONHE TeOopeMe Ha3/WBa Ce€ MHBEP3HA MaTpUlla MaTrpuie A m 03-
HauaBa ca AL
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Teopema 3.22 Matpuna nHBep3HE JUHEapHe TPaHCHOpMAaIje jen-
HaKa je MHBEP3HOj MATPUIOM MaTpPUIE IOJa3He JUHeapHe TPaHC-
dhopmaruje.

Ilokaa:

Heka je A € End(V) 3a mekn nmornpoctop V u A~! mena un-
Bep3Ha Tpanchopmanuja. Kako je [A][A7 =[AA7 ) =FE=[A"14] =
[A~Y[A] u [A]7! jemurcTBena, To Mopa Outu [A7!] = [A]7L.

Teopema 3.23 Hera je D perynapHa KBaIpaTHa MaTpuna m A
IIPOM3BOJbHA MaTpuIa ucTor ¢gopmara. Tana je:

L (D7) = (DY)
2. tr(D7YAD) = tr(A).

Ilokaa:

1. Bmamo ma je DD~! = D7!D = F ma TpaHCIOHOBaHE€M OBUX
jemHakocTu mpuMeHoM Teopeme 3.13 mon 3, mobujamo DY(D~ 1)t =
(D~HD! = E* = E, ama je u DY(DY)~! = (DY)"'D! = E, na 360r
jeIMHCTBEHOCTU MHBEp3He MaTpuIe 3a D! mobujaMo TpakeHy jen-
HAKOCT.

2. Ilo ocobunu 3. u3 paHuje TeopeMe Koja Kake na je tr(XY) =
tr(YX) mmamo tr(D~Y(AD)) = tr((AD)D™Y) = tr(A).

Hedpumunnuja 3.19 Hera je n € N. JlerepMuHaHTa KBaIpaTHE Ma-

aill a2 e A1n
. ag1 a2 o Q9p

tpunie A = [Gijlnxn j€ . . . |, v o3amu det(A) nnm
an1 Qap2 Ce Ann

A

Teopema 3.24 Ako je merepMuHaHTa KBaIpaTHE MaTPUIE PA3JIv-
guTa O HYJIe OHNIa je OHA peryilapHa.

Ilokas:

KBanparna marpuna A = [aijlnxn, n € N, je peryizapHa axo u
caMO ako je JWHeapHa TpaHchopManuja moMme onpebena, y o03-
Hanu ucto A, perynapaa. To je exkBuBasentHo ca KerA = {0}.
OsBo je exBuBajenTHo ca A(x) = 0 < x = 0, OOIHOCHO Ca TUM na
XOMOT'€HU KBAAPATHU CUCTEM
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a1121 + a19r2 + ... + a1pxy, =0
a21T1 + asexs + ...+ agpxy, =0

Ap1x1 + oo + ... + appxy, =0

“Ma caMO TPUBUjaJHO pellemne, a OBO je mo KpamepoBoj TeopeMmu
TAYHO aKO je NeTePMWHAHTA TOT CHUCTEMAa PAa3JIUYUTa O HYJIE,
OomHOCHO |A| # 0.

3.3 Panr marpune

3.3.1 IlormpocTopu BpcTa U KOJOHA U MUHOPU

Hepuraumuja 3.20 Hexka je A = [aijlmxn, m,n € N. Tana je

L((a11y.--ya1n)s -y (@miy -, amy)) TOTIPOCTOP OO R™ 11 HA3UBA Ce
notupocTop Bpcta, a L((ai1,.--,ami)s--,(Qin, -, 0mp)) TOTIPOC-
TOp on R™ u Ha3WMBa ce NOTIPOCTOP KOJIOHA MaTpuie A.

Hepmanmuja 3.21 Hera je A = [aij]lmxn, 1 Heka m,n € N. Tana je
3a k < min{m,n} moogmaTpuna tuna k x k marpune A KBagpaTHa
Marpuina pena k koja ce on A nobuja m3octaBmbameM m —k BpcTa
u n—k KoJoHa. [leTepMuHaHTa Te OAMATPUIE HA3UBA CE€ MUHOD
pena k.

Hamomena: OsBaj mojam MuHOpa je ONIITUjU O MOjMa MU-
HOPAa KOJU je KOPUIITEH 3a aarebapCku KOMILIEMEHT (KOPaKkTop) y
JlanmacoBoM pa3BOjy meTepMHUHAHTE O BPCTU OJMHOCHO KOJIOHWU.
Tu MuHOPHM Cy Yy CMHUCIY OpPEeTXOAHe NepUHUIMje NeTeDMUHAHTE
MoaMAaTPUIA pela 3a jelaH Mamer Ol Pela MaTpPUIle uuja je me-
TepMHUHAHTa OaIll OHA KOja ce mocMaTpa.

2 0 2
01 3}

Hepurnnmja 3.22 Hera m,n € N u Heka je A € R™". Ilpuponan
Opoj r je paHT IO MUHOPUMAa MaTpuUIile A ako Cy CBU MUHOPU pena
Beher on r jemHaku HyJIM, a TOCTOjU MUHOP Pela r PA3JIUUUT O
HyJsie. Panr mo MuHOpMMA HyJa MaTpUIE je HyJA.

je jemaH MUHOP pena 2 MaTpulle

[Ipumep: | g 3

IIpumep: Panr mo MmHOpMMAa jeAVHWYHE MATPUIE jeTHAK je

peny Te matpuile. Panr mo MuHOpUMa MaTPUIE (1) 8 je 1.
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Teopema 3.25 Herka m,n € N u Heka je A € R™". Heka je r € N
paHr mo MumHOpMMa MmaTpurne A m Heka je M # 0 MUHOpP pena
r. Tanma ce cBaka Bpcra (KOJIOHA) KAO n-TOPKa (mM-TOPKA) MOMKE
OPEeACTABUTU KAO JIMHEApPHA KOMOMHAIM]a OHUX BpCTa (KOJIOHA)
KOje Y4eCTBY]y Yy MUHODY M.

Hloxa3: Heka je A = [ajjlmxn. De3 ymamema onmrocTu yzehemo

a1 a2 ... Qair
. a1 a2 ... Q2 .
na je M = . . ) . |. IlHocmarpajmo canm meTepMUHAHTY
Qr1 Ar2 ... Qpp
ail a2 ... Qip alj
a1 Qg2 ... Qzr Q2;
D= : e : |. Kako je panr mo MmuHOpUMa 7, & pex
Gr1 Ar2 ... Qe Qrj
a1 52 Qi Qjj

nerepmunanTe D je r+ 1, mopa Ooutu D = 0. PasBujamem D 1o
OCJIEeIH0] BPCTU nodujaMo a1 A + aipdio + ... + aip Aip + a;j M = 0.

Karxo je M # 0 To je a;; = (—%)aﬂ + ...+ (—%)ai,«. JacHo,

—%, cey —% HE 3aBUCE O ¢, ITIa UX MOXKEMO O3HAUUTU PEOOM Ca
A, .., Ap, TIA OOMjAMO ajj = Aiai1 + ...+ Apair, 38 CBe 4 € {1,...,m}.
3aTo je j-Ta KOJOHA JMHeapHa KOMOWHANMja TPBUX 7 KOJOHA.

AHAJOrHO TMOKa3yjeMo 3a BPCTeE.

Teopema 3.26 IlerepMuHaHTa je pa3auduTa O HYJE aKO U CaMO
aKO HeHe BpcTe (KOJIOHE) UMHE JIMHEeAPHO He3aBUCAH HU3.

Iloka3: Axko BpcTe 0O6pa3yjy JuHEaApHO 3aBUCAH HU3 N-TOPKH,
OHa MOCTOjU BHUXOBA JIMHEApHA KoMOuHaNUja jennaka uyau. Heka
je A € R oHaj KoepuUIUjeHT y TO] JIMHEAPHO] KOMOMHAUU]U KOjU
Huje Hyna. [lomHOKUMO Hajumpe onroBapajyhy BpCTy OBe meTep-
MuHaHTe D ca A, TuMe je HoBa Bpenuoct AD. Kopucrehu ocobune
meTepMuUHaAHTEe HOOMjaMO na ce BPEemAHOCT He Mema AoaaBajynu
YO4YEHOj BPCTU IPEOCTAJIe BPCTE IPETXOTHO IMOMHOKEHE Koe(du-
nUjeHTUMa U3 JuHeapHe koMmOunanuje. Tume je mobujena Hyma
Bpcra y AD ma je AD = 0, omaocao D = 0. AHaJOTrHO TOKa3y-
jeMo 3a kKojJone. KoHTpamo3unujoM je OBUM IOKA3aHO Oa aKo
je D # 0 Bpcre (kKosioHe) 06pa3syjy JUHEAPHO HE3ABUCAH HU3 n-
topku. IIpermocraBumo na je caga D =0, TO maje ma je paHr 1o
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MUHOpHUMA OAroBapajyhe maTpuile Mamu O peaa JeTePMUHAHTE,
ma MOCTOjU MUHOP pa3amduT ona Hysae. Ilo mperxomHoj Teopemu
ce onzxa BpcTa (KOJOHA) KOja HE yUYECTBYje Y TOM MUHODPY MOKE
OpUKa3aTu Kao JuHeapHa KOMOWHaImja BpcTa (KOJIOHA) M3 TOD
MUHOpa, ma Bpcre (KoJioHe) oOpasyjy JMHeapHO 3aBUCAH HU3.
[ToroBO KOHTpamo3unujomM MOO6jaMO IPYTU cMep TBphema.

Hepuunmuja 3.23 Herxa cy m,n € N u A = [a;j|lmxn. [nmMensuja
noTnpocTopa on R” reHepucaHor BpcTtaMa MaTpune A Ha3uBa ce
panr mo Bpcrama Matpunie A. lumensuja mormpocTtopa om R™
TeHepUCaHOT KOJIOHaMa MaTpulle A Ha3uBa Ce PaHr IO KOJIOHAMa
MmaTtpure A.

[Iponozunuja 3.3 Panr mo BpcTaMa MaTpulle je MaKCUMaJiaH Opoj
BEHUX JIUHEAPHO HE3aBUCHUX BPCTa, a PaHr IO KOJOoHAMa Ma-
TPUIIE je MaKCUMaJIaH OPOj mHeHUX JUHEeapPpHO HEe3aBUCHUX KOJIOHA.

Ilorka3: Ha ocHOBY paHmje TeopeMe U NIPeTXOJHEe Ne(hUHULN]eE.

Teopema 3.27 Panr mo BpcTtama, KOJIOHAMa 1 MUHOPUMA 38 CBaKY
MATPUILy Cy jeIHAKU.

Ioka3: Heka je r € N panr marpure A mo muHopuma. Tana
3HAMO [1a TOCTOjU MUHOD Pela r PA3IUYUT O HyJIe U Ja CE CBAKa
npyra BpcTa (KOJIOHA) MOMKe M3Pa3UTU Kao JMHeapHa KOoMOu-
HaIMja TUX r BpcTa (KOJOHA), & Aa Cy TUX r BpcTa (KOJIOHA) KOje
Y4eCTBY]y Y TOM MUHOPY JUHEAPHO HE3aBUCAH HU3 MO IPETXO IHE
ABe TeopeMe. 3aTO Cy PaHr IO BPCTaMa M KOJOHama Taxobhe r.
Panr mo Bpcrama u KoJIOHAMa HyJa MAaTPUIE je HyJa.

Hedpumunnuja 3.24 CBaku on Tpu yBeAeHA paHra HA3MBAMO DAaHT
MaTpuIle M o3HayaBaMo ca r(A), 3a TPOM3BOJLHY MaTpuUILy A.
3.3.2 EnemeHTapHe TpaHC(OpMaIje U MaTPUIE

Hepununuja 3.25 Hera m,n € N. Emementaprae Tpancpopmanuje
Heke mMaTpune u3 R™" cy:

1. 3amena Mecta aBe BpcTe (KOJIOHE);

2. MHOMKeH-e HeKe BpcTe (KOJoHe) OGpojeM pa3inuuTuM O HyJI€;
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3. momaBame eJIeMEHATa HEKe BPCTe (KOJIOHE) IPETXOMHO IOM-
HOMKEHUX HEKUM OpojeM onrosapajyhium eneMeHTHMA Heke
npyre Bpcre (KOJIOHE).

Hepunnnuja 3.26 EnemenTapHe MaTpuie cy MaTpuie I00ujeHe
OJl JeIMHUYHE MATPUIE BPIIEHEM TAYHO jeIHE O HABEIECHUX €JI-
eMeHTapHUX TpaHcopmamuja. £E;; je MaTpuna nodujeHa on E
3aMeHOM i-Te U j-Te Bpcre (kosoHe). FE;(k) je marpuna mnoGu-
jema ox E MHO)%emeM i-Te Bpcre (kKomone) GpojeMm k # 0. Ejj(k)
je Mmarpuna modujeHa on E momaBameM i-TOj BPCTU j-Te€ BPCTE
MOMHOK€HE TPeTX0MHo O6pojem k. Ej (k) je Mmarpuna mobujena on
E nmopmaBameM i-TOj KOJOHU j-T€ KOJOHE IMOMHOKEHE ITPETXOHO
opojem k.

TeopeMa 3.28 Eztj = Eij; Ez(k‘)t = E,L(k‘) n E,:j(k') = Eﬂ(k') = Ezj(k’)t
Iloxkas: ,HI/IpeKTHOM IIPOBEPOM.

Teopema 3.29 Cse esemeHTapHE MATPUIE Cy PeryjapHe U HU-
XOB€ MHBEP3HE MaTPUIlE Cy TaKODe eleMeHTapHE MATpPUILE.

Hloka3z: OBa TBpama je mociaenuna jeqHakoctu: EjjE;; = E,
Ei(k)E;(1) = E u E;;(k)E;j(—k) = E.

Teopema 3.30 Heka je m,n € Nu A € R™". Axko je P € R™™
eJeMeHTapHa MaTpuna nodujera ol E ereMeHTapHOM TpPaHCHOP-
MaIujoM Ha BpcTama oHaa je PA marpuna nobujeHa on A MCToM
eJleMeHTapHOM TpaHchopmanujoM. AHAJIOrHO, ako je @ € R™"
eJeMeHTapHa MaTpuna nodujeHa on E ereMeHTapHOM TpaHCHOP-
MAaIljoM Ha KOJIoOHaMa OHma je AQ marpuna nobujeHa om A UCTOM
€JIeMEHTAPHOM TPaHC(HOPMAIIjOM.

Ioxka3z: M3 nepurMnmje nponsBona MaTpUIA.

Teopema 3.31 EnemenTapamMm TpaHchopmManmjama ce paHI Ma-
TPUIE HE MEIba.

Ilorka3: EaxemeHTapHUM TpaHC(OpMaljamMa Ha BpcTamMa He
MeHa Ce PaHI IO BPCTaMa, jep BPCTe KA0 TOPKEe IMOCJe IpUMeHe
CBaKe O]l TPU HaBeJeHe eJeMeHTapHe TPaHCchopMalyje TeHePUILY
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UCTU TOTIPOCTOP KOjU Cy T€HepucaJie Ipe MpuMeHe eJeMeHTapHe
TpaHcopmanuje. Ha mcTm HaunmH esneMeHTapHUM TpPaHCHOpMAa-
nmjaMa Ha KOJIOHAMa He MEHa Ce€ paHr IO KOJOHAaMa, a OHU CYy
jemHAKM M jeHAKW CY PaHTy MO MUHOPUMA.

Teopema 3.32 Csaka maTpuiia ce MpuMEHOM €JIEMEHTAPHUX TPaHC-
dhopMamuja CBOAM Ha MaTPUILY

1 ... 00 ... 0
0 10 0
0 0 0 0

0 ... 00 ... 0]

Bpoj jemununa y oBOj MATpUIX jelAHAK je PAHTY IOJIa3HE Ma-
Tpulie.

Iloka3: Aro je y muramy HyJa MaTpUIla HBEH DaHT je HyJa
” OHa MMa HaBeAeHU OOJMK. AKO MaTPUUa [Gijlmxn, m,n € N,
HHUje HyJla OHAa IIOCTOjU €JIEMeHT KOju HUje HyJla W Hera eje-
MEHTapHUM TpaHchopMaIyjama 3aMeHaMa BpcTa 0 THOCHO KOJIOHA
MOBOAMMO HA MECTO €JIEMEHTa a11. 3aTO 0e3 yMamema OIIITOCTHU
IPEeTIOCTABUMO 14 je aj; # 0. Cama mpBy BPCTY MHOMKHMO Ca —%
u nomajeMo npyroj Bpctu. Mcrtm mocTtynmak moHaB/baMO 3a CBe
npeoctaJjie Bpcte. Tako mobujamMo MaTpuIly Koja y IPBOj KOJOHU
“Ma CBe HyJe OCUM eJeMeHTa aj;. Calla MHOKMMO IPBY KOJOHY
ca —% U ONajeMO APYroj KOJIOHM M TaKO PeIOM 3a CBe Ipe-
ocrtajie kKoysoHe. TwuMe y mpBOj BpCTH mOOMjaMO CBE HYJIE OCUM
a;;. Cama mocMarpaMo TOAMATPUIY TOOUjeHy OI HOBOHACTAJIE
OpucameM IpBe BPCTe U MpBe KOJIOHEe. AKO je OHa HyJa MaTpUIa
IIOCTYIAK je 3aBpIIEH, a aKO HUje MOHABJHAMO ONMCAHU IOCTYIAK

CBe NOK ce nobuja moamMaTpuia Koja HUje Hyjda Marpura. 1ako

ah, ... 0 0 ... 0
/
nobujamMo MaTpuLy 8 aST 8 8 Can MHOXKEHEM
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i-Teé BpCTE ca ai,, 3a i € {1,...,r} mobujaMo HaBeIeHM OOJIMK Ma-
(2

TpUIle KOja MMa PaHT r U IOoJIa3HA MAaTPUIA UMa UCTU PaHr 300T
IIPETXOJHE TEOPEME.

Hamomena: O3maummo MaTpuny ca r jeIuHWNA HA TJIIABHOj IU-
jaroHaJu U CBUM OCTAJIUM €JeMEHTUMa jeTHaKUM HYJIU, Koja ce
IIOMUH-€ Y IPETXOOHO] TeopeMu, ca J,.

Teopema 3.33 Panr nmHeaprHe TpaHC(hOpMallMje jeHAK je paHTy
MaTpHulle Te JIMHeapHe TpaHcpopMaluje.

Ilora3: Hexka je V mornpocrtop mumensuje n € Nu A € End(V).
Paur on A je d(ImA), a TO je muMeH3Uja MOTIPOCTOPA TE€HEP-
ucanor ca A(vy),...,A(v,),a TO je panr (mO KOJOHAMA) MATPUIE
[A] vy Oa3m vq,...,v, 382 V.

Teopema 3.34 KBampartna maTpuiia je peryjaapHa ako 1 caMoO aKO
ce eJIeMEeHTAPHUM TPaHC(hOpMAIjaMa MOKE CBECTH Ha, je IMHUIHY
MaTpUILy.

Ilora3: Ilo meduHMIUMj® peryaapHOCTH MaTPHUIa MOKEMO IU-
PEKTHO TpoBepUTU na OWMIO0 KOja MaTpuia Koja UMa CBe HYJe
OCUM HEKOJIMKO jeqVHUIA HAa TJIABHOj IUjaroHAaJU MOKe OUTU per-
yJdapHa jeqWHO aKo je To Oam jemuHuvHa Marpuna. [lo Teopemu
3.32, 3HaMO Oa mocToje perynapHe marpule P u () Koje Cy jen-
HaKe IPOM3BOAMMA €JeMEHTAPHUX MaTpPpUIa KOje OAroBapajy el-
eMeHTAapHUM TpaHchopMaIyrjaMa KOoje BPIIMMO Ha IIOJa3HO] Ma-
Tpuri A pema n € N, ga modbujeMo MaTpUIy KOja UMa CBe HYJe
OCHUM 7 jeIWHWIIAa Ha TJIAaBHOj maujaronasu, rae je r = r(A). 3arto
je PAQ = J,, omaocao A = P~1J.Q~!. M3 oBux MaTrpuyHux jen-
HAKOCTU AMPEKTHO CJIeIu TBPOhA.

[Tocaemuna 3.1 KBagparna marpuna je peryjgapHa ako U CaMO
aKO je HmheH paHr jeqHaK HeHOM pemny.

Ilora3: V3 mperxomHe Teopeme.

Teopema 3.35 KBampatHa matpuiia je peryjiapHa ako 1 caMoO aKO
je \meHa JeTepMUHAHTA Pa3JIAYUTa O HYJIE.
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Iloka3: AKO je meTepMUHAHTA KBaAPATHE MATPUIE PA3IUINATA
Ol HyJIe TOKa3aJu CMO paHuje ma je oHa peryiapHa. Ako je
peryiapHa OHIA je HeH paHr (II0 MUHOPHUMA) jeIHAK pey, ma je
HCHA NEeTEePMUHAHTA PA3JIMYNATA Ol HyJe.

HMedpumunnuja 3.27 Paznuka n3mely pena m paHra kBaapaTrHe Ma-
TpUIle Ha3UBa ce HyauTeT Te Marpune. Hynaurer kBagpaTHe Ma-
Tpurie A o3HayaBaMmo ca v(A).

Teopema 3.36 Hynurer nuneapHe Tpanchopmanuje jeqHax je Hy-
JUTETY HEeHEe MaTPUIE.

Ilora3: Ilocnemuna jemmaroctu d(KerA) + d(ImA) = d(V), 3a
nornpoctop V m A € End(V) u TBpAmE na je PaHT JIMHeApHe
TpaHCc(opMaluje jeJHAK PAHTy HEHEe MaTpuie.

Teopema 3.37 CBaka peryJjapHa MaTpuUlla je MPOU3BOI €JIeMEH-
TApHUX MATPUIIA.

Ilora3: Ilo Teopemu 3HaMO ma ce perynapHa marpuna A en-
eMeHTapHUM TpaHchopManujama nosomu no E. Ilo panwmjoj Teo-
peMu 3HaMO Ia IPUMeHa eJieMeHTapHe TpaHc(opMalje Ha BPCTU
OHOCHO KOJIOHU jeCTe MHOKEeH€ MATPUIle Ca JeBe OMHOCHE NeCHe
cTpaHe oarosapajyhom emnementapaoMm matpuiioMm. I[Ipema Tome
mocToje eneMeHTapHe marpune Ei,...,FE, u E},...,E/ TakBe na je
Ey-...-EAE{---...- E/, = E, a Kako je CBaka eJeMeHTapHa Ma-
TpUIla peryjiapHa, TO MHOKEHEM Ca OAroBapajynuM WHBEP3HUM
MaTpullaMa MOoCIelhY jeIHAKOCT, nobujamo TBpheme.

Teopema 3.38 3a cBake aBe kBanparHe marpuine A u B ucTor
pena, ako je B esemMeHTapHa Marpuna oxHzna je |AB| = |A||B|.

Ilora3z: IlocToje Tpu moryhrnocTtu 3a matpuily B:

1. B= E;;: Tana je |E2j] = —1, a Mo ocobuHAMA OETEPMUHAHTHU
je ’AEZ]‘ = —’A’, IIa je NCIIYEEHO ’AEZ]‘ = ’AHEZJ‘

2. B= E(k): Tana je |E;(k)| =k, a mo ocobuHamMa neTepMUHAHTHI
je |AE;(k)| = k|A|, ma je ucnymeno |AE;(k)| = |A||E;(k)|.

3. B = Ej;(k): Tanma je |Ej;(k)| =1, a no ocobunama nerepmu-
nantu je |[AE;; (k)| = |A|, ma je ucnymeno |[AL]; (k)| = |Al|E; (k)]
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Teopema 3.39 3a cBake mBe kBaaparTHe marpune A m B ucTor
pena je |AB| = |A][B|.

Iloka3: Ako je B perynapHa OHZa 3HAMO na je B=FE;-... - Ey
3a HEKO k € N u HeKe eJeMeHTapHe Marpuie Fi,...,Ep. Ila je
|AB| = |AEy-... - Ex| = |AEy ... - Ex_1||Ex| = ... = |A||E1| - ... - |Ex| =
A B Ba||Bs - .. By| = ... = |A||B.

Axo je B cunarymapsHa ouzaa je |B| = 0. IIpermocraBumo na je
AB perynapaa. Tana mocroju matpuria X MCTOr pena, TaKBa Oa
je XAB = E, anu ouna je u B perynapaa. RoHTpaaukmnuja. 3aTo
je AB cuHrynapsa, na je |AB| =0, ma BaKU TpaskeHa jeTHAKOCT.

[Tocnemumna 3.2 IlerepMuHAHTA MHBEP3HE MATPUIIE j€ PEIUIPOYHA
BPpEeOHOCT OE€TEPMHMHAHTE IIOJIa3HEC MaTpUIE.

Ilora3: Heka je A perynapHa Marpuna tana je |Al # 0 u
AA™l = E, na je |AA7Y = |E|, omnocuo |A||A7Y| = |E|, a omaBne
cjleou TBPIbA.

Hepuannuja 3.28 Herxa m,n € N u Hera cy A, B € R™". Tana je
MaTpuna A eKBUBaJIEHTHa MaTpuiu B, 3ammucyjemo A ~ B, ako
IocToje perynapHe Marpune P € R™™ n @ € R™" tako ma je
B = PAQ.

Teopema 3.40 Hera m,n € N. Pemamuja ~ je pesanuja eKBUBa-
JeHnuje Ha R™".

Ilora3: PedaexkcuBuocr: A = FAE. CumerpudrocTt: AEKO je
B = PAQ ouga je A= P~ 'BQ~' u P7',Q! cy perynapue jep cy
P u Q perynapue. Tpausutusuoct: Ako je B= PAQ u C = RBS
ona je C = (RP)A(QS) m RP,QS cy perynapse jep cy R,P,Q,S
peryiapHe MaTpUIe.

Teopema 3.41 [IBe maTpune ucTor opMaTa Cy €KBUBAJIECHTHE aKO
1 CaMO aKO Ce eJIeMeHTapHUM TpaHC(hOopMalrjaMa MOI'y CBECTH
jemHa Ha OAPYTY.

Iloka3: AKO ce emeMeHTAPHUM TpaHChopManujama Mmarpuna A
MOK€ CBECTHU Ha MaTPUIy B oHAA IMOCTOje eJiIeMeHTapHE MaTPUIe
KOjuMa MaTpuily A MHOXKKMO Ca JeBe ONHOCHO IeCHE CTpaHe U
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nobujamo B. IlpousBomu Tux ejgeMeHTAPHUX MATPUIA Ca JIEBE
OMHOCHO IeCHe CTpaHe MaTpule A mpencraBibajy peryiapHe Ma-
tpurne P u Q TakBe ma je B = PAQ. OO6parao ako je B = PAQ,
3HAMO nOa Cy OHOA peryaapHe marpuile P u () Ipou3BOaM eJie-
MEHTapHUX MaTpula, na ce oHna B om A mobuja ereMeHTapHUM
TpaHchopmanujama na je A ~ B.

[Tocnemuna 3.3 /IBe maTpuie ucTor GopmMara Cy €KBUBAJIEHTHE
aKO M caMO aKO MMajy UCTU PaHT.

Ilorka3: O06e Marpuile €KBUBAJEHTHE CY KCTOj] MATPUIU Ca
HyJlaMa ¥ JeIUHUIIaMa €BEHTYAJHO Ha TIJaBHOj] AWjarOHAJU U3
paHuje Teopeme.

Hamomena: 360r mperxomHe TeopeMe Kiaace €KBUBAJECHIUjE Y
OIHOCY Ha peJlalujy ~ 3a MaTpuie gopmaTta m X n Cy: MaTpUIEe
panra 0, paura 1,..., marpune paura min{m,n}. 3a IpeaCcTaBHUKE
KJIaca y3UMaMO: HyJa MaTPUILy, MATPUILY KOja MMa CaMO y TOPH-
jeM JIeBOM YTJy jeIUHUILy & OCTAaJIO HyJe, MaTPUIy Koja nMa
caMoO Ha IpBa OBa MECTa Ha TJIABHO] AWjarOHAJHU JeIUHUIE & OC-
TAJO HYyJE,..., MAaTPpUIy KOoja mMa Ha OpBux min{m,n} Mecra Ha
rJIaBHO] MUjarOHAJW jeTUHUIE, & OCTAJIO HYyJIe.

3.3.3 Ocobune panra

Teopema 3.42 Panr martpulle ce He MeHma aKO Ce OHA MOMHOMKU
peryjiapHOM MaTpPUIOM.

Hokaz: TeBpama je mocaemmuia TeopeMa Oa je CBaKa pery-
HapHa ManI/IIIa, HpOI/ISBO,ZI eHeMeHTapHI/IX Ma,TpI/IIIa n na HpI/I—
MEHOM eJIEMEHTAPHUX TpaHCchopMaluja He MEBHAMO PAHT MATPUILE.

Teopema 3.43 Axko m,n € N u A B € R™" ouna je r(A+ B) <
r(A) +r(B).

Ilora3: Heka cy ay,...,a, € R™ romoue marpure A, a by,...,b, €
R™ kosoHe Matpune B. Tana je r(A) = d(L(a1,...,an)) 1 r(B) =
d(L(by,...,by)). Hamwe, a1 +b1,...,a, + by, € R™ Cy KOJOHE MaTpUIE
A+ B, na je r(A+ B) =d(L(a1 + b1,...,an +by)). IIpumerumo na je
E((Il +b1,...,an + bn) - E(al, ce ,an) + [,(bl, .. ,bn) 3aTo Je d(ﬁ(al +
bi,...,an + b)) < d(L(a1,...,an) + L(b1,...,by)) < d(L(a1,...,a,)) +
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d(L(b1,...,by)), IO TEOPEMU O NTUMEH3U]U CYMe U IPECEKA TOTIIPOC-
Topa.

[Mocaemuna 3.4 Axko m,n € N u A, B € R™" ouna je r(AF B) >
[r(A) —r(B)|.

IHoxra3: Ilocmarpamo marpune B u A — B m npuMemyjeMo
nperxonuy reopemy. lobujamo r(B)+r(A—B) >r(B+(A—-B)) =
r(A). 3ato je r(A—B) > r(A)—r(B). Arasorso je r((B—A)+ A) <
r(B—A)+r(A) na je r(B—A) >r(B)—r(A), a xako je r(X) = r(—X)
3a cBe Marpure X 1o je r(A — B) > —(r(A) — r(B)). 3ato je
r(A—B) > |r(A)—r(B)|. 3a noka3 r(A+B) > |r(A)—r(B)| yBpcTuMO
—B ymecTo B y moka3zaHy HejeTHAKOCT.

Teopema 3.44 Axo m,n,p € N, A€ R™" u B € R"P ouna je r(AB) <
min{r(A),r(B)}.

Ilokaz: Hera cy A = [aijlmxn ¥ B = [bijlnxp, Hajbe HEKA CY
ai,...,a, € R™ m-TOpKe KOJOHEe MaTpuue A u by,...,b, € RP p-
topke Bpcte Mmatpuite B. Cana je r(AB) muMmeH3uja TOTIPOCTOPA
on RP remepucaHor BpcramMa on AB, a TO je ycTBapu IUMEH3Uja
OOTOPOCTOPA I'€HEPUCAHOT Ca aj11by + aijgbe + ... + ainby, ..., am1b1 +
amaba+. ..+ ampby, & OBaj TIOTHOPCTOP j€ CUTyPHO MOACKYI OJ TOT-
IIPOCTOpa I'€HEPUCAHOT ca by, ..., b, na je r(AB) < r(B). Anajorso
nocMaTpaMo HOTOPOCTOP aibiy +agbor +. ..+ apbui, ..., alblp + a2b2p +
...+ apbpp, @ 0OBaj MOTHOPCTOP j€ CUI'YPHO IOJACKYII OJ IOTIPOC-
TOpa TeHepUCaHoT ca ai,...,a, na je r(AB) < r(A).

Teopema 3.45 Hera cy A,B € End(V), 3a Heku mormpocTop V.
Tana je r([B][4]) = r([4]) — d(ImAnN KerB).

Iloka3z: 3ampaBo Tpeba mokazatu na je d(ImBA) = d(ImA) —
d(ImA N KerB). Ilocmarpajmo auaeaprny tpanchopmanujy B’ :
ImA — V nmary ca B'(z) = B(z), 3a cBe =z € ImA. 3HaMo na je
d(KerB') + d(ImB') = d(ImA). Ilpumerumo na je KerB' = ImAnN
KerB, a ImB' = ImBA. Onasne nobujaMo TBPIBLY.

[Tocnemuna 3.5 Heka cy A,B € End(V), 3a Heku nmotupoctop V
mumensuje n € N. Tana je r([B][4]) > r([4]) + r([B]) — n.
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Ilokaz: 3uamo na je r([B]) = d(ImB) = n — d(KerB). Cana
nmaMo d(KerB) = n —r([B]) u d(ImAnN KerB) = r([A]) — r([B][A4]).
JacHo na je ImANKerB C KerB, na je d(ImAN KerB) < d(KerB).
Ognasne je r([4]) — r([B][4]) < n—r([B]), ma cienn HejeTHAKOCT.

Teopema 3.46 (Cunsecreposa mejenuakoct) Heka cy A u B kBau-
parHe MaTpuie pena n € N. AKO je v HyJIUTeT MaTpPUIE OHIA je
v(AB) <v(A) 4+ v(B).

Iloka3z: Ilo yBemenoj ozmamu je v(AB) = n — r(AB), v(A) =
n—r(A) n v(B) =n—r(B). I3 nperxonne nocnenuue je r(AB) >

r(A) + r(B) —n, na je r(AB) —n > r(A) —n+r(B) — n, onaBue je
v(AB) <v(A) 4+ v(B).

3.3.4 Ilpumene panra MaTpuie y CUCTEMUMA jeTHAUUHA

Hepumunnuja 3.29 Hera cy m,n € N. 3a cucreMm jeqHauuHa IO
Lly-+-yLp

1171 + a12%2 + ... + a1pTy = by

ao121 + a2 + ... + aspxy = b

Am1ZT1 + Am2Zo + ... + GmnZn = b

aii a12 <. Q1p
. asy as9 e a2n, .
je A = . . . . MaTpulla CHUCTEMa JedHaYNHa,
Aml1 Qm2 ... AOmn |
a1 a2 ... ai b
_ a1 ano e a9, bg
a A= . . . . . OpomMpeHa MaTpHUIla CHUCTEMa
Aml Am2 -+ Gmn b |

jemHavmHa.
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Teopema 3.47 (Kponerep-Kanenujesa) Cucrem jennauumna je ca-
rjaacaH akO U caMO aKO je paHr MaTpUIle CUCTEMa jeqHaK PaHTy
npomupene marpuie cucrema. CrenujasHo, ako je Taj paHr jeu-
HakK OpOjy HEmo3HaTUX OHMa je cucTteM onpeheH, a YKOJIUKO je Taj
paHr Mamu o1 Opoja HEMO3HATUX OHMAA je Taj cucTeM HeonpebeH.

IHoxka3: Hera Cy a1 = (au,agl, - ,aml), e, Qp = (aln,agn, - ,amn)
ub= (b,....bp). Tanma je ropmum cucteMm jegHAUYVWHA CarjacaH
aKO M caMO aKO IocToje OpojeB:d x1,...,x, TAKBU Oa je ajry +
...+ apx, = b, 0BO je exkBuBaJsieHTHO ca b € L(ai,...,a,), €KBUBa-
nentHo ca L(ay,...,a,) = L(a1,...,an,b), a OBO je EKBUBAJEHTHO Ca
d(L(a1,...,a,)) = d(L(a1,...,an,b)), ekBuBasenTHO ca r(A) = r(A).
Yromuro je r(A) = n, a m > n OHAZA Cy jemHauywHe OO n + 1.-
Be IO m-Te JUHeapHe KOMOWHANMje MPBUX n jeIHaunHa, Ia ce
Mory O,H6aI_H/ITI/I7 a KBaApaTHM CUCTEM MMa ACTCPMUWHAHTY pa3Jin-
4yuTy On HyJie jep je A peryjapHa MaTpUIla IMOIITO jOj je paHT
jemnak peny, ma mo KpamepoBoj TeopeMu CUCTEM WMAa jeIuH-
CTBEHO pememe. YKOIUKO je r(A) < n OHZa Cy BEKTOD KOJIOHE
a1 = (a11,021, -, Am1), -+, an = (Q1p, Q2ny -+« Q) TAHEAPHO 3aBUCHE,
Ia MOCTOjU BUIIE PENIEHA.

[Ipumep: 3a cucrem jemHauuHa

2z 4+ 3y =4

4r +6y =95
MaTpUIla CUCTEMA je 4 ¢ |» pamra 1, a mpomwmpeHa maTpuia
cucTeMa je i 2 ;l , panra 2. Kako umajy pazaunuure paHroBe

TO je CUCTeM IPOTUBPEYaH.

Teopema 3.48 XoMoOreHu CUCTEM MMa HETPUBUjAJJTHA PEIICHA aKO
7 caMO aKO je PaHI MaTPUIle CUCTEMA MamU 01 OpPOja HETMO3HATUX
cucTeMa.

Ioka3: OBme mocMaTpaMoO CUCTEM jeTHAUYNHA:

a11x1 + aere + ... +aipxy, =0
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ao1x1 + a92xo + ...+ agpxy, =0

Am1T1 + amaxo + ... + Gmnxn =0

Hexa Cy ap = (CLH, ast, ... ,am1>, e, Qp = (almagn, e ,amn). Ta,aa
0Baj CUCTEM MMa HETPUBUjAJIHO PEMIEHE aKO U caMO ako (Jzy, ..., T,
eER)((z1,...,2n) #(0,...,0)ANa1z1+...+a,x, =0) a TO je aKO U caMO
aKO Cy BEKTODH ai,...,d, JAHEAPHO 3aBUCHU OJHOCHO aKO M CaMO
ako je d(L(ai,...,a,)) <n OOHOCHO akKO U caMo ako je r(A) < n.

[Mocmemuna 3.6 AkKO je y XOMOTE€HOM CHUCTeMy OpoOj jemHauumHa
Mamu o Opoja HEMO3HATWX, OHJA CUCTEM WMa HETPUBU)jAJHUX
pelema.

ITora3: Matpuna cucrema je tanma dopmMaTa m X n, 3a HEKe
m,n € Nrhe je m < n, IIa je palnr Te MaTPUIEe HA]BUIIE m IIa THUMe
MalkbU OO n Ta MO MIPETXOMHO] TEOPEMHU IOCTOje HETPUBUjAJTHA
pemrema.

[Tocnemuna 3.7 Y KBaApaTHOM XOMOTEHOM CUCTEMY IOCTOje He-
TPUBHKjaJHA PeEIIemha aKO U CaMO aKO je NeTEePMUHAHTA TOT CHUC-
TeMa jelHaKa HYJIU.

Iloka3: Ako je merepMUHAHTA jeqHAKA HYJU OHIA je PAHT Ma-
TpUIlE CUCTEMa Mamu Ol Opoja HEMO3HATUX Ma MO MPETXOIHO]
TeOpeMU MOCTOje HeTpuBHjadHa pemema. [lo KpamepoBoj Teo-
peMu 3HaMO 14 aKO je JeTEPMUHAHTA PA3JIMYUTA O HYJIE TOCTOjU
caMO TPUBUjAJJHO pPeIIeHe.

3.4 Ilpomena Gase

Heduaurmuja 3.30 Hera je V mormpocrop mumensuje n € N. Ako
Cy v1,...,Unp U U1,...,u, IPBa U Apyra Oa3a pemoM, a u; = ajjv; +
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a21V2 + ...+ Qp1Vp, U2 = 1201 + Q22V2 + ... + Qp2V, U TAKO OAJLE,
Up = Q11 + Q2pV2 + ... + QppUn, OHOA Ce MaTpUula

11 (12 e A1n

g1 (99 e Qo
Tip =

apl  QOp2 ... Opnp

Ha3WBa MaTPHUIA IIpeja3a ca IpBe Ha APYyry 0as3y.

[Ipomosunuja 3.4 Axo je T2 MaTpula mpejaasa ca IpBe Ha APYLY
6a3y, [z]1 BekTOp z y mpBOj 0a3m, a [x]e BEKTOp = y ApPYroj 6a3u
oHZna je [x]; = Ti2[x]s.

Hoxra3: [JupexTHO M3 mepuHMIUje MaTpuie npenasa. Heka
je T = T1U1 + To2u2 + ... + Tply. 3aMEHOM CBAKOT Ol OBEKTOpAa
base uy,...,u, oaroBapajyhom JumHeapHOM KOMOWHAIIIjOM T00U-
jaMo z = z1 (1101 +a21v2+. . .+ an1vn) F T2 (a12v1 + ava +. L apovy) +
ot xn(alnvl + qonpv2 + ...+ annvn) = (51710[11 + xotvi2 + ...+ xnaln)vl +
(Tra21 + Toa2o + .. + T2 + ... + (T1001 + T2 + ...+ Ty ) U
OBu koepunujenTtu 3a xr y 6a3u vi,...,v, ce nobujajy ympaBo u3
npousBona Tia[zls.

IIpumep: Hera je up = (1,2,3),u2 = (1,0,1),u3 = (0,2,0) jemua

6aza om R3. Tanma je maTpuma mpeja3a ca CTaHZapOHE Oa3e Ha
0a3y wui,us,u3 gaTta ca

11
Tio=12 0
3 1

O N O

jep je ui = eq + 2es + 3es, ug = e1 + ez, uz = 2es.

[Tocaemumna 3.8 Matpurma Ti» je peryirapHa U HOj MHBEpP3HA Ma-
Tpuna je Ts.

Iloka3z: 3uaMo nma je [z]; = Tiofz|e u [z]e = Toi[z]i. OpnaBne je
[x]1 = ThoTo1[z]1. Kako oBa jemHakocT Ba:KM 3a CBaKU BEKTOD ,
oHOa yBpmTaBajyhum pemom ei,...,e, Yy Ty jeOHAKOCT m00MjamMo
Ia Ccy pemaoM KOJIOHE OBe MaTpulle jeqHake KOoJIOHaMa MaTpule E.
3ato je TyoTh; = F, ma cy oBe MATPUIE jeAHA APYTrOj MHBEP3HE.
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IMpumep: Heka je ui, uz, uz 6a3a o1 R? U3 mpeTxoHOr npuMepa.
Tana je maTpuna npesia3da ca Te 6a3e Ha CTaHIAPIHY 0a3y eq, e, €3
IaTa ca

1 -1 0 1
Tn=5| 3 0 ~11,
1 1 -1
jep je er = —gui + Juz + jus, e2 = jus, €3 = yui — Uz — FU3.

Teopema 3.49 Hera je [A]; maTpuna nmHeapHe TpaHCHOpMAIHje
A y nmpBoj 6a3u, a [A]p MaTpuna Te JuHeapHe TpaHChopMaluje y
npyroj 6asmu. Tana je [A]y = Tha][A]2To;.

I[OKBB: [A]l[-x]l = [A(x)]l = Tlg[A({E)]Q = T12[A]2[$]2 = Tlg[A]ngl[x]l.
O,I[aB,ZLe cjennu TBpOMma KaO Yy IPEeTXOOHOM OOKa3y jep Ta je;[—
HAKOCT Bpeaou 3a CBE€ BCKTOPEC T.

ITocnemuna 3.9 IlerepMuHaHTa IWHEapHEe TpaHCHOPMalUje HE 3a-
BUCHU o1 Da3ze.

ITora3: Hera cy [A]; u [A]s MaTpune nmHeapHe TpaHChoOpMa-
nuvje y HeKakBe nBe Oaze mormpocTopa. llo mperxomnoj Teopemu
umaMo [Aly = Tiz[A]sTor, na je [[Al| = [Thi2[Al2T2| = |Thal|[Al2|[T21].

Kako je Ty = Tp,', 10 je [To1| = 75, ma je [[A] = [[A]2].

3.5 Agjynrosana mMaTpuna

Hedpununuja 3.31 Axo je A = [a;j] KBagpaTHa MaTpuna pena n >
2 m ako je ca A;; o3Ha4YeH KOAKTOD eJeMeHTa a;; y |A| oHma

A A ... Ap
A12 A22 - Ang .

ce MaTpuIa . o HA3MBa a]jYHTOBAHA MaTPUIA
Aln AQn B Ann

matTpuile A m o3HauaBa ca adjA nam A*.
2 11 ] 6 —11
IIpumep: [1 6] _[1 ) 1

Teopema 3.50 Heka je A kBaaparua martpuna pena n > 2. Tana
je AA* = A*A = |A|E.
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Hloka3: Heka je A = [aj]lnxn. Cana je

ail a2 ... iy A A ... Ap
A a1 aGs2 ... a2, Ap A ... Ap2
apl1 anp2 ... GQapp Al Agn ... Apg
Yja1Ay XiijaiAy .0 Bqa1iAn
Y qagiAy X jagiAy ... X jaziAn
| X qaniAn YiijaniAei ... Xl janiApi
A4 0 ... 0
0 [4]
| 7" — AIE.
0 0 .. |A

OBme cmo rkopuctuiu Jlammacos passoj. Ilpyry jemmakoct
MMOKa3yjeMO aHAJIOTHO.

[Tocaemuna 3.10 Axo je A perymapna onga je |A*| = |A["1.

Ilokaz: Kako je AA* = |A|E 1o je |AA*| = ||A|E|, na je |A||A*| =
|A|"™, a omaBme mobujaMo jeqHAKOCT.

Teopema 3.51 3a xBaaparue marpuie A u B penan > 2 je (AB)* =
B*A*.

Hoka3: (camo 3a peryiapHe MaTpWUIe )

Axro cy A u B perynapue matpuile ouma mmamo AB(AB)* =
|AB|E, na je AB(AB)* = |A||B|E, a onaBne je A*AB(AB)* = |A||B|A*,
na je |A|[EB(AB)* = |A||B|A*, omrocuo B(AB)* = |B|A*, mame je
B*B(AB)* = |B|B*A*, |B|E(AB)* = |B|B*A*, u ogna nooujaMo TBpI-
BY.

Teopema 3.52 Heka je A kBampaTHa MaTtpuna pena n > 2. Tana
je:

1. 7(A) <n—-2=r(A*) =0;
2.rA)=n—-1=r(4% =1,
3. r(A) =n=r(4%) =n.
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Ilokaz: 1. CsBum MmHOpPHM pena n — 1 Ccy HyJe ma Cy CBU KO-
dakTopu Hyne ma je A* = O. 3. Y oBom cayuajy je |A| # 0,
ma je mo mpeTxomHoj mocaemuiu u |[A*| # 0. 2. 3HamMO nga je
0 =r(0) = r(AA*) > r(A) + r(A*) — n U3 HejeOHAKOCTU O PaHLy
npousBona. Omnasne je r(A*) < 1. Kako je r(A) =n—1 To mocroju
bap jeman MUHOD pena n — 1 Koju Huje HyJsna, na je A* # O mna
ocraje r(A*) = 1.

[Tocaemuna 3.11 3a cBaky KBagparHy mMaTpuily A pema n > 2 je
A7 = A,

Iloka3: 3a cuHryIapHy MaTpuiy umamo 36or 1. u 2. mpeTxon-
He TeopeMe na je |A*| =0 kao u |A| = 0. 3a peryaapHy KBaIpaTHy
MaTPUILy CMO PaHUje MOKA3aJIN.

Teopema 3.53 3a cBaky kBagpaTHy mMatpuiy A pema n > 2 je:
1. (A")*=A, 3a n=2;

2. (A*)* = |A|" 24, 3a n > 3.

Ioka3z: 1. HuperkrHo mpoepaBamo. 2. Ako je A peryiaapuHa
oHma je |A| # 0 ma je A*(A*)* = |A*|F ma je AA*(A*)" = |A¥|A,
a omaBne je |A|E(A*)* = |A*|A. Kopucrtehu teopemy o nerep-
MUHAHTU anjyHroBaHe Marpune mobujamo |A|(A*)* = |A|"71A, na
cilenu TBpAmAa. Y KOJIUKO je A cuHryjgapHa oHzaa je |A| =0 nma je
r(A) <n-—1. OnmaBue je mo teopemu 3.52 r(A*) <1< n—2 ma je
noHoBo mo 1. Teopeme 3.52 r((A*)*) = 0 u 3atTo je (A*)* = O ma
BayKU € THAKOCT.

3.6 Uusepsna marpuna

Y OBOM OeJbKy HajeMO HeKe MOCTYIKe 3a oapebhuBame MHBEp3HE
MaTpHUIE.

Teopema 3.54 Herka je A perynapHa KBagpaTHa MaTpuna. lana

g —1 _ 1 px
je A _\AIA'
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ITora3: U3 panuje Teopeme 3HaMO na je AA* = |A|E, ma Kako
je ronm perynapue MmMarpune |A| # 0 mememeMm ca |A| mobmjamo
TBPIABY.

1 10
IIpnmep: Heka je A= | 2 0 2 |, Taga je |A| = 4, a ajre-
310
6pCKI/I KOMIIJIEMCHTU PEOOM AH = —2, A12 = 6, A13 = 2, A21 = O,
AQQ = 0, A23 = 2, A31 = 2, A32 = -2 1 A33 = —2. 3ato je
1

1
2

A= | 8

INTEE NIV
= O O
N =D | —

Hamomena: OBy TeopemMy KOPUCTUMO KOA MATpPUIA pPeaa 10
Tpu, jep 3a MmaTpulle Beher pena m3padyHaBame aJjyHCOBaHE
MaTpUIE 3aXTeBa M3BPIIaBamke BEJIUKOT Opoja MHOXKEHma U cabu-
pama.

Hpyru HauwH na HabheMO MHBEP3HY MATPUIy KBaAPATHE Ma-
Tpune A pena n € N je na pemuMo oAroapajyny MaTpudHy jen-
Haunny AX = E. Marpuny X 3anucyjeMo npeko konoHa Xi,..., X,
u npobujamo n cucrema AX; = e A... N AX, = e, KOju Cy CBU
KBaAPATHU Ca n HEMO3HATUX U pemaBaMo uX ['aycoBuM mocTyIi-
KOM eJMMUHAINje€.

i ; ] [Morpaxumo A~! pemasajyhu

IIpumep: Hera je A = [
x z

] Tanma no-

MaTpuuny jemnaumny AX = E. Heka je X =

. [1 1Hx z] [1 0] .
oujamo = , & OaBIEe CUCTEM jeTHAUUHA

1 2 y t 01
r+y=1
z+t=0
r+2y=20
z+2t=1

. . . 1 2 _1
yyje je jeMMHCTBEHO pemewe (2,—1,—1,1), na je A~ = [ -1 1 ]
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Teopema 3.55 CBaka peryiaapHa MaTpulla MOKe C€ CBECTU Ha je-
OUHUYHY MaTpPUIly eJeMeHTapHUM TpaHcopMalnyjamMa caMoO Ha
BpCcTaMa.

Jloxa3: Karxo je A = [ajjlnxn PeryiapHa MaTpuna TO y IIp-
BO] KOJIOHM CUT'YPHO TOCTOJU €JIEMEHT KOjU HHUje HyJaa W KOora
3aMeHOM OAroBapajynmx BpcTa MOBOAMMO HA MECTO aiij. 3aTO
0e3 yMamema OINIMTOCTA IpeTmocTaB/hamMo na je aj; # 0. Canma
MHOKUMO MIPBY BPCTY Ca —%, e —f‘ﬁ 1 OOJajeMO pPelnoM IPYyroj
1 TAaKO najbe M0 n-Te BpcTe. Tako mobujaMo cBe HyJe y IIp-
BOj KOJIOHU OCUM ai1j. 3aTUM Yy APYTOj KOJOHU TMOCTOjU HEHYJIa
eJleMeHT MeDhy HOBOIOOUWjeHUMA ab,...,a,,, WHAUE OU IpBE IBE
KOJIOHE OumJje JMHeapHO 3aBUCHE Ta PaHr He Ou OWO jemHaK pemry
matpurie. Taj HeHyJa eJeMeHT AOBOAMMO HA MECTO ah, U WC-
o mera nobujaMo HyJie UCTUM IIOCTYIIKOM KaO y IPBOj KOJIOHU.
[ToTroMm Apyry BpCTy MOMHOKEHY C —Z,ﬁ [01ajeMO TIPBOj BPCTU.
[Toctymak moHaB/baMO 3a CBaKy BpCTy 1m0 n-Tte. Ha Kpajy cBaky
BPCTY IOMHOKMMO OJroBapajyhuMm KoepuunujeHToM na Io0ujeMo
JeIUHUYHY MaTPUILY.

Hamomena: Ilpumeprumo ma mo mpeTXOmHO] TEOPEMU U TEO-
pemu 3.32 3a cBaky peryiaapHy MaTpuily A IOCTOju peryJapHa
MmaTpuna P tako na je E = PA, rue je maTtpuna P jeqHaka IpOM3BO-
Oy eJIeMeHTapPHUX MaTpUIla Koje OAroBapajy ejleMeHTDAaHUM TPaHC-
dbopmanujama Ha BpcTamMa noMmohy kojux ce A cBoau Ha E. 3ato
je P = A"! ommocno PE = A~!. Oo mam maje ciemehu mocty-
nak 3a onpebuBame uaBep3ne marpurne. [lopen marpure nonucy-
JEMO jenmMHWYHY W BPIIUMO eJeMeHTapHe TpaHC(opMalrje KakKo
je ommcaHO y MOOKa3y MPETXOTHE TeopeMe MW Ha MaTPUIU U Ha
OOTUCAHO] jeIMHUYHO] MaTpunu. Rama on moJsia3He MaTpuile mI0-
OujeMo je IMHUYHY, OHO IITO CMO AOOWJIU OJ je AMHUYHE NOIMCAHE
MaTpUIE je OHIa WHBEpP3Ha Marpuna mnojasne marpune. OBo je
Hajuyemhu mocTymak 3a Tpaskeme MHBEP3HE MaTpPUILE.

1 10

[Ipumep: Ilorpaskumo 3a matpumy A= | 2 0 2
3 10

IIOCTYIIKOM M3 JIOKa3a nperxonHe teopeme. [lonmucahemo ca necue

, UHBEP3HY
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CTpaHe jeIMHWYHY MAaTpPUILY
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I'naBa 4

KAPARTEPUCTNYHN KOPEHU N BEKTOPU

4.1 O nomumaOMUMA

Hepunnnuja 4.1 Herxa n € N u HEeka ao,...,a, € R, 0Oe je a, # 0.
Tana mpecaukaBame p : C — C 3a koje je p(z) = apz”+...+a1x+ap,
3a cBe x € R Ha3MBaAMO MOJUHOM IIO T CA PEaJHUM KOe(UuIrjeH-
tuma. KRoedurnujenrt ap ce HazuBa caobonuu unan. Koedunujent
a, Ha3WBa ce Bomehm koedpunujeHt, jep je a,z" Bomehm umaH.
Bpoj n mazuBa ce cremen momuaOMa p. (CTemeH HyIa MOJIUHOMA
HUje ne@UHUCaH.

Hamomena: AHaJIOTHO mepUHUIIEMO IOJIWHOME Ca KOMIIJIEK-
cHuM KoedunujeHTuMa. CKyIl CBUX IOJMHOMA IO & Ca PEAJHUM
KoepuIMjeHTUMa O3HavaBaMoO ca R[r], ca KOMIJIEKCHUM Koehu-
nujeETuMa ca Clz] ca mesobpojHUM KoeduuujeHTMA ca Z[z| u ca
panMOHAJHAM Koe(UIujeHTnMa ca Q[z].

IIpumep: 3z° —x +7 je DOJUHOM IIETOT CTENEeHa IIO T, Ca peaJl-
HUM Koe(puImjeHTuMa, a ix + 1 — 2 je JuHeapaH IOJUHOM IIO T Ca
KOMIIJIEKCHIM KOe(UIIjeHTUMA.

Hepurnnuja 4.2 IIBa nosmHOMAa Cy jeqHaKa aKO MMajy UCTHU CTe-
IIeH 1 ucTe KoedunujeHte y3 oarosapajyhe crenese.

Hepurnnmja 4.3 Hexra p € Rjz]. Bpoj a € C mHasmBa ce HyIa DOIN-
HOMa p ako je p(a) =0. Heka k € N. Tana je a Hysna nmommHOMa p
BUMIECTPYKOCTHU k ako je p(z) = (v — a)¥q(z) u a Huje myma moau-
HOMA q.

80
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IMpumep: 1 je TpocTpyka Hysa moaumHoMa z° — 322 + 3z — 1 jep
je 3 =322 +3x —1=(z —1)3.

Teopema 4.1 CBaky MOJIMHOM Ca KOMIIJIEKCHUM KO€(UIMjeHTIMA
“Ma OHOJIMKO HYyJIa KOJWKM MY j€ CTeIleH padyyHajylu cBaky HYILy
OHOJIMKO TIyTa KOJIMKA O] je BUIIECTPYKOCT.

Teopema 4.2 Axo je a € C mHynaa noauHoMma p(x) € R[z] onna je u
@ HyJa ToJuHOMA p(T).

Ioka3: KopuctuMo ocobmHE KOBYTOBama KOMIIEKCHUX OpO-
jeBa.

Teopema 4.3 Heka je f(z) =an2" + ...+ a1z +ap € Zlz]. Tana axo
je £ € Q myna nommnoma f(z) ouna je qla, u plao.

Hoxka3: Kopuctumo ocobuHe me/LUBOCTH.

Hamomena: IIperxomny TeopeMy KOPUCTUMO Aa IOTOIUMO pa-
UOHAJIHE HYJIe IOJMHOMA Ca IeJnM Koedunujentuma. Ha ocHOBY
Te TeopeMe (GopMUPaAMO JUCTY KaHIUIATA 3a PAIVOHAJHE HYJE
1 OHJA IIpOBepaBaMO 3a CBAaKOT KaHAMAATa IOHAOCOO na au je
CTBapHO HyJa. JemaH epumracaH HAUYMH 3a Ty NIPOBEPY je TAKO3-
BaHa XOpHEpOBa IMeMa. XOpHepOBa ImeMa je Tabiaura on IBe
BPCTEe M KOJIOHA 3a [IBa BUIIE OJ CTEIleHA MOCMATPAHOT TOJIMHOMA
yujy HyJay nmorabamo. Y mpBOj BPCTU YHOUCYjeMO KaHOUIATa 33

HYJIY «, TIa PEAOM dap,...,a) KOEPUIIjEeHTe MOJINHOMA, & Y IPYTY
BPCTYy TOUYEB OM APYTrOr MeCTa PenoMm by,,...,by rOe je b, = ap,
ab =a- by +a, 3a ce i€ {0,...,n—1}. Yrounuko je by = 0,

OHZa je « HyJa yodeHOr mojuHOMAa, (z — a)(bpx™ '+ ...+ box + by)
je pasiarame MOJIa3HOT MOJUHOMA. & KOJUKO je by # 0 oHOa «
HUje HyJa MOCMATPAHOT MOJMHOMA U IPEJA3MMO Ha TECTUPAHE
IpPYyTroT KaHIUOATA.

[Tpumep: 3a monurom x2—222—5r4+6 KAHIUIATY 33 PAIMOHAJTIHE
myne cy {1,-1,2,-2,3,-3,6,—6}. Kopucrehu XopuepoBy memy
yTBpbhyjemo:

na je 2° — 222 — 52+ 6 = (r — 1)(2®> — 2 — 6), a HyJe KBaApaTHOT
TpurOMa 22 — 2 — 6 cy —2 u 3.
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Teopema 4.4 (Buerose Bese) Heka je p(z) = apz™ + ...+ a1z +ap €

R[z] monmmHOM n-TOr cTenmeHa, n € N. Ako cy ai,...,q, CBe IKLeroBe
HyJe UCIMCaHe OHOJUKO IIyTa KOJMKA MM je BUIIECTPYKOCT, OHIA
je:
o1+ ... o, = —QZ:
an—2

a1 + ...+ o1y a3+ ..o+ 000 . Q1O = .

a1y = (-~

4.2 KapaKkTepucTUYHU KOPEHU U BEKTOPU

Hepunnnuja 4.4 Hexra je V #Herxm nmorupoctop ox R*(C"), n € N u
A€ End(V). Tana je A € R(C) kKapaKTEepUCTUYHN KOPEH JIMHEAPHE
TpaHCchopmanmje A aKo IIOCTOju He HyJa BEKTOp v € V TakaB na
je A(v) = Av. BerTop v ce Tana Ha3WBa KaPAKTEPUCTUYHU BEKTOP
KOjU OAroBapa KapaKTePUCTUYHOM KOPEHY A.

Hepurnnmja 4.5 Hera je A xBampaTHa marpuna pena n € N y
peamnuM (KomImsiekcHuM) OpojeBuma. Tana je peasad (KOMIJIEK-
can) OpOj A KapaKTEePUCTUYHU KOPEH MaTpuie A ako mocroju ue
HyJIa n-TOPKa BEKTOP KOJIOHA v TakBa ma je Av = \v. Bertop v
ce Tala Ha3UBa KAPAKTEPUCTUYHU BEKTOD KOjU OArOBapa Kapak-
TEPUCTUYHOM KODPEHY A.

Hamomena: Kako je cBakoM MaTpUIIOM je IMHCTBEHO onpebena
JUHeapHa TpaHchopManuja y HEKOj 6a3u u 0OpaTHO OBe me(uHU-
nuje onpebhyjy mpakruuno mctu mojam. I[lomekanm ce kapakrep-
UCTUYHU BEKTOPU HA3WBAjy COICTBEHU BEKTOPHW, & KapPaKTePUC-
TUYHN KOPEHUN COIICTBEHE BPECIOAHOCTU.

[Ipumep: Onpenutu KapakTepUCTUYHE KOPEHE U BEKTOPE JIMH-
eapue Tpancpopmaruje A((z,y)) = (y,z). Tpeba pemurn cucrem
A((z,y)) = Mz,y) & (y, ) = Az, \y) & Az =y Ay = z. OBaj cucrem
je ekBuBaJieHTaH ca A’z = xAXx =y. Ako je x = 0 ogga qo6ujamo
uy =0, a3gamo ga je (z,y) # (0,0) To je \2 = 1A Xz =y. 3aro
MMOCTOje ABa caydaja:

1. A =1, Tana je r = y, na cy KapaKTE€PUCTUYHU BEKTOPU OO-
JuKa (r,r) OOK x € R;
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2. A= -1, Taga je —r = y, Ia Cy KapaKTEPUCTUYHU BEKTOPU
obauka (x,—x) OOK z € R.

Hedpumunmuja 4.6 Cryn cBUX KapaKTePUCTUUHUX KOPEHA HEKE JIMH-
eapHe TpaHcpopmanuje A Ha3uBa ce CIeKTap Te JMHeapHe TPaHC-
dopmanuje m ozmauaBa ca o(A). Cryn CBUX KapaKTEePUCTUY-
HUX KOpDEeHa MaTpuIle Te JuHeapHe TpaHchopmanuje [A] HaszmBa
ce CIEKTap Te MaTpule U o3HadaBa ca o([4]).

Teopema 4.5 Cryn cBUX KapaKTE€PUCTUUYHUX BEKTOPa KOJjU OMArO-
Bapajy MCTOM KapaKTEePUCTUYHOM KOPEHY 3ajelHO Ca HYJIa BEK-
TOPOM YMHE MOTIPOCTOP.

Iloka3s: Heka je A nmuuneapua Tpauchopmanuja u A € o(A). Ako
Cy u,v KapaKTePUCTUYHU BEKTOPU KOjU ONATroBapajy A, a a, € R
ouna je A(au+ fv) = aA(u) + fA(v) = alu+ BAv = Aau + Bv). 3aTo
au+ v jecTe KapaKTEPUCTUYHN BEKTOP KOjU OJroBapa KapakTep-
NCTUYHOM KOPEHY .

Heduaummja 4.7 Aro je A nuHeapHa TpaHCHOPMAIUja TOTIPOC-
Topa V u XA € 0(A) ogma ce mornpocTop S(A\) = {z € V|A(z) =
Ar} Ha3WBa MHBAPUjAHTHU MOTIPOCTOP KOjU OATOBapa KapaKTep-
UCTUYHOM KOopeHy A. VHBapujaHTHUM TOTOpOCTOp auMeH3uje 1
Ha3VBa Ce WHBAPUjaHTHU IIPABAII.

Hamomena: AmAJIOrHO meduHUIIEMO WHBAPUjAHTHE MOTIPOC-
TOpEe KOjU ONAroBapajy KapaKTEePUCTUYHUM KOPEHMMa MaTpPUIE.

Hedpuaunuja 4.8 3a matpuny A nonuaoMm |AE — A| mo A\ Ha3uBa ce
KapaKTE€PUCTUYHU IIOJMHOM MaTpuie A.

Hamomena: Crenen kapaKTepUCTUYHOT MOTUHOMA MATPUIE jeI-
HaK je pery MaTpuile.

[Ipumep: KapakrepucTudHm NOJIUHOM je IUHUYHE MAaTPUIE PEaa
n € N je monuaOM (A —1)".

Teopema 4.6 Bpoj )\ je KapaKTepPUCTUUYHU KOPEH MATPUIE aKO U
caMO akKoO je HyJla HeHOT KapaKTePUCTUUHOT MOJUHOMA.
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Horaz: Ar =X xAx#0& 0= — Az ANz #0& \Ex — Ax =
0Nz #0& (AE—-A)z=0ANx#0< |AE—A|=0.

Hamomena: ComncTBeHe BpeIHOCTU JIMHEAPHE TPaHC(HOpMAI]je
MOYKEMO TOTPaKUTUA KA0 HYJIe KAPAKTEPUCTUYHOT MOJUHOMA HheHe
MaTpHUIE.

Teopema 4.7 3a kKapaKTEePUCTUYUHU MOJIUHOM p()\) Marpuie A pena
n € N Baskn p(\) = A" — tr(A)N"1 + ...+ (=1)"|A4].

Ilorka3: Kako je cmobomuu 4iaH MOJUHOMA p YCTBAPHU jeTHAK

p(0) mobmjamo p(0) = |0F — A| = | — A| = (-1)"|A|. Y pa3BujeHoM
0o0nuky nerepMmuHaHTe |A\E— A| no neprHMUIMjn, Kao 30up n! cabu-
paka, jemmHO cabupak (A —aip)(A —a) ... (A —ap,) MOXe matm

A1 ma je 3aTo koedpummjent y3 \"~! ympaso —tr(A).

Teopema 4.8 Ako cy Ai,...,\,, CBE COIICTBEHE BPEIHOCTU MATPUIIE
A pena n € N 3anucaHe OHOJIMKO ITYTa KOJWKA UM je BUMECTPYKOCT
oHma je tr(A) =M +...+ 1 A=A -...- A\

Ioxkaz: V3 nperxomnne TreopeMe 1 BujeToBux Be3a 3a MOJUHOM
n-TOT CTEIEHA.

[Tocnenumnia 4.1 Marpuna je cuHTyJIapHA aKO W CaMO akKo joj je
HyJIa COICTBEHA BPEIHOCT.

Iloka3: Axko je cuHryjgapHa HEHA MeTEPMUHAHTA je HyJa Ia
Mopa Oap jemHa COICTBEHA BPEAHOCT OUTH HYJa Oa OU TPOU3BOIL
CONCTBEHUX BpemnocTtu Ouo Hysa. OOparHO ako je jemHa cor-
CTBE€HA BPETHOCT HYyJa U JeTEePMUHAHATA je HyJa, Ia je MaTpuia
CUHTYJIapHA.

Teopema 4.9 PaznmuuutuM KapaKTEPUCTUYHUM KOPEHUMA OArO0-
Bapajy JMHeapHO HE3aBUCHU KAPAKTEPUCTUUYHU BEKTOPU.

Hoxka3: Heka cy Ai,...,\; MehycoOHO pa3aumuuTun KapaxTep-
UCTUYHU KOPEHU U I7,...,T; HBAMA peIoM oaroBapajyhm kapak-
TepucTudHu BekTOpu Matpuiie A. Teopemy moka3yjemMO WHIYK-
nujom mo k. 3a k = 1 TBpama Baku. Heka tBpheme Bakm
3a k m moraskmmo 3a k + 1. IlpermocraBumo na je x,...,Tg+1
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JUHEapHO 3aBUCAH HU3. Tama mocroje ag,...,a,r] TAKBU Oa je
a1z1+. . .Aagrre; = 0. Cana je A(oiz+. ..+ apr1254+1) = 0 OTHOCHO
oarAxr + ...+ Oék—i-lek-i-l = 0 ma je AT + ..o+ a1 gr12k+1 = 0.
Ca mpyre cTpaHe m3 moja3He jemHAKOCTH MHOxkehum je ca Mgy
nooujamMo aqAgi121 + ... + Q1 A1 = 0. Onoy3umamem m1o6u-
jaMO 051()\1 — /\k+1)l’1 + ...+ ak()\k - )\k+1)xk = 0. Kako Cy IIO UH-

,ZLYKIJ;I/Ij CKOj npernocraBon ri,...,Tp JHUHEAPHO HE3aBUCHU TO je
041()\1 — /\k+1) =...= Oék()\k — Ak+1) =0. Bap jeI[aH oo a1,...,0L HI/Ije
HYyJIa 360r opeTinocTaBKe O JII/IHeapHOj 3aBUCHOCTU X1,...,Tf+1-

Heka je a; # 0. Tama a;(A\i — A1) = 0 maje A\j = A\gr1, & TO je
Yy KOHTPAIUKIMjU Ca MIPETIOCTABKOM Ha Cy CBE COICTBEHE BPE-
HOCTU PAa3JIUYNUTE.

4.3 CramusOoCT MaTpHUIa

Hepunnnuja 4.9 Herka cy A u B ¥kBagpaTHe MaTpule pena n € N.
Tana je A cimuna ca B ako mocToju perynapHa MaTtpuna P mcror
pena Tako na je P~'!AP = B u To 3amucyjemo kao A ~° B.

] je caudHa ca MaTpPUIOM [ -3 10 ]

[Ipumep: Marpuna [ L 9

0 2

RN N IR

Teopema 4.10 Bunapra penamuja ~° je pesialnuja eKBUBAJIECHIN]E
Ha CKYIy CBUX KBAJpPATHUX MaTPHUIA UCTOT pena.

jep je

Ilokaz: Pe¢pnexkcuBrocT: 3a cBaky kBaaparHy marpuny A
je A = FAE. Cuwmerpuunoct: Axko je A ~° B oHma moCTOju
perymnapua Marpuna P Taksa na je B = P 'AP, amm omma je
A=PBP7!' ma je B~® A, jep je P~! perymapHa MaTpuna ca WH-
Bep3HoM Mmarpurom ynpaso P. Tpamsutusnoct: Ako je A ~° B
u B ~° C omma mocToje peryinapHe marpune P u () TakBe na je
B=P'APu C =Q 'BQ. 3aro je C = QP 1APQ = (PQ) 'APQ,
na je A~°C jep je PQ perymapHa MaTpuUIa.

Teopema 4.11 3a cBake nBe matpune A u B ucrtor pana je A ~°
B= A~ B.
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IToka3: /lupekTHO M3 me(pUHUIMja €KBUBAJEHTHOCTU W CJINY-
HOCTU MaTpuIA.

Teopema 4.12 Cauune MarTpurie mMajy uUCTe TparoBe, IeTEPMU-
HAHTE WM KapPaKTePUCTUYHE MOJIUHOME.

Iorka3: Heka je A ~* B. Tama mocToju peryiapHa MaTpUIa
P takBa na je B = P 'AP. W3 ocobuHa Tpara 3HaMO Ja je
tr(P~YAP) = tr(A). Iame, |P71AP| = |P71||A||P| = |A|, jep je
|P~l = % Amnanorso je |\E — A| = |P~Y(AE — A)P| = |\P"'EP —
P~YAP| = |\E — B|.

[Tocnenuna 4.2 KapakTepucTUYHU KOPEHU MATPUIlE JIUHEAPHE TP-
aHcopmanuje He 3aBuce ox Oa3ze y K0joj je popmMumpaHa Ta Ma-
TpUIA.

Iloka3z: Axo je A € End(V) 3a mexku nmotnpocTtop V u [A]; meHa
MaTpuia y npBoj 6a3u, a [A]; meHa maTpuna y apyroj 6as3u, onna
je [Alz = T [Al1Tis = T3 [Al1 Th2, ma je [A]y ~* [A]z, ma npEMeEBYjeMO
IPETXOOHY TEOPEMY.

Hepunnnuja 4.10 KBagpaTHy MaTpuily Koja mMa CBe HyJIE OCHUM
Ha TJIaBHO] MUjarOHAJNM HA3WBaAMO AMjaroHaJHA MaTpUIa U 3a-
nucyjemo je xkao D(dy,...,d,), rae je n € N meH pen, a di,...,d,
eJIeMEeHTU Ha OUjarOHAJU T€ MATPUILE.

Teopema 4.13 KBaagpatna marpurna pena n € N je cJIuvYHa ca IU-
jaroHaJHOM MAaTPUIIOM aKO W CaMO aKO MMa n JUHEapHO He3aB-
VMCHHUX KapaKTEepPpUCTUYHMNX BCKTODaA.

11 T12 T1in

To1 T22 Ton
Ioxra3: («) Hekra cy x; = . , Ly = . e Ty =

Tnl Tn?2 Tnn

n JUHEAPHO HE3aBUCHUX COIICTBEHMX BEKTOpPA KOjUMa OAroBapajy
PEOOM COIICTBEHE BPEMHOCTU A1, Ag,...A, KBaIpaTHe MaTpure A
pena n. Can je marpuna X = [zjj]nxn perynapua. Heka je
D =D(Ai,..., ). Cana je

AX:[A.’L‘l AI‘Q Axn}:[)\lxl )\21’2 )\nl‘n}:XD,
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na je X 'AX = D, ma je A~* D. (=) O6parno: u3 Beze X 14X =
D, rne je D= D()\,...,\,) nobujamo AX = XD, na Cy COICTBEHU
BEKTOPU MaTpule A yompaBo BEKTOP KOJIOHE MaTpuile X, a \bUXOBe
COIICTBEHE BPETHOCTU PENOM €JIEMEHTU Ha OUjarOHAJIU MaTpUIe
D.

[Ipumep: MaTpuna u3 npeTxomgHOT IpUMepa UMa KapaKTEPUC-
TUYHE KOpeHe 1 1 2 KojuMa OAroBapajy pPeaoM KapaKTePUCTUYHU
BekTopu (5,2) m (2,1).

[Tocnemuna 4.3 Aro KBamgpaTHa MaTpUIla WMa CBE jeTHOCTPYKE
COIICTBEHE BPEIHOCTU OHA j€ CIMWYHA Ca OUjarOHAJHOM MaTPUIIOM.

Hoxka3z: Ilo panujoj TeopeMu pas3audUTUM KaPaKTPUCTUIHUIM
KOPEHMMa OJroBapajy JUHEaAPHO HE3aBUCHU KAPAKTEPUCTUYHU BEK-
TOPU KOJUX OHMA MMa OHOJUWKO KOJUKU j€ pea MaTpule ma II0
IPEeTXOAHO] TEOPEMU OHA jeCTe CIAUYHA Ca MUjarOHAJHOM MaTpPU-
IIOM.



I'nmaBa 5

KBAIIPATHE N XEPMUTCKE ®OPME

5.1 Ksaxparne popwme

Hepurmnuja 5.1 Hera k,n € N. Popma k-TOor cTemeHa je mpec-
gukaBame f:R"” — R 3am1aTO ca

f(l'l, e ,xn) = Elgil,...,ikfna(ily ey 7,]{)21711 LR xik,
3a CB€ 21,...,Tp € R.

Hamomena: Crhenujasso 3a k = 2 y OPeTXOAHOj HeOUHUIA)U
nobujamo kBaaparHy ¢opMmy f : R"™ — R marty ca f(xi,...,z,) =
2?:12?:104,']‘%@1']' 3a CBE€ X1,...,Tn € R.

ITpumep: 22 —yz + 2rz — 2% je kBampaTHa popma, a T
HUjE.

2 _zyz TO

Hepununuja 5.2 Peanna xBagpaTHa Marpuna A Has3mBa ce CU-
MeTpuuHa aro je A’ = A.

Hamomena: Ilpumerumo na kom cumeTpuyHe MaTpuie A =
[@ijlnxn BaEA a;j = aji, 3a cBe i, € {1,...,n}.

Hepunnmmja 5.3 Marpuna kBaaparne ¢opme X7 37 ojjxi7; je

Marpuna A = [aijlnxn, TAE j€ a;j = %, 3a cBe i,j € {1,...,n}.
Teopema 5.1 Marpuna kBagpaTHe GopMe je CUMETpPUUHA.

Iloka3: IlpeKTHOM IPOBEPOM IO AeOUHUNN]Y CUMETPUIHOCTH
MaTpUIIE.

88
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Teopema 5.2 Arxo je A marpuna kBaapartae gopme f(z1,...,T,),
Ty

n €N, ouna je f(z) =2'Az, rme jex = | : |, 3a cBe x1,...,1, €R.
T

Ioka3: MHoOkemeM MaTpuUIa.

IIpumep: IlpuraxmuMo KBaApaTHY GOPMY U3 IPETXOAHOT IPU-
Mepa y 0BOM MaTpuyHOM oOsmky. Marpuna te kBaapaTtHe popme

1 0 1 1 0 1 T
jeA=|0 0 -3 .Caﬂaje[x Y z} 0 0 —3 y | =
1 _% —1 1 —% -1 z

T

—z} y | =2 —yz+ 222 — 22

z

ke

[ac—l—z -5 T

Hedpumunnuja 5.4 3a peanne kBagpaTHe MaTpune A u B pena n €
N rKaxkeMo nma je A KOHrpyeHTHa ca B m mumemo A ~¢ B ako moc-
TOju peryaapHa MaTpuna P ucTor pena Taksa na je A= P'BP.

Teopema 5.3 KoHrpyeHTHOCT je pesanmja eKBUBAJEHIN]E.

Iloka3: Pedaercusnocr: A = E'AE, na je A ~¢A. Cumerpuu-
HOCT: AKO je A ~° B ouma je A = P'BP 3a HeKy peryJjapHy Ma-
tpuy P. Omasne je B = (P)'AP~! = (P 1)!AP™!, ma je B ~¢ A.
TpanzutuBaoct: Hera je A ~° B u B ~° (. Tanma mocroje per-
yiaapae maTpune P,Q Ttakse ma je A= P'BP u B = Q!CQ, na je
A=PlQICQP = (QP)!CQP, a QP je jacHO peryjapHa MaTPUIA IIa
je A~cC.

Teopema 5.4 CBake JBe KOHIDYEHTHE MATPUIE CY €KBUBAJICHTHE.
Hloras: luperTHO M3 nepuHUIM]E.

Teopema 5.5 Martpuna KOHI'DYEHTHa CUMETPUYHO] MATPUIUA je
CUMETpUuYHA.

Ioka3: Heka je A ~¢ B u Herka je B cuMmerpuuHa. Tana je
B! = B u A = P'BP 3a mexy perynapuy Marpuny P. Tana je
At = (P'BP)! = P'BY(P!)! = P'BP = A.
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[Ipomosunuja 5.1 Ako je cumeTpuyHa MATPUIA PEryaapHa OHIA
je m \meHa MHBeP3Ha MaTpUulla CUMETPUYHA.

Hoxkaz: (P~hHt = (pPt)~t=p~L

Teopema 5.6 Hera je n € N u f(x1,...,2,) = 2’Ar xBampaTHa

¢opma. Tanma tpanchopmanuja x = Py, 3a HEKYy peryjJapHy Ma-
Y

Tpuny P pena nuy = | : IpeBOAM KBaJIpaTHy ¢GopMmy [ 1O
yn

IPOMEHJLUBAMA T1,...,Ty Y KBAOPATHY GOPMY 1O Y1, ...,Y, YUja je

Mmarpuna @ = P’AP.

Hlokas: IMpumerumo na je xtAxr = (Py)!APy = 4! P! APy = y'Qy.

Hepununuja 5.5 IIse rBanpate ¢opme z'!Axr m y'By cy ekBu-
BaJIEHTHE aKO IIOCTOjU peryjJapHa MaTpuna P HCTOT pena Kao
A n B koja TpaHc(opmanujoM z = Py npeBoaud IpBY y IPYyry
KBaAPapTHY (OPMY.

Teopema 5.7 IlBe kBampaTHe (hOpME CY €KBUBAJEHTHE aKO U CAMO
aKO Cy HBUXOBE MaTPUIlE KOHIDYEHTHE.

Ilokas: Hera cy f = 2'Az u g = y'By nBe rBazpatHe popme.
Omne cy eKBUBaJIEHTHE aKO M CAMO aKO IMOCTOjU peryJapHa Ma-
Tpuna P ucror pema kao A u B TakBa ma je r = Py u B = P'AP,
a TO je aKO M caMo ako je A ~° B.

ITpumep: ITocmaTpajmo kBaapaTHy hopmy x2—2xy+2y%. Hoena
1 -1

R I[TocmaTpajmo P =

MaTpura je A = [ ], oa OHIA

01
[z 11w : :

Y ] = [ 01 ] l ; ], a OHZa TOM TpaHCPOPMAaIMjoM TOOUMjaMoO
e:KBI/IBaJIeHTHy KBaJAPaTHY (POPMY IMOJA3HO] ca Marpuiom PIAP =

10 1 -1 1 1 1 —1 1 1

11][_1 5 01] 0 1][0 1]E.ﬂaKHeOBOM
TpaHcopManujoM mobmjamMo ma je ImoJsa3Ha KBaJpaTHa (Gopma

eKBUBAJIEHTHA ca u? + v?.
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Hepurnnmja 5.6 KorrpyentHe Tpanchopmanuje cy mapoBHu ejl-
eMeHTapHUX TpaHcPopMaluja KOjU ce cacToje Ol jenHe eJleMeH-
TapHe TpaHCcPopMaIje Ha BpcTaMa 1 UCTe Te eJIeMeHTapHe TPaHC-
dhopmanmje Ha KOJIOHAMA.

Teopema 5.8 /IBe KBampaTHE MaTPUIE CY KOHTPYEHTHE aKO U CAMO
aKO ce KOHI'DYEHTHUM TpaHCPopMalmjaMa MOTY HOOUTH jeTHa On

opyre.

Iloka3: AKO ce KOHIpYEHTHUM TpaHChopMalujaMa jemaHa Ma-
Tpula MOKe AOOUTH O Apyre OHIa Ce OHA MHOXKM ca HIeCHa
€JIeMEHTAPHUM MaTpHUIaMa U BHUMa OAroBapajynum TPaHCIOHO-
BaHUM eJIEMEHTApDHUM MaTpuiaMma ca jeBe cTtpase. [IpomsBonm
TUX €JeMEHTAapHUX MaTpUIla Ca JieBe OQHOCHO NeCHE CTpaHe Cy
oHOa perynapHe MehycoOHO TpPaHCIOHOBAHE MATPUIE U 3aTO CYy
moja3He marpuie KoHrpyeautue. OOparHOo ako cy Marpuie A u
B KOHrpyeHTHe OHJa MOCTOjU peryjapHa MaTpuna P TakBa na je
A = P'BP. 3mamo nma je cBaka peryJjJapHa MaTPHUIA IPOU3BOI
eleMeHTapHUX Martpuna. Ilpema ToMe kaga P HamUIIEMO Kao
IPOU3BOJ €JeMEHTAPHUX MaTpuia, mo rteopemu 3.28, mobujamo
TAYHO MTaPOBE eJIEeMEHTAPHUX MATPUIA KOje OAroBapajy mapoBuMa
eJeMeHTapHUX TpaHchopManmja KOje ce IpuMenyjy Ha B na ce
nobuje A. Twu mapoBm esneMeHTApHUX TpaHCOpMaIyja Cy yCT-
Bapy KOHI'DYyeHTHe TpaHchopmaluje Koje Tpeba IPUMEHUTH 1a
ce 3 B nobuje A.

Teopema 5.9 Cpaka KBagparTHa peaJiHa CUMETPUYHA MATPUIA je
KOHTPYEHTHa ca OujaroHaJJHOM MAaTPUIIOM KOja Ha OUjaroHaJIu
nMa OHOJUKO HEHyJa eJeMeHaTa KOJWKU JOj je paHT.

Jloxa3: Heka je A = [ajjlnxn # 0. YEKOMUEO je a;; =0, a 3a HEKO
ie€{l,...,n} je a;; # 0, OHOA 3aMEHUMO i-Ty U MPBY BPCTY U i-TY
U IPBY KOJIOHY, na 100MjaMoO MaTpuny [a;;lnxn, 3a KOJy je aj; # 0.
YKOJIUKO Cy CBU €JEeMEHTW Ha IujaroHaju Matpuie A jemaHakud
HYJIU OHOA TMOCTOJ€ Akpy = amp # 0. 3aMEHUMO k-Ty W MPBY BPCTY
U k-Ty ¥ IPBY KOJIOHY. Y HOBOAOOW)jEHOj MATPUIN [b;jlnxn j€ bim =
km = Amp = bm1. Cama m-Ty BPCTY U m-TY KOJIOHY HOIAjeMO
MIPBOj BPCTU OJHOCHO MPBOj KOJOHU U J0OMjaMO HA TPBOM MECTY
y TIPBOj BPCTU €JIEMEHT Ujy, + Gmi # 0. OBUM cMO omeT moomin
MATPULY [a};]nxn, 38 KOJy je aj; # 0. YEKommko je app # 0, onna
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CTaBUMO [a;j]nxn = [aijlnxn. Cama Ha oCTAIMM MECTUMO y IIPBO]

BPCTU OITHOCHO KOJIOHM n0OMjaMo HyJe monaBajyhu IpBy BPCTY
I

OHOCHO KOJIOHY ¢-TO] IPETXOAHO IIOMHOKEHY Ca —Z,—l OJJHOCHO
11

/

ca —% 1 mobujaMo HyJie y IPBOj BPCTU U KOJOHU CEM Ha IPBOM
11

mecty. Cama mocMaTpaMo MOIMaTPUIly 00ujeHy OpucameM IpBe
BPCTE U KOJOHE U MOHABJ/HFAMO OIMCAHU MOCTYIAK U TAKO CBE IOK
He nobujemMo HyJa MaTPUIy KaO HAPEAHY IOAMATPUILY.

Teopema 5.10 3a cBaky peajiHy CUMETPUYHY MATpuiyy A panra
r mocTtoju Opoj p Tako ma je A KOHI'DpYEHTHa Ca [1jarOHAJHOM
MaTPUIOM KOja Ha AUjaroHAJNM MMa p jJeAVHUIA U 7 — p MUHYC
jenuHUIA.

Ioxka3: Ilo mpeTrxomHoj TeopeMm maTa MaTpUIa je KOHIPY-
€HTHA ca M1jarOHAJHOM MAaTPUIIOM KOja Ha AWjarOHAJU WMa OHO-
JIMKO HEHYJIa eJIeMeHaTa KOJUKU jOj je PaHT jep Cy KOHI'DYEHTHE
MaTpuIlle W eKBUBaJIeHTHe. [aza KOHI'DYEHTHUM TpaHCchopma-
nmjaMa KOje ce cacToje U3 3aMeHe MecCTa JBej]y BpcTa M OOro-
Bapajyhux KOJIOHA MeHhaMO penoCciie] HEHYIa eJleMeHaTa Ha I[JIaB-
HOj OVjaroHaJud TAKO Na HAjupe WAy MO3UTUBHU I1a IIOTOM Hera-
TuBHU eneMeHTu. Heka je p Opoj mMO3UTUBHUX, OHAA j€ 7 — p HET-
aTUBHUX. KOHIpyeHTHUM TpaHChOpMalujaMa KOje ce cacToje U3
MHOK€Hha BPCTE, a MOTOM WMCTE KOJIOHE PENUIIPOYHOM BPEIHOII-
hy kopena amcoayTHe BPEAHOCTU HEHYJa eJIeMEHTa, I00ujamMo
Tpa:kKeHU ODJIMK MATpUIlE KOja je KOHIPYEHTHA Ca MOJIA3HOM.

Hanmomena: IIpumermmo ma je Opoj p M3 mpeTXOnHE TeopeMe
jemnmHCTBEHO ompebheH, jep mBe mUjaroHAJIHE MATPUIE KOje UMajy
HEKOJIUKO JeIUHUIIA W MUHYC jeQUHUIla Ha TJaBHO] OUjaroHaJIu
MOTY OUTU KOHTPYEHTHE aKO W CaMO aKO MUMajy WUCTU OPOj MU-
HYC jJeVHUIA, jep ce KOHI'PYEHTHUM TpaHC(hOpMalljaMa eJIEMEHT
MOK€ MHOYKUTHU jeAWHO KBaApaToM Opoja yuMe ce He Mema 3HaK
MIOJIA3HOT eJIEMEHTA.

Hepunnnuja 5.7 Bpoj p m3 nperxonHe Teopeme HA3MBa C€ MHIEKC
CUMeTpPUYHE MaTpUIlle, OTHOCHO UHIEKC oAroBapajyhe kBaapaTtHe
¢dopme. Panr kBanpaTHe Gpopme je paHT HeHE MaTPUILE.

[Tocnemuna 5.1 /IBe peanHe cuMeTpUYHE MATPUIE CY KOHT'DYEHTHE
aKO M CaMO aKO MMajy UCTU PAHT U UCTU UHIEKC.
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Iloka3: VM3 nmpeTxomHnux TBPABHU.

[Tocnemuna 5.2 /IBe kBanpaTHe (HOpPME CY €KBUBAJEHTHE aKO U
caMO aKO MMAajy WCTU PAHT U UCTU WHICKC.

Iloka3: V3 mpeTxomHuX TBPABHU.

1 . 0.
I[Ipumep: Matpuna [ je KoHrpyenTHa ca | = | | jep

0 -1
3aMEeHOM TpPBe W APYTE BPCTE Ta MOTOM NIPBE M APYre KOJIOHE
nobujaMo O MpBe APYTY MATPUILY.

Teopema 5.11 Cpaka kBagparTHa (GopMa paHra r W WHAECKCA p je
.2 2 _ .2 2
eKBUBAJICHTHA Ca: T+ ...+ T, — Ty — ... — T;.

ITora3: Matpuna Te kBaJapaTHe (JOPME je KOHI'DYEHTHa ca Ma-
TPUIIOM pPaHra r U UHIEKCA p.

Hepunumuja 5.8 KBamparswa dgopma i+ ... 422 — x> — ... — z}
Ma KaHOHWYKN OOJIVK.

Hanomena: Ilomohy onrosapajyhe tpancopmanuje ce cBaka
KBaZpaTHa (hOpMa MOKe IDEBECTU Y KAHOHUYKMU OOJIMK. Y IpaKcu
TO paauMO NONyHaBameM [0 IMOTIIYHOI KBaJpaTa Kao IITO Ce
BUIN Y IPUMEPY KOJU CJIEOMN.

[Tpumep: Ilata je kBagpaTHa popma 2+ 2xy + 2y? —yz. [lpuc-
TyIIaMoO AONyH-aBamy OO0 NOTIYHUX KBaiapara: 24 2xy-+2y? —yz =
2y + Pyt g+ 3 - 2 = @y + (v - 5)° - (5)° Cana

CMEHA u =2 +¥,v =y — 5,w = 5 IPEBOAM NaTy KBaApaTHy (pOopMy

y KaHOHMYKU 00JuK u’ + v? — w?.

Hepunnnuja 5.9 Peanna cuMmerpuyna Marpuna pena n, PaHra r
U MHOEKCA p je:

1. mo3uTuBHO HmEePUHUTHA aKO je p = n;

2. MO3UTUBHO CceMUIe(PUHUTHA aKO je p =1 < n;
3. HeTaTUBHO NePUHUTHA aKo je p=0 u r =n;
4

. HeTaTUBHO CeMUICPUHUTHA akKo je p=0u r < n.
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Hedpumunnuja 5.10 Keanparua dopma je:

1. mosuTuBHO neUHNUTHA aKO je HeHa MaTpHUIa INO3UTUBHO Ie-
¢UHUTHA;

2. IO3UTHUBHO ceMUIe(PUHUTHA aKO je HbeHa MaTPUIlA IO3UTUBHO
ceMuIe(pUHUTHA;

3. HETaTUBHO Ne(UHUTHA aKoO je HeHa MaTpulla HeTaTUBHO Ie-
(PUHUTHA;

4. HeraTUBHO ceMUIC(PUHUTHA AKO je HeHa MaTPUIA HETATUBHO
ceMuaepUHUTHA.

Hanmomena: Marpuna kBangpatae (GopMme M caMa KBaapaTHA
bopMa He MOpAajy UCIYHUTHU HUjeIHY OJX HaBENEHWX MOTYyNHOCTH
U3 NpPEeTXOJHE IBe Ne(pUHUIM]Ee M y TOM CIy4ajy KaKeMO na je
TakKBa MaTpHUIla, OTHOCHO oAroBapajyha kBaaparHa (opMa WH-
nepuauTHa. [Iperxomum mpuMmep ynpaBo TO MIIyCTpPYje.

IIpumep:
f(z,y,2) = 2% + y? je TO3UTUBHO ceMUIEPUHUTHA KBAIPATHA
dhopma.
Hapenue nBe Teopeme majemo 0e3 mokasa.
Teopema 5.12 Peanmsa cuMmerpmyra MaTpuna A = [Gijlpxn, N €
1 : a a
N, je HO3UTUBHO AEePUHUTHA aKO je: aj; > 0, o) 0,
a1 a2
air a2 a3
ag1 aze agz | >0 m Tako mame mo |A| > 0.
asr agzz2 as3
Teopema 5.13 Peanmsa cuMmerpmyra MaTpuna A = [Gijlpxn, N €
1 : a a
N, je HeraTwBHO OepUHUTHA akKoO je: aj; < O, e )
a1 a2

ailr a2 a3
as1 a92 ao3 | <0 1 TakKO maJbe OO (—1)”|A| > 0.
aszr agzg2 a3
Teopema 5.14 Peanna cumerpuyHa MaTpuna A je TO3UTUBHO me-

(UHUTHA aKoO M caMoO ako cy A" HNO3UTUBHO Ne(UHUTHE MaTpUIE
3a CBe n € Z.
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IToka3: («) Tpusujamso. (=) IIpmMmernmo na, AMPEKTHO IO
neUHIjU, je HeKa MaTpUIa MO3UTUBHO NePUHUTHA aKO U CaAMO
aKO je KOHT'PYEHTHA JeTHUYHO] MATPUIU, & TO je aKO W CaMo
aKko ce Moke szamucaTu y obaumky C'C 3a HEKy peryjgapHy Ma-
tpuny C. Ilakae ako je A= C'C omga je 3a HeKo n € N ycTBapu
A" = C'C - ... C'C, rme ce y osom mpousBoay C jaBiba 2n myTa.
Kana me uywmuHmMone rpymnumemMo Kao NPBUX n U APYTUX n OOOU-
jaMo nmBe MehycoOHO TpaHCHIOHOBaHE peryJjiapHe MaTpPUIE Ia je
A" NO3UTUBHO JNe(PUHUTHA MaTPUIA.

5.2 Xepmurcke popme

Hepuunmuja 5.11 Herxa n,m € N u HeKa je [ajjlnxm € C"™. Tana

je [aij]nxm = [@]nxm

Teopema 5.15 Herxa m,n,p € N 1 HeKa €Y [aijlmxn, [bijlmxn € C™",
[Cijlnxp € C"P 1 v € C. Tama je

L. [aij]mxn + [bij]mxn = [aij]mxn + [bij]mxn;

2. Oé[aij]mxn = a[aij]mxn;

3. [aijlmxnlcilnxp = [aij]nxnlCisl s

4. (03T s = il

Ioxka3z: CBe oBe ocobuHe mOKa3yjy ce KopuimhemeMm ocoOuHa
KOBbYTroBama Ja ce HoOpOo ciake ca 30MpPOM U MPOU3BOIOM KOM-
nJIeKCHUX OpojeBa. Kako je 06MYHO MpOM3BOI HAJKOMIIIUKOBAHU) U
u3BemheMo Taj AOKa3, a OCTaJie OCTaBHAMO 33 BEXKOY.

3. [aij]mxn[cij]nxp = [Ezzlaikckj]mxp = [Ezzlaikckj]mxp

= [ZRo1@ikCijlmxp =[50k - Chjlmxp = [@ijlmxn [Cijlnxp

[aij]mxn[cij]nxp'

Teopema 5.16 3a cBaky peryiapHy KOMIIEKCHY KBAAPATHY Ma-
tpumy A je (A)~!= A1

Iokaz: V3 jenamHCTBEHOCTM WHBEP3HE MaTpUiie: obe MaTpuie
IIOMHOKeHe ca cBake cTtpane ca A majy F.
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Hednrnnmja 5.12 KBaxpartHa kKommniekcHa MaTpuna A pena n € N
je xepMunka akxo je A = A.

Hamomena: Konx xepmurcre marpune je a;; = aj;. [Ipuvernmo
Ia Cy eJeMEeHTHU Ha TJIABHOj AMjarOHAJII XEPMUTCKE MATpPUIE pe-
aJiHu OpojeBu.

Hedpuaummja 5.13 Hera n € N. Popma f:C" — R mara ca
f(xla e 71'77,) = E?:lzyzlaijfixj7
3a CBe 71,...,T, € C HA3UBaA Ce XePMUTCKa (GopMa.

Hanmomena: Marpuna xepmurcke popme, popMupaHa Ha UCTHU
HA4YVH Kao KOJ peajiHe KBaApaTHE (opMe, je XePMUTCKa MaTPUIA.
Tana xepMuTcky ¢opmy 3ammucyjemo y obauky f(x) = Az, 3a
T =(T1,...,2y).

YKOJIMKO Cy KOe(pUIUjeHTN Y XePMUTCKO] (OpMU peayHu Opo-
jeBu, OHOa HWEeHa PEeCTPUKIMja Ha CKYI peaJHux OpojeBa Kao
IOMEH jecTe KBaapaTHa (GopMa.

Mpumep: f(x,y) = Ty+yz—|y|* je xepmuTcra popma, a g(x,y) =
iTy — y? HUje.

Teopema 5.17 Bpennoct cBake xepMuTcke Gpopme je peasian 6poj.

Ilora3: Heka je f:C" - R, n € N u meka je f(x) =7 Az. Cana
je TAx = 2/AT = 2/ A'T = (7 Az) =7 Az. 3ato je T Az € R.

Hepunnnmja 5.14 KBangpaTHa KOMIIeKcHA MaTpuna A je XepMHUT-
CKM KOHI'DYEHTHA Ca KBAAPATHOM KOMILJIEKCHOM MaTpPUIIOM B mc-
TOI pena ako MOCTOjU peryjapHa Marpuna P ucTor Tor pena
TakBa na je A= P BP u To 3anucyjemo ca A ~" B.

Teopema 5.18 XepMUTCKa KOHT'DYEHTHOCT j€ peJialuja €KBUBa-
JIEHNIUje Ha CKYIy CBUX KBAAPATHUX KOMIIJIEKCHUX MaTPUIA UCTOT
pena.

Jloka3: Peguekcusnocr: A ~" A jep je A = E AE. Cumer-
puunoct: Heka je A ~" B omma je 3a HEKy KOMILIEKCHY pery-
napuy Marpuny P ucnymeno A = P'BP, na je B = (P)1AP™! =
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(P 'YAP~' = PTAP~!. Baro je B ~" A. TpansurusrocT: Ako je
A~" Bu B~"C orna je 3a Heke KOMILIEKCHE peryjapHe MaTpUIe
Pu Q ucnymeno A = PBP u B = QCQ, na je A=PQCQP =
(QP)CQP = QP'CQP u QP je perynapHa KOMIUIEKCHA MATPUIA,
na je A~"C.

Teopema 5.19 CBaka marTpuna Koja je XepPMUTCKU KOHIDYEHTHA
ca HEKOM XEPMUTCKOM MATPUIIOM j€ XEePMUTCKA.

Hoxka3z: Heka je A ~" B onma je 3a HeKy peryJapHy KOMILICK-
cay marpuny P ucnymeno A = PPBP. Tana je A = ((P)YBP) =
(P'BP) = (P'B'P) = PBP = A.

Hanomena: Peanne cumerpuyne MaTpUIle KOje Cy KOMYTOBaHE
CY U XEPMUTCKHU KOHYTOBaHE.

Teopema 5.20 Axro je 7/Ax xepmuTcka ¢popma, OHZA TPaHCHOP-
Y1
Mamuja z = Py, rme je P € C™" perynapHa mMarpuna, y = | @ |,

Yn
IpeBOIN Y XePMUTCKY (popMy ¥’ By, rue je B = P AP.

. Jloka3z: 7 Az = Py APy = (Py)APy = Y P APy = ¥By, 3a B =
P AP.

Hepunnnmja 5.15 Xepmurcka popma f(x) je eKBUBaJIEHTHA Xep-
MUIKO] popMH ¢(y) ako IOCTOjU peryiaapHa Marpuna P u TpaHc-
¢dopmanuja r = Py koja npesoau f y g.

Teopema 5.21 Xepmurcke ¢opMe Cy €KBUBAJEHTHE aKO M CaMO
aKO Cy MM MaTPUIle XEPMUTCKUA KOHTDYEHTHE.

Ioxra3: Ilocimenuna npeTxomHUX CTABOBA.

Hamomena: AmnajgorHo KBagpaTHHM (opMaMa ¥ KOHIDYEHT-
HUM TpaHCHOpMAIjaMa U OBIE CY HA CHA3U UCTE TBPAHE CAMO
YMECTO KOHI'PYEHTHE KOPUCTUMO TEPMUH XEPMUTCKA KOHI'DYEHTHE
YMECTO KBaApPaTHE XEPMUTCKE yMECTO PeasHu OPOjeBU KOMIIIEK-
cau O6pojeBu u ymecto x’' Ar craBumo T Ax. Tako mobujamo ma 3a
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CBaKy XE€PMUTCKY MaTPUIY jeAWHCTBEHO MOCTOje OpojeBu p u r,
rIe je r paHr MaTpulle, TAKO 13 je OHAa XEePMUTCKU KOHI'DYEHTHA
ca IMjaroHAJHOM MATPUIIOM KOja Ha AWjaroHaJ Ud UMa p jeTUHUIA
U r —p MUHYC jenmHuiia. 10 je MaTpuia XepMUTCKe (GopMe y
KAHOHUYKOM OOJIMKY. 3aTO Ce CBaKa XEePMUTCKa (GopMa MOKe
PEBECTU y HOj €KBUBAJEHTHY KOja jeé Y KAHOHUYKOM OOJIUKY.
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