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Predgovor

Poxtovani qitaoci,

Zbirka zadataka koja je pred vama prvenstveno je name�ena studentima biologije i
ekologije Prirodno-matematiqkog fakulteta u Novom Sadu, ali mogu je koristiti
i svi koji �ele da utvrde ili proxire svoje zna�e. Organizacija zbirke prati
nastavne jedinice istoimenog kursa Matematika sa statistikom za studente sa
Departmana za biologiju i ekologiju, kao i studente sa Departmana za hemiju. Teme
koje se obra�uju motivisane su potrebom za ovladava�em osnovnim tehnikama ma-
triqnog raquna, sposobnox�u rexava�a jednostavnijih obiqnih diferencijalnih
jednaqina prvog reda kao i upoznava�em sa principima statistiqke obrade po-
dataka i statistiqkog zak	uqiva�a.

Osim xto je izvor zadataka za ve�bu i pripremu ispita, ova zbirka ima za ci	 da
poslu�i kao dobra startna osnova za razne primene matematiqkog i statistiqkog
modelira�a u oblastima biologije, ekologije, zaxtite �ivotne sredine, hemije,
medicine, farmacije, itd.

Nakon rexenih zadataka, na kraju svakog poglav	a dati su i zadaci za samostalni
rad, sa kraj�im rexe�ima.

Ukoliko ova zbirka doprinese bo	em razumeva�u osnovnih pojmova i principa
matematiqkog i statistiqkog zak	uqiva�a, bi�e zadovo	ni ...

Autori
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Deo A

Matematika
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1
Matriqni raqun

1.1 Matrice i vektori

U Matrica A formata m× n:

A = [aij ]m×n =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


• aij - element matrice (u preseku i-te vrste i j-te kolone)

• aii - dijagonalni element matrice

• ako je m = n, matrica se zove kvadratna

• kvadratna matrica qiji su svi vandijagonalni elementi jednaki 0 zove
se dijagonalna matrica

• dijagonalna matrica qiji su svi dijagonalni elementi jednaki 1, zove
se jediniqna matrica i obele�ava sa E:

E =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


• matrica qiji su svi elementi jednaki 0 zove se nula matrica.

9



10 GLAVA 1. MATRIQNI RAQUN

• matrica koja ima samo jednu kolonu naziva se vektor (ili vektor kolona),
�eni elementi se zovu komponente vektora i uobiqajeno je da se kompo-
nente numerixu samo jednim indeksom:

x = [xi] =


x1

x2

...

xn


• matrica koja ima samo jednu vrstu naziva se vektor vrsta

• ako u matrici A = [aij ]m×n vrste i kolone zamene mesta, dobija se ma-
trica formata n×m koju zovemo transponovana matrica i obele�avamo
sa AT

Operacije sa matricama

• Mno�e�e matrice skalarom: Ako je α skalar, odnosno broj, a A =
[aij ]m×n matrica, tada je

α ·A = [α · aij ]m×n

• Sabira�e matrica: Ako su A = [aij ]m×n i B = [bij ]m×n matrice istog
formata, tada je �ihov zbir matrica

A+B = [aij + bij ]m×n

• Proizvod matrica: Matrice A = [aij ]m×p i B = [bij ]p×n mogu se pom-
no�iti i rezultat je matrica C = [cij ]m×n, qiji su elementi

cij =

p∑
k=1

aikbkj , i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, ..., n

�Ve�ba 1.1 Date su matrice A =

 1 2 3

2 3 4

−1 0 1

 i B =

−7 19 0

0 1 2

−5 0 3

 .

Izraqunati: a) A+B b) A−B v) A ·B g) B ·A.
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Rexe�e:
a) Prema pravilu za sabira�e matrica imamo:

A+B =

 1 2 3

2 3 4

−1 0 1

+

−7 19 0

0 1 2

−5 0 3

 =

=

 1 + (−7) 2 + 19 3 + 0

2 + 0 3 + 1 4 + 2

−1 + (−5) 0 + 0 1 + 3

 =

−6 21 3

2 4 6

−6 0 4

 .

b) S obzirom da je A − B = A + (−1) · B, prema pravilima za sabira�e matrica i
mno�e�e matrice skalarom, sledi

A−B =

 1− (−7) 2− 19 3− 0

2− 0 3− 1 4− 2

−1− (−5) 0− 0 1− 3

 =

8 −17 3

2 2 2

4 0 −2

 .

v) Budu�i da je broj kolona matrice A jednak broju vrsta matrice B, proizvod
matrica postoji i on je matrica formata 3 × 3. Primenom pravila o mno�e�u
matrica raqunamo, element po element:

(A ·B)11 = 1 · (−7) + 2 · 0 + 3 · (−5) = −22,

(A ·B)12 = 1 · 19 + 2 · 1 + 3 · 0 = 21,

(A ·B)13 = 1 · 0 + 2 · 2 + 3 · 3 = 13,

(A ·B)21 = 2 · (−7) + 3 · 0 + 4 · (−5) = −34,

(A ·B)22 = 2 · 19 + 3 · 1 + 4 · 0 = 41,

(A ·B)23 = 2 · 0 + 3 · 2 + 4 · 3 = 18,

(A ·B)31 = (−1) · (−7) + 0 · 0 + 1 · (−5) = 2,

(A ·B)32 = (−1) · 19 + 0 · 1 + 1 · 0 = −19,

(A ·B)33 = (−1) · 0 + 0 · 2 + 1 · 3 = 3.

Dakle,

A ·B =

−22 21 13

−34 41 18

2 −19 3

 .

g) Na sliqan naqin izraqunavamo i proizvod B ·A:

B ·A =

−7 19 0

0 1 2

−5 0 3

 ·

 1 2 3

2 3 4

−1 0 1

 =

31 43 55

0 3 6

−8 −10 −12

 .

Napomena: Prethodni primer ilustruje qi�enicu da proizvod matrica u opxtem
sluqaju, qak i onda kada su oba proizvoda definisana, nije komutativna operacija!
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�Ve�ba 1.2 Date su matrice A =


1 2 2

2 −1 3

0 1 0

 i B =


0 −1 3

2 5 2

1 0 −1

 .

Izraqunati A ·B −B ·A.

Rexe�e:

Odredi�emo oba proizvoda, a zatim �emo ih oduzeti:

A ·B =


0 + 4 + 2 −1 + 10 + 0 3 + 4− 2

0− 2 + 3 −2− 5 + 0 6− 2− 3

0 + 2 + 0 0 + 5 + 0 0 + 2 + 0

 =


6 9 5

1 −7 1

2 5 2


i

B ·A =


0− 2 + 0 0 + 1 + 3 0− 3 + 0

2 + 10 + 0 4− 5 + 2 4 + 15 + 0

1 + 0− 0 2 + 0− 1 2 + 0− 0

 =


−2 4 −3

12 1 19

1 1 2

 .

Prema tome,

A ·B −B ·A =


6 9 5

1 −7 1

2 5 2

−


−2 4 −3

12 1 19

1 1 2

 =


8 5 8

−11 −8 −18

1 4 0

 .

�Ve�ba 1.3 Date su matrice A =


2 1 0

1 1 2

−1 2 1

 i B =


3 1 −2

3 −2 4

−3 5 −1

 .

Pokazati da je A ·B = B ·A.

Rexe�e:

Izraquna�emo oba proizvoda nakon qega �emo ih uporediti. Dakle,

A ·B =


6 + 3 + 0 2− 2 + 0 −4 + 4 + 0

3 + 3− 6 1− 2 + 10 −2 + 4− 2

−3 + 6− 3 −1− 4 + 5 2 + 8− 1

 =


9 0 0

0 9 0

0 0 9


i

B ·A =


6 + 1 + 2 3 + 1− 4 0 + 2− 2

6− 2− 4 3− 2 + 8 0− 4 + 4

−6 + 5 + 1 −3 + 5− 2 0 + 10− 1

 =


9 0 0

0 9 0

0 0 9

 .

Zaista, matrice A ·B i B ·A su jednake.



1.1. MATRICE I VEKTORI 13

�Ve�ba 1.4 Odrediti proizvod matrica:

a)

[
1 0 1

2 −1 2

]
i


3 2

2 1

1 0

 , b)

[
2 2 1

1 −1 0

]
i


1

2

3

 ,

v)


3

2

1

 i
[
−1 1 2

]
, g)

[
1 2 −1

]
i


3

2

1

 .

Rexe�e:

a)

[
1 0 1

2 −1 2

]
·


3 2

2 1

1 0

 =

[
3 + 0 + 1 2 + 0 + 0

6− 2 + 2 4− 1 + 0

]
=

[
4 2

6 3

]
,

b)

[
2 2 1

1 −1 0

]
·


1

2

3

 =

[
2 + 4 + 3

1− 2 + 0

]
=

[
9

−1

]
,

v)


3

2

1

 ·
[
−1 1 2

]
=


3 · (−1) 3 · 1 3 · 2
2 · (−1) 2 · 1 2 · 2
1 · (−1) 1 · 1 1 · 2

 =


−3 3 6

−2 2 4

−1 1 2

 ,

g)
[
1 2 −1

]
·


3

2

1

 =
[
1 · 3 + 2 · 2 + (−1) · 1

]
=
[
6
]
= 6.

Napomena: Proizvod vektor kolone i vektor vrste je matrica (rezultat pod v),
dok je proizvod vektor vrste i vektor kolone broj (rezultat pod g).

�Ve�ba 1.5 Izraqunati A2 − 5 ·A− 3 · E, ako je

A =


3 6 4 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 6 1 0

 .
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Rexe�e:

A2 =


3 6 4 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 6 1 0

 ·


3 6 4 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 6 1 0

 =


15 28 13 3

3 6 4 1

1 0 0 0

6 1 0 0

 ,

−5 ·A = −5 ·


3 6 4 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 6 1 0

 =


−15 −30 −20 −5

−5 0 0 0

0 −5 0 0

0 −30 −5 0

 ,

−3 · E = −3 ·


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


−3 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 −3

 .

Odatle sledi da je

A2 − 5 ·A− 3 · E =


−3 −2 −7 −2

−2 3 4 1

1 −5 −3 0

6 −29 −5 −3

 .

�Ve�ba 1.6 Izraqunati (A− 2E)2 ako je A =


7 −3 2

15 −7 6

10 −6 6

 .

Rexe�e:
Najpre �emo sraqunati matricu A− 2E, a zatim i �en kvadrat:

(A− 2E)2 =


5 −3 2

15 −9 6

10 −6 4


2

=


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 .

Napomena: Matrica qiji je neki stepen jednak nula matrici zove se nilpotentna
matrica. Prema tome, matrica A− 2E je nilpotentna matrica.
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Inverzna matrica

Neka je A kvadratna matrica reda n. Ako postoji matrica X, takva da je

A ·X = X ·A = E

tada se ona zove inverzna matrica za matricu A i obele�ava sa A−1.

• matrica koja ima inverznu zove se regularna

• matrica koja nema inverznu zove se singularna

Izraqunava�e inverzne matrice Gaus-�ordanovom eliminacijom

R Formira se proxirena matrica [A|E]

R Na vrstama ri, i ∈ {1, 2, . . . , n}, proxirene matrice vrxe se elementarne
transformacije koje uk	uquju:

{ mno�e�e vrste ri brojem α razliqitim od nule: αri

{ mno�e�e vrste ri brojem α i dodava�e vrsti rj : αri + rj

{ zamenu vrsta Ri i Rj : ri ↔ rj

sve dok se na mestu matrice A ne pojavi jediniqna matrica E,

U Tog momenta na mestu matrice E pojavila se inverzna matrica A−1, tj.
proxirena matrica ima oblik [E|A−1].

�Ve�ba 1.7 Odrediti inverznu matricu za matricu A =

[
1 2

2 3

]
.

Rexe�e: Proxirena matrica glasi [A|E] =

[
1 2 1 0

2 3 0 1

]
. Najpre mno�imo prvu

vrstu iste sa −2 i dodamo drugoj:[
1 2 1 0

2 3 0 1

]
−2r1 + r2

∼

[
1 2 1 0

0 −1 −2 1

]
.

Sada mno�imo drugu vrstu sa 2 i dodajemo prvoj, a zatim drugu vrstu sa −1,[
1 2 1 0

0 −1 −2 1

]
2r2 + r1

∼

[
1 0 −3 2

0 −1 −2 1

]
−r2

∼

[
1 0 −3 2

0 1 2 −1

]
=
[
E A−1

]
.

Dakle,

A−1 =

[
−3 2

2 −1

]
,

dok jednostavnom proverom konstatujemo da va�i A ·A−1 = E.
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�Ve�ba 1.8 Gaus-�ordanovim postupkom odrediti B−1 za B =

2 3 1

1 1 0

3 8 4

 .

Rexe�e:
Formirajmo proxirenu matricu i zamenimo mesta prvoj i drugoj vrsti,

[B|E] =

2 3 1 1 0 0

1 1 0 0 1 0

3 8 4 0 0 1

 r1 ↔ r2

∼

1 1 0 0 1 0

2 3 1 1 0 0

3 8 4 0 0 1

 ,

nakon qega u tako transformisanoj proxirenoj matrici prvu vrstu pomno�imo sa
−2 i dodamo drugoj, a zatim prvu vrstu pomno�imo sa −3 i dodamo tre�oj:1 1 0 0 1 0

2 3 1 1 0 0

3 8 4 0 0 1

 −2r1 + r2

−3r1 + r3

∼

1 1 0 0 1 0

0 1 1 1 −2 0

0 5 4 0 −3 1

 .

Zatim, drugu vrstu pomno�imo sa −1 i dodamo prvoj vrsti, a drugu vrstu pom-
no�imo sa −5 i dodamo tre�oj vrsti:1 1 0 0 1 0

0 1 1 1 −2 0

0 5 4 0 −3 1

 −r2 + r1

−5r2 + r3

∼

1 0 −1 −1 3 0

0 1 1 1 −2 0

0 0 −1 −5 7 1

 .

Sada, tre�u vrstu mno�imo sa −1,1 0 −1 −1 3 0

0 1 1 1 −2 0

0 0 −1 −5 7 1

 −r3

∼

1 0 −1 −1 3 0

0 1 1 1 −2 0

0 0 1 5 −7 −1

 ,

nakon qega ostaje jox da pomno�imo tre�u vrstu sa −1 i dodamo je drugoj, kao i da
je dodamo prvoj:

1 0 −1 −1 3 0

0 1 1 1 −2 0

0 0 1 5 −7 −1

 −r3 + r2

r3 + r1

∼

1 0 0 4 −4 −1

0 1 0 −4 5 1

0 0 1 5 −7 −1

 =
[
E B−1

]
.

Prema tome,

B−1 =

 4 −4 −1

−4 5 1

5 −7 −1

 .
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�Ve�ba 1.9 Rexiti jednaqinu XC = E, ako je C =

−4 0 −1

2 3 1

3 2 1

 .

Rexe�e:
Matrica X je zapravo inverzna matrica za matricu C, pa �emo je odrediti Gaus-
�ordanovim postupkom. Nakon xto formiramo proxirenu matricu, odmah �emo
zameniti mesta prvoj i drugoj vrsti, a u tako dobijenoj proxirenoj matrici tre�u
vrstu �emo pomno�iti sa 2:

[C|E] =

−4 0 −1 1 0 0

2 3 1 0 1 0

3 2 1 0 0 1

 r1 ↔ r2

2r3

∼

 2 3 1 0 1 0

−4 0 −1 1 0 0

6 4 2 0 0 2

 .

Da	e, prepisujemo prvu vrstu, a istu mno�imo sa 2 i dodajemo drugoj, odnosno sa
−3 i dodajemo tre�oj vrsti: 2 3 1 0 1 0

−4 0 −1 1 0 0

6 4 2 0 0 2

 2r1 + r2

−3r1 + r3

∼

2 3 1 0 1 0

0 6 1 1 2 0

0 −5 −1 0 −3 2

 .

Da bismo izbegli raqun sa razlomcima u nastavku, pomno�i�emo prvu vrstu sa 2 i
tre�u sa 6, a zatim nastaviti "prav	e�e nula" iznad i ispod drugog dijagonalnog
elementa tako xto drugu vrstu pomno�imo sa −1 i dodamo prvoj, to jest sa 5 i
dodamo tre�oj:2 3 1 0 1 0

0 6 1 1 2 0

0 −5 −1 0 −3 2

 2r1

6r3

∼

4 6 2 0 2 0

0 6 1 1 2 0

0 −30 −6 0 −18 12


4 6 2 0 2 0

0 6 1 1 2 0

0 −30 −6 0 −18 12

 −r2 + r1

5r2 + r3

∼

4 0 1 −1 0 0

0 6 1 1 2 0

0 0 −1 5 −8 12

 .

U posled�em koraku dodajemo tre�u vrstu i prvoj i drugoj,4 0 1 −1 0 0

0 6 1 1 2 0

0 0 −1 5 −8 12

 r3 + r1

r3 + r2

∼

4 0 0 4 −8 12

0 6 0 6 −6 12

0 0 −1 5 −8 12


i nakon toga jox ostaje da se sve vrste pomno�e i to: prva sa

1

4
, druga sa

1

6
a tre�a

sa −1 :
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4 0 0 4 −8 12

0 6 0 6 −6 12

0 0 −1 5 −8 12


1/4 r1

1/6 r2

−r3

∼

1 0 0 1 −2 3

0 1 0 1 −1 2

0 0 1 −5 8 −12

 =
[
E C−1

]
,

Dakle,

C−1 =

 1 −2 3

1 −1 2

−5 8 −12

 .

�Ve�ba 1.10 Date su matrice

A =

−2 −1 3

2 3 −2

1 1 −1

 i B =

 1 2 −3

−1 −3 1

−1 −2 2

 .

Izraqunati, a potom ispitati da li me�u rezultuju�im matricama ima
jednakih:

a) A ·B−1 b) B−1 ·A v) A−1 ·B−1 g) B−1 ·A−1 d) (A ·B)−1 ?

Rexe�e:

[A|E] =

−2 −1 3 1 0 0

2 3 −2 0 1 0

1 1 −1 0 0 1

 r1 ↔ r3

∼

 1 1 −1 0 0 1

2 3 −2 0 1 0

−2 −1 3 1 0 0

 −2r1 + r2

2r1 + r3

∼

∼

1 1 −1 0 0 1

0 1 0 0 1 −2

0 1 1 1 0 2

 −r2 + r1

−r2 + r3

∼

1 0 −1 0 −1 3

0 1 0 0 1 −2

0 0 1 1 −1 4

 r3 + r1

∼

∼

1 0 0 1 −2 7

0 1 0 0 1 −2

0 0 1 1 −1 4

 =
[
E A−1

]
.

Prema tome,

A−1 =

1 −2 7

0 1 −2

1 −1 4

 .

Sa druge strane,
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[B|E] =

 1 2 −3 1 0 0

−1 −3 1 0 1 0

−1 −2 2 0 0 1

 r1 + r2

r1 + r3

∼

1 2 −3 1 0 0

0 −1 −2 1 1 0

0 0 −1 1 0 1

 −r2

−r3

∼

∼

1 2 −3 1 0 0

0 1 2 −1 −1 0

0 0 1 −1 0 −1

 −2r2 + r1

∼

1 0 −7 3 2 0

0 1 2 −1 −1 0

0 0 1 −1 0 −1

 7r3 + r1

−2r3 + r2

∼

∼

1 0 0 −4 2 −7

0 1 0 1 −1 2

0 0 1 −1 0 −1

 =
[
E B−1

]
.

Dakle,

B−1 =

−4 2 −7

1 −1 2

−1 0 −1

 .

Mno�e�em odgovaraju�ih matrica, dobijamo slede�e rezultate:

a)

A ·B−1 =

−2 −1 3

2 3 −2

1 1 −1

 ·

−4 2 −7

1 −1 2

−1 0 −1

 =

 4 −3 9

−3 1 −6

−2 1 −4

 ,

b)

B−1 ·A =

−4 2 −7

1 −1 2

−1 0 −1

 ·

−2 −1 3

2 3 −2

1 1 −1

 =

 5 3 −9

−2 −2 3

1 0 −2

 ,

v)

A−1 ·B−1 =

1 −2 7

0 1 −2

1 −1 4

 ·

−4 2 −7

1 −1 2

−1 0 −1

 =

−13 4 −18

3 −1 4

−9 3 −13

 ,

g)

B−1 ·A−1 =

−4 2 −7

1 −1 2

−1 0 −1

 ·

1 −2 7

0 1 −2

1 −1 4

 =

−11 17 −60

3 −5 17

−2 3 −11

 ,

d) Da bismo izraqunali matricu (A·B)−1, potrebno je prvo odrediti matricu A·B,
a potom na�i �oj inverznu:
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A ·B =

−4 −7 11

1 −1 −7

1 1 −4

 ,

[A ·B|E] =

−4 −7 11 1 0 0

1 −1 −7 0 1 0

1 1 −4 0 0 1

 r1 ↔ r3

∼

 1 1 −4 0 0 1

1 −1 −7 0 1 0

−4 −7 11 1 0 0

 −r1 + r2

4r1 + r3

∼

∼

1 1 −4 0 0 1

0 −2 −3 0 1 −1

0 −3 −5 1 0 4

 2r1

−2r3

∼

2 2 −8 0 0 2

0 −2 −3 0 1 −1

0 6 10 −2 0 −8

 r2 + r1

3r2 + r3

∼

∼

2 0 −11 0 1 1

0 −2 −3 0 1 −1

0 0 1 −2 3 −11

 11r3 + r1

3r3 + r2

∼

2 0 0 −22 34 −120

0 −2 0 −6 10 −34

0 0 1 −2 3 −11

 1/2 r1

−1/2 r2

∼

∼

1 0 0 −11 17 −60

0 1 0 3 −5 17

0 0 1 −2 3 −11

 =
[
E (A ·B)−1

]
.

Dakle,

(A ·B)−1 =

−11 17 −60

3 −5 17

−2 3 −11

 .

Napomena: Primetimo da va�i (A ·B)−1 = B−1 ·A−1. To nije sluqajnost, naime,
ova jednakost va�i u opxtem sluqaju.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 1.11 Ako su x =
[
1 2 3

]
i y =

[
−1 1/2 1

]
, izraqunati:

a) xyT yTx, b) xyT yxT , v) yTxxT y.

Rexe�a: a)

−3 −6 −9

3/2 3 9/2

3 6 9

 , b) 9, v)

 14 −7 −14

−7 7/2 7

−14 7 14

 .

�Ve�ba 1.12 Odrediti proizvod matrica:

a)

[
3 2 1

−1 1 −1

]
i


1 2

3 5

5 6

 , b)

[
1 0 1

0 1 0

]
i


−3

−2

−1

 .

Rexe�a: a)

[
14 22

−3 −3

]
, b)

[
−4

−2

]
.

�Ve�ba 1.13 Izraqunati (A+ 3E)2 ako je A =


−8 −8 2

3 2 0

1 2 −4

 .

Rexe�e: (A+ 3E)2 = E

�Ve�ba 1.14 Rexiti jednaqinu AX = E, ako je:

a) A =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 , b) A =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 , v) A =

0.5 0 0

0 0.75 0

0 0 0.1

 .

Rexe�a: a) X = A, b) X = A, v) X =

2 0 0

0 4/3 0

0 0 10

 .
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�Ve�ba 1.15 Gaus-�ordanovom eliminacijom izraqunati inverzne matrice
za:

a) A =

 1 2 −2

−3 −5 8

5 7 −14

 , b) B =

1 2 3

2 3 4

3 4 4

 , v) C =

1 2 3

0 1 4

5 6 0

 .

Rexe�a:

A−1 =

 7 7 3

−1 −2 −1

2 3/2 1/2

 , B−1 =

−4 4 −1

4 −5 2

−1 2 −1

 , C−1 =

−24 18 5

20 −15 −4

−5 4 1

 .



2
Sistemi linearnih jednaqina

2.1 Sistemi linearnih jednaqina

Sistem od n linearnih jednaqina sa n nepoznatih je sistem oblika
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
...

...
...

...
...

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

koji u matriqnom zapisu glasi

Ax = b, A = [aij ]n×n, x = [xi], b = [bi]

2.1.1 Gausov postupak eliminacije

R Svo�e�e sistema na trougaoni oblik pomo�u slede�ih transformacija:

U mno�e�e vrste brojem razliqitim od nule

U mno�e�e vrste brojem i dodava�e drugoj vrsti

U zamena vrsta
× × × ×
× × × ×
× × × ×
× × × ×

→


× × × ×
0

⊗ ⊗ ⊗
0

⊗ ⊗ ⊗
0

⊗ ⊗ ⊗

→


× × × ×
0 × × ×
0 0

⊗ ⊗
0 0

⊗ ⊗

→


× × × ×
0 × × ×
0 0 × ×
0 0 0

⊗


R Nala�e�e rexe�a zamenom unatrag

23
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�Ve�ba 2.1 Gausovom metodom eliminacije rexiti sisteme:

a)


x+ 2y − z = 2

2x+ y + z = 7

2x+ 3y = 8

, b)


x+ 9y + 10z = 4

4x + 9z = 6

3x+ 3y + 5z = 14

.

Rexe�e:
a) U prvom koraku Gausove eliminacije, prvu jednaqinu mno�imo sa −2 i dodajemo
drugoj i tre�oj. To �emo ubudu�e zapisivati tako xto �emo ispred druge i tre�e
jednaqine pribele�iti broj kojim smo mno�ili, u ovom sluqaju (−2). Dakle,

(−2)

(−2)


x+ 2y − z = 2

2x+ y + z = 7

2x+ 3y = 8

→


x+ 2y − z = 2

− 3y + 3z = 3

− y + 2z = 4

→

Poqi�e drugi korak Gausove eliminacije. Sada drugu jednaqinu mno�imo sa − 1
3 i

dodajemo tre�oj, xto opet zapisujemo kao (− 1
3 ) ispred tre�e jednaqine. Dakle,

→
(−1/3)


x+ 2y − z = 2

− 3y + 3z = 3

− y + 2z = 4

→


x+ 2y − z = 2

− 3y + 3z = 3

z = 3

.

Zamenom unatrag dobijamo
z = 3,

xto, nakon uvrxtava�a u drugu jednaqinu, daje

−3y + 9 = 3, odnosno y = 2,

a zamenom tako dobijenih y i z u prvu jednaqinu, nalazimo i

x+ 4− 3 = 2, odnosno x = 1.

Dakle, rexe�e posmatranog sistema glasi

x = 1, y = 2, z = 3,

xto mo�emo zapisati i kao xy
z

 =

12
3

 .

b) Transformiximo sistem u trougaoni oblik, kao i u prethodnom zadatku:

(−4)

(−3)


x+ 9y + 10z = 4

4x + 9z = 6

3x+ 3y + 5z = 14

→
(−2/3)


x+ 9y + 10z = 4

− 36y − 31z = −10

− 24y − 25z = 2

→
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→


x+ 9y + 10z = 4

− 36y − 31z = −10

− 13
3 z = 26

3

.

Zamenom unatrag dobijamo (jedinstveno) rexe�e sistema:

x = 6, y = 2, z = −2.

�Ve�ba 2.2 Ispitati da li slede�i sistem ima rexe�a:
x+ 2y + 3z = 1

4x+ 5y + 6z = 0

7x+ 8y + 9z = 1

.

Rexe�e:

Gausovim postupkom dobijamo:

(−4)

(−7)


x+ 2y + 3z = 1

4x+ 5y + 6z = 0

7x+ 8y + 9z = 1

→
(−2)


x+ 2y + 3z = 1

− 3y − 6z = −4

− 6y − 12z = −6

→


x+ 2y + 3z = 1

− 3y − 6z = −4

0 = 2

.

S obzirom da se me�u jednaqinama pojavila i ova

0 = 2,

koju mo�emo zamisliti kao 0 · z = 2 i koja, oqigledno, nema rexe�a, to znaqi da ni
sistem nema rexe�a, pa je sistem nemogu�.

�Ve�ba 2.3 Izraqunati sva rexe�a sistema:
x− 2y + 3z = 1

3x+ 2y − 4z = 2

2x− 4y + 6z = 2

.

Rexe�e: Gausovim postupkom dobijamo:

(−3)

(−2)


x− 2y + 3z = 1

3x+ 2y − 4z = 2

2x− 4y + 6z = 2

→
(−2)


x− 2y + 3z = 1

8y − 13z = −1

0 = 0

.

Poxto 0 = 0 mo�emo tumaqiti kao jednaqinu 0 · z = 0, koja ima beskonaqno mnogo
rexe�a, ovaj sistem je neodre�en, tj. i on ima beskonaqno mnogo rexe�a. Da
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bismo pronaxli sva rexe�a, nepoznatu z biramo proizvo	no, a ostale nepoznate
izra�avamo preko �e. Dakle,

z = t, y = 1
8 (−1 + 13t), x = 1

4 (3 + t).

Za svako konkretno t dobijamo po jedno od bezbroj rexe�a. Na primer, za t = 1
dobijamo rexe�e: x = 1, y = 1.5, z = 1.

�Ve�ba 2.4 Odrediti sva rexe�a sistema:
x− 2y − z + u = −2

2x+ 7y + 3z + u = 6

3x+ 5y + 2z + 2u = 4

9x+ 4y + z + 7u = 2

.

Rexe�e:
Gausovim postupkom dobijamo:

(−2)

(−3)

(−9)


x− 2y − z + u = −2

2x+ 7y + 3z + u = 6

3x+ 5y + 2z + 2u = 4

9x+ 4y + z + 7u = 2

→
(−1)

(−2)


x− 2y − z + u = −2

11y + 5z − u = 10

11y + 5z − u = 10

22y + 10z − 2u = 20

→

→


x− 2y − z + u = −2

11y + 5z − u = 10

0 = 0

0 = 0

.

Sada dve nepoznate, z i u, biramo proizvo	no, a druge dve izra�avamo preko �ih.
Iz druge jednaqine dobijamo

y =
1

11
(10− 5z + u),

xto da	e uvrstimo u prvu jednaqinu i zatim izrazimo x. Dakle, sva rexe�a ovog
sistema su data sa:

x = 1
11 (s− 9t− 2), y = 1

11 (10− 5s+ t), z = s, u = t,

gde su s i t proizvo	ni realni brojevi. Ovaj sistem je neodre�en.
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�Ve�ba 2.5 Rexiti sistem:
x+ y + z = −x− 2y + 7

−3x+ y = 4z − 10

6x+ 6y − 2z = x+ 2y + 5

.

Rexe�e:

Najpre, zapiximo ovaj sistem u obliku pogodnom za primenu Gausovog postupka
eliminacije (tj. sve nepoznate prebacimo na levu stranu jednakosti), qime dobi-
jamo: 

2x+ 3y + z = 7

−3x+ y − 4z = −10

5x+ 4y − 2z = 5

.

Da	e postupamo kao u prethodnim zadacima:

(3/2)

(−5/2)


2x+ 3y + z = 7

−3x+ y − 4z = −10

5x+ 4y − 2z = 5

→ ·2
·2


2x+ 3y + z = 7

11
2 y − 5

2z = 1
2

− 7
2y −

9
2z = − 25

2

→

→
(7/11)


2x+ 3y + z = 7

11y − 5z = 1

− 7y − 9z = −25

→


2x+ 3y + z = 7

11y − 5z = 1

− 134
11 z = − 268

11

.

Odavde zamenom unatrag dobijamo rexe�a:

x = 1, y = 1, z = 2.

�Ve�ba 2.6 Maja je potroxila izvesnu sumu e pri kupovini ha	ine, cipela
i taxne. Ako bi ha	ina bila pet puta jeftinija, cipele dva puta jef-
tinije, a taxna 2,5 puta jeftinija od stvarne cene, kupovina bi stajala
e 150. Ako bi ha	ina bila jeftinija dva puta, cipele qetiri puta, a taxna
tri puta, tada bi za takvu kupovinu Maja potroxila tako�e e 150. Koliko
je Maja platila ha	inu, ako se zna da su cipele i taxna koxtali e 250?

Rexe�e: Oznaqimo sa x cenu ha	ine, sa y cenu cipela i sa z cenu taxne u e . Tada
je: 

1
5x+ 1

2y +
1
2,5z = 150

1
2x+ 1

4y +
1
3z = 150

y + z = 250

.
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Da bismo olakxali postupak rexava�a, pomno�imo prvu jednaqinu sa 10, a drugu
jednaqinu sa 12, qime �emo se osloboditi razlomaka. Da	e nastav	amo sa rexa-
va�em sistema:

(−3)


2x+ 5y + 4z = 1500

6x+ 3y + 4z = 1800

y + z = 250

→
(1/12)


2x+ 5y + 4z = 1500

− 12y − 8z = −2700

y + z = 250

→


2x+ 5y + 4z = 1500

− 12y − 8z = −2700
1
3z = 25

.

Odavde dobijamo:

x = 162.5, y = 175, z = 75.

Dakle, Maja je ha	inu platila e 162.5.

�Ve�ba 2.7 (Prvi problem u 8. k�izi starokineskog rukopisa ”Jiuzhang
suanshu”, III vek p.n.e.) Tri snopa �ita visokog kvaliteta, dva snopa
�ita sred�eg kvaliteta i jedan snop �ita niskog kvaliteta daju 39 dou
(merica). Dva snopa �ita visokog kvaliteta, tri snopa �ita sred�eg
kvaliteta i jedan snop �ita niskog kvaliteta daju 34 dou. Jedan snop
�ita visokog kvaliteta, dva snopa �ita sred�eg kvaliteta i tri snopa
�ita niskog kvaliteta daju 26 dou. Koliko je dou u jednom snopu �ita
visokog, sred�eg, odnosno niskog kvaliteta?

Rexe�e:
Navedeni problem danas zapisujemo kao sistem:

3x+ 2y + z = 39

2x+ 3y + z = 34

x+ 2y + 3z = 26

.

Sprovex�emo Gausovu eliminaciju:

·3
·3


3x+ 2y + z = 39

2x+ 3y + z = 34

x+ 2y + 3z = 26

→ (−2)

(−1)


3x+ 2y + z = 39

6x+ 9y + 3z = 102

3x+ 6y + 9z = 78

→

→
·5


3x+ 2y + z = 39

5y + z = 24

4y + 8z = 39

→
(−4)


3x+ 2y + z = 39

5y + z = 24

20y + 40z = 195

→

→


3x+ 2y + z = 39

5y + z = 24

36z = 99

.
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Rexe�e je:

x = 37
4 , y = 17

4 , z = 11
4 .

Napomena: Postupak rexava�a koji se nudi u pomenutoj k�izi, u suxtini, nije
nixta drugo do Gausova eliminacija! Princip eliminacije nepoznatih Kinezi su,
u stvari, razradili manipulacijom raqunskih xtapi�a, ali on je, oqigledno, bio
poznat 2000 godina pre Gausa!

2.2 Matriqne jednaqine

prvi tip: A · X = B, ako je A regularna matrica, ima jedinstveno rexe�e
X = A−1 ·B

drugi tip: X · A = B, ako je A regularna matrica, ima jedinstveno rexe�e
X = B ·A−1

tre�i tip: A · X · B = C, ako su A i B regularne matrice, ima jedinstveno
rexe�e X = A−1 · C ·B−1

�Ve�ba 2.8 Rexiti slede�e matriqne jednaqine:

a) 43 12 39

11 3 10

7 2 6

 ·X =

74 67 16

19 17 4

11 11 3

 ,

b)

X ·

1 2 3

2 3 4

3 4 6

 =

9 8 7

6 5 4

3 2 1

 ,

v) 2 3 1

4 5 2

5 7 3

 ·X ·

 3 1 3

−1 −2 1

3 2 2

 =

21 15 12

41 28 25

55 38 33

 .

Rexe�e:
a) S obzirom da je u pita�u matriqna jednaqina prvog tipa, raqunamo inverznu43 12 39

11 3 10

7 2 6


−1

=

−2 6 3

4 −15 −1

1 −2 −3

 ,
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i rexe�e matriqne jednaqine je

X =

−2 6 3

4 −15 −1

1 −2 −3

 ·

74 67 16

19 17 4

11 11 3

 =

−1 1 1

0 2 1

3 0 −1

 .

b) Ova jednaqina je sada drugog tipa, pa najpre nalazimo1 2 3

2 3 4

3 4 6


−1

=

−2 0 1

0 3 −2

1 −2 1

 ,

a rexe�e jednaqine je

X =

9 8 7

6 5 4

3 2 1

 ·

−2 0 1

0 3 −2

1 −2 1

 =

−11 10 0

−8 7 0

−5 4 0

 .

v) Obele�imo matrice zadate u jednaqini sa:

A =

2 3 1

4 5 2

5 7 3

 B =

 3 1 3

−1 −2 1

3 2 2

 C =

21 15 12

41 28 25

55 38 33

 .

Rexavamo, dakle, jednaqinu A ·X ·B = C. U pita�u je matriqna jednaqina tre�eg
tipa. Uveri�emo se da su matrice A i B regularne, xto �e implicirati jedin-
stvenost rexe�a. Dakle, prvo �emo odrediti matrice A−1 i B−1, a potom i ma-
tricu X:

A−1 =

−1 2 −1

2 −1 0

−3 −1 2

 , B−1 =

 6 −4 −7

−5 3 6

−4 3 5

 ,

X =

−1 2 −1

2 −1 0

−3 −1 2

 ·

21 15 12

41 28 25

55 38 33

 ·

 6 −4 −7

−5 3 6

−4 3 5

 =

1 0 1

0 −1 0

1 0 1

 .
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�Ve�ba 2.9 Rexiti matriqnu jednaqinu (A + 2 · E) ·X = A − E, gde je E
jediniqna matrica, a

A =

5 10 4

4 3 2

5 7 1

 .

Rexe�e:
Kako je

A+ 2 · E =

5 10 4

4 3 2

5 7 1

+

2 0 0

0 2 0

0 0 2

 =

7 10 4

4 5 2

5 7 3

 ,

A− E =

5 10 4

4 3 2

5 7 1

−

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

4 10 4

4 2 2

5 7 0

 ,

posmatrana matriqna jednaqina ima slede�i oblik:7 10 4

4 5 2

5 7 3

 ·X =

4 10 4

4 2 2

5 7 0

 ,

pa je

X =

7 10 4

4 5 2

5 7 3


−1

·

4 10 4

4 2 2

5 7 0

 ,

odnosno,

X =

−1 2 0

2 −1 −2

−3 −1 5

 ·

4 10 4

4 2 2

5 7 0

 =

 4 −6 0

−6 4 6

9 3 −14

 .
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 2.10 Rexiti sistem linearnih jednaqina:
x+ 2y + 3z = 4

y + 4z = 0

5x+ 6y = 12

.

Rexe�e: x = −36, y = 32, z = −8.

�Ve�ba 2.11 Odrediti sva rexe�a sistema linearnih jednaqina:
w + x+ 2y − 3z = −2

−4w + 3x− y − 2z = 1

w + 2x+ 3y − 5z = −3

.

Rexe�e: w = t− 2, x = 2t− 1, y = 0, z = t, t ∈ R.

�Ve�ba 2.12 Rexiti jednaqinu A ·X − C = B − 2 ·X, pri qemu su:

A =

−1 2 3

2 1 4

3 4 2

 , B =

56
7

 , C =

13
4

 .

Rexe�e: X =
[
1 1 1

]T
.

�Ve�ba 2.13 Odrediti rexe�e jednaqine X ·A− 2 ·B = 3 ·X + C, gde su:

A =

 4 2 −2

−3 −2 8

5 7 −11

 , B =
[
1 −1 2

]
, C =

[
−1 1 −4

]
.

Rexe�e: X =
[
8 9 4

]
.
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�Ve�ba 2.14 Za koje X je A ·X ·B − C = F ·G, ako su:

A =

1 2 3

0 1 4

5 6 0

 , B =

1 2 1

2 5 3

2 3 2

 , C =

1 1 −1

2 1 −2

0 0 1

 ,

F =

12
3

 , G =
[
0 1 0

]
?

Rexe�e: X =

 82 −19 −16

−68 16 13

21 −5 −4

 .
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3
Diferencijalni raqun

3.1 Izvod funkcije

U Prvi izvod funkcije f(x) u taqki x definisan je na slede�i naqin:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

U Diferencijal funkcije f(x) u taqki x je:

df(x) = f ′(x)dx.

R Pravila direfencijalnog raquna:

(c · u)′ = c · u′, (c = const)

(u+ v)
′
= u′ + v′

(u · v)′ = u′ · v + u · v′(u
v

)′
=

u′ · v − u · v′

v2
, (v ̸= 0)

Izvod slo�ene funkcije:

[f (g(x))]
′
= f ′ (g(x)) · g′(x)

Tablica elementarnih izvoda:

f(x) c = const xn ex ax, a > 0 lnx, x > 0 sinx cosx

f ′(x) 0 n · xn−1 ex ax · ln a 1

x
cosx − sinx

35
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�Ve�ba 3.1 Odrediti izvode slede�ih funkcija:

a) y = 3
3
√
x2, b) y = (1 + 3x2)(1− 7x),

v) y = 6x6 + 4x4 − 5x3 + 2, g) y = (7− 5x)(2 + 5x3).

Rexe�e:
Tra�ene izvode funkcija odre�ujemo pomo�u pravila diferencijalnog raquna, kao
i tablice elementarnih izvoda.

a) Budu�i da je
3
√
x2 = x

2
3 , posmatrana funkcija je oblika y = xn, pa direktno iz

tablice qitamo:

y′ =
(
3x

2
3

)′
= 3

(
x

2
3

)′
= 3

2

3
x

2
3−1 = 2x− 1

3 =
2
3
√
x
.

b) S obzirom da je funkcija qiji izvod tra�imo proizvod dve funkcije, najpre
�emo primeniti pravilo za izvod proizvoda:

y′ = (1 + 3x2)′ · (1− 7x) + (1 + 3x2) · (1− 7x)′ =

= 6x · (1− 7x) + (1 + 3x2) · (−7) =

= −63x2 + 6x− 7.

Primetimo da je ovaj zadatak mogao da se uradi i na drugaqiji naqin, tako xto na-
jpre izvrximo mno�e�e qinilaca (sre�iva�e izraza), a potom primenimo pravila
diferencira�a. Rezultat, naravno, ostaje isti:

y = 1 + 3x2 − 7x− 21x3,

y′ = 6x− 7− 63x2.

v) Izvod odre�ujemo direktnom primenom pravila za zbir (razliku) izvoda, kao i
tabliqnih izvoda:

y′ = 6 · 6x5 + 4 · 4x3 − 5 · 3x2 + 0 = 36x5 + 16x3 − 15x2 = x2(36x3 + 16x− 15).

g) Analogno primeru pod b), upotrebom pravila za izvod proizvoda, dobijamo

y′ = −5 · (2 + 5x3) + (7− 5x) · 15x2 = −10 + 105x2 − 100x3.
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�Ve�ba 3.2 Izraqunati izvod funkcije, a potom odrediti vrednost izvoda
u taqki x0:

a) y = x− 1

x4
+

1

4x3
, x0 = −1, b) y = 6 3

√
x− 4

√
x, x0 = 1,

v) y =
x− 1

x+ 1
, x0 = −1, g) y =

x2

x2 + 1
, x0 = −1.

Rexe�e:
a)

y′ = 1− (−4)x−4−1 +
1

4
(−3)x−3−1 = 1 +

4

x5
− 3

4x4
,

odakle je y′(−1) = −15

4
.

b)

y′ = 6
1

3
x

1
3−1 − 4

1

2
x

1
2−1 =

2
3
√
x2

− 2√
x
,

pa je vrednost u tra�enoj taqki y′(1) = 0.
v)

y′ =
1 · (x+ 1)− (x− 1) · 1

(x+ 1)2
=

2

(x+ 1)2
,

pa, s obzirom da ova funkcija nije definisana u taqki x0 = −1, vrednost izvoda u
taqki x0 = −1 ne postoji.
g)

y′ =
2x · (x2 + 1)− x2 · 2x

(x2 + 1)2
=

2x

(x2 + 1)2
,

na osnovu qega nalazimo da je y′(−1) = −1

2
.

�Ve�ba 3.3 Odrediti izvode funkcija:

a) y = 2x3 sinx, b) y = tg x− x,

v) y =
1

2
(x− sinx cosx), g) y = 2 · cosx− sinx

cosx+ sinx
.

Rexe�e:
a)

y′ = 6x2 sinx+ 2x3 cosx,

b) Koriste�i qi�enicu da je tg(x) trigonometrijska funkcija definisana kao
koliqnik sinusne i kosinusne funkcije, te da je sin2 x+ cos2 x = 1, imamo

y′ =

(
sinx

cosx

)′

− 1 =
cosx cosx− sinx(− sinx)

cos2 x
− 1 =

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
− cos2 x

cos2 x
=

sin2 x

cos2 x
= tg2 x.
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v)

y′ =
1

2
(1− (cosx cosx+ sinx(− sinx))) =

=
1

2
(1− cos2 x+ sin2 x) = sin2 x.

g)

y′ = 2 · (− sinx− cosx)(cosx+ sinx)− (cosx− sinx)(− sinx+ cosx)

(cosx+ sinx)2
=

= 2 · −2 sinx cosx− sin2 x− cos2 x− (−2 sinx cosx+ cos2 x+ sin2 x)

(cosx+ sinx)2
=

= 2 · −2

(cosx+ sinx)2
=

−4

1 + sin(2x)
.

�Ve�ba 3.4 Izraqunati izvode funkcija:

a) y =
3

2

(
1 +

1
3
√
x

)2

, b) y =
(
x2 − x−2

)2
,

v) y =
1

3
(x
√
x− 1)

2
, g) y = 3

(
1 + x−1

)(
1− 1

x

)
.

Rexe�e:
a)

y′ =
3

2

[(
1 +

1
3
√
x

)2
]′

=
3

2

[(
3
√
x+ 1
3
√
x

)2
]′

=
3

2

[
3
√
x2 + 2 3

√
x+ 1

3
√
x2

]′
=

=
3

2

(
2

3
x− 1

3 +
2

3
x− 2

3

)
x

2
3 −

(
x

2
3 + 2x

1
3 + 1

) 2

3
x− 1

3

x
4
3

=

=
3

2
·
−2

3
− 2

3
x− 1

3

x
4
3

=
3

2
·
(
−2

3

)
· 1 + x− 1

3

x
4
3

= − ( 3
√
x)−1 + 1

3
√
x4

.

b)

y′ =
[(
x2 − x−2

)2]′
=
[
x4 − 2 + x−4

]′
= 4x3 − 4x−5.

v)

y′ =
1

3

[(
x
√
x− 1

)2]′
=

1

3

[(
x

3
2 − 1

)2]′
=

1

3

[
x3 − 2x

3
2 + 1

]′
=

=
1

3
(3x2 − 2

3

2
x

1
2 ) =

1

3
(3x2 − 3

√
x) = x2 −

√
x.

g)

y′ = 3
[(
1 + x−1

) (
1− x−1

)]′
= 3

[
1− x−2

]′
= −3 · (−2)x−3 =

6

x3
.
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�Ve�ba 3.5 Primenom pravila za izvod slo�ene funkcije, izraqunati:

a) y =
(
x2 + 1

)7
, b) y = (1− 4x)

3
,

v) y = sin4 x, g) y = sin 4x.

Rexe�e:
a) Ukoliko bismo definisali t = t(x) = x2+1, tada polazna funkcija dobija oblik
y = t7. Primenom pravila za izvod slo�ene funkcije, xto znaqi da na�emo izvod
funkcije y po t, a zatim rezultat pomno�imo izvodom t po promen	ivoj x, dobijamo

y′ = 7(x2 + 1)6 · (x2 + 1)′ = 7(x2 + 1)6 · (2x) = 14x(x2 + 1)6.

b)
y′ = 3(1− 4x)2 · (1− 4x)′ = 3(1− 4x)2 · (−4) = −12(1− 4x)2.

v)
y′ = 4 sin3 x(sinx)′ = 4 sin3 x cosx = 2 sin(2x) sin2 x.

g)
y′ = cos(4x) · (4x)′ = cos(4x) · 4 = 4 cos(4x).

�Ve�ba 3.6 Odrediti izvode slede�ih slo�enih funkcija:

a) y =
x√

1− x2
, b) y =

√
1 + x√
1− x

,

v) y =
√
x2 − 3x+ 5, g) y =

3

√
(1− 2x)

2
.

Rexe�e:
a)

y′ =

√
1− x2 − x

(√
1− x2

)′
1− x2

=

√
1− x2 − x

1

2
√
1− x2

· (−2x)

1− x2
=

=

√
1− x2 +

x2

√
1− x2

1− x2
=

1− x2 + x2

(1− x2)
3
2

=
1√

(1− x2)3
.

b)

y′ =

[(
1 + x

1− x

) 1
2

]′
=

1

2

(
1 + x

1− x

)− 1
2

· (1− x)− (1 + x) · (−1)

(1− x)2
=

=
1

2

√
1− x

1 + x
· 2

(1− x)2
=

1
√
1 + x

√
(1− x)3

.
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v)

y′ =
1

2

(
x2 − 3x+ 5

)− 1
2 · (2x− 3) =

2x− 3

2
√
x2 − 3x+ 5

.

g)

y′ =
2

3
(1− 2x)−

1
3 · (−2) = − 4

3 3
√
1− 2x

.

�Ve�ba 3.7 Odrediti vrednost izvoda slede�ih funkcija u taqki x0 :

a) y = e3x+5, x0 = −5

3
, b) y =

ex − e−x

ex + e−x
, x0 = 0,

v) y =
lnx

x
, x0 = 1, g) y = ln

1 + x

1− x
, x0 = 0.

Rexe�e:
a)

y′ = e3x+5 · (3x+ 5)′ = 3e3x+5,

odakle nalazimo y′
(
−5

3

)
= 3.

b)

y′ =
(ex + e−x)(ex + e−x)− (ex − e−x)(ex − e−x)

(ex + e−x)2
=

=
(e2x + 2 + e−2x)− (e2x − 2 + e−2x)

(ex + e−x)2
=

4

(ex + e−x)2
,

stoga je y′(0) = 1.
v)

y′ =

1

x
· x− lnx · 1

x2
=

1− lnx

x2
,

pa je y′(1) = 1.
g)

y′ =
1

1 + x

1− x

·
(
1 + x

1− x

)′

=
1− x

1 + x
· (1− x) + (1 + x)

(1− x)2
=

2

1− x2
,

odakle nalazimo da je y′(0) = 2.
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3.2 Izvodi vixeg reda

Pod pretpostavkom da postoji, n-ti izvod (n = 2, 3, . . . ) funkcije f(x) u taqki
x definisan je rekurentnom relacijom:

f (n)(x) =
[
f (n−1)(x)

]′
.

�Ve�ba 3.8 Izraqunati tre�i izvod funkcije y = x2 lnx.

Rexe�e:
Na�imo najpre prvi izvod, potom drugi izvod kao izvod prvog izvoda, i na kraju
tre�i izvod kao izvod drugog izvoda:

y′ = 2x lnx+ x2 · 1
x
= 2x lnx+ x,

y′′ = (y′)′ = (2x lnx+ x)′ = 2 lnx+ 2x · 1
x
+ 1 = 2 lnx+ 3,

y′′′ = (y′′)′ = (2 lnx+ 3)′ =
2

x
.

�Ve�ba 3.9 Odrediti qetvrti izvod funkcije y = e−x sinx.

Rexe�e:
Sliqno postupku opisanom u prethodnom zadatku, do qetvrtog izvoda dolazimo
ovako:

y′ = −e−x sinx+ e−x cosx = e−x(cosx− sinx),

y′′ = −e−x(cosx− sinx) + e−x(− sinx− cosx) = −2e−x cosx,

y′′′ = 2e−x cosx+ 2e−x sinx = 2e−x(cosx+ sinx),

yIV = −2e−x(cosx+ sinx) + 2e−x(− sinx+ cosx) = −4e−x sinx.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 3.10 Odrediti izvod funkcije:

a) y = x3 + 2x2 − 3x+ 2, b) y = 2x5 − 4x4 − 2

x
+

3

x3
,

v) y =
√
x+ 3

√
x− 2

3
√
x2, g) y = (sinx− cosx)2.

Rexe�a:

a) y′ = 3x2 + 4x− 3, b) y′ = 10x4 − 16x3 +
2

x2
− 9

x4
,

v) y′ =
1

2
√
x
+

1

3
3
√
x2

− 4

3 3
√
x
, g) y′ = −2 cos 2x.

�Ve�ba 3.11 Izraqunati diferencijal funkcije:

a) y = 2 tg x− lnx, b) y = 6ex +
√
x,

v) y = (z + 2)2, g) y =
√
v2 + 5v − 2.

Rexe�a:

a) dy =

(
2

cos2 x
− 1

x

)
dx, b) dy =

(
6ex +

1√
x

)
dx,

v) dy = 2(z + 2)dz, g) dy =
2v + 5

2
√
v2 + 5v − 2

dv.

�Ve�ba 3.12 Izraqunati:

a) ((
√
x− 1) sinx)

′
, b) (2 tg x(sinx− ctg x))

′
,

v)

(
1√
x+ 1

)′

, g)
( x

lnx

)′
.

Rexe�a:

a)
sinx

2
√
x
+ (

√
x− 1) cosx, b) 2 tg x

(
1

cosx
+ cosx

)
,

v) − 1

2
√
x(
√
x+ 1)2

, g)
lnx− 1

ln2 x
.
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�Ve�ba 3.13 Na�i izvod funkcije:

a) f(x) = xx, b) g(z) = sin(
√
2z) +

√
2 sin z,

v) g(x) =
sinx+ ex

2ex
, g) h(t) =

√
cos t.

Rexe�a:

a) f ′(x) = xx(lnx+ 1), b) g′(z) =
√
2(cos(

√
2z) + cos z),

v) g′(x) =
cosx− sinx

2ex
, g) h′(t) = − sin t

2
√
cos t

.

�Ve�ba 3.14 Izraqunaj drugi izvod funkcije:

a) y = 2ex + 3esin x, b) y = 2x3 + sin(e2x) + 5,

v) y = x2ex, g) y =
x

sinx
.

Rexe�a:

a) y′′ = 2ex + 3esin x(cos2 x− sinx), b) y′′ = 12x+ 4e2x(cos(e2x)− e2x sin(e2x)),

v) y′′ = ex(x2 + 4x+ 2), g) y′′ =
x(1 + cos2 x)− sin 2x

sin3 x
.
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4
Integralni raqun

4.1 Neodre�eni integral

U Neodre�eni integral funkcije f se definixe na slede�i naqin:∫
f(x)dx = F (x) + C,

pri qemu je F (x) primitivna funkcija za funkciju f(x), tj. F ′(x) = f(x),
a C ∈ R je proizvo	na realna konstanta. Neodre�eni integral je, dakle,
familija primitivnih funkcija.

R Pravila: ∫
k · f(x)dx = k ·

∫
f(x)dx, (k = const)

∫
(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx

R Metode:

Smena promen	ivih∫
f(x)dx =

∫
f ′ (x(t)) · x′(t)dt

Parcijalna integracija∫
udv = u · v −

∫
vdu

45
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Tablica elementarnih integrala:

f(x) xn, n ̸= −1
1

x
ex

1√
1− x2

, |x| < 1
1

1 + x2
sinx cosx

F (x)
xn+1

n+ 1
ln |x| ex arcsinx arctg x − cosx sinx

�Ve�ba 4.1 Koriste�i osobine i tablicu integrala, izraqunati:

a)

∫
8x8dx, b)

∫
(x2 + 2x− 2)dx,

v)

∫
dx

x3
, g)

∫
x 4
√
xdx.

Rexe�e:
a) ∫

8x8dx = 8

∫
x8dx =

8

9
x9 + C.

b) ∫
(x2 + 2x− 2)dx =

∫
x2dx+ 2

∫
xdx− 2

∫
dx =

x3

3
+ x2 − 2x+ C.

v) ∫
dx

x3
=

∫
x−3dx =

x−2

−2
+ C = − 1

2x2
+ C.

g) ∫
x 4
√
xdx =

∫
x

5
4 dx =

x
9
4

9

4

+ C =
4

9
x2 4

√
x+ C.

�Ve�ba 4.2 Izraqunati slede�e integrale:

a)

∫
x5 + x2 − 9x+ 5

x2
dx, b)

∫
(x− 3)2√

x
dx,

v)

∫
x2

x2 + 1
dx, g)

∫
x2 − 5

x2 + 1
dx.

Rexe�e:
a) ∫

x5 + x2 − 9x− 5

x2
dx =

∫ (
x3 + 1− 9

x
− 5

x2

)
dx =

=
x4

4
+ x− 9 lnx+

5

x
+ C.
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b) ∫
(x− 3)2√

x
dx =

∫
x2 − 6x+ 9√

x
dx =

=

∫
(x

3
2 − 6x

1
2 + 9x− 1

2 )dx =
2

5
x2

√
x− 4x

√
x+ 18

√
x+ C.

v) Poslu�i�emo se idejom koja se sastoji u tome da brojiocu dodamo i od �ega
oduzmemo isti broj, i time stvorimo mogu�nost da razlomak rastavimo na naqin
koji �e proizvesti dva tabliqna integrala,∫

x2

x2 + 1
dx =

∫
x2 + 1− 1

x2 + 1
dx =

∫ (
1− 1

1 + x2

)
dx = x− arctg x+ C.

g) ∫
x2 − 5

x2 + 1
dx =

∫
x2 + 1− 6

x2 + 1
dx = x− 6 arctg x+ C.

�Ve�ba 4.3 Koriste�i metodu smene, odrediti integrale:

a)

∫
(2x+ 3)9dx, b)

∫
7
√
3− xdx,

v)

∫
dx

x2 + 3
, g)

∫
dx

2 + 3x2
.

Rexe�e:
a) Ovaj integral �emo rexiti metodom smene promen	ivih, i to tako da za smenu,
a zatim i diferencijal, redom, biramo

t = 2x+ 3

dt = 2dx.

Nakon rexava�a integrala po novoj promen	ivoj, na kraju ostaje jox samo da "vra-
timo" smenu. Drugim reqima,∫

(2x+ 3)9dx =
1

2

∫
t9dt =

1

20
t10 + C =

1

20
(2x+ 3)10 + C.

b) Kao i u prethodnom delu zadatka, koristi�emo metodu smene,

t = 3− x

dt = −dx∫
7
√
3− xdx = −

∫
t
1
7 dt = −7

8
t

7
√
t+ C = −7

8
(3− x) 7

√
3− x+ C.
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v) ∫
dx

x2 + 3
=

∫
dx

3

(
1

3
x2 + 1

) =
1

3

∫
dx(

x√
3

)2

+ 1

Smena:

t =
x√
3

dt =
1√
3
dx

∫
dx

x2 + 3
=

√
3

3

∫
dt

t2 + 1
=

1√
3
arctg t+ C =

1√
3
arctg

x√
3
+ C.

g) ∫
dx

3x2 + 2
=

∫
dx

2

(
3

2
x2 + 1

) =
1

2

∫
dx(√

3x√
2

)2

+ 1

Smena:

t =

√
3x√
2

dt =

√
3√
2
dx

∫
dx

3x2 + 2
=

√
2

2
√
3

∫
dt

t2 + 1
=

1√
6
arctg t+ C =

1√
6
arctg

√
3x√
2

+ C.

�Ve�ba 4.4 Odrediti slede�e integrale:

a)

∫
dx√
9− x2

, b)

∫
dx√

5− 4x2
,

v)

∫
xdx

5x2 − 2
, g)

∫
xdx√
1− 2x2

,

d)

∫
xe−x2

dx, �)

∫
ex

2ex − 1
dx.

Rexe�e:

a) ∫
dx√
9− x2

=

∫
dx

3 ·
√

1−
(x
3

)2 .
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Smena:

t =
x

3

dt =
1

3
dx∫

dx√
9− x2

=
1

3

∫
3dt√
1− t2

= arcsin t+ C = arcsin
x

3
+ C.

b) ∫
dx√

5− 4x2
=

∫
dx

√
5 ·

√
1−

(
2x√
5

)2

Smena:

t =
2x√
5

dt =
2√
5
dx

∫
dx√

5− 4x2
=

1√
5

∫ √
5dt

2
√
1− t2

=
1

2
arcsin t+ C =

1

2
arcsin

2x√
5
+ C.

v) Smena:

t = 5x2 − 2

dt = 10xdx∫
xdx

5x2 − 2
=

1

10

∫
dt

t
=

1

10
ln |t|+ C =

1

10
ln |5x2 − 2|+ C.

g) Smena:

t = 1− 2x2

dt = −4xdx∫
xdx√
1− 2x2

= −1

4

∫
dt√
t
= −1

4

t
1
2

1

2

+ C = −1

2

√
1− 2x2 + C.

d) Smena:

t = −x2

dt = −2xdx∫
xe−x2

dx = −1

2

∫
etdt = −1

2
et + C = −1

2
e−x2

+ C.

�) Smena:

t = 2ex − 1

dt = 2exdx∫
ex

2ex − 1
dx =

1

2

∫
dt

t
=

1

2
ln |t|+ C =

1

2
ln |2ex − 1|+ C.
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�Ve�ba 4.5 Metodom parcijalne integracije izraqunati slede�e integrale:

a)

∫
lnxdx, x > 0 b)

∫
x lnxdx, x > 0

v)

∫
xe−xdx, g)

∫
x2 sinxdx.

Rexe�e:
a)

u = lnx

dv = dx

 tada

du =
dx

x
v = x∫

lnxdx = x lnx−
∫

x
dx

x
= x lnx− x+ C.

b)

u = lnx

dv = xdx

 tada


du =

dx

x

v =
x2

2

na osnovu qega je∫
x lnxdx =

x2

2
lnx−

∫
x2

2

dx

x
=

x2

2
lnx−

∫
x

2
dx =

x2

2
lnx− x2

4
+ C.

v)
u = x

dv = e−xdx

}
tada

{
du = dx
v = −e−x.

Parcijalnom integracijom dobijamo:∫
xe−xdx = −xe−x +

∫
e−xdx = −xe−x − e−x + C.

g)
u = x2

dv = sinxdx

}
tada

{
du = 2xdx
v = − cosx.

Parcijalnom integracijom dobijamo:∫
x2 sinxdx = −x2 cosx+ 2

∫
x cosxdx.

Integral

∫
x cosxdx tako�e rexavamo metodom parcijalne integracije:

u = x
dv = cosxdx

}
tada

{
du = dx
v = sinx.
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Dakle, ∫
x2 sinxdx = −x2 cosx+ 2

(
x sinx−

∫
sinxdx

)
=

= −x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+ C.

�Ve�ba 4.6 Izraqunati integrale:

a)

∫
dx

x2 + 5x
, b)

∫
5x

x2 − 5x+ 6
dx.

Rexe�e:
a) U pita�u je integral racionalne funkcije (koliqnik dva polinoma), pa se on
rexava tako xto se integral zapixe kao:∫

dx

x2 + 5x
=

∫
dx

x(x+ 5)
=

∫ (
A

x
+

B

x+ 5

)
dx, (4.11)

a zatim odredimo koeficijente A i B, za koje treba da je (za svako x) ispu�ena
jednakost

A(x+ 5) +Bx

x(x+ 5)
=

x(A+B) + 5A

x(x+ 5)
≡ 1

x(x+ 5)
.

Izjednaqavaju�i koeficijente polinoma u brojiocima leve i desne strane prethodne
jednakosti, dobijamo sistem dve jednaqine sa dve nepoznate,{

A +B = 0

5A = 1
,

odakle vrlo lako nalazimo

A =
1

5
, B = −1

5
.

Uvrxtavaju�i konstante A i B u (4.11), rexavamo integral∫
dx

x2 + 5x
=

1

5

∫
dx

x
− 1

5

∫
dx

x+ 5
=

1

5
(ln |x| − ln |x+ 5|) + C =

=
1

5
ln

∣∣∣∣ x

x+ 5

∣∣∣∣+ C.

b) ∫
5x

x2 − 5x+ 6
dx =

∫
5xdx

(x− 3)(x− 2)
=

∫ (
A

x− 3
+

B

x− 2

)
dx,

A(x− 2) +B(x− 3)

(x− 3)(x− 2)
=

x(A+B) + (−2A− 3B)

(x− 3)(x− 2)
≡ 5x

(x− 3)(x− 2)
.

Rexava�em sistema {
A + B = 5

−2A − 3B = 0
,
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dobijamo
A = 15, B = −10.

Stoga je ∫
5x

x2 − 5x+ 6
dx =

∫ (
15

x− 3
+

10

x− 2

)
dx =

= 15 ln |x− 3| − 10 ln |x− 2|+ C.

�Ve�ba 4.7 Izraqunati integrale:

a)

∫
5x− 3

(x− 2)2
dx, b)

∫
x4

x2 − 3
dx.

Rexe�e:
a) ∫

5x− 3

(x− 2)2
dx =

∫
5(x− 2) + 7

(x− 2)2
dx =

∫ (
5

x− 2
+

7

(x− 2)2

)
dx =

t = x− 2

dt = dx

= 5

∫
dt

t
+ 7

∫
dt

t2
= 5 ln |t| − 7

t
+ C = 5 ln |x− 2| − 7

x− 2
+ C.

b)∫
x4

x2 − 3
dx =

∫
x4 − 9 + 9

x2 − 3
dx =

∫
(x2 − 3)(x2 + 3) + 9

x2 − 3
dx =

=

∫ (
x2 + 3 +

9

x2 − 3

)
dx =

x3

3
+ 3x+

9
√
3

6

∫ (
1

x−
√
3
− 1

x+
√
3

)
dx =

=
x3

3
+ 3x+

3
√
3

2
ln |x−

√
3| − 3

√
3

2
ln |x+

√
3|+ C =

=
x3

3
+ 3x+

3
√
3

2
ln

∣∣∣∣∣x−
√
3

x+
√
3

∣∣∣∣∣+ C.
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4.2 Odre�eni integral

U Odre�eni integral od a do b funkcije f(x), u notaciji

b∫
a

f(x)dx je broj,

koji predstav	a povrxinu krivolinijskog trapeza ograniqenog delom krive
f(x), pravama x = a i x = b i x-osom. Na slici je ilustrovan sluqaj kada je
f(x) ≥ 0.

a b

f(x)

Ako je f(x) < 0 tada je povrxina tog krivolinijskog trapeza P = −
b∫

a

f(x)dx.

R Pravila:

a∫
a

f(x)dx = 0,

b∫
a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x)dx,

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx,

R Osobine:
b∫

a

f(x)dx > 0 za f(x) > 0,

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)| dx

R �utn-Lajbnicova formula

b∫
a

f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣∣
b

a

= F (b)− F (a)

(∫
f(x)dx = F (x) + C

)
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�Ve�ba 4.8 Izraqunati odre�ene integrale:

a)

8∫
0

(
1−

√
2x+ 3

√
x
)
dx, b)

1/2∫
−1/2

1

1− x2
dx.

Rexe�e:
a) Najpre nalazimo neodre�eni integral:∫

(1−
√
2x+ 3

√
x)dx = x− 2

√
2

3
x
√
x+

3

4
x 3
√
x+ C,

a zatim, primenom �utn-Lajbnicove formule, koja daje vezu izme�u neodre�enog i
odre�enog integrala, dobijamo:

8∫
0

(
1−

√
2x+ 3

√
x
)
dx =

(
x− 2

√
2

3
x
√
x+

3

4
x 3
√
x

)∣∣∣∣∣
8

0

=

=

(
8− 2

√
2

3
8
√
8 +

3

4
8

3
√
8

)
−

(
0− 2

√
2

3
0
√
0 +

3

4
0

3
√
0

)
= −4

3
.

b) ∫
1

1− x2
dx =

1

2

∫ (
1

1− x
+

1

1 + x

)
dx =

1

2

∫
dx

1− x
+

1

2

∫
dx

1 + x
=

= −1

2
ln |1− x|+ 1

2
ln |1 + x|+ C =

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C.

Odre�eni integral je:

1/2∫
−1/2

1

1− x2
dx =

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1/2

−1/2

=
1

2

(
ln 3− ln

1

3

)
=

1

2
(ln 3 + ln 3) = ln 3.

�Ve�ba 4.9 Izraqunati:

π/2∫
0

cosx sin2 xdx.

Rexe�e:

Za izraqunava�e neodre�enog integrala koristimo metodu smene, biraju�i:

t = sinx

dt = cosxdx



4.2. ODRE�ENI INTEGRAL 55

∫
cosx sin2 xdx =

∫
t2dt =

t3

3
+ C =

sin3 x

3
+ C.

Odre�eni integral je:

π/2∫
0

cosx sin2 xd =
sin3 x

3

∣∣∣∣∣
π/2

0

=
1

3
− 0

3
=

1

3
.

�Ve�ba 4.10 Odrediti povrxinu ograniqenu lukom krive y = x2 + x+ 1 i
pravama x = 0, x = 1 i y = 0.

Rexe�e:

Data kriva je parabola koja nema nula, tj. ne seqe x-osu. Kako je uz x2 pozitivan
broj, to se ona cela nalazi iznad x-ose.

Traženu povrxinu raqunamo upotrebom odre�enog integrala:

1∫
0

(x2 + x+ 1)dx =

(
x3

3
+

x2

2
+ x

) ∣∣∣∣∣
1

0

=
1

3
+

1

2
+ 1 =

11

6
.

−2 −1 1 2 3

−1

1

2

3

4
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�Ve�ba 4.11 Na�i povrxinu ograniqenu lukom krive x2−2y−1 = 0 i pravom
y − x− 1 = 0.

Rexe�e:

Tra�ena povrxina se nalazi izme�u krive y =
1

2
(x2−1) i prave y = x+1. �ihove

preseqne taqke dobijamo iz uslova

y =
1

2
(x2 − 1) i y = x+ 1,

odakle sledi da mora biti x + 1 =
1

2
(x2 − 1), tj. x2 − 2x − 3 = 0. Rexava�em ove

kvadratne jednaqine dobijamo granice integracije: x1 = −1 i x2 = 3.

−2 −1 1 2 3 4

−1

1

2

3

4

�e	ena povrxina sastoji se iz dva dela. Prvi deo je iznad x-ose i dobija se
oduzima�em povxine ogranixene parabolom x2 − 1, x-osom i pravama x = 1 i x = 3
od povrxine trougla koji je ograniqen funkcijom x+1, x-osom i pravama x = −1 i
x = 3. Drugi deo je ispod x-ose i on je ograniqen parabolom x2−1, x-osom i pravama
x = −1 i x = 1,

P =

3∫
−1

(x+ 1)dx−
3∫

1

1

2
(x2 − 1)dx+

1∫
−1

1

2
(−x2 + 1)dx,

odnosno

P =

3∫
−1

(
(x+ 1)− 1

2
(x2 − 1)

)
dx =

(
−x3

6
+

x2

2
+

3

2
x

) ∣∣∣∣∣
3

−1

=
16

3
.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 4.12 Izraqunati:

a)

∫
(2x+ ex + sinx)dx, b)

∫ (
3

x
+

√
x+

1

1 + x2

)
dx,

v)

∫ (
2x2

x2 + 1

)
dx, g)

∫ (
x+ 5

x2
+

√
2x

)
dx.

Rexe�a:

a) x2 + ex − cosx+ C, b) 3 ln |x|+ 2x
√
x

3
+ arctg x+ C,

v) 2(x− arctg x) + C, g) ln |x| − 5

x
+

√
2

2
x2 + C.

�Ve�ba 4.13 Metodom smene promen	ive rexiti slede�e integrale:

a)

∫
sin(4x− 3)dx, b)

∫
x
(
2x2 − 3

)15
dx,

v)

∫
e
√
x

√
x
dx, g)

∫
1

(arcsinx)2
√
1− x2

dx.

Rexe�a:

a) −1

4
cos(4x− 3) + C, b)

(2x2 − 3)16

64
+ C,

v) 2e
√
x + C, g) − 1

arcsinx
+ C.

�Ve�ba 4.14 Metodom parcijalne integracije rexiti slede�e integrale:

a)

∫
x2 lnxdx, x > 0, b)

∫
x2exdx,

v)

∫
(x− 1)e2x−1dx, g)

∫
3ex sinxdx.

Rexe�a:

a)
x3

3

(
lnx− 1

3

)
+ C, b) ex(x2 − 2x+ 2) + C,

v)
1

2
e2x−1(x− 2) + C, g)

ex(sinx− cosx)

2
+ C.
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�Ve�ba 4.15 Izraqunati:

a)

1∫
−1

3
√
3x+ 1dx, b)

1∫
0

ex sin(ex)dx.

Rexe�a:

a)
3
√
2(2 3

√
2− 1)

2
, b) cos 1− cos e.

�Ve�ba 4.16 Odrediti povrxinu ograniqenu krivama:

a) y = 4− x2 i x-osom,

b) y = sinx, x = π, y-osom i x-osom,

v) y = 4x− x2 i y = x2 − 4x+ 6.

Rexe�a:

a) P =
32

3
, b) P = 2, P =

8

3
.



5
Obiqne diferencijalne

jednaqine

5.1 Obiqna diferencijalna jednaqina koja

razdvaja promen	ive

U Opxti oblik: y′ = f(x) · g(y).

R Postupak rexava�a:

dy

dx
= f(x) · g(y)

dy

g(y)
= f(x)dx

∫
1

g(y)
dy =

∫
f(x)dx

�Ve�ba 5.1 Rexiti slede�e diferencijalne jednaqine:

a) x+ yy′ = 0, b) y′ − 2xy = 0,

Rexe�e:

a) Jednaqina x + yy′ = 0 mo�e se zapisati kao y′ =
−x

y
, pa je to jednaqina koja

razdvaja promen	ive

ydy = −xdx.

59
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Integra	e�em nalazimo da je
y2

2
=

−x2

2
+C, stoga je opxte rešx�e diferencijalne

jednaqine dato sa {y2
2

=
−x2

2
+ C, C ∈ R

}
.

b) Najpre �emo jednaqinu y′ − 2xy = 0 zapisati kao y′ = 2xy, odakle je

1

y
dy = 2xdx.

Do opxteg rexe�a dolazimo direktnom integracijom:{
ln |y| = x2 + C, C ∈ R

}
.

�Ve�ba 5.2 Odrediti opxta rexe�a jednaqina:

a) y′tgx = y, b) xyy′ = 1− x2.

Rexe�e:
a) Diferencijalna jednaqina y′ tg x = y je, tako�e, jednaqina koja razdvaja promen	ive,

1

y
dy =

1

tg x
dx.

Otuda dobijamo

∫
1

y
dy =

∫
1

tg x
dx, odnosno

∫
1

y
dy =

∫
cosx

sinx
dx. Smenom

t = sinx

dt = cosxdx

nalazimo da je ln |y| = ln | sinx|+C, te je opxte rexe�e diferencijalne jednaqine:{
ln |y| = ln | sinx|+ C, C ∈ R

}
.

b) Jednaqina xyy′ = 1− x2, se svodi na oblik

ydy =
1− x2

x
dx.

Opxte rexe�e polazne jednaqine nalazimo integracijom:{y2
2

= ln |x| − x2

2
+ C, C ∈ R

}
.
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�Ve�ba 5.3 Rexiti:

a) (xy2 + x)dx+ (y − x2y)dy = 0, b) (3x2y − x2)y′ − 2y = 0.

Rexe�e:
a)

y

y2 + 1
dy =

x

x2 − 1
dx,

odakle direktnom integracijom, primenom smena u oba integrala, izraqunavamo
opxte rexe�e {

y2 + 1 = C(x2 − 1), C ∈ R
}
.

b) Sliqno kao i u prvom delu zadatka, nakon algebarskih sre�iva�a, dobijamo:

3y − 1

2y
dy =

1

x2
dx,

odakle je jasno da je opxte rexe�e tra�ene diferencijalne jednaqine{
3y − ln |y| = − 2

x
+ C, C ∈ R

}
.

�Ve�ba 5.4 Rexiti poqetni problem (na�i partikularno rexe�e):

a) (1 + y2)dx = xydy, y(2) = 1 b) xy′ − ln2x = 0, y(1) = 0.

Rexe�e:
a) Za poqetak �emo odrediti opxte rexe�e date diferencijalne jednaqine, a potom,
uz uslov koji ono treba da ispuni, odrediti konstantu C, a time i reše�e poqetnog
problema, odnosno partikularno rexe�e.
Diferencijalnu jednaqinu (1 + y2)dx = xydy zapiximo najpre u ekvivalentnom

obliku
1

x
dx =

y

1 + y2
dy. Direktnom integracijom i upotrebom smene

t = 1 + y2

dt = 2ydy

dobijamo da je

ln |x| = 1

2
ln |1 + y2|+ ln |C| = ln |1 + y2| 12 + ln |C| = ln |C(1 + y2)

1
2 | = ln |C

√
1 + y2|

pa je opxte rexe�e {
x = C

√
1 + y2, C ∈ R

}
.
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Partikularno rexe�e dobijamo tako xto izraqunamo C koriste�i dodatni uslov
dat u zadatku. Naime, kako je y(2) = 1, dobijamo da je

2 = C
√
1 + 12,

to jest,

C =
2√
2
=

√
2.

Dakle, tra�eno rexe�e poqetnog problema je xp =
√
2
√

1 + y2.
b) Na�imo najpre opxte rexe�e date jednaqine xy′ − ln2 x = 0. Iz oblika

dy =
ln2 x

x
dx,

pristupamo direktnoj integraciji,

∫
dy =

∫
ln2 x

x
dx. Smenom

t = lnx

dt =
1

x
dx

dobijamo opxte rexe�e {
y =

ln3 x

3
+ C, C ∈ R

}
.

Budu�i da partikulano rexe�e, osim jednaqine, treba da zadovo	i i uslov y(1) = 0,
dobijamo da je

0 =
ln3 1

3
+ C,

odnosno

0 =
03

3
+ C,

pa je C = 0. Dakle, tra�eno partikularno rexe�e je yp =
ln3 x

3
.
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5.2 Linearna obiqna diferencijalna jednaqina

U Opxti oblik: y′ + y · p(x) = q(x)

R Postupak rexava�a:

y = uv

y′ = (uv)′ = u′v + uv′

u′v + uv′ + uvp(x) = q(x)

u′v + u(v′ + vp(x)) = q(x).

Funkciju v biramo tako da je v′+vp(x) = 0 Na kraju, uvrstimo izraqunato v u
u′v = q(x), te dobijamo jednaqinu koja razdvaja promen	ive iz koje nalazimo
skup funkcija u.
Opxte rexe�e linearne diferencijalne jednaqine je y = uv.

�Ve�ba 5.5 Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine:

a) y = x(y′ − x cosx), b) y′ − 3

x
y = 1 + lnx.

Rexe�e:
a) Najpre �emo datu jednaqinu zapisati u obliku y′ + y · p(x) = q(x):

y′ − 1

x
· y = x cosx.

Uvodimo smenu
y = uv

y′ = u′v + uv′

u′v + uv′ − 1

x
uv = x cosx

u′v + u

(
v′ − 1

x
v

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= x cosx. (5.6)

Rexava�em diferencijalne jednaqine v′ =
1

x
v dobijamo∫

dv

v
=

∫
1

x
dx,

odnosno
ln |v| = ln |x|, (5.7)
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Budu�i da je dovo	no birati samo jednu funkciju v za koje je ispu�eno (5.7), opre-
deli�emo se za najjednostavniju varijantu,

v = x.

Da	e, tra�imo funkciju u, tako xto uvrstimo funkciju v u (5.6), xto proizvodi

u′x = x cosx, odnosno u′ = cosx,

xto je, opet jednaqina koja razdvaja promen	ive, pa je

u = sinx+ C.

Dakle, opxte rexe�e polazne diferencijalne jednaqine je:{
y = (sinx+ C)x, C ∈ R

}
.

b) Koristimo smenu
y = uv

y′ = u′v + uv′

u′v + uv′ − 3

x
uv = 1 + lnx

u′v + u

(
v′ − 3

x
v

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 1 + lnx. (5.9)

Prvo rexavamo diferencijalnu jednaqinu v′ =
3

x
v, odnosno

dv

v
=

3

x
dx:

ln |v| = 3 ln |x| = ln |x3|

i biramo
v = x3.

Uvrxtava�em ove funkcije v u (5.9), tra�imo funkciju u iz jednaqine

u′x3 = 1 + lnx, odnosno u′ =
1 + lnx

x3
.∫

du =

∫
1 + lnx

x3
dx,

Parcijalnom integracijom, biraju�i

s = 1 + lnx
dt = x−3dx

}
tada

{
ds = x−1dx

t = − 1

2x2

nalazimo da je

u = −1 + lnx

2x2
+

1

2

(
x−2

−2

)
+ C.

Prema tome, opxte rexe�e posmatrane diferencijalne jednaqine glasi{
y =

(
−1 + lnx

2x2
− x−2

4
+ C

)
x3, C ∈ R

}
.



5.2. LINEARNA OBIQNA DIFERENCIJALNA JEDNAQINA 65

�Ve�ba 5.6 Odrediti rexe�e problema datog sa:

y′ − y tg x =
1

cosx
, y(0) = 1.

Rexe�e:

Tra�imo, najpre, opxte rexe�e diferencijalne jednaqine y′ − y tg x =
1

cosx
. Uz

smenu
y = uv

y′ = u′v + uv′

u′v + uv′ − uv tg x =
1

cosx

u′v + u (v′ − v tg x)︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

cosx
. (5.11)

Funkciju v nalazimo iz uslova v′ = v tg x = v
sinx

cosx
,∫

dv

v
=

∫
sinx

cosx
dx.

Smenom
t = cosx

dt = − sinxdx

dobijamo

ln |v| = (−1) ln |t| = ln |t|−1, i biramo v = t−1 =
1

t
=

1

cosx
.

Da	e, odre�ujemo funkciju u, uvrxtava�em v u (5.11):

u′v =
1

cosx
, odnosno u′ 1

cosx
=

1

cosx
, odnosno u′ = 1.

Dakle, du = dx, pa je u = x+ C.

Stoga je opxte rexe�e posmatrane diferencijalne jednaqine:{
y =

x+ C

cosx
, C ∈ R

}
.

Na osnovu poqetnog uslova y(0) = 1, raqunamo vrednost konstante C. Kako je

1 =
0 + C

cos 0
=

C

1
,

to je C = 1, a tra�eno partikularno rexe�e je

yp =
x+ 1

cosx
.
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�Ve�ba 5.7 Rexiti poqetni problem:

y′ − y cosx = sinx cosx, y(0) = 0.

Rexe�e:
Najpre �emo odrediti opxte rexe�e date diferencijalne jednaqine. Naime, ona
je linearna, pa smenom y = uv najpre dobijamo da je

v = esin x,

a potom
u = − sinxe− sin x − e− sin x + C,

odnosno, skup svih funkcija koje zadovo	avaju posmatranu jednaqinu glasi{
y = Cesin x − sinx− 1, C ∈ R

}
.

Poqetni uslov y(0) = 0 bi�e zadovo	en ako biramo C = 1, stoga je rexe�e poqetnog
problema

yp = esin x − sinx− 1.

5.3 Bernulijeva obiqna diferencijalna jednaqina

U Opxti oblik: y′ + y · p(x) = yn · q(x), n ∈ R.
R Postupak rexava�a: smenom

z = y−(n−1)

z′ = −(n− 1)y−ny′

Nakon xto linearnu jednaqinu reximo po z, "vra�a�em" smene nalazimo i
rexe�e y Bernulijeve obiqne diferencijalne jednaqine.

�Ve�ba 5.8 Odrediti opxte rexe�e slede�ih diferencijalnih jednaqina:

a) y′ − y
3x2

x3 + 4
+ y2

cosx

x3 + 4
= 0, b) y′ + 2yx− x

y
= 0.

Rexe�e:
a) Radi preglednosti, zapisa�emo ovu Bernulijevu diferencijalnu jednaqinu (n =
2) u ekvivalentnom obliku, dele�i jednaqinu sa y2,

y′y−2 − y−1 3x2

x3 + 4
= − cosx

x3 + 4
,
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a potom biramo smenu

z = y−1

z′ = −y−2y′

Dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu po z, koja glasi

z′ +
3x2

x3 + 4
z =

cosx

x3 + 4
.

�u rexavamo na ranije opisan naqin:

z = uv

z′ = u′v + uv′

u′v + u

(
v′ + v

3x2

x3 + 4

)
︸ ︷︷ ︸

=0

=
cosx

x3 + 4

v′ = −v
3x2

x3 + 4∫
dv

v
=

∫
− 3x2

x3 + 4
dx

smena

t = x3 + 4

dt = 3x2dx

daje
ln |v| = − ln |t|, odnosno v = t−1 = (x3 + 4)−1.

Funkciju u odre�ujemo iz

u′ 1

x3 + 4
=

cosx

x3 + 4
, to jest u′ = cosx.

∫
du =

∫
cosxdx,

u = sinx+ C.

Dakle, opxte rexe�e linearne diferencijalne jednaqine je

z = uv =
sinx+ C

x3 + 4
,

a "vra�a�em" smene nalazimo opxte rexe�e Bernulijeve diferencijalne jedna-
qine: {

y =
x3 + 4

sinx+ C
, C ∈ R

}
.
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b) Ovo je Bernulijeva diferencijalna jednaqina (n = −1), pa �emo celu jednaqinu
podeliti sa y−1, odnosno pomno�iti sa y:

y′y + 2xy2 = x.

Za smenu biramo

z = y2

z′ = 2yy′

i dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

z′ + 4xz = 2x.

�u rexavamo na uobiqajen naqin:

z = uv

z′ = u′v + uv′

u′v + uv′ + 4xuv = 2x

u′v + u (v′ + 4xv)︸ ︷︷ ︸
=0

= 2x

v′ = −4xv

v = e−2x2

u′ = 2xe2x
2

, odnosno du = 2xe2x
2

dx.∫
du =

∫
2xe2x

2

dx,

smena

t = 2x2

dt = 4xdx

u =
1

2
e2x

2

+ C.

Opxte rexe�e linearne diferencijalne jednaqine je:

z = uv =

(
1

2
e2x

2

+ C

)
e−2x2

, C ∈ R,

a "vra�a�em" smene nalazimo i opxte rexe�e Bernulijeve diferencijalne jedna-
qine: {

y2 =

(
1

2
e2x

2

+ C

)
e−2x2

, C ∈ R
}
.
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�Ve�ba 5.9 Rexiti slede�e difrencijalne jednaqine:

a) xy′ + y = y2 lnx, b) xy′ − 4y − x2√y = 0.

Rexe�e:
a) Nakon de	e�a cele jednaqine sa x, jasno je da je ona Bernulijeva. Nakon mno�e�a
sa y−2 i izborom smene z = y−1 jednaqina postaje linearna,

z′ − 1

x
z = − 1

x
lnx,

qije je opxte rexe�e {
z = lnx+ Cx+ 1, C ∈ R

}
,

na osnovu qega je tra�eno opxte rexe�e Bernulijeve jednaqine{
y =

1

lnx+ Cx+ 1
, C ∈ R

}
.

b) Analogno postupku iz prvog dela zadatka, da bismo "oslobodili" izvod y′ i
prepoznali oblik Bernulijeve jednaqine, potrebno je da se cela podeli sa x. Potom,
mno�e�i je sa y−

1
2 i uzimaju�i za smenu z = y

1
2 , dobijamo linearnu diferencijalnu

jednaqinu

z′ − 2

x
z =

1

2
x.

Rexe�e ove jednaqine je {
z =

(
1

2
lnx+ C

)
x2, C ∈ R

}
,

a "vra�a�em smene" nalazimo i rexe�e polazne jednaqine{
y =

(
1

2
lnx+ C

)2

x4, C ∈ R
}
.

�Ve�ba 5.10 Rexiti poqetni problem:

xy′ − 4y − x
√
y = 0, y(−1) = 0.

Rexe�e:
Najpre �emo odrediti opxte rexe�e ove diferencijalne jednaqine. Zapiximo je
u obliku

y′ − y
4

x
= y

1
2 .

Ako celu jednaqinu podelimo sa y
1
2 i izaberemo smenu

z = y
1
2

z′ =
1

2
y−

1
2 y′
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dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu po z,

z′ − 2

x
z =

1

2
.

Rexava�em te jednaqine pomo�u

z = uv

z′ = u′v + uv′

sledi
v = x2,

u = − 1

2x
+ C,

odnosno

z = uv =

(
− 1

2x
+ C

)
x2, C ∈ R.

"Vra�a�em" smene nalazimo i opxte rexe�e polazne Bernulijeve diferencijalne
jednaqine: {

y =

(
− 1

2x
+ C

)2

x4, C ∈ R
}
.

Sada, na osnovu uslova da je y(−1) = 0, imamo

0 =

(
− 1

2 · (−1)
+ C

)2

(−1)4 =

(
1

2
+ C

)2

,

pa nalazimo da je C +
1

2
= 0, odnosno C = −1

2
. Stoga je tra�eno partikularno

rexe�e

yp =

(
− 1

2x
− 1

2

)2

x4.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 5.11 Odrediti opxta rexe�a slede�ih diferencijalnih jednaqina:

a) y′ = ex−y, b) ydx = x ln ydy,

v) x2dy = (y + 2)dx, g) ex+ydx+ ex−ydy = 0.

Rexe�a:

a) y = ln |ex + C|, b) (ln y)2 = lnx2 + C,

v) ln |y + 2| = − 1

x
+ C, g) y =

1

2
ln

∣∣∣∣ 1

2x+ C

∣∣∣∣ .
�Ve�ba 5.12 Odrediti opxta rexe�a slede�ih diferencijalnih jednaqina:

a) y′ + 2xy = 2x2e−x2

, b) 4y + 2y′x = cosx,

v) y′ cos2 x+ y = tg x, g) y′ +
y

x lnx
=

1

x
.

Rexe�a:

a) y =

(
2

3
x3 + C

)
e−x2

, b) y =
x sinx+ cosx+ C

2x2
,

v) y = Ce− tg x + tg x+ 1, g) y =
lnx

2
+

C

lnx
.

�Ve�ba 5.13 Rexiti diferencijalne jednaqine:

a) y′ − xy = −xy3, b) y′ +
y

x+ 1
+ y2 = 0,

v) 3x2y′ − 2xy = y4, g) y′ − y tg x+ y2 cosx = 0.

Rexe�a:

a) y =
±1√

Ce−x2 + 1
, b) y =

1

(ln |x+ 1|+ C)(x+ 1)
,

v) y =
1

3

√
C

x2
− 1

x

, g) y =
1

(x+ C) cosx
.
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�Ve�ba 5.14 Rexiti diferencijalne jednaqine:

a) y′ +
y

x
= 3xy2, b) y′ = (y − 1) ctg x,

v) y′ = ey sinx, g)
√
1− y2dx+

√
1− x2dy = 0.

Rexe�a:

a) y =
1

(C − 3x)x
, b) ln |y − 1| = ln | sinx|+ C,

v) y = ln

∣∣∣∣ 1

cosx+ C

∣∣∣∣ , g) y = sin(C − arcsinx).

�Ve�ba 5.15 Izraqunati partikularna rexe�a slede�ih jednaqina:

a) (1 + y2)y′ + 2x = 0, y(3) = 0, b) (x2 − 1)y′ + 2xy − 4x = 0, y(2) = 2,

v) xy′ − y = 1, y(1) = 9, g) xy′ + y =
ex

y
, y(1) = 2.

Rexe�a:

a) yp +
y3p
3

= −x2 + 9, b) yp = 2,

v) yp = 10x− 1, g) yp =

√
2xex − 2ex + 4

x2
.
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6
Prikaziva�e

statistiqkih podataka

6.1 Kvantitativni podaci

6.1.1 Diskretnog tipa

�Ve�ba 6.1 U 25 sluqajno odabranih ulica u gradu izbrojano je redom 1, 2,
3, 5, 4, 9, 4, 9, 4, 9, 5, 4, 3, 1, 2, 5, 6, 2, 7, 8, 8, 5, 6, 5, 8 kafi�a. Ove podatke
prikazati tabelarno i grafiqki.

Rexe�e:Obele�je koje posmatramo je broj kafi�a u ulici u gradu. U tabeli navodimo,
u prvoj koloni, �egove varijetete, pore�ane u rastu�em redosledu, a u drugoj koloni
broj pojav	iva�a (frekvencije) svakog od varijeteta u datom uzorku.

xi fi

1 2
2 3
3 2
4 4
5 5
6 2
7 1
8 3
9 3∑

25
xi0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

fi

1

2

3

4

5

•

•

•

•

•

•

•

• •

S obzirom da je posmatrano obele�je diskretnog tipa, grafiqka reprezentacija
podataka je data skupom taqaka i vertikalnih linija do svake od �ih.
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�Ve�ba 6.2 Studenti koji su polagali ispit iz statistike, u septem-
barskom ispitnom roku, osvojili su slede�e poene: 70, 80, 70, 50, 40, 20, 50,
100, 10, 20, 70, 0, 0, 70, 10, 30, 20, 20, 50, 50, 50, 80. Ove podatke prikazati
tabelarno i grafiqki.

Rexe�e:

xi fi

0 2
10 2
20 4
30 1
40 1
50 5
70 4
80 2
100 1∑

22
xi0 10 20 30 40 50 70 80 100

fi

1

2

3

4

5

• •

•

• •

•

•

•

•

�Ve�ba 6.3 U okviru istra�iva�a �ivotnog ciklusa jedne vrste sisara
ispitivan je broj mladunaca iz jednog legla. Na uzorku od 35 legala zabele�en
je slede�i broj mladunaca po leglu: 1, 1, 2, 4, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 1, 2, 3,
2, 3, 2, 3, 2, 2, 1, 1, 1, 4, 3, 1, 5, 4, 3, 3, 2, 1. Podatke prikazati grafiqki i
tabelom sa relativnim frekvencijama.

Rexe�e:

xi fi pi

1 8 23%
2 12 34%
3 8 23%
4 4 11%
5 3 9%∑

35 100%

xi1 2 3 4 5

fi

4
3

8

12

•

•

•

•
•

Relativne frekvencije predstav	aju odnos svake od frekvencija spram veliqine
uzorka (procentualni udeo svakog varijeteta). Raqunaju se po slede�oj formuli i



6.1. KVANTITATIVNI PODACI 77

iskazuju u procentima

pi =
fi
n
, i = 1, 2, . . . k,

pri qemu je k broj varijeteta.

�Ve�ba 6.4 Nakon xto je na terenskom radu prikupio 17 uzoraka crvene
deteline, mladi biolog odluqio je da za potrebe da	e analize izvrxi pre-
brojava�e cvetova u okviru cvasti i, pri tome, registrovao slede�e brojeve:
55, 63, 65, 52, 68, 80, 50, 53, 57, 72, 70, 59, 62, 64, 67, 74, 62. Podatke grupisati u
6 jednakih intervala i prikazati ih tabelarno.

Rexe�e:

interval [50, 55) [55, 60) [60, 65) [65, 70) [70, 75) [75, 80]
broj cvasti (fi) 3 3 4 3 3 1

6.1.2 Neprekidnog tipa

�Ve�ba 6.5 U okviru istra�iva�a �ivotnog standarda stanovnika jednog
grada, registrovan je prihod u 30 sluqajno izabranih doma�instava. Dobijeni
su slede�i podaci (u dinarima):

12111, 13211, 15008, 23330, 54002, 81900, 76901, 51222, 45332, 78652, 91999,
98233, 53988, 65444, 45873, 42390, 76449, 76122, 34233, 76338, 34765, 43573,
37854, 74282, 29112, 47876, 54343, 59867, 54334, 45432.

Podatke najpre grupisati u 5 jednakih intervala u rasponu od 0 do 100,
izra�eno u hi	adama dinara, a zatim ih prikazati tabelarno i grafiqki.

Rexe�e:

Interval fi

[ 0 , 20 ) 3
[ 20 , 40 ) 5
[ 40 , 60 ) 12
[ 60 , 80 ) 7
[ 80 , 100 ] 3∑

30

20 40 60 80 100

2

4

6

8

10

12
fi
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Budu�i da su sada podaci neprekidnog tipa, grafik je predstav	en unijom pravou-
gaonika, pri qemu je svaki od �ih xirine kao i pripadaju�i interval, dok je
visina odre�ena veliqinom frekvencije. Ovaj tip grafika poznat je pod nazivom
histogram.

�Ve�ba 6.6 Radi kontrole kvaliteta vitaminskog napitka pakovanog u
flaxice od 100 ml, merena je koliqina C vitamina u 36 sluqajno izabranih
napitaka. Dobijeni su slede�i rezultati izra�eni u mg:

197, 195, 194, 196, 196, 198, 197, 199, 201, 200, 201, 204, 206, 205, 203, 202, 202,
201, 201, 203, 196, 199, 197, 198, 200, 198, 199, 199, 198, 200, 202, 205, 200, 199,
200, 201.

Podatke najpre grupisati u 6 jednakih intervala, a zatim ih prikazati
tabelarno i grafiqki.

Rexe�e:

Interval fi

[ 194 , 196 ) 2
[ 196 , 198 ) 6
[ 198 , 200 ) 9
[ 200 , 202 ) 10
[ 202 , 204 ) 5
[ 204 , 206 ] 4∑

36

196 198 200 202 204 206

2

4

6

8

10
fi

�Ve�ba 6.7 Zoolog je, izuqavaju�i jedinke �irafa na podneb	u afriqkog
kontinenta, dokumentovao podatke o visini (u cm) novoro�enih jedinki pome-
nute vrste na jednom lokalitetu u proteklih 5 godina:
178, 182, 159, 151, 168, 178, 187, 185, 169, 180, 181, 175, 184, 190, 158, 182, 150, 188,
183, 170, 165, 166, 177, 184, 162, 183, 167, 158, 162, 160, 157, 163, 170, 184, 159, 162.
Date podatke najpre grupisati u 4 jednaka intervala, a zatim ih prikazati
tabelarno.

Rexe�e:

visina �irafe (interval) [150, 160) [160, 170) [170, 180) [180, 190]
broj jedinki (fi) 7 10 6 13
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6.2 Kategorijalni podaci

6.2.1 Nominalni

�Ve�ba 6.8 U jednom rasadniku botaniqar je odluqio da izvrxi analizu
raspolo�ivosti popularnog cveta Bo�i�na zvezda (Poinsettia). Na raspola-
ga�u ima 17 rasada u tri razliqite boje: crvena (C), roza (R) i bela (B).
Nakon xto je obixao rasadnik, botaniqar je redom zabele�io svako pojav	i-
va�e na slede�i naqin:

R,C,C,B,R,R,B,C,C,R,C,C,C,B,B,R,C.

Ove podatke prikazati najpre tabelarno sa relativnim frekvencijama, a
potom i grafiqki.

Rexe�e:

xi fi pi

C 8 47%
R 5 29%
B 4 24%∑

17 100%

U ovom sluqaju, podaci su dati u vidu neure�enih kategorija, pa smo ih prikazali
pitiqastim grafikonom.

�Ve�ba 6.9 Registruju�i boju automobila tokom 24 qasa prilikom pro-
laska naplatne rampe na autoputu, pri qemu su boje slede�e: crna (C), bela
(B), crvena (R), srebrna (S), plava (P ), registrovan je slede�i sluqajni uzo-
rak:
C, B, B, S, P , C, C, S, R, S, R, B, C, S, P , B, S, S, C, C, R, C, R, P .
Prikup	ene podatke prikazati tabelarno sa relativnim frekvencijama.

Rexe�e:
Posmatrano obele�je je boja automobila i ono je kvalitativnog tipa, preciznije,
nominalno. Tabelarni prikaz podataka sa relativnim frekvencijama je u nastavku.

xi C B R S P
∑

fi 7 4 4 6 3 24

pi 29% 17% 17% 25% 12% 100%
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6.2.2 Ordinalni

�Ve�ba 6.10 Povodom dana voda, grupa ekologa je odluqila da ispita �en
kvalitet na jednom podneb	u, mere�i prisustvo bioindikatora na 30 kon-
trolnih taqaka na slede�i naqin: P (prisustvo), U (umereno prisustvo), S
(slabo prisustvo), O (odsustvo). Rezultati su slede�i:

P ,P ,U ,S,U ,P ,O,O,S,U ,O,P ,S,P ,S,U ,O,O,S,S,P ,O,S,O,S,P ,P ,O,S,P .

Dobijene podatke prikazati najpre tabelarno, a zatim i grafiqki.

Rexe�e:

xi fi

O 8
S 9
U 4
P 9∑

30

S obzirom da je u pita�u ordinalno obele�je, mogu�e je uspostaviti poredak izme�u
varijeteta, te smo podatke prikazali stubiqastim grafikonom.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 6.11 Studenti biologije su posejali zrna pasu	a u zasebne plas-
tiqne posude i postavili ih pod izvor svetlosti. Nakon 14 dana, izvrxili
su mere�e visine (u mm) izraslih bi	aka:
75, 101, 83, 98, 57, 103, 92, 87, 50, 66, 67, 110, 105, 86, 88, 59, 62, 81, 94, 54,
102, 89, 57, 61, 73, 72, 79, 88, 89, 67, 76, 55, 59, 65, 68, 71.
Podatke grupisati u 6 jednakih intervala, a zatim prikazati tabelom i
grafikom.

Rexe�e:

Interval xi fi

[ 50 , 60 ) 55 7
[ 60 , 70 ) 65 7
[ 70 , 80 ) 75 6
[ 80 , 90 ) 85 8
[ 90 , 100 ) 95 3
[ 100 , 110 ] 105 5∑

36

60 70 80 90 100 110

2

4

6

8

�Ve�ba 6.12 U predize�u koje se bavi transportnim uslugama, na sluqajan
naqin anketirani su zaposleni i tom prilikom dali su odgovor na pita�e
koju vozaqku kategoriju imaju i najqes�e koriste. Odgovori su slede�i:
A, D, C, B, B, A, D, C, A, A, D, B, B, C, B, A, A, B, B, C, D, A, B, A, C,
D, B, A, B.
Ove podatke prikazati tabelom sa relativnim frekvencijama i grafiqki.

Rexe�e:

xi fi pi

A 9 31%
B 10 35%
C 5 17%
D 5 17%∑

29
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�Ve�ba 6.13 Na redovnom kontrolnom pregledu radnika jednog preduze�a,
laborant je prikupio serum 36 osoba muxkog pola i za potrebe analize pos-
matrao nivoe kreatin-fosfokinaze u krvi. Tim putem, dobijene su slede�e
vrednosti:
121, 82, 100, 151, 68, 58, 95, 145, 64, 201, 101, 163, 84, 57, 139, 60, 78, 94, 119, 104, 110,
113, 118, 203, 62, 83, 67, 93, 92, 110, 25, 123, 70, 48, 95, 42.
Podatke najpre grupisati u 5 jednakih intervala u rasponu od 20 do 220, a
potom ih prikazati tabelarno i grafiqki.

Rexe�e:

Interval xi fi

[ 20 , 60 ) 40 5
[ 60 , 100 ) 80 15
[ 100 , 140 ) 120 11
[ 140 , 180 ) 160 3
[ 180 , 220 ] 200 2∑

36

�Ve�ba 6.14 Uspeh koji uqenik mo�e ostvariti u toku xkolske godine
mo�e primiti slede�e vrednosti: nedovo	an (F ), dovo	an (D), dobar (C),
vrlo dobar (B) i odliqan (A). Na kraju polugodixta, razredni starexina je,
za potrebe analize uspexnosti svojih uqenika, prikupio slede�e podatke:
A, F , D, C, B, A, A, D, C, C, B, A, B, A, F , D, B, B, D, B, D, C, C, A, A,
A, B, D, A, D.
Date podatke prikazati tabelom sa relativnim frekvencijama i grafiqki.

Rexe�e:

xi fi pi

A 9 30%
B 7 23%
C 5 17%
D 7 23%
F 2 7%∑

30
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�Ve�ba 6.15 Za potrebe analize potrox�e goriva na 100 km jedne kate-
gorije putniqkih automobila u uslovima vo��e na otvorenom putu, redak-
cija auto qasopisa izvrxila je mere�a potrox�e goriva na 100 km, i dobila
slede�e vrednosti:
6.2, 4, 7.8, 9, 8.9, 5.4, 5.2, 7.1, 8.7, 6.5, 5.9, 4.8, 4.2, 8.3, 8.2, 7.5, 4.4, 5.6, 8.8.
Podatke grupisati u 5 jednakih intervala od 4 do 10, a zatim i tabelom sa
relativnim frekvencijama.

Rexe�e:

Interval xi fi pi

[ 4 , 5.2 ) 4.6 4 21%
[ 5.2 , 6.4 ) 5.8 5 26%
[ 6.4 , 7.6 ) 7 3 16%
[ 7.6 , 8.8 ) 8.2 4 21%
[ 8.8 , 10 ] 9.4 3 16%∑

19
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7
Deskriptivna statistika

7.1 Mere centralne tendencije

Sredina (sred�a vrednost, aritmetiqka sredina, prosek) uzorka

x̄ =

k∑
i=1

xifi

n
=

x1f1 + x2f2 + · · ·+ xkfk
n

,

• varijeteti : xi , i = 1, 2, . . . , k

• �ihove frekvencije : fi , i = 1, 2, . . . , k

• veliqina (obim) uzorka : n = f1 + f2 + · · ·+ fk

Medijana je vrednost koja se nalazi taqno na sredini, kada se varijeteti
pore�aju u rastu�em redosledu i svaki navede onoliko puta kolika mu je
frekvencija.

Mod je varijetet koji ima najve�u frekvenciju.

�Ve�ba 7.1 U okviru istra�iva�a �ivotnog ciklusa jedne vrste sisara
ispitivao se broj mladunaca iz jednog legla. Prikup	eni podaci su:

broj mladunaca 1 2 3 4 5
broj legala 145 240 194 126 95

Odrediti mod, medijanu i aritmetiqku sredinu broja mladunaca po leglu.

Rexe�e:
Obele�je je broj mladunaca iz jednog legla, a �egovi varijeteti su 1, 2, 3, 4 i 5.

85
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�ih smextamo u prvu kolonu pomo�ne tabele (levo), u kojoj vrximo sva neophodna
izraqunava�a, pre upotrebe formula. Posled�u vrstu tretiramo kao zbirnu, i
u �oj raqunamo sumu svake kolone, osim posled�e. Nakon kompletira�a pomo�ne
tabele, prelazimo na izraqunava�a pomo�u formula.

xi fi xifi Fi

1 145 145 145
2 240 480 385
3 194 582 579
4 126 504 705
5 95 475 800∑

800 2186

MCT

mod 2
med 3
x̄ 2.7325

Obim uzorka dobijamo sabira�em frekvencija i on iznosi 800. Najve�a frekven-
cija iznosi 240 i ona odgovara varijetetu 2, stoga je mod posmatranog obele�ja 2.
Postupak za odre�iva�e medijane je slede�i. Najpre �emo, u pomo�noj tabeli, u
posled�oj koloni sraqunati kumulativne frekvencije (Fi) i konstatovati da je
obim uzorka (800) paran broj. To znaqi da su sred�e pozicije u rastu�em varija-
cionom nizu pozicije 400. i 401. Preostaje jox da oqitamo vrednosti varijeteta na
ovim pozicijama koriste�i podatke o kumulativnim frekvencijama. Kumulativne
frekvencije govore slede�e:

• od prvog do 145. mesta u varijacionom nizu nalazi se vrednost 1,

• od 146. do 385. mesta u varijacionom nizu nalazi se vrednost 2,

• od 386. do 579. mesta u varijacionom nizu nalazi se vrednost 3,

• ... i tako da	e.

Dakle, na 400. i 401. poziciji nalazi se vrednost 3. Medijana je �ihova arit-
metiqka sredina, xto iznosi 3. Za kraj, upotrebom formule za sredinu, nalazimo

da ona iznosi x =
2186

800
= 2.7325.
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�Ve�ba 7.2 Radi ispitiva�a broja izostanaka sa nastave u toku jednog
dana u xkoli, izabran je uzorak od 100 uqenika i dobijeni su podaci:

broj izostanaka 0 1 2 3 4 5 6
broj uqenika 30 20 7 15 18 6 4

Odrediti mod, medijanu i proseqan broj izostanaka.

Rexe�e:

xi fi xifi Fi

0 30 0 30
1 20 20 50
2 7 14 57
3 15 45 72
4 18 72 90
5 6 30 96
6 4 24 100∑

100 205

MCT

mod 0
med 1.5
x̄ 2.05

Na osnovu pomo�ne tabele, dobijamo da je mod 0, medijana 1.5, a proseqna vrednost

broja izostanaka x =
205

100
= 2.05.

�Ve�ba 7.3 Fabrika pakuje xe�er u kockama u kutije te�ine pola kilo-
grama. Da bi se proverila te�ina kutija, uzima se uzorak od 50 kutija.
Nakon xto je izmerena te�ina svake kutije, podaci su prikazani u vidu
slede�e tabele:

te�ina u gramima [496, 498) [498, 500) [500, 502) [502, 504]
broj kutija 8 25 12 5

Odrediti sredinu za dato obele�je na osnovu ovog uzorka.

Rexe�e:
Primetimo da su u ovom sluqaju vrednosti obele�ja predstav	ene intervalno, pa
ih tako unosimo u pomo�nu tabelu, s tim da kolonu xi raqunamo kao sredine tih
intervala. Frekvencije prepixemo. Ostatak procedure ostaje neprome�en.

interval xi fi xifi Fi

[ 496 , 498 ) 497 8 3976 8
[ 498 , 500 ) 499 25 12475 33
[ 500 , 502 ) 501 12 6012 45
[ 502 , 504 ] 503 5 2515 50∑

50 24978

sredina

x̄ 499.56
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Proseqna te�ina kutije xe�era koju proizvodi posmatrana fabrika je x =
24978

50
=

499.56 g.

�Ve�ba 7.4 U tabeli su dati podaci o broju stanara po stanu u jednom
bloku zgrada:

broj stanova 5 1 3 6 4 2 7
broj stanara 1 7 5 4 3 6 2

Odrediti mere centralne tendencije za broj stanara po stanu u tom bloku
zgrada.

Rexe�e:
Pre svega, primetimo da mogu�i brojevi stanara u stanu predstav	aju varijetete,
dok su frekvencije date brojem stanova u kojima toliki broj stanara �ivi.

xi fi xifi Fi

1 5 5 5
2 7 14 12
3 4 12 16
4 6 24 22
5 3 15 25
6 2 12 27
7 1 7 28∑

28 89

MCT

mod 2
med 3
x̄ 3.1786

Zak	uqujemo da je, u posmatranom bloku zgrada, najvixe stanova u kojima �ive dve
osobe, dok se u oko 50% ukupnog broja stanova nalazi najvixe 3 stanara. Proseqan
broj stanara u stanu iznosi 3 (zaokru�ena vrednost od 3.1786).

�Ve�ba 7.5 Nakon registrova�a broja auto-ku�a u 60 zema	a, dobijeni po-
daci su sre�eni u vidu tabele:

broj auto-ku�a [0, 20) [20, 40) [40, 60) [60, 80]
broj zema	a 18 12 19 11

Izraqunati proseqan broj auto-ku�a po zem	i.

Rexe�e:

interval xi fi xifi Fi

[ 0 , 20 ) 10 18 180 18
[ 20 , 40 ) 30 12 360 30
[ 40 , 60 ) 50 19 950 49
[ 60 , 80 ] 70 11 770 60∑

60 2260

sredina

x̄ 37.6667

Proseqan broj auto ku�a po zem	i, na osnovu posmatranog uzorka, je 38.
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7.2 Mere odstupa�a

Varijansa (disperzija): s2 =

k∑
i=1

(xi − x)2fi

n
=

k∑
i=1

x2
i fi

n
− x̄2

Standardna devijacija s: s =
√
s2

Koeficijent varijacije: V =
s

x̄
· 100%.

�Ve�ba 7.6 U okviru istra�iva�a �ivotnog ciklusa jedne vrste sisara
ispitivao se broj mladunaca iz jednog legla. Prikup	eni podaci su:

broj mladunaca 1 2 3 4 5
broj legala 145 240 194 126 95

Odrediti mere odstupa�a posmatranog obele�ja.

Rexe�e:
Konstrukcija pomo�ne tabele sliqna je ranijoj proceduri, samo xto ne formiramo
vixe kumulativne frekvencije Fi, a dodajemo novu kolonu x2

i fi.

xi fi xifi x2
i fi

1 145 145 145
2 240 480 960
3 194 582 1746
4 126 504 2016
5 95 475 2375∑

800 2186 7242

MO

s2 1.5859
s 1.2593
V 46.09%

U ovom primeru prikazujemo deta	no postupak izraqunava�a:

s2 =
7242

800
− 2.73252 = 1.5859

s =
√
1.5859 = 1.2593

V =
1.2593

2.7325
· 100% = 46.09%

Dakle, varijansa odnosno sred�e kvadratno odstupa�e je 1.5859, standardno odstu-
pa�e iznosi 1.2593, dok je procentualno odstupa�e od sredine 46.09%.
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�Ve�ba 7.7 Radi ispitiva�a broja izostanaka sa nastave u toku jednog
dana u xkoli, izabran je uzorak od 100 uqenika i dobijeni su podaci:

broj izostanaka 0 1 2 3 4 5 6
broj učenika 30 20 7 15 18 6 4

Odrediti mere odstupa�a.

Rexe�e:

xi fi xifi x2
i fi

0 30 0 0
1 20 20 20
2 7 14 28
3 15 45 135
4 18 72 288
5 6 30 150
6 4 24 144∑

100 205 765

MO

s2 3.4475
s 1.8567
V 90.57%

Sred�e kvadratno odstupa�e od proseqne vrednosti broja izostanaka u toku posma-
tranog dana je 3.4475, dok je standardna devijacija 1.8567. Koeficijent varijacije
je 90.57%.

�Ve�ba 7.8 Fabrika pakuje xe�er u kockama u kutije te�ine pola kilo-
grama. Da bi se proverila te�ina kutija, uzima se uzorak od 50 kutija.
Nakon xto je izmerena te�ina svake kutije, podaci su prikazani u vidu
slede�e tabele:

te�ina u gramima [496, 498) [498, 500) [500, 502) [502, 504]
broj kutija 8 25 12 5

Izraqunati mere odstupa�a te�ine kutije. Da li fabrika poxtuje stan-
dard dozvo	enog odstupa�a od proseqne te�ine do 1% ?

Rexe�e:

interval xi fi xifi x2
i fi

[ 496 , 498 ) 497 8 3976 1976072
[ 498 , 500 ) 499 25 12475 6225025
[ 500 , 502 ) 501 12 6012 3012012
[ 502 , 504 ] 503 5 2515 1265045∑

50 24978 12478154

MO

s2 2.8864
s 1.6989
V 0.34%
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Varijansa obele�ja iznosi 2.8864, standardna devijacija je 1.6989, dok je proseqno
odstupa�e od sred�e vrednosti 0.34%. Na osnovu ovog uzorka zak	uqujemo da fab-
rika poxtuje standard dozvo	enog odstupa�a od proseqne te�ine do 1%.

�Ve�ba 7.9 U tabeli su dati podaci o broju stanara po stanu u jednom
bloku zgrada:

broj stanova 5 1 3 6 4 2 7
broj stanara 1 7 5 4 3 6 2

Odrediti mere odstupa�a za broj stanara po stanu u tom bloku zgrada.

Rexe�e:

xi fi xifi x2
i fi

1 5 5 5
2 7 14 28
3 4 12 36
4 6 24 96
5 3 15 75
6 2 12 72
7 1 7 49∑

28 89 361

MO

s2 2.7895
s 1.6702
V 52.55%

Varijansa, odnosno sred�e kvadratno odstupa�e od sredine uzorka iznosi 2.7895,
dok je standardno odstupa�e 1.6702. Procentualno odstupa�e od sredine je 52.55%.

�Ve�ba 7.10 Nakon registrova�a broja auto-ku�a u 60 zema	a, dobijeni
podaci su sre�eni u vidu tabele:

broj auto-ku�a [0, 20) [20, 40) [40, 60) [60, 80]
broj zema	a 18 12 19 11

Izraqunati mere odstupa�a za broj auto-ku�a u jednoj zem	i.

Rexe�e:

interval xi fi xifi x2
i fi

[ 0 , 20 ) 10 18 180 1800
[ 20 , 40 ) 30 12 360 10800
[ 40 , 60 ) 50 19 950 47500
[ 60 , 80 ] 70 11 770 53900∑

60 2260 114000

MO

s2 481.2222
s 21.9368
V 58.24%

Na osnovu datog uzorka nalazimo da je varijansa 481.2222, standardna devijacija
21.9368, dok je procentualno odstupa�e od proseka 58.24%.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 7.11 Studenti biologije su posejali zrna pasu	a u zasebne plas-
tiqne posude i postavili ih pod izvor svetlosti. Nakon 14 dana, izvrxili
su mere�e visine (u mm) izraslih bi	aka: 75, 101, 83, 98, 57, 103, 92, 87, 50,
66, 67, 110, 105, 86, 88, 59, 62, 81, 94, 54, 102, 89, 57, 61, 73, 72, 79, 88, 89, 67,
76, 55, 59, 65, 68, 71.
Podatke grupisati u 6 jednakih intervala, a zatim odrediti MCT i MO.

Rexe�e:

MCT

mod 85
med 75
x̄ 77.2222

MO

s2 272.8395
S 16.5179
V 21.39%

�Ve�ba 7.12 Odrediti sredinu i mere odstupa�a koliqine C vitamina
u mg, koje je na uzorku od 35 sluqajno izabranih boqica izmerio kontrolor
kvaliteta:

kol. C [194, 196) [196, 198) [198, 200) [200, 202) [202, 204) [204, 206]
br. boq. 2 6 9 10 4 4

Rexe�e:
sredina

x̄ 200.1429

MO

s2 7.3796
S 2.7165
V 1.36%

�Ve�ba 7.13 Zoolog je, izuqavaju�i jedinke �irafa na podneb	u afriqkog
kontinenta, dokumentovao podatke o visini (u cm) novoro�enih jedinki ove
vrste na jednom lokalitetu u proteklih 5 godina:

visina �irafe [150, 160) [160, 170) [170, 180) [180, 190]
broj jedinki 7 10 7 14

Odrediti sredinu i mere odstupa�a.

Rexe�e:
sredina

x̄ 172.3684

MO

s2 129.9169
S 11.3981
V 6.61%
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�Ve�ba 7.14 Istra�ivaq koji prouqava ponaxa�e mixeva sproveo je eksper-
iment, u kojem je merio vreme (u sekundama) potrebno da bi mix pronaxao
hranu u lavirintu. Vreme je merio na uzorku od 20 jedinki, a rezultati
eksperimenta su:
31, 33, 46, 23, 20, 28, 29, 33, 27, 34, 35, 28, 32, 50, 41, 31, 48, 22, 30, 39.
Dobijene podatke najpre grupisati u 5 jednakih intervala, a potom odrediti
mere centralne tendencije i mere odstupa�a ovog obele�ja.

Rexe�e:

MCT

mod 29
med 32
x̄ 33.5

MO

s2 51.15
S 7.5598
V 22.57%

�Ve�ba 7.15 Za potrebe analize potrox�e goriva na 100 km jedne kate-
gorije putniqkih automobila u uslovima vo��e na otvorenom putu, redak-
cija auto qasopisa izvrxila je mere�a potrox�e goriva na 100 km, i dobila
slede�e vrednosti:
6.2, 4, 7.8, 9, 8.9, 5.4, 5.2, 7.1, 8.7, 6.5, 5.9, 4.8, 4.2, 8.3, 8.2, 7.5, 4.4, 5.6, 8.8.
Podatke grupisati u 5 jednakih intervala od 4 do 10, a potom odrediti mere
centralne tendencije, kao i mere odstupa�a.

Rexe�e:

MCT

mod 5.8
med 7
x̄ 6.8105

MO

s2 2.7683
S 1.6638
V 24.43%
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8
Intervali povere�a

za sredinu populacije

Veliqina populacije (N) nije poznata

1. Dati ili prethodno sraqunati podaci:

obim uzorka: n sredina uzorka: x̄ standardna devijacija uzorka: s

nivo povere�a: 1− α

2. Raquna�e korekcije ε:

sluqaj ε

σ poznato z 1−α
2

σ√
n

σ nepoznato i n > 30 z 1−α
2

s√
n− 1

σ nepoznato i n ≤ 30 tn−1,α
s√

n− 1

• standardna devijacija cele populacije: σ

• broj koji se odre�uje iz z-tablice: z 1−α
2

• broj koji se odre�uje iz t-tablice: tn−1,α

3. Interval povere�a za sredinu je: (x̄− ε, x̄+ ε)

95
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Veliqina populacije (N) je poznata

• ako je
n

N
< 0.04 = 4% koristi se prethodno navedeni postupak

• ako je
n

N
≥ 0.04 = 4% dodatno se raquna korektivni faktor

κ =

√
N − n

N − 1

Interval povere�a za sredinu: (x̄− κε, x̄+ κε)

�Ve�ba 8.1 U okviru istra�iva�a �ivotnog ciklusa jedne vrste sisara
ispitivao se broj mladunaca iz jednog legla. Prikup	eni podaci o 800 sluqa-
jno izabranih legala svrstani su u tabelu:

broj mladunaca 1 2 3 4 5
broj legala 145 240 194 126 95

(a) Odrediti interval povere�a za sred�u vrednost na nivou povere�a 95%,
ako veliqina populalcije nije poznata.

(b) Na nivou povere�a od 95% proceniti ukupan broj mladunaca, ako je posma-
trani uzorak uzet na teritoriji regiona na kojoj je proce�eno da postoji
dve hi	ade legala ove vrste sisara. Da li ste prime�ivali korektivni
faktor i zaxto?

Rexe�e:
Najpre �emo pristupiti raquna�u neophodnih statistika na osnovu raspolo�ivih
podataka.

xi fi xifi x2
i fi

1 145 145 145
2 240 480 960
3 194 582 1746
4 126 504 2016
5 95 475 2375∑

800 2186 7242

uzorak

n 800
x̄ 2.7325
s2 1.5859
s 1.2593

nivo povere�a

1− α 0.95

(a) S obzirom da veliqina populacije nije poznata, interval povere�a je oblika
(x̄− ε, x̄+ ε).

raquna�e korekcije

z0.475 1.96
ε 0.0873

interval povere�a

x̄− ε 2.6452
x̄+ ε 2.8198
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Zak	uqak: Ako bismo eksperiment, odnosno prebrojava�e mladunaca u leglima,
ponav	ali "bezbroj" (veliki broj) puta, svaki put uzimaju�i uzorke obima 800, u
95% sluqajeva bi taqna vrednost sredine populacije, koja je nepoznati parametar,
bila neka vrednost iz intervala (2.6452, 2.8198). U svakom pojedinaqnom eksperi-
mentu (nepoznata) taqna vrednost sredine populacije mo�e, a ne mora pripadati
sraqunatom intervalu povere�a.
(b)

populacija

N 2000
n/N 40%

raquna�e korekcije

z0.475 1.96
ε 0.0873
κ 0.7748

interval povere�a

x̄− κε 2.6648
x̄+ κε 2.8

ukupno

od 5329
do 5600

U sluqaju kada je veliqina populacije poznata, najpre treba utvrditi da li se
korektivni faktor prime�uje ili ne. Budu�i da je 800/2000 = 0.4 = 40% > 4%,
neophodno je uk	uqiti ga u izraqunava�e.
Interval povere�a za sredinu populacije je (2.6648, 2.8), xto znaqi da, ako bismo
eksperiment, odnosno prebrojava�e mladunaca u leglima, ponav	ali "bezbroj" (ve-
liki broj) puta, svaki put uzimaju�i uzorke obima 800, u 95% sluqajeva bi taqna
vrednost sredine populacije, koja je nepoznati parametar, bila neka vrednost iz
intervala (2.6648, 2.8).
Da bismo procenili ukupan broj mladunaca na teritoriji regiona na kojoj ima
2000 legala, potrebno je granice intervala povere�a za proseqnu vrednost broja
mladunaca pomno�iti sa veliqinom populacije, odnosno sa 2000. Dakle, zak	uqu-
jemo da se ukupan broj mladunaca na posmatranoj teritoriji kre�e izme�u 2.6648 ·
2000 = 5329 i 2.8 · 2000 = 5600.

�Ve�ba 8.2 Prema podacima Zavoda za statistiku, deo uvoza Republike
Srbije od januara do oktobra jedne godine, na sluqajnom uzorku, izgledao je:

vrednost u hi	adama $ broj uvoznika
[0, 30) 100
[30, 60) 400
[60, 90) 150
[90, 120] 350

Sa sigurnox�u od 99%, proceniti ukupnu vrednost uvoza u ovom periodu, ako
se zna da je broj aktivnih uvoznika bio dvadeset hi	ada.
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Rexe�e:

interval xi fi xifi x2
i fi

[ 0 , 30 ) 15 100 1500 22500
[ 30 , 60 ) 45 400 18000 810000
[ 60 , 90 ) 75 150 11250 843750
[ 90 , 120 ] 105 350 36750 3858750∑

1000 67500 5535000

uzorak

n 1000
x̄ 67.5
s2 978.75
s 31.285

populacija

N 20000

nivo povere�a

1− α 0.99
n/N 5%

raquna�e korekcije

z0.495 2.58
ε 2.5537
κ 0.9747

interval povere�a

x̄− κε 65.0109
x̄+ κε 69.9891

ukupno

od 1300217.61
do 1399782.39

�Ve�ba 8.3 Na jednoj studijskoj grupi od 2000 studenata �ih 756 prima
stipendije. Od 30 sluqajno izabranih studenata, 19 studenata je u toku
semestra primilo stipendiju (u hi	adama dinara) i to:

stipendija broj studenata
[2, 4) 5
[4, 6) 5
[6, 8) 4
[8, 10) 3
[10, 12] 2

Odrediti interval povere�a za proseqnu stipendiju na posmatranoj studi-
jskoj grupi, na nivou povere�a 0.9. U kojim granicama �e se kretati ukupna
vrednost ispla�enih stipendija ovoj studijskoj grupi sa istim nivoom pov-
ere�a?

Rexe�e:

interval xi fi xifi x2
i fi

[ 2 , 4 ) 3 5 15 45
[ 4 , 6 ) 5 5 25 125
[ 6 , 8 ) 7 4 28 196
[ 8 , 10 ) 9 3 27 243
[ 10 , 12 ] 11 2 22 242∑

19 117 851

uzorak

n 19
x̄ 6.1579
s2 6.8698
s 2.6210
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populacija

N 756

nivo povere�a

1− α 0.9
n/N 3%

raquna�e korekcije

t18,0.1 1.7341
ε 1.0713

interval povere�a

x̄− ε 5.0866
x̄+ ε 7.2292

ukupno

od 3845.48
do 5465.26

�Ve�ba 8.4 Fabrika prodaje svoj proizvod preko mre�e od 1000 prodavnica.
Radi kontrole prodaje, izabrane su 64 prodavnice i registrovana je meseqna
prodaja (izra�ena u 10000 RSD). Podaci su prikazani u tabeli:

meseqna prodaja 2 3 4 5 6 7
broj prodavnica 5 15 24 11 6 3

Poznato je da raspodela broja prodatih proizvoda u pomenutoj mre�i pro-
davnica ima sred�e kvadratno odstupa�e 0.9. Odrediti interval povere�a
za proseqan broj prodatih proizvoda, na nivou povere�a 0.95. U kojim grani-
cama �e se kretati ukupan broj prodatih proizvoda, na istom nivou pov-
ere�a?

Rexe�e:
Primetimo da je, za razliku od prethodnih primera, varijansa populacije poznata.
Zbog toga, interval povere�a za sredinu populacije nalazimo ovako:

xi fi xifi x2
i fi

2 5 10 20
3 15 45 135
4 24 96 384
5 11 55 275
6 6 36 216
7 3 21 147∑

64 263 1177

uzorak

n 64
x̄ 4.1094
s2 1.5037
s 1.2262

populacija

N 1000
σ2 0.90
σ 0.9487

nivo povere�a

1− α 0.95
n/N 6.4%

raquna�e korekcije

z0.475 1.96
ε 0.2324
κ 0.9680

interval povere�a

x̄− κε 3.8844
x̄+ κε 4.3344

ukupno

od 3884.4
do 4334.4
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�Ve�ba 8.5 Analitiqar kompanije SkyLine dobio je izvextaj o sluqaje-
vima izgub	enih prt	aga u posled�ih deset godina. U tabeli su dati podaci
o meseqnom broju izgub	enih prt	aga za 20 sluqajno izabranih meseci.

broj izgub	enih prt	aga 5 4 3 2 1
broj meseci 1 3 5 6 5

(a) U kojim se granicama, na nivou povere�a 90%, kre�e ukupan broj izgub	enih
prt	aga u proteklih deset godina?

(b) U kojim se granicama, na nivou povere�a 95%, kre�e ukupan broj izgub	enih
prt	aga u proteklih deset godina?

Rexe�e:

xi fi xifi x2
i fi

1 5 5 5
2 6 12 24
3 5 15 45
4 3 12 48
5 1 5 25∑

20 49 147

uzorak

n 20
x̄ 2.45
s2 1.3475
s 1.1608

populacija

N 120

n/N 17%

(a)

nivo povere�a

1− α 0.9

raquna�e korekcije

t19,0.1 1.729
ε 0.4604
κ 0.9167

interval povere�a

x̄− κε 2.0279
x̄+ κε 2.8721

ukupno

od 243
do 345

(b)

nivo povere�a

1− α 0.95

raquna�e korekcije

t19,0.05 2.093
ε 0.5574
κ 0.9167

interval povere�a

x̄− κε 1.9391
x̄+ κε 2.9609

ukupno

od 233
do 355
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�Ve�ba 8.6 Analizira se promet nekretnina u prvom kvartalu 2024. go-
dine u agenciji koja zapoš	ava 200 agenata prodaje. U tabeli su dati podaci
o broju prodatih stanova preko te agencije za sluqajno izabrane dane u tom
periodu:

broj prodatih stanova 5 7 6 4 3 2 1
broj dana 1 2 4 3 5 6 7

U kojim se granicama, na nivou povere�a 0.95, kre�e proseqna dnevna prodaja
stanova preko te agencije u prvom kvartalu 2024? Xta mo�emo re�i o
ukupnom broju prodatih stanova preko ove agencije u posmatranom periodu,
na nivou povere�a 0.99?

Rexe�e:
Primetimo da je u ovom zadatku obele�je broj prodatih stanova na dnevnom nivou.

xi fi xifi x2
i fi

1 7 7 7
2 6 12 24
3 5 15 45
4 3 12 48
5 1 5 25
6 4 24 144
7 2 14 98∑

28 89 391

uzorak

n 28
x̄ 3.1786
s2 3.8610
s 1.9649

populacija

N 90
n/N 31%

nivo povere�a

1− α 0.95

raquna�e korekcije

t27,0.05 2.0518
ε 0.7759
κ 0.8346

interval povere�a

x̄− κε 2.5310
x̄+ κε 3.8262

ukupno

od 227
do 345

nivo povere�a

1− α 0.99

raquna�e korekcije

t27,0.01 2.7707
ε 1.0477
κ 0.8346

interval povere�a

x̄− κε 2.3041
x̄+ κε 4.0531

ukupno

od 207
do 365
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�Ve�ba 8.7 Rezultati analize broja sunqanih dana u februaru 2025. na
uzorku od 25 gradova jednog regiona su:

broj sunqanih dana [ 3 , 8 ) [ 8 , 13 ) [ 13 , 18 ) [ 18 , 23 ) [ 23 , 28 ]
broj gradova 2 7 10 4 2

U kojim se granicama (uz verovatno�u od 0.95) kretao proseqan broj sunqanih
dana u celom regionu? Ako pretpostavimo da je klima takva da su svi meseci
sliqni februaru, koliko se oqekuje sunqanih dana u toku 2025. godine u ovom
regionu?

Rexe�e:

interval xi fi xifi x2
i fi

[ 3 , 8 ) 5.5 2 11 60.5
[ 8 , 13 ) 10.5 7 73.5 771.75
[ 13 , 18 ) 15.5 10 155 2402.5
[ 18 , 23 ) 20.5 4 82 1681
[ 23 , 28 ] 25.5 2 51 1300.5∑

25 372.5 6216.25

uzorak

n 25
x̄ 14.9000
s2 26.6400
s 5.1614

nivo povere�a

1− α 0.95

raquna�e korekcije

t24,0.05 2.0639
ε 2.1745

interval povere�a

x̄− ε 12.7255
x̄+ ε 17.0745

godix�e

od 153
do 205

�Ve�ba 8.8 Rezultati ispitiva�a meseqne potrox�e hleba u kg na uzorku
od 200 doma�instava iz jednog grada, u kojem je registrovano 5000 doma�instava,
su dati u slede�oj tabeli:

potrox�a hleba 2 3 4 5 6
broj doma�instava 10 30 60 70 30

U kojim se granicama, sa sigurnox�u od 90%, kre�e oqekivana potrox�a hleba
u tom gradu?
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Rexe�e:

xi fi xifi x2
i fi

2 10 20 40
3 30 90 270
4 60 240 960
5 70 350 1750
6 30 180 1080∑

200 880 4100

uzorak

n 200
x̄ 4.4
s2 1.14
s 1.0677

populacija

N 5000

n/N 4.00%

nivo povere�a

1− α 0.90

raquna�e korekcije

z0.45 1.64
ε 0.1245
κ 0.9799

interval povere�a

x̄− κε 4.2780
x̄+ κε 4.5220

ukupno

od 21390
do 22610

�Ve�ba 8.9 U jednom prigradskom nase	u na sluqajan naqin anketirano je
nekoliko doma�instava i evidentirano koliko dnevno troxe mleka (u l). Po-
daci su slede�i:

broj doma�instava 5 15 20 11 9
potrox�a mleka 6 3 2 1 4

U kojim se granicama, na nivou povere�a 0.95, mo�e oqekivati proseqna
dnevna potrox�a mleka jednog doma�instva? Ako u tom nase	u ima 900
doma�instava, u kojim se granicama kre�e ukupna proseqna dnevna potroš�a
mleka?

Rexe�e:

xi fi xifi x2
i fi

6 5 30 180
3 15 45 135
2 20 40 80
1 11 11 11
4 9 36 144∑

60 162 550

uzorak

n 60
x̄ 2.7
s2 1.8767
s 1.3699

populacija

N 900

n/N 6.67%

nivo povere�a

1− α 0.95

raquna�e korekcije

z0.475 1.96
ε 0.3496
κ 0.9666

interval povere�a

x̄− κε 2.3621
x̄+ κε 3.0379

ukupno

od 2126
do 2734
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�Ve�ba 8.10 Odsek za kontrolu kvaliteta analizira proseqan vek tra-
ja�a sijalice kompanije G Electric. Nakon mere�a koje je izvrxeno na uzorku
obima 100, dobijena je sredina veka traja�a od 930 radnih sati. Izraqunati
99% interval povere�a proseqnog veka traja�a sijalice, ako se zna da je ko-
eficijent varijacije 2%.

Rexe�e:

uzorak

n 100
x̄ 930
V 2%
s 18.6

nivo povere�a

1− α 0.99

raquna�e korekcije

z0.495 2.5758
ε 4.8152

interval povere�a

x̄− ε 925.1848
x̄+ ε 934.8152
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 8.11 U tabeli su dati podaci o broju dece koja su se rodila u
prethodnih 5 godina, u nekoliko sluqajno odabranih porodica:

broj porodica 5 17 10 2 1
broj dece 1 2 3 4 5

U kojim se granicama, na nivou povere�a 0.95, mo�e oqekivati proseqan broj
novoro�ene dece u porodici u posled�ih 5 godina? Ako imamo podatak da u
tom regionu �ivi 500 porodica, u kojim se granicama kre�e ukupan broj dece
ro�ene u posled�ih 5 godina u tom regionu?

Rexe�e: x = 2.3429,
ε = 0.3, κ = 0.9653,

(x− κε, x+ κε) = (2.0532, 2.6325),
procena od 1027 do 1316.

�Ve�ba 8.12 U jednom gradu anketirana je grupa tinej
era uz pita�e ko-
liko novca troxe na zabavu nede	no:

izdaci (u stotinama) [0, 10) [10, 20) [20, 30) [30, 40) [40, 50]
broj tinej
era 5 10 10 20 5

U kojim se granicama, na nivou povere�a 0.95, kre�e proseqan iznos novca koji
tinej
er potroxi na zabavu tokom jedne nede	e?

Rexe�e: x = 27,
ε = 3.2653,

(x− ε, x+ ε) = (23.7347, 30.2653).

�Ve�ba 8.13 U jednom kvartu ispitivan je broj vozila po doma�instvu, a
prikup	eni podaci su:

broj vozila [0, 1) [1, 2) [2, 3) [3, 4) [4, 5]
broj doma�instava 5 17 10 2 1

U kojim se granicama, na nivou povere�a 0.99, mo�e oqekivati proseqan
broj vozila u jednom doma�instvu? Ako se zna da u tom kvartu ima 600
doma�instava, u kojim se granicama kre�e ukupan broj vozila?

Rexe�e: x = 1.8429,
ε = 0.3943, κ = 0.9712,

(x− κε, x+ κε) = (1.4599, 2.2258),
procena od 876 do 1335.
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�Ve�ba 8.14 U tabeli su dati podaci o broju buketa koji su prodati u
jednoj cve�ari 8. marta tokom sat vremena:

buketa 11 7 5 1 3
kupaca 2 2 5 8 5

U kojim se granicama, na nivou povere�a 0.95, mo�e oqekivati proseqan broj
buketa koji su prodati u toj cve�ari 8. marta tokom sat vremena? Ako
se zna da je ova cve�ara imala 1200 kupaca na ovaj dan, u kojim se granicama
kretao ukupan broj prodatih buketa, na istom nivou povere�a?

Rexe�e: x = 3.8182,
ε = 1.3589,

(x− ε, x+ ε) = (2.4593, 5.1771),
procena od 2951 do 6213.

�Ve�ba 8.15 Na uzorku od 17 AA baterija u igraqkama analiziran je i
izmeren radni vek baterija. Uzoraqka sredina traja�a baterije je 3.58 sati,
dok je uzoraqka standardna devijacija 1.85. Odrediti 99% interval povere�a
oqekivanog radnog veka baterije.

Rexe�e: ε = 1.3509,
(x− ε, x+ ε) = (2.2291, 4.9309).



9
t-test za sredinu populacije

Ci	: Uporediti sredinu uzorka i sredinu cele populacije

Uslov: Populacija mora imati neprekidnu raspodelu, ako je n < 30

Statistika: t =
(x̄− µ0)

√
n

s
obim uzorka: n sredina uzorka: x̄ standardna devijacija uzorka: s

grexka testa ( nivo znaqajnosti ): α

Dvostrani test

Nulta hipoteza H0 : µ = µ0

Alternativna hipoteza
HA : µ se znaqajno razlikuje od µ0

Kritiqna vrednost iz tablice:
tn−1,α

Zak	uqak H0 se:

• odbacuje ako |t| > tn−1,α,

• ne odbacuje ako |t| ≤ tn−1,α.

Jednostrani test

Nulta hipoteza H0 : µ ≤ (≥)µ0

Alternativna hipoteza
HA : µ je znaqajno ve�e od µ0

(µ je znaqajno ma�e od µ0)

Kritiqna vrednost iz tablice:
tn−1,2α

Zak	uqak H0 se:

• odbacuje ako t > tn−1,2α

(t < −tn−1,2α),

• ne odbacuje ako t ≤ tn−1,2α

(t ≥ −tn−1,2α).

107



108 GLAVA 9. t-TEST ZA SREDINU POPULACIJE

�Ve�ba 9.1 Analitiqar slu�be za kvalitet proizvod�e fabrike ploqica
Tile Expert treba da dostavi izvextaj, na osnovu kojeg �e se donositi od-
luke. On je prikupio informacije o odstupa�ima od deklarisanih mera (u
milimetrima) za 170 sluqajno izabranih ploqica iz proizvod�e ove fabrike
u prethodnom kvartalu. Prikup	eni podaci su dati u tabeli:

odstupa�e (mm) 0 10 20 30 40
broj ploqica 30 60 50 20 10

Upravni odbor kompanije Tile Expert, usaglasio se da, ukoliko u prethod-
nom kvartalu u proseku nema odstupa�a od deklarisanih mera, sa mogu�nox�u
grexke do 10%, kompanija ne�e uvoditi restriktivne mere zaposlenima. Koji
su rezultati izvextaja i kakve su odluke sprovedene?

Rexe�e:

xi fi xifi x2
i fi

0 30 0 0
10 60 600 6000
20 50 1000 20000
30 20 600 18000
40 10 400 16000∑

170 2600 60000

uzorak

n 170
x̄ 15.2941
s2 119.0311
s 10.9101

Proseqno odstupa�e od deklarisanih dimenzija na ovom uzorku je 15.2941 milime-
tra. Pita�e je, me�utim, da li sa mogu�nox�u grexke do 10% (tj. sa nivoom
znaqajnosti 0.1) mo�emo odbaciti hipotezu da nema odstupa�a u merama. Dakle,
kao nultu hipotezu formulixemo:

H0 : odstupa�e je nula milimetra,

a kao alternativnu:

HA : odstupa�e se znaqajno razlikuje od nula milimetra.

Test statistiku t raqunamo na slede�i naqin:

t =
(x̄− µ0)

√
n

s
=

(15.2941− 0)
√
170

10.9101
= 18.2776.

Zatim je poredimo sa kritiqnom vrednox�u iz tablice. Skra�eno, to �emo, ubudu�e,
zapisivati ovako:

H0 : µ = 0
HA : µ ̸= 0

sredina populacije

µ0 0

nivo znaqajnosti

α 0.1

test statistika

t 18.2776

kritiqna vrednost

t169,0.1 1.6539
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Zak	uqak: Budu�i da je |t| = 18.2776 > 1.6539 = t169,0.1, to se H0 odbacuje u
korist alternativne hipoteze na osnovu datog uzorka. To znaqi da je u prethodnom
kvartalu odstupa�e znaqajno razliqito od nula milimetra, te zak	uqujemo da �e
kompanija odluqiti da uvede restriktivne mere prema zaposlenima.

�Ve�ba 9.2 Radi kontrole kvaliteta napitka merena je koliqina C vi-
tamina u 100 g napitka. Rezultati su prikazani u slede�oj tabeli:

C vitamin u mg [196, 198) [198, 200) [200, 202) [202, 204) [204, 206]
broj mere�a 2 5 7 4 2

Da li, sa sigurnox�u od 90%, mo�emo tvrditi da je proseqna koliqina C
vitamina prisutnog u 100 g napitka 200 mg?

Rexe�e:

interval xi fi xifi x2
i fi

[ 196 , 198 ) 197 2 394 77618
[ 198 , 200 ) 199 5 995 198005
[ 200 , 202 ) 201 7 1407 282807
[ 202 , 204 ) 203 4 812 164836
[ 204 , 206 ] 205 2 410 84050∑

20 4018 807316

uzorak

n 20
x̄ 200.90
s2 4.99
s 2.2338

H0 : µ = 200
HA : µ ̸= 200

sredina populacije

µ0 200

nivo znaqajnosti

α 0.1

test statistika

t 1.8018

kritiqna vrednost

t19,0.1 1.7291

Zak	uqak: Budu�i da je |t| = 1.8018 > 1.7291 = t19,0.1, zak	uqujemo da se na osnovu
datog uzorka H0 odbacuje xto znaqi da, sa sigurnox�u od 90%, mo�emo tvrditi da
u 100 g proseqnog napitka koliqina C vitamina statistiqki znaqajno odstupa od
predvi�ene vrednosti od 200 mg.

�Ve�ba 9.3 U tabeli su dati podaci o broju stanara u nekoliko sluqajno
izabranih stanova u jednom bloku zgrada:

broj stanara 1 7 5 4 3 6 2
broj stanova 5 1 3 6 4 2 7

Da li, na nivou znaqajnosti 0.01, mo�emo tvrditi da u posmatranom bloku
zgrada u proseku �ivi 4 stanara po stanu?
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Obele�je je broj stanara, dok su frekvencije varijeteta broj stanova.

xi fi xifi x2
i fi

1 5 5 5
2 7 14 28
3 4 12 36
4 6 24 96
5 3 15 75
6 2 12 72
7 1 7 49∑

28 89 361

uzorak

n 28
x̄ 3.1786
s2 2.7895
s 1.6702

H0 : µ = 4
HA : µ ̸= 4

sredina populacije

µ0 4

nivo znaqajnosti

α 0.01

test statistika

t -2.6025

kritiqna vrednost

t27,0.01 2.7707

Zak	uqak: Budu�i da je |t| = 2.6025 < 2.7707 = t27,0.01, na osnovu datog uzorka
zak	uqujemo da nemamo dovo	no dokaza protiv H0, xto znaqi da, sa sigurnox�u
od 99%, mo�emo tvrditi da je oqekivano da u posmatranom bloku zgrada u proseku
�ivi 4 stanara po stanu.

�Ve�ba 9.4 Fabrika pakuje xe�er u kockama u kutije te�ine pola kilo-
grama. Da bi se proverilo da li je te�ina kutija ista, uzima se uzorak od 21
kutije. Poxto je izmerena te�ina svake kutije (u g), podaci su grupisani
u vidu slede�e tabele:

te�ina [496, 498) [498, 500) [500, 502) [502, 504]
broj kutija 3 8 5 5

Da li, na osnovu ovog uzorka, mo�emo tvrditi da fabrika xe�era poxtuje
standard da je, sa mogu�nox�u grexke do 1%, proseqna proizvedena kutija
xe�era te�ine pola kilograma?

Rexe�e:

interval xi fi xifi x2
i fi

[ 496 , 498 ) 497 3 1491 741027
[ 498 , 500 ) 499 8 3992 1992008
[ 500 , 502 ) 501 5 2505 1255005
[ 502 , 504 ] 503 5 2515 1265045∑

21 10503 5253085

uzorak

n 21
x̄ 500.1429
s2 4.0272
s 2.0068
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H0 : µ = 500
HA : µ ̸= 500

sredina populacije

µ0 500

nivo znaqajnosti

α 0.01

test statistika

t 0.3262

kritiqna vrednost

t20,0.01 2.8453

Zak	uqak: Kako je |t| = 0.3262 < 2.8453 = t20,0.01, na osnovu datog uzorka nemamo
dovo	no dokaza protiv H0, xto znaqi da, sa sigurnox�u od 99%, mo�emo tvrditi
da fabrika poxtuje standard.

�Ve�ba 9.5 U okviru ankete o kvalitetu nastavnog procesa, u kojoj je uq-
estvovalo nekoliko sluqajno izabranih studenata, zabele�en je broj profe-
sora kod kojih ti studenti odlaze na konsultacije:

broj studenata 1 2 3 4 5 6
broj profesora 1 4 6 5 2 3

Da li, na osnovu ovog uzorka, mo�emo tvrditi, sa mogu�nox�u grexke do 8%,
da student proseqno pose�uje konsultacije kod 3 profesora?

Rexe�e:
Obele�je je broj profesora, a broj studenata su frekvencije odgovaraju�ih vari-
jeteta.

xi fi xifi x2
i fi

1 1 1 1
2 5 10 20
3 6 18 54
4 2 8 32
5 4 20 100
6 3 18 108∑

21 75 315

uzorak

n 21
x̄ 3.5714
s2 2.2449
s 1.4983

H0 : µ = 3
HA : µ ̸= 3

sredina populacije

µ0 3

nivo znaqajnosti

α 0.08

test statistika

t 1.7477

kritiqna vrednost

t20,0.08 1.8443

Zak	uqak: S obzirom da je |t| = 1.7477 < 1.8443 = t20,0.08, zak	uqujemo da nemamo
dovo	no dokaza protiv H0, xto implicira da, sa sigurnox�u od 92%, mo�emo
tvrditi da student u proseku pose�uje konsultacije kod 3 profesora.
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�Ve�ba 9.6 U okviru ankete o kvalitetu nastavnog procesa, u kojoj je uq-
estvovalo nekoliko sluqajno izabranih profesora, zabele�en je broj stude-
nata koji su dolazili na konsultacije u toku nastave:

broj studenata 1 2 3 4 5 6
broj profesora 1 4 6 5 2 3

a) Da li, na osnovu ovog uzorka, mo�emo tvrditi, sa mogu�nox�u grexke do
5%, da konsultacije profesora u proseku pose�uje 3 studenta?

b) Da li, na osnovu ovog uzorka, mo�emo tvrditi, sa mogu�nox�u grexke do
5%, da konsultacije profesora u proseku pose�uje vixe od 3 studenta?

Rexe�e:
Sada je obele�je broj studenata, a broj profesora su frekvencije odgovaraju�ih
varijeteta.
(a)

xi fi xifi x2
i fi

1 1 1 1
2 4 8 16
3 6 18 54
4 5 20 80
5 2 10 50
6 3 18 108∑

21 75 309

uzorak

n 21
x̄ 3.5714
s2 1.9592
s 1.3997

H0 : µ = 3
HA : µ ̸= 3

sredina populacije

µ0 3

nivo znaqajnosti

α 0.05

test statistika

t 1.8708

kritiqna vrednost

t20,0.05 2.086

Zak	uqak: Kako je |t| = 1.8708 < 2.086 = t20,0.05, nemamo dovo	no dokaza za odbaci-
va�e H0, xto znaqi da, sa sigurnox�u od 95%, mo�emo tvrditi da broj studenata
koji pose�uju konsultacije u proseku iznosi 3.
(b) Da bismo odgovorili na ovo pita�e, koristi�emo jednostrani test. Pomo�na
tabela ostaje ista, a ostatak izraqunava�a sada izgleda ovako:

H0 : µ ≤ 3
HA : µ > 3

sredina populacije

µ0 3

nivo znaqajnosti

α 0.05

test statistika

t 1.8708

kritiqna vrednost

t20,0.1 1.7247
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Zak	uqak: Budu�i da nije t = 1.8708 > 1.7247 = t20,0.1, to se H0 odbacuje u korist
HA. To znaqi da, sa sigurnox�u od 95%, mo�emo tvrditi da konsultacije profesora
u proseku pose�uje najma�e 3 studenta.

�Ve�ba 9.7 Analitiqar za kvalitet usluga na aerodromu Heathrow je priku-
pio informacije o broju izgub	enih prt	aga na nekoliko sluqajno izabranih
letova sa ovog aerodroma u prethodnom kvartalu:

broj izgub	enih prt	aga 0 1 2 3 4
broj letova 3 6 5 2 1

Upravni odbor kompanije BAA usaglasio se da ukoliko u prethodnom kvartalu
u proseku nema izgub	enih prt	aga po letu, sa mogu�nox�u grexke do 5%,
kompanija ne�e uvoditi restriktivne mere zaposlenima aerodroma. Koji su
rezultati izvextaja i kakve su odluke sprovedene?

Rexe�e:

xi fi xifi x2
i fi

0 3 0 0
1 6 6 6
2 5 10 20
3 2 6 18
4 1 4 16∑

17 26 60

uzorak

n 17
x̄ 1.5294
s2 1.1903
s 1.0910

U zadatku se radi o jednostranom testu, gde je H0 : µ ≤ 0. Znaju�i da proseqan broj
izgub	enih prt	aga ne mo�e biti negativan, to je H0 : µ = 0.

H0 : µ = 0
HA : µ > 0

sredina populacije

µ0 0

nivo znaqajnosti

α 0.05

test statistika

t 5.7799

kritiqna vrednost

t16,0.1 1.7459

Zak	uqak: Kako je t = 5.7799 > 1.7459 = t16,0.1, to se H0 odbacuje u korist alter-
nativne hipoteze, xto znaqi da je u prethodnom kvartalu, na nivou znaqajnosti do
5%, broj izgub	enih prt	aga statistiqki znaqajno ve�i od 0, te zak	uqujemo da �e
kompanija uvesti restriktivne mere prema zaposlenima.

�Ve�ba 9.8 Laborant jedne klinike ispitivao je broj leukocita u serumu
10 bolesnika (izra�en u 109/l) i dobio slede�e podatke: 9.8, 13.5, 10, 11.8,
14.1, 12.6, 13.8, 8.5, 9.5, 11.2. Da li, na osnovu datog uzorka, sa mogu�nox�u
grexke do 5% postoje dokazi da je broj prisutnih leukocita kod obolele osobe
u proseku 9.1 · 109/l?
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Rexe�e:
Na osnovu podataka mo�emo sraqunati uzoraqke statistike. U pita�u je dvostrani
test.

uzorak

n 10
x̄ 11.48
s2 3.5576
s 1.8862

H0 : µ = 9.1
HA : µ ̸= 9.1

sredina populacije

µ0 9.1

nivo znaqajnosti

α 0.05

test statistika

t 3.9902

kritiqna vrednost

t9,0.05 2.2622

Zak	uqak: Budu�i da je |t| = 3.9902 > 2.2622 = t9,0.05, na osnovu datog uzorka i sa
sigurnox�u od 95% zak	uqujemo da se H0 odbacuje, xto znaqi da je broj leukocita
kod obolele osobe u proseku statistiqki znaqajno razliqit od 9.1 · 109/l.

�Ve�ba 9.9 Prilikom analize efikasnosti rada sluqajno je izabran uzorak
od 26 radnika jedne fabrike patika i svakom od �ih je izmereno vreme (u
sekundama) za koje uxniraju pertle:

broj sekundi 25 26 28 29 33 38
broj radnika 4 4 6 5 4 3

Da li sa nivoom znaqajnosti 0.05 mo�emo tvrditi da je oqekivano vreme
xnira�a pertli 30 sekundi?

Rexe�e:

xi fi xifi x2
i fi

25 4 100 2500
26 4 104 2704
28 6 168 4704
29 5 145 4205
33 4 132 4356
38 3 114 4332∑

26 763 22801

uzorak

n 26
x̄ 29.3462
s2 15.7648
s 3.9705

H0 : µ = 30
HA : µ ̸= 30

sredina populacije

µ0 30

nivo znaqajnosti

α 0.05

test statistika

t -0.8397

kritiqna vrednost

t25,0.05 2.0595

Zak	uqak: Na osnovu datog uzorka, kako je |t| = 0.8397 < 2.0595 = t25,0.05, nemamo
dovo	no dokaza za odbaciva�e H0, xto znaqi da, sa sigurnox�u od 95%, mo�emo
tvrditi da je oqekivano vreme xnira�a pertli 30 sekundi.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 9.10 Trener male lige u bejzbolu �eli da sazna da li osvaja�e
poena �egovog tima odgovara nacionalnom uqinku ostalih timova. Na na-
cionalnom nivou, proseqan broj osvojenih poena po utakmici iznosi 5.7. Trener
je, na sluqajan naqin, odabrao 5 utakmica u kojima je �egov tim ostvario
slede�e poene:

5, 9, 4, 11, 8.

Da li se rezultat �egovog tima znaqajno razlikuje od rezultata na na-
cionalnom nivou, na nivou znaqajnosti do 5%?

Rexe�e: H0 : µ = 5.7, HA : µ ̸= 5.7
|t| = 1.4752 < 2.7764 = t4,0.05, H0 se ne odbacuje.

�Ve�ba 9.11 Uprava jedne xkole je zainteresovana da sazna da li je doxlo
do promena qitaqkih sposobnosti uqenika u odnosu na isto obele�je pre 30
godina, kada je prosek poena na standardizovanom testu bio 78 poena. Rezul-
tati sadax�eg testira�a su:
63, 58, 76, 95, 84, 68, 90, 45, 75, 38, 52, 90, 100, 45, 76, 80, 45, 68, 64, 50, 59,
63, 75, 72, 68, 92, 64, 35, 87, 86.
Da li se, sa sigurnox�u od 95%, mo�e izvesti zak	uqak da su se qitaqke
sposobnosti za posled�ih 30 godina: a) promenile, b) sma�ile, c) pove�ale?

Rexe�e:

H0 : µ = 78
HA : µ ̸= 78
t = −2.9157

t29,0.05 = 2.0452
|t| > t29,0.05

H0 se odbacuje.

H0 : µ ≥ 78
HA : µ < 78
t = −2.9157

t29,0.1 = 1.6991
t < −t29,0.1

H0 se odbacuje.

H0 : µ ≤ 78
HA : µ > 78
t = −2.9157

t29,0.1 = 1.6991
nije t > t29,0.1

H0 se ne odbacuje.

�Ve�ba 9.12 Istra�ivaqka grupa pri bioloxkom institutu �eli da
proveri efikasnost preparata na suzbija�e alfida na bi	kama, za koji se
zna da je proseqna vrednost koncentracije nakon tretmana 52. Novim is-
tra�iva�em obuhva�ene su 24 bi	ke, na kojima su izmerene slede�e koncen-
tracije alfida:
45, 58, 72, 52, 56, 49, 48, 67, 71, 52, 62, 56, 38, 39, 54, 52, 61, 42, 45, 46, 51, 34,
58, 68.
Ispitati da li su rezultati novog istra�iva�a u skladu sa zak	uqcima
do kojih je doxla prethodna istra�ivaqka grupa, sa sigurnox�u od 99%?

Rexe�e: H0 : µ = 52, HA : µ ̸= 52
|t| = 0.566 < 2.8073 = t23,0.01, H0 se ne odbacuje.
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�Ve�ba 9.13 Profesor �eli da sazna da li grupa koji sluxa uvod u statis-
tiku ima dobro predzna�e iz matematike i uporedi ga sa prosekom od 70
poena. Rezultati koje su odabrani studenti ostvarili na probnom testu
su slede�i:

62, 92, 75, 68, 83, 95.

Da li profesor, sa sigurnox�u od 90%, mo�e oqekivati da �e sred�a vrednost
uspeha preostalih studenata na testu biti 70 poena?

Rexe�e: H0 : µ = 70, HA : µ ̸= 70
|t| = 1.8681 < 2.015 = t5,0.1, H0 se ne odbacuje.

�Ve�ba 9.14 U jednoj teretani u gradu na sluqajan naqin anketirano je
nekoliko ve�baqa i zabele�eno je koliko minuta trqe za vreme treninga.
Podaci su slede�i:

broj cigareta [3, 6) [6, 9) [9, 12) [12, 15) [15, 18]
broj puxaqa 2 7 5 8 5

Da li, sa sigurnox�u od 99%, mo�emo tvrditi da proseqan ve�baq u ovom
gradu provede na traci 12 minuta?

Rexe�e: H0 : µ = 12, HA : µ ̸= 12
|t| = 1.0128 < 2.7787 = t26,0.01, H0 se ne odbacuje.
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Analiza varijanse (ANOVA)

Ci	: Uporediti sredine obele�ja m uzoraka iz m populacija

Uslovi: Populacije moraju imati neprekidnu raspodelu, varijanse u svim
populacijama moraju biti jednake, uzorci se biraju nezavisno jedan od drugog.

Statistika:

izvor suma stepeni varijanse
F -statistika

varijabiliteta kvadrata slobode izme�u i unutar
izme�u uzoraka Qi m− 1 Qi/(m− 1)

Qi/(m− 1)

Qu/(m(n− 1))
unutar uzoraka Qu m(n− 1) Qu/(m(n− 1))
ukupno Q

• nivo znaqajnosti: α broj uzoraka: m obim svakog uzorka: n

• suma kvadrata odstupa�a od sredina unutar uzorka: Qu

• suma kvadrata odstupa�a od ukupne sredine: Q

• Qi = Q−Qu

Nulta hipoteza H0 : µ1 = µ2 = · · · = µm

Alternativna hipoteza HA : Bar dve od sredina se znaqajno razlikuju.

Kritiqna vrednost iz tablice: Fm−1,m(n−1),α

Zak	uqak:

• F > Fm−1,m(n−1),α =⇒ H0 se odbacuje

• F ≤ Fm−1,m(n−1),α =⇒ nemamo dovo	no dokaza za odbaciva�e H0
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�Ve�ba 10.1 Na 24 sluqajno izabrana kandidata sprovedeno je istra�iva�e
o uticaju zvuka na koncentraciju pri uqe�u. Kandidati su pode	eni u tri
jednake grupe: oni koji uqe uz pozadinski zvuk konstantne jaqine, oni koji
uqe uz periodiqne sluqajne promene jaqine zvuka i oni koji uqe u tixini.
Nakon testira�a, koje se sastoji od 10 pita�a iz materijala koji su uqili,
ispitanici su ostvarili slede�e rezultate:

grupa broj taqnih odgovora
konstantan zvuk 7 4 6 8 6 6 2 9
promen	iv zvuk 5 5 3 4 4 7 2 2

bez zvuka 2 4 7 1 2 1 5 5

Da li se, na nivou znaqajnosti do 5%, na osnovu ovog uzorka, mo�e tvrditi
da promene u jaqini zvuka znaqajno utiqu na proseqan broj taqnih odgovora?

Rexe�e:
Faktor uticaja je intenzitet zvuka, a obele�je na koje on utiqe je koncentracija
pri uqe�u, izra�ena brojem taqnih odgovora. S obzirom da nulta hipoteza uvek
upu�uje na status quo, formulisa�emo je u slede�em obliku,

H0 : Intenzitet zvuka ne utiqe znaqajno na proseqan broj taqnih odgovora.

Samim tim, alternativna hipoteza glasi

HA : Intenzitet zvuka znaqajno utiqe na proseqan broj taqnih odgovora.

Najpre raqunamo sredine uzoraka i ukupnu sredinu,

sredine uzoraka zbir sredina

U1 7 4 6 8 6 6 2 9 48 6
U2 5 5 3 4 4 7 2 2 32 4
U3 2 4 7 1 2 1 5 5 27 3.375

ukupna sredina 4.4583

a zatim odre�ujemo sume kvadrata odstupa�a od ukupne sredine (Q) kao i sume
kvadrata odstupa�a unutar uzoraka, (Qu), dok sume kvadrata odstupa�a izme�u
uzoraka (Qi) raqunamo kao:

Qi = Q−Qu.

kvadrati odstupa�a od ukupne sredine zbir

U1 6.4601 0.2101 2.3767 12.5434 2.3767 2.3767 6.0434 20.6267 53.0139
U2 0.2934 0.2934 2.1267 0.2101 0.2101 6.4601 6.0434 6.0434 21.6806
U3 6.0434 0.2101 6.4601 11.9601 6.0434 11.9601 0.2934 0.2934 43.2639

Q 117.9583
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kvadrati odstupa�a unutar uzorka zbir

U1 1 4 0 4 0 0 16 9 34
U2 1 1 1 0 0 9 4 4 20
U3 1.8906 0.3906 13.141 5.6406 1.8906 5.6406 2.6406 2.6406 33.875

Qu 87.875

m 3

n 8

nivo znaqajnosti 0.05
kritiqna vrednost F2,21,0.05 3.4668

Konaqno, raqunamo ANOVA tabelu:

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 30.0833 2 15.0417
3.5946

unutar uzoraka 87.8750 21 4.1845

ukupno 117.9583

Zak	uqak: S obzirom da je F = 3.5946 > 3.4668 = F2,21,0.05, na osnovu datog uzorka
zak	uqujemo da se, na nivou znaqajnosti do 5%, H0 odbacuje u koristHA, odnosno da
mo�emo tvrditi da promene u jaqini zvuka utiqu na proseqan broj taqnih odgovora.

�Ve�ba 10.2 Radnik fabrike koja pakuje kavijar u teglice je, radi kont-
role kvaliteta, na sluqajan naqin izabrao po 6 teglica kavijara sa svakog od
5 postroje�a za pakova�e. Neto sadr�aj kavijara je dat u slede�oj tabeli:

postroje�e sadr�aj teglice u gramima
1 103 101 99 98 97 105
2 101 100 103 99 102 101
3 102 99 98 100 100 101
4 100 102 103 101 100 100
5 101 97 98 99 99 100

Da li se, na nivou znaqajnosti do 5%, na osnovu ovog uzorka, mo�e tvrditi
da sva postroje�a proizvode teglice kavijara iste proseqne mase?

Rexe�e:
Faktor uticaja je vrsta postroje�a na kojem se vrxi pakova�e kavijara u teglice,
a obele�je na koje utiqe je koliqina sadr�aja (izra�ena u gramima) koja se tom
prilikom napuni. Nulta hipoteza glasi

H0 : Izbor postroje�a ne utiqe na proseqnu masu teglice,
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dok je alternativna

HA : Izbor postroje�a utiqe na proseqnu masu teglice.

sredine uzoraka zbir sredina

U1 103 101 99 98 97 105 603 100.5
U2 101 100 103 99 102 101 606 101
U3 102 99 98 100 100 101 600 100
U4 100 102 103 101 100 100 606 101
U5 101 97 98 99 99 100 594 99

ukupna sredina 100.3

kvadrati odstupa�a od ukupne sredine zbir

U1 7.29 0.49 1.69 5.29 10.89 22.09 47.74
U2 0.49 0.09 7.29 1.69 2.89 0.49 12.94
U3 2.89 1.69 5.29 0.09 0.09 0.49 10.54
U4 0.09 2.89 7.29 0.49 0.09 0.09 10.94
U5 0.49 10.89 5.29 1.69 1.69 0.09 20.14

Q 102.3

kvadrati odstupa�a unutar uzorka zbir

U1 6.25 0.25 2.25 6.25 12.25 20.25 47.5
U2 0 1 4 4 1 0 10
U3 4 1 4 0 0 1 10
U4 1 1 4 0 1 1 8
U5 4 4 1 0 0 1 10

Qu 85.5

m 5

n 6

nivo znaqajnosti 0.05
kritiqna vrednost F4,25,0.05 2.7587

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 16.8 4 4.2
1.2281

unutar uzoraka 85.5 25 3.42

ukupno 102.3
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Zak	uqak: Kako je F = 1.2281 < 2.7587 = F4,25,0.05, na osnovu datog uzorka i
sa mogu�nox�u grexke do 5%, zak	uqujemo da nemamo dovo	no dokaza protiv H0,
odnosno da postroje�a proizvode teglice kavijara pribli�no iste proseqne mase.

�Ve�ba 10.3 Radi testira�a novog sistema obuke zaposlenih, jedna firma
je na sluqajan naqin izabrala dvadeset ispitanika, koji su pode	eni u qetiri
grupe po pet. Prva grupa je primila obuku tipa A, druga tipa B, tre�a tipa
C a qetvrta tipa D. Zatim je, tokom probnog perioda od mesec dana, merena
efikasnost ispitanika u obav	a�u radnih zadataka. Rezultati testira�a
su dati u tabeli:

tip obuke efikasnost u %
A 87 79 85 92 77
B 72 71 80 73 84
C 92 85 87 78 83
D 70 72 70 88 75

Da li se, na nivou znaqajnosti do 1%, na osnovu ovog uzorka, mo�e tvrditi
da tip obuke ne utiqe na proseqnu efikasnost obav	a�a radnih zadataka?
Da li se do istog zak	uqka dolazi i na nivou znaqajnosti do 5%?

Rexe�e:
Faktor uticaja je tip obuke, a obele�je na koje utiqe je efikasnost u % reg-
istrovana nakon xto je obuka sprovedena. Nulta hipoteza glasi

H0 : Tip obuke ne utiqe na proseqnu efikasnost,

a alternativna je da

HA : Tip obuke utiqe na proseqnu efikasnost.

sredine uzoraka zbir sredina

U1 87 79 85 92 77 420 84
U2 72 71 80 73 84 380 76
U3 92 85 87 78 83 425 85
U4 70 72 70 88 75 375 75

ukupna sredina 80

kvadrati odstupa�a od ukupne sredine zbir

U1 49 1 25 144 9 228
U2 64 81 0 49 16 210
U3 144 25 49 4 9 231
U4 100 64 100 64 25 353

Q 1022
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kvadrati odstupa�a unutar uzorka zbir

U1 9 25 1 64 49 148
U2 16 25 16 9 64 130
U3 49 0 4 49 4 106
U4 25 9 25 169 0 228

Qu 612

m 4

n 5

nivo znaqajnosti 0.01
kritiqna vrednost F3,16,0.01 5.2922

m 4

n 5

nivo znaqajnosti 0.05
kritiqna vrednost F3,16,0.05 3.2389

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 410 3 136.67
3.5730

unutar uzoraka 612 16 38.25

ukupno 1022

Zak	uqak: Poxto je F = 3.5730 < 5.2922 = F3,16,0.01, na osnovu datog uzorka i
na nivou znaqajnosti do 1%, ne mo�emo zak	uqiti da tip obuke utiqe na pros-
eqnu efikasnost radnika u obav	a�u radnih zadataka. Me�utim, ako dozvolimo
mogu�nost grexke do 5%, budu�i da je F = 3.5730 > 3.2389 = F3,16,0.05, tada mo�emo
zak	uqiti da tip obuke utiqe na proseqnu efikasnost (odbacujemo nultu hipotezu).

�Ve�ba 10.4 Da bi se ispitao uticaj hrane na porast mase pili�a (u %),
uzete su tri hran	ive smese: A,B i C. Pili�i su pode	eni u tri grupe i
tokom mesec dana hra�eni su odgovaraju�om smesom. Podaci dobijeni nakon
isteka mesec dana dati su u tabeli.

Vrsta hrane A B C

13.7 12.2 13.9

porast 14.2 13.2 14.3

mase 14.1 12.1 13.6

pili�a 13.5 12.8 14.1

13.2 13.2 13.4

Da li se, na nivou znaqajnosti do 0.01, mo�e tvrditi da izbor vrsta hrane
utiqe na proseqan porast mase pili�a?
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Rexe�e:

Faktor uticaja je vrsta hrane, a obele�je na koje utiqe je porast mase pili�a. Na
osnovu toga, mogu�e je formulisati dve hipoteze, nultu

H0 : vrsta hrane ne utiqe na proseqan porast mase pili�a,

i �oj suprotstav	enu alternativnu

HA : vrsta hrane utiqe na proseqan porast mase pili�a.

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 4.0693 2 2.0347
10.4164

unutar uzoraka 2.344 12 0.1953

ukupno 6.4133

Zak	uqak: Budu�i da je F = 10.4164 > 6.9266 = F2,12,0.01, na osnovu datog uzorka
zak	uqujemo da se, na nivou znaqajnosti do 1%, H0 odbacuje u korist HA, odnosno
da mo�emo tvrditi da vrsta hrane utiqe na proseqan porast mase pili�a.

�Ve�ba 10.5 Na 15 sluqajno izabranih kandidata sprovedeno je istra�iva�e
o uticaju kardio ve�bi na potrox�u kalorija. Kandidati su pode	eni u tri
jednake grupe: oni koji trqe, oni koji plivaju i oni koji voze bicikl. Dobijeni
rezultati su prikazani u tabeli.

Tip ve�ba�a potroxene kalorije nakon 1h

trqa�e 800 850 750 820 900

pliva�e 720 800 820 740 830

bicikl 850 870 900 920 890

Da li se, na nivou znaqajnosti do 5%, mo�e tvrditi da promene u naqinu
ve�ba�a znaqajno utiqu na gubitak kalorija?

Rexe�e:
Faktor uticaja je tip ve�ba�a, a obele�je na koje utiqe su potroxene kalorije.
Hipoteze su

H0 : tip ve�ba�a ne utiqe na proseqno potroxene kalorije,

odnosno
HA : tip ve�ba�a utiqe na proseqno potroxene kalorije.

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 27373.33 2 13686.6667
6.5382

unutar uzoraka 25120 12 2093.33

ukupno 52493.33
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Zak	uqak: Kako je F = 6.5382 > 3.8853 = F2,12,0.05, na osnovu datog uzorka za-
k	uqujemo da se, na nivou znaqajnosti do 5%, H0 odbacuje u korist HA, odnosno da
tip ve�ba�a znaqajno utiqe na proseqno potroxene kalorije.

�Ve�ba 10.6 U okviru istra�iva�a uticaja bakterije na razgrad�u tok-
siqnog otpada koji sadr�i hlor, posmatran je uticaj temperature na proces
ekstrakcije hlora u in vitro uslovima. Eksperiment je sproveden po 10 puta
na temperaturama od 15, 20 i 25 ◦C i zabele�en je procenat ekstrahovanog
hlora.

t u ◦C koliqina ekstrahovanog hlora u %

15 45 35 41 33 32 43 44 45 43 46

20 56 57 45 43 51 55 54 48 51 49

25 31 34 41 37 32 31 28 27 31 33

Utvrditi da li, sa dozvo	enom grexkom do 1%, mo�emo tvrditi da se proces
ekstrakcije hlora odvija razliqito na razliqitim temperaturama?

Rexe�e:
Faktor uticaja je temperatura, a obele�je na koje utiqe je koliqina ekstrahovanog
hlora. Hipoteze su

H0 : temperatura ne utiqe na proseqnu koliqinu ekstrahovanog hlora,

pdnosno

HA : temperatura utiqe na proseqnu koliqinu ekstrahovanog hlora.

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 1699.4667 2 849.73
37.8907

unutar uzoraka 605.5 27 22.4259

ukupno 2304.9667

Zak	uqak: Prema tome, kako je F = 37.8907 > 5.4881 = F2,27,0.01, na osnovu datog
uzorka zak	uqujemo da se, na nivou znaqajnosti do 1%, H0 odbacuje u korist HA,
odnosno da mo�emo tvrditi da temperatura utiqe na proseqnu koliqinu ekstraho-
vanog hlora.
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�Ve�ba 10.7 Ispituje se primena posebne metode stica�a vextina na
grupi muxkih osoba starosti 30-35 godina. Ispitanici su pode	eni prema
nivou obrazova�a. Nakon sprovedenog testira�a vextina, zabele�en je pro-
cenat uspexnoti za svakog ispitanika.

nivo obrazova�a uspexnost na testira�u u %

sred�e 75 62 77 58 78 55 45 80

vixe 95 86 77 65 66 68 70 56

visoko 75 65 55 80 82 65 45 65

Utvrditi da li, sa dozvo	enom grexkom do 1%, mo�emo tvrditi da pomenuta
metoda rada daje razliqite rezultate u zavisnosti od nivoa obrazova�a ispi-
tanika?

Rexe�e:
Imaju�i u vidu da je faktor uticaja nivo obrazova�a, a da je obele�je na koje utiqe
uspexnost na testira�u, formulixemo slede�e pretpostavke

H0 : nivo obrazova�a ne utiqe na proseqnu uspexnost na testira�u,

odnosno

HA : nivo obrazova�a utiqe na proseqnu uspexnost na testira�u.

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 225.5833 2 112.7917
0.6999

unutar uzoraka 3384.375 21 161.1607

ukupno 3609.9583

Zak	uqak: Kako je F = 0.6999 < 5.7804 = F2,21,0.01, na osnovu datog uzorka za-
k	uqujemo da, na nivou znaqajnosti do 1%, nemamo dovo	no dokaza protiv H0, te
da mo�emo tvrditi da nivo obrazova�a ne utiqe na proseqnu uspexnost na testi-
ra�u.
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�Ve�ba 10.8 Sprovodi se istra�iva�e sa ci	em da se ispita da li pos-
toje razlike u proseqnom dnevnom unosu Ca kod odraslih osoba razliqitih
sta�a kostiju. Ispitanici od 60 godina starosti, izabrani na sluqajan
naqin pomo�u bolniqkog registra, pozvani su da pristupe istra�iva�u i
pode	eni su u 3 kategorije, i to one koji imaju kosti normalne gustine
(NGK), one koji imaju osteopeniju (OA) i one kojima je konstatovana osteo-
poroza (OS). Za svakog ispitanika ponaosob registrovan je dnevni unos Ca,
putem hrane i suplemenata, a podaci su predstav	eni tabelom u nastavku.

sta�e kostiju NGK OA OS

1200 1000 890

dnevni 1000 1100 650

unos 980 700 1100

Ca 900 800 900

750 500 400

Da li se, na nivou znaqajnosti do 0.05, mo�e tvrditi da sta�e kostiju
utiqe na koliqinu dnevnog unosa pomenutog minerala?

Rexe�e:
Kako je faktor uticaja sta�e kostiju, a obele�je na koje utiqe dnevni unos Ca,
formulixemo hipoteze

H0 : sta�e kostiju ne utiqe na proseqan dnevni unos Ca,

i
HA : sta�e kostiju utiqe na proseqan dnevni unos Ca.

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 90040 2 45020
0.8644

unutar uzoraka 625000 12 52083.33

ukupno 715040

Zak	uqak: Budu�i da je F = 0.8644 < 3.8853 = F2,12,0.05, na osnovu datog uzorka
zak	uqujemo da se, na nivou znaqajnosti do 5%, H0 ne odbacuje u korist HA, odnosno
da mo�emo re�i da sta�e kostiju ne utiqe na proseqan dnevni unos Ca.
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�Ve�ba 10.9 Ispituje se primena posebne metode obrazova�a odraslih u
oblasti novih "zelenih" tehnologija u drvnoj industriji. Ispitanici su
pode	eni prema starosti u tri grupe. Nakon sprovedenog testira�a, zabele�en
je procenat uspexnosti za svakog ispitanika.

starosna grupa uspexnost na testira�u u %

grupa 30-35 75 62 77 58 89 60 45 80

grupa 35-40 90 86 43 53 66 42 70 55

grupa 40-45 70 67 45 88 92 65 45 78

Da li, sa dozvo	enom grexkom do 5%, mo�emo zak	uqiti da pomenuta metoda
obrazova�a daje jednake rezultate bez obzira na godine ispitanika?

Rexe�e:
Faktor uticaja je starosna grupa, a obele�je na koje utiqe je uspexnost na te-
stira�u. Hipoteze su

H0 : starosna grupa ne utiqe na proseqnu uspexnost na testira�u,

odnosno

HA : starosna grupa utiqe na proseqnu uspexnost na testira�u.

izvor suma stepeni varijanse F -statistika
varijabiliteta kvadrata slobode

izme�u uzoraka 155.0833 2 77.5417
0.2756

unutar uzoraka 5907.875 21 281.3274

ukupno 6062.9583

Zak	uqak: Kako je F = 0.2756 < 3.4668 = F2,21,0.05, na osnovu datog uzorka za-
k	uqujemo da, na nivou znaqajnosti do 5%, nemamo dovo	no dokaza protiv H0, to
jest da mo�emo tvrditi da starosna grupa ne utiqe na proseqnu uspexnost na te-
stira�u.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 10.10 Grafiqki dizajner �eli da pokrene onlajn prodaju svojih
proizvoda i plasman na globalnom nivou, pri qemu na raspolaga�u ima tri
kompanije (A, B i C) koje se bave xtampom i distribucijom proizvoda naru-
qiocima. U nameri da izabere najpovo	niju opciju za sarad�u, on je tokom
probnog perioda prikupio podatke o iznosu transportnih troxkova za sluqa-
jno izabrane poru
bine u qijoj su realizaciji uqestvovale sve tri xtampar-
ije. Podaci su prikazani slede�om tabelom:

firma troxkovi xtampe i transporta

A 92.7 52.5 60.2 86.9 80.7 52.8 85.8 54.3 79.2 49.3

B 69.6 84.4 92.5 56.1 85.3 61.8 75.7 92.2 91.4 46.2

C 58.9 67.6 63.5 70.2 66.7 93.5 85.9 97.9 74.3 56.6

Da li, na nivou znaqajnosti od 1%, postoje statistiqki znaqajne razlike u
oqekivanom proseqnom troxku u zavisnosti od izabrane kompanije?

Rexe�e: H0 : izbor firme ne utiqe na oqekivan proseqan troxak,
HA : izbor firme utiqe na oqekivan proseqan troxak,

F = 0.3747 < 5.4881 = F2,27,0.01,
zak	uqak: H0 se ne odbacuje.

�Ve�ba 10.11 Analitiqar zaxtite �ivotne sredine �eli da ispita da
li postoje statistiqki znaqajne razlike u kiselosti kixe na tri lokaliteta:
A, B i C. Na sluqajan naqin, izabrao je podatke o mere�ima kiselosti pa-
davina na svakom od lokaliteta za 10 dana:

lokalitet registrovana dnevna kiselost padavina

A 5.1 5.3 4.9 5.3 4.8 5.2 5.9 4.6 4.9 5.5

B 4.8 4.1 4.4 4.7 4.9 4.1 5.1 5.2 4.6 5.2

C 5.5 6.3 5.6 5.2 5.4 5.3 4.9 5.2 4.8 5.4

Da li, na nivou znaqajnosti od 5%, postoje statistiqki znaqajne razlike u
oqekivanoj proseqnoj kiselosti padavina spram posmatranih lokaliteta?

Rexe�e: H0 : izbor lokaliteta ne utiqe na oqekivanu proseqnu kiselost,
HA : izbor lokaliteta utiqe na oqekivanu proseqnu kiselost,

F = 6.8171 > 3.3541 = F2,27,0.05,
zak	uqak: H0 se odbacuje.
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�Ve�ba 10.12 Poznato je da vrsta upotreb	ene prehrane zem	ixta u pr-
voj fazi vegetacije mo�e imati znaqajan uticaj na pravilan i kvalitetan
rast u procesu uzgoja sadnica, sa ci	em postiza�a xto ve�eg oqekivanog kra-
j�eg prinosa. Na 40 sluqajno izabranih registrovanih po	oprivrednih gazdin-
stava koja svojom proizvod�om obuhvataju i uzgoj jabuka, sprovedeno je is-
tra�iva�e o uticaju izbora vrste prehrane zem	ixta (A, B, C i D) na
kraj�i oqekivani prinos ove kulture, izra�en u desetinama tona. Podaci
su:

prehrana prinos u desetinama tona

A 17.2 13.2 12.5 10.6 12.9 20.5 21.2 19.9 20.5 17.3

B 13.3 12.5 10.8 11.4 15.5 19.8 23.5 22.9 18.9 22.2

C 10.7 11.8 10.1 11.9 10.3 17.4 15.9 19.2 16.9 13.2

D 13.1 12.6 9.8 11.5 12.4 17.5 18.2 16.6 12.9 11.5

Da li, na nivou znaqajnosti od 1%, postoje statistiqki znaqajne razlike u
oqekivanom proseqnom prinosu jabuka u zavisnosti od vrste izabranog suple-
menta?

Rexe�e: H0 : izbor prehrane ne utiqe na oqekivani proseqni prinos,
HA : izbor prehrane utiqe na oqekivani proseqni prinos,

F = 2.2656 < 4.3771 = F3,36,0.01,
zak	uqak: H0 se ne odbacuje.

�Ve�ba 10.13 Prikup	eni su podaci na uzorku od 40 lokaliteta vodotoka
reke, od izvora do ux�a. Na svakom od �ih registrovana je pozicija u toku
(I, II, III i IV ) i izmerena je bioloxka potra��a kiseonika (koliqina
rastvorenog kiseonika) u procentima. Prikup	eni podaci su:

pozicija bioloxka potra��a kiseonika u %

I 12.2 10.3 10.5 11 8 10.2 11.1 7 7.2 10

II 11.5 12.2 12.4 12.3 11.7 10.3 10.2 10.3 10.6 10.3

III 9 9.1 6.3 5.2 4.1 6.2 7.2 8.1 9 8.2

IV 13 11.5 9.8 11.5 12.4 9.6 10.1 9.8 12.2 9.9

Utvrditi da li, na nivou znaqajnosti od 10%, postoje statistiqki znaqa-
jne razlike u proseqnoj oqekivanoj bioloxkoj potra��i kiseonika u zavis-
nosti od pozicije u vodotoku?

Rexe�e: H0 : pozicija ne utiqe na proseqnu potra��u kiseonika,
HA : pozicija utiqe na proseqnu potra��u kiseonika,

F = 15.2589 > 2.2426 = F3,36,0.1,
zak	uqak: H0 se odbacuje.
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�Ve�ba 10.14 Vrxi se laboratorijsko ispitiva�e uticaja vrste tret-
mana na koncentraciju azot-monoksida (NO) u serumu. Prikup	eni podaci
na bazi mere�a efekata qetiri vrste leka prezentovani su tabelom u nas-
tavku:

lek koncentracija azot-monoksida u serumu

I 66 50 85 70 40 48 89 66 54 63

II 77 56 89 32 41 55 104 87 26 52

III 80 14 71 55 89 41 83 9 102 66

IV 22 38 44 48 31 69 42 84 102 13

Da li, na nivou znaqajnosti od 5%, postoje statistiqki znaqajne razlike
u proseqnoj oqekivanoj koncentraciji azot-monoksida (NO) u zavisnosti od
vrste leka?

Rexe�e: H0 : izbor leka ne utiqe na proseqnu koncentraciju NO,
HA : izbor leka utiqe na proseqnu koncentraciju NO,

F = 0.6119 < 2.8663 = F3,36,0.05,
zak	uqak: H0 se ne odbacuje.
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Linearna korelacija

Pirsonov koeficijent linearne korelacije: rxy =
sxy
sxsy

• veliqina uzorka: n

• vrednosti prvog obele�ja (X): xi

• vrednosti drugog obele�ja (Y ): yi

• sredina prvog obele�ja (X): x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

• sredina drugog obele�ja (Y ): ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi

• varijansa prvog obele�ja (X): s2x =
1

n

n∑
i=1

x2
i − x2

• varijansa drugog obele�ja (Y ): s2y =
1

n

n∑
i=1

y2i − y2

• kovarijansa: sxy =
1

n

n∑
i=1

xiyi − xy

Interval kojem pripada vrednost |r| Interpretacija

[ 0.00, 0.40 ) slaba korelacija
[ 0.40, 0.75 ) umerena korelacija
[ 0.75, 0.85 ) dobra korelacija
[ 0.85, 1.00 ] odliqna korelacija

koeficijent determinacije: r2xy

131



132 GLAVA 11. LINEARNA KORELACIJA

�Ve�ba 11.1 Prikup	eni podaci o proseqnom dohotku po qlanu doma�instva
(u desetinama hi	ada RSD) i potrox�i benzina (u desetinama litara), za
nekoliko sluqajno izabranih doma�instava u jednom gradu, dati su u slede�oj
tabeli:

dohodak po qlanu 2 3 3 4 5 5 6 7 8 10
potrox�a benzina 4 3 5 6 7 8 9 12 10 14

Prikazati podatke u vidu dijagrama rasipa�a, a zatim odrediti koefici-
jent korelacije i koeficijent determinacije.

Rexe�e:
Oznaqimo sa X dohodak po qlanu, a sa Y potrox�u benzina. Najpre �emo podatke
predstaviti grafiqki, u formi dijagrama rasipa�a, a zatim na osnovu tabele za
pomo�na izraqunava�a odrediti statistike za oba obele�ja, kao i kovarijansu,
koeficijent korelacije i koeficijent determinacije.

2 4 6 8 10 12

5

10

15

dohodak po qlanu

p
o
t
r
o
x
�
a
b
en
zi
n
a

i xi yi x2
i y2i xiyi

1 2 4 4 16 8
2 3 3 9 9 9
3 3 5 9 25 15
4 4 6 16 36 24
5 5 7 25 49 35
6 5 8 25 64 40
7 6 9 36 81 54
8 7 12 49 144 84
9 8 10 64 100 80
10 10 14 100 196 140∑

53 78 337 720 489

statistike za X statistike za Y

x̄ 5.3 ȳ 7.8
s2x 5.61 s2y 11.16
sx 2.3685 sy 3.3407

kovarijansa

sxy 7.56

koeficijent korelacije

rxy 0.9555

koeficijent determinacije

r2xy 91.29%

Zak	uqak: S obzirom da je koeficijent korelacije pozitivan, zak	uqujemo da
je linearna veza izme�u dohotka i potrox�e benzina direktna, xto znaqi da
pove�a�e dohotka implicira i pove�anu potrox�u benzina. Dodatno, s obzirom da
je koeficijent korelacije 0.9555, zak	uqujemo da je ta povezanost odliqna.

Koeficijent determinacije iznosi 91.29%, xto znaqi da se 91.29% varijacija jedne
promen	ive objax�ava, odnosno pripisuje varijacijama druge promen	ive.
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�Ve�ba 11.2 Veruju�i da postoji veza izme�u te�ine suve materije (t.s.m.)
paradajza (u gramima) i koliqine kalcijuma (u mg/cm3) u zem	ixtu uzgoja,
istra�ivaq je odluqio da ispita postoja�e veze na osnovu slede�ih podataka:

Ca u tlu 12 13 15 17 18 19 21 22 23 25
t.s.m. 2.9 3.1 4.7 4.5 4.7 5.3 6.1 6.5 6.2 6.8

Nacrtati dijagram rasipa�a i ispitati korelaciju izme�u sadr�aja Ca u
tlu i te�ine suve materije u plodu paradajza.

Rexe�e:
Oznaqimo sa X koliqinu Ca u tlu, a sa Y te�inu suve materije. Kao i u prethod-
nom primeru, najpre �emo podatke prikazati grafiqki, a potom pristupiti izraqu-
nava�ima.

12 14 16 18 20 22 24 26

3

4

5

6

7

Ca u tlu

t
.s
.m
.

i xi yi x2
i y2i xiyi

1 12 2.9 144 8.41 34.8
2 13 3.1 169 9.61 40.3
3 15 4.7 225 22.09 70.5
4 17 4.5 289 20.25 76.5
5 18 4.7 324 22.09 84.6
6 19 5.3 361 28.09 100.7
7 21 6.1 441 37.21 128.1
8 22 6.5 484 42.25 143
9 23 6.2 529 38.44 142.6
10 25 6.8 625 46.24 170∑

185 50.8 3591 274.68 991.1

statistike za X statistike za Y

x̄ 18.5 ȳ 5.08
s2x 16.85 s2y 1.6616
sx 4.1049 sy 1.2890

kovarijansa

sxy 5.13

koeficijent korelacije

rxy 0.9695

koeficijent determinacije

r2xy 94%

Zak	uqak: Linearna povezanost izme�u koliqine kalcijuma i te�ine suve mater-
ije paradajza je direktna i odliqna, budu�i da je koeficijent korelacije 0.9695.
Koeficijent determinacije je 94%.
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�Ve�ba 11.3 Urednik popularnog �enskog qasopisa �eli da objavi qlanak
o tome koliko je devojkama va�na visina partnera. Rezultati ankete u kojoj
je uqestvovalo nekoliko sluqajno izabranih parova su slede�i:

visina momka (m) 1.76 1.75 1.74 1.86 1.77 1.83 1.97 1.75
visina devojke (m) 1.71 1.67 1.77 1.69 1.69 1.78 1.83 1.64

Nacrtati dijagram rasipa�a, odrediti koeficijent korelacije izme�u vi-
sine momka i visine devojke i koeficijent determinacije.

Rexe�e:
Oznaqimo sa X visinu momka, a sa Y visinu devojke. Prate�i iste korake kao i u
prethodnim zadacima, crtamo grafik rasipa�a i raqunamo:

1.75 1.8 1.85 1.9 1.95 2

1.65

1.7

1.75

1.8

1.85

visina momka

v
i
si
n
a
d
ev
o
jk
e

i xi yi x2
i y2i xiyi

1 1.76 1.71 3.1 2.92 3.01
2 1.75 1.67 3.06 2.79 2.92
3 1.74 1.77 3.03 3.13 3.08
4 1.86 1.69 3.46 2.86 3.14
5 1.77 1.69 3.13 2.86 2.99
6 1.83 1.78 3.35 3.17 3.26
7 1.97 1.83 3.88 3.35 3.6
8 1.75 1.64 3.06 2.69 2.87∑

14.43 13.78 26.07 23.77 24.88

statistike za X statistike za Y

x̄ 1.8038 ȳ 1.7225
s2x 0.0055 s2y 0.0036
sx 0.0745 sy 0.0602

kovarijansa

sxy 0.0029

koeficijent korelacije

rxy 0.6535

koeficijent determinacije

r2xy 42.7%

Zak	uqak: Na osnovu prikup	enih podataka mo�emo zak	uqiti da je linearna
veza izme�u visine momka i visine devojke direktna, ali da je umerena, o qemu
svedoqi Pirsonov koeficijent od 0.6535. Koeficijent determinacije iznosi 42.7%.



135

�Ve�ba 11.4 Pri proizvod�i multivitaminskog soka pretpostav	a se da
vreme fermentacije (v.f. u danima) zavisi od koliqine dodatog xe�era (u kg).
Na sluqajnom uzorku dobijeni su podaci:

xe�era 1.0 2.2 2.7 4.0 4.9 5.6 6.5 7.3 8.8 9.8
v.f. 24 18 17 15 14 10 8 7 5 4

Nacrtati dijagram rasipa�a i ispitati korelaciju izme�u koliqine dodatog
xe�era i brzine fermentacije.

Rexe�e:
Oznaqimo sa X koliqinu dodatog xe�era, a sa Y vreme fermentacije.

2 4 6 8 10 12

5

10

15

20

25

xe�era

v
.f
.

i xi yi x2
i y2i xiyi

1 1 24 1 576 24
2 2.2 18 4.84 324 39.6
3 2.7 17 7.29 289 45.9
4 4 15 16 225 60
5 4.9 14 24.01 196 68.6
6 5.6 10 31.36 100 56
7 6.5 8 42.25 64 52
8 7.3 7 53.29 49 51.1
9 8.8 5 77.44 25 44
10 9.8 4 96.04 16 39.2∑

52.8 122 353.52 1864 480.4

statistike za X statistike za Y

x̄ 5.28 ȳ 12.2
s2x 7.4736 s2y 37.56
sx 2.7338 sy 6.1286

kovarijansa

sxy -16.376

koeficijent korelacije

rxy -0.9774

koeficijent determinacije

r2xy 95.53%

Zak	uqak: Budu�i da je koeficijent korelacije negativan, linearna veza izme�u
koliqine dodatog xe�era i vremena fermentacije je obrnuta, xto znaqi da ve�a
koliqina xe�era podrazumeva kra�e vreme fermentacije. Apsolutna vrednost ko-
eficijenta korelacije, koja iznosi 0.9774, govori da je linearna korelacija ova dva
obele�ja odliqna.
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�Ve�ba 11.5 Urednik popularnog muxkog portala priprema qlanak o uti-
caju nivoa fiziqkih aktivnosti na radnu sposobnost. Za jedan od pokazate	a
izabrana je korelacija izme�u broja sati fiziqkog ve�ba�a dnevno i efikas-
nosti na poslu, izra�enoj kroz vreme u satima potrebnim da se obave radni
zadaci. Podaci prikup	eni na sluqajnom uzorku od ispitanika starosti
izme�u 30 i 35 godina dati su u tabeli:

fiziqka aktivnost 1 2 2 3 3 2 4 4
efikasnost 6 5.5 5 5 4.5 6 4 3.5

Nacrtati dijagram rasipa�a, odrediti koeficijent korelacije izme�u broja
sati fiziqkog ve�ba�a i efikasnosti na poslu, kao i koeficijent determi-
nacije.

Rexe�e:
Oznaqimo sa X fiziqku aktivnost, a sa Y efikasnost.

1 2 3 4 5

2

4

6

fiziqka aktivnost

ef
i
k
a
sn
o
st

i xi yi x2
i y2i xiyi

1 1 6 1 36 6
2 2 5.5 4 30.25 11
3 2 5 4 25 10
4 3 5 9 25 15
5 3 4.5 9 20.25 13.5
6 2 6 4 36 12
7 4 4 16 16 16
8 4 3.5 16 12.25 14∑

21 39.5 63 200.75 97.5

statistike za X statistike za Y

x̄ 2.6250 ȳ 4.9375
s2x 0.9844 s2y 0.7148
sx 0.9922 sy 0.8455

kovarijansa

sxy -0.7734

koeficijent korelacije

rxy -0.9220

koeficijent determinacije

r2xy 85.01%

Zak	uqak: Koeficijent korelacije izme�u broja sati aktivno provedenih i efikas-
nosti u obav	a�u radnih zadataka iznosi -0.922, xto se tumaqi da osobama koje
vixe vremena provedu ve�baju�i treba ma�e vremena za kompletira�e radnih
obaveza, odnosno da ve�ba�e ima pozitivan uticaj na efikasnost. Apsolutna vred-
nost koeficijenta korelacije je 0.922 i ona sugerixe da je linearna veza izme�u
pomenuta dva obele�ja odliqna.
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�Ve�ba 11.6 U jednom preduze�u, tokom 6 meseci, ispituje se povezanost
izme�u broja kixnih dana u mesecu i broja izostanaka sa posla tokom tog
meseca. Prikup	eni podaci su:

broj kixnih dana 16 11 10 8 7 2
broj izostanaka 17 13 13 11 10 5

Ispitati linearnu korelaciju izme�u broja kixnih dana u mesecu i broja
izostanaka sa posla.

Rexe�e:
Oznaqimo sa X broj kixnih dana, a sa Y broj izostanaka sa posla. Pomo�na tabela
i prate�i raqun izgledaju ovako:

i xi yi x2
i y2i xiyi

1 16 17 256 289 272
2 11 13 121 169 143
3 10 13 100 169 130
4 8 11 64 121 88
5 7 10 49 100 70
6 2 5 4 25 10∑

54 69 594 873 713

statistike za X statistike za Y

x̄ 9 ȳ 11.5
s2x 18 s2y 13.25
sx 4.2426 sy 3.6401

kovarijansa koef. korelacije

sxy 15.3333 rxy 0.9929

Zak	uqak: Dakle, koeficijent korelacije je 0.9929, xto govori u prilog tome da
je veza izme�u broja izostanaka sa posla i broja kixnih dana direktna, te da je
linearna korelacija odliqna.

�Ve�ba 11.7 Redakcija sportskog qasopisa objav	uje qlanak o tome koliko
konzumira�e zasi�enih masti utiqe na kondiciju. Za potrebe ove analize
ispituje se korelacija izme�u dnevne koliqine unetih zasi�enih masti u
gramima i vremena potrebnog ispitaniku da sprintom istrqi 100 metara u
sekundama. Rezultati mere�a su:

zasi�enih masti (g) 50 55 60 65 70 75 80
vreme (s) 12.5 12.9 13 14 14.8 15 15

Na bazi ovih podataka, ispitati postoja�e linearne korelacije izme�u koli-
qine dnevno unetih zasi�enih masti sa jedne i vremena istrqava�a sa druge
strane i tumaqiti tako dobijeni numeriqki indikator.

Rexe�e:

Ako oznaqimo saX koliqinu zasi�enih masti u gramima, a sa Y vreme u sekundama,
tada raqunamo:
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i xi yi x2
i y2i xiyi

1 50 12.5 2500 156.3 625
2 55 12.9 3025 166.4 709.5
3 60 13 3600 169 780
4 65 14 4225 196 910
5 70 14.8 4900 219 1036
6 75 15 5625 225 1125
7 80 15 6400 225 1200∑

455 97.2 30275 1356.7 6385.5

statistike za X statistike za Y

x̄ 65 ȳ 13.8857
s2x 100 s2y 1.0012
sx 10 sy 1.0006

kovarijansa koef. korelacije

sxy 9.6429 rxy 0.9637

Zak	uqak: Budu�i da je koeficijent korelacije 0.9637, to znaqi da je linearna
veza izme�u koliqine unetih zasi�enih masti i vremena koje je neophodno da osoba
istrqi 100 m direktna i odliqna.

�Ve�ba 11.8 Koxarkaxka asocijacija vrxi statistiqko istra�iva�e i
tom prilikom je prikup	en prost sluqajan uzorak od 10 igraqa koxarkaxkog
tima, qije su visine (u cm) i telesne mase (u kg) slede�e:

visina 186 189 190 192 193 193 198 201 203 205
masa 85 85 86 90 87 91 93 103 100 101

Ispitati postoja�e linearne povezanosti izme�u ovih obele�ja, kao i ko-
eficijent determinacije.

Rexe�e:

Neka je sa X oznaqena visina a sa Y masa igraqa.

i xi yi x2
i y2i xiyi

1 186 85 34596 7225 15810
2 189 85 35721 7225 16065
3 190 86 36100 7396 16340
4 192 90 36864 8100 17280
5 193 87 37249 7569 16791
6 193 91 37249 8281 17563
7 198 93 39204 8649 18414
8 201 103 40401 10609 20703
9 203 100 41209 10000 20300
10 205 101 42025 10201 20705∑

1950 921 380618 85255 179971

statistike za X statistike za Y

x̄ 195 ȳ 92.1
s2x 36.8 s2y 43.09
sx 6.0663 sy 6.5643

kovarijansa koef. korelacije

sxy 37.6 rxy 0.9442

koeficijent determinacije

r2xy 89.16%

Zak	uqak: Budu�i da je koeficijent korelacije 0.9442, mo�emo zak	uqiti da je
linearna veza izme�u visine i telesne mase igraqa direktna, te da je po jaqini
odliqna. Koeficijent determinacije je 89.16%.
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�Ve�ba 11.9 Istra�ivaq je, usled porasta broja Internet provajdera, od-
luqio da ispita da li postoji veza izme�u meseqne cene usluge provajdera (u
stotinama RSD), i stepena zadovo	stva kupaca pru�enom uslugom (na skali
od 1 do 10, pri qemu 1 predstav	a totalno nezadovo	stvo, a 10 apsolutno
zadovo	stvo klijenta). Podaci su prikup	eni i predstav	eni u tabeli:

cena 11 18 17 15 9 5 12 19 22 25
zadovo	stvo 6 9 10 7 9 6 5 8 8 10

Odrediti numeriqki indikator linearne povezanosti izme�u cene usluge i
zadovo	stva korisnika i tumaqiti dobijeni rezultat.

Rexe�e:

Oznaqimo sa X cenu usluge provajdera, a sa Y zadovo	stvo korisnika pru�enom
uslugom. Tra�eni numeriqki indikator linearne povezanosti je Pirsonov koefi-
cijent, i do �ega dolazimo slede�im putem:

i xi yi x2
i y2i xiyi

1 11 6 121 36 66
2 18 9 324 81 162
3 17 10 289 100 170
4 15 7 225 49 105
5 9 9 81 81 81
6 5 6 25 36 30
7 12 5 144 25 60
8 19 8 361 64 152
9 22 8 484 64 176
10 25 10 625 100 250∑

153 78 2679 636 1252

statistike za X statistike za Y

x̄ 15.3 ȳ 7.8
s2x 33.81 s2y 2.76
sx 5.8146 sy 1.6613

kovarijansa koef. korelacije

sxy 5.86 rxy 0.6066

Zak	uqak: Na osnovu datog uzorka, Pirsonov koeficijent 0.6066 govori u prilog
qi�enici da je povezanost izme�u cene usluge i zadovo	stva korisnika istom di-
rektna i umerena.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 11.10 U sklopu evaluacije rada i sposobnosti zaposlenih, svaki
od 6 slu�benika odradio je test sposobnosti, sa namerom da se, na osnovu
rezultata testa, utvrdi veza izme�u uspeha na testu i ostvarene prodaje u
prvom narednom mesecu anga�mana (u stotinama eura). Podaci su objedi�eni
i dati tabelarno:

uspeh na testu 25 42 33 54 29 36
ostvarena prodaja 42 72 50 90 45 48

Izraqunati koeficijent korelacije i dati tumaqe�e istog. Odrediti i
koeficijent determinacije.

Rexe�e: rxy = 0.965, korelacija je direktna i odliqna, r2xy = 93.12%.

�Ve�ba 11.11 Podaci o visinama (u cm) bambusovih bi	aka koje su rasle
tokom let�eg perioda na lokalitetima sa odre�enim brojem sunqanih dana
(osunqanost) su:

visina 49 45 46 48 45 44 43 49 51 53
osunqanost 17 15 12 22 10 8 10 19 15 21

Ispitati linearnu korelaciju i opisati je. Koji je procenat promena u
visini objax�en promenama u broju sunqanih dana tokom posmatranog peri-
oda?

Rexe�e: rxy = 0.7722, korelacija je direktna i dobra, r2xy = 59.63%.

�Ve�ba 11.12 Sprovodi se istra�iva�e sa ci	em ispitiva�a veze izme�u
broja nede	a koje je novoro�enqe provelo u gestacionom periodu (vreme prove-
deno u majqinoj utrobi) i telesne mase (u kg) nakon poro�aja. Sluqajno iz-
abrani podaci prikazani su tabelom u nastavku:

gestacioni period (nede	a) 34 29 40 36 37 41 38

telesna masa (kg) 1.9 1.4 2.8 3.1 2.7 3.6 2.7

Da li postoji linearna povezanost izme�u gestacionog perioda i telesne
mase na ro�e�u, i ako da, opisati kakva je?

Rexe�e: rxy = 0.8936, linearna povezanost je direktna i odliqna.
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�Ve�ba 11.13 Meseqne dobiti uspexne programerske kompanije (u milion-
ima RSD) i ulaga�a u reklamu te kompanije (u stotinama hi	ada RSD)
dati su u tabeli:

dobiti 12 12.9 13.6 14 20 29 33 26 49.2 50
reklama 2 3.2 3 4 5 4.8 6.3 6 9.1 10

Ispitati linearnu korelaciju i odrediti koeficijent determinacije.

Rexe�e: rxy = 0.9676, korelacija je direktna i odliqna, r2xy = 93.62%.

�Ve�ba 11.14 Laborant sprovodi istra�iva�e sa ci	em ispitiva�a veze
izme�u indeksa telesne mase (BMI) sa jedne i ukupnog holesterola (TC u
mg/dl) sa druge strane. Sluqajno izabrani podaci prikazani su tabelom u
nastavku:

BMI 21 22 23 25 27 31 32

TC 160 190 165 200 220 210 260

Izraqunati Pirsonov koeficijent i objasniti dobijeni rezultat sa aspekta
prirode i intenziteta linearne povezanosti posmatranih obele�ja.

Rexe�e: rxy = 0.8714, linearna povezanost je direktna i odliqna.
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12
Linearna regresija

Prva regresiona prava:

ŷ = ax+ b , a =
sxy
s2x

, b = ȳ − ax̄

Druga regresiona prava:

x̂ = cy + d , c =
sxy
s2y

, d = x̄− cȳ

�Ve�ba 12.1 Prikup	eni podaci o proseqnom dohotku po qlanu doma�instva
(u desetinama hi	ada RSD) i potrox�i benzina (u desetinama litara), za
nekoliko sluqajno izabranih doma�instava u jednom gradu, dati su u slede�oj
tabeli:

dohodak po qlanu 2 3 3 4 5 5 6 7 8 10
potrox�a benzina 4 3 5 6 7 8 9 12 10 14

Odrediti prvu regresionu pravu i prikazati je na dijagramu rasipa�a. Za-
tim, odrediti oqekivanu potrox�u benzina doma�instva qiji qlanovi u
proseku primaju 55000 RSD.

Rexe�e:
Oznaqimo sa X dohodak po qlanu, a sa Y potrox�u benzina. Pomo�na tabela je
data u rexe�u Ve�be 11.1, stoga navodimo samo izraqunate statistike:

statistike za X statistike za Y

x̄ 5.3 ȳ 7.8
s2x 5.61 s2y 11.16
sx 2.3685 sy 3.3407

kovarijansa

sxy 7.56

koeficijent korelacije

rxy 0.9555

143
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Da	e, raqunamo koeficijente prve regresione prave:

koeficijenti prve reg. prave

a 1.3476

b 0.6578

Dakle, jednaqina prve regresione prave je

ŷ = 1.3476x+ 0.6578.
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Da bismo prognozirali oqekivanu potrox�u benzina doma�instva qiji qlanovi u
proseku primaju 55000 RSD, koristi�emo upravo prvu regresionu pravu, i to tako
xto �emo za vrednost dohotka po qlanu uzeti x = 5.5:

prognoza

x 5.5

ŷ 8.0695

Zak	uqak: Prema tome, na osnovu raspolo�ivih podataka, mo�emo zak	uqiti da
je oqekivano da doma�instvo koje ima proseqni meseqni prihod od 55000 RSD po
qlanu troxi oko 81 litar benzina.
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�Ve�ba 12.2 Veruju�i da postoji veza izme�u te�ine suve materije (t.s.m.)
paradajza (u gramima) i koliqine kalcijuma (u mg/cm3) u zem	ixtu uzgoja,
istra�ivaq je odluqio da vezu opixe matematiqkim modelom, na osnovu
slede�ih podataka:

Ca u tlu 12 13 15 17 18 19 21 22 23 25
t.s.m. 2.9 3.1 4.7 4.5 4.7 5.3 6.1 6.5 6.2 6.8

Odrediti neophodnu koliqinu kalcijuma u zem	ixtu koja bi obezbedila pri-
nos ploda paradajza qija bi oqekivana te�ina suve materije bila 5 grama.

Rexe�e:
Oznaqimo saX koliqinu Ca u tlu, a sa Y te�inu suve materije. S obzirom da nas
interesuje procena za X pri datoj vrednosti za Y , koristi�emo drugu regresionu
pravu. Sraqunate statistike za ova obele�ja preuze�emo iz Ve�be 11.2.

statistike za X statistike za Y

x̄ 18.5 ȳ 5.08
s2x 16.85 s2y 1.6616
sx 4.1049 sy 1.2890

kovarijansa

sxy 5.13

koeficijent korelacije

rxy 0.9695

Na osnovu ovih podataka dobijamo tra�ene koeficijente druge regresione prave:

koeficijenti druge reg. prave

c 3.0874

d 2.8161

a �ena jednaqina glasi
x̂ = 3.0874y + 2.8161.

Odatle, uzimaju�i za y = 5 i uvrxtavaju�i ovu vrednost u jednaqinu druge regre-
sione prave, dobijamo procenu neophodnog sadr�aja kalcijuma u tlu:

prognoza

y 5

x̂ 18.2530

Zak	uqak: Zem	ixtu je prehranom neophodno obezbediti 18,25mg/cm3 kalcijuma
kako bi bilo mogu�e posti�i oqekivanu te�inu suve materije ploda paradajza od 5
grama.
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�Ve�ba 12.3 Urednik popularnog �enskog qasopisa �eli da objavi qlanak
o tome koliko je devojkama va�na visina partnera. Rezultati ankete u kojoj
je uqestvovalo nekoliko sluqajno izabranih parova su slede�i:

visina momka (m) 1.76 1.75 1.74 1.86 1.77 1.83 1.97 1.75
visina devojke (m) 1.71 1.67 1.77 1.69 1.69 1.78 1.83 1.64

Kakve je rezultate o po�e	noj visini momka za devojku visoku 175 cm objavio
ovaj qasopis?

Rexe�e:
Neka je saX oznaqena visina momka, a sa Y visina devojke. S obzirom na postav	eno
pita�e, zak	uqujemo da treba odrediti jednaqinu druge regresione prave. Ve�ba
11.3. daje nam sraqunate statistike ovih obele�ja, na osnovu kojih mo�emo izraqu-
nati i potrebne regresione koeficijente.

statistike za X statistike za Y

x̄ 1.8038 ȳ 1.7225
s2x 0.0055 s2y 0.0036
sx 0.0745 sy 0.0602

kovarijansa

sxy 0.0029

koeficijent korelacije

rxy 0.6535

koeficijenti druge reg. prave

c 0.8092

d 0.4100

Jednaqina druge regresione prave glasi

x̂ = 0.8092y + 0.41.

Da bismo procenili po�e	nu visinu momka qija je devojka visoka 175 cm, uvrsti�emo
u jednaqinu regresione prave vrednost y = 1.75.

prognoza

y 1.75

x̂ 1.8260

Zak	uqak: Istra�iva�e popularnog qasopisa doxlo je do zak	uqka da oqekivana
po�e	na visina momka, qija je devojka visoka 175 cm iznosi 183 cm.
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�Ve�ba 12.4 Pri proizvod�i multivitaminskog soka pretpostav	a se da
vreme fermentacije (v.f. u danima) zavisi od koliqine dodatog xe�era (u kg).
Na sluqajnom uzorku dobijeni su podaci:

xe�era 1.0 2.2 2.7 4.0 4.9 5.6 6.5 7.3 8.8 9.8
v.f. 24 18 17 15 14 10 8 7 5 4

Odrediti prvu regresionu pravu i prikazati je na dijagramu rasipa�a. Koje
je oqekivano vreme fermentacije soka u koji je dodato 5 kg xe�era?

Rexe�e:
Neka je X koliqina dodatog xe�era, a Y vreme fermentacije. Pozivaju�i se na
izraqunate vrednosti pojedinaqnih, ali i zajedniqkih statistika datih obele�ja
(vidi Ve�bu 11.4.), imamo:

statistike za X statistike za Y

x̄ 5.28 ȳ 12.2
s2x 7.4736 s2y 37.56
sx 2.7338 sy 6.1286

kovarijansa

sxy -16.376

koeficijent korelacije

rxy -0.9774

koeficijenti prve reg. prave

a -2.1912

b 23.7694

Jednaqina prve regresione prave glasi

ŷ = −2.1912x+ 23.7694.

Na grafiku je prikazano koliko dobro ova regresiona prava fituje date podatke.
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prognoza

x 5

ŷ 12.8135
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Da bismo dali oqekivano vreme fermentacije u sluqaju upotrebe 5 kg xe�era,
uvrsti�emo u jednaqinu regresione prave vrednost x = 5.

Zak	uqak: Na osnovu datog uzorka konstatujemo da je oqekivano vreme fermentacije
soka u koji je dodato 5 kg xe�era pribli�no 13 dana.

�Ve�ba 12.5 Urednik popularnog muxkog portala priprema qlanak o uti-
caju nivoa fiziqkih aktivnosti na radnu sposobnost. Za jedan od pokazate	a
izabrana je korelacija izme�u broja sati fiziqkog ve�ba�a dnevno i efikas-
nosti na poslu, izra�enoj kroz vreme u satima potrebnim da se obave radni
zadaci. Podaci prikup	eni na sluqajnom uzorku od ispitanika starosti
izme�u 30 i 35 godina dati su u tabeli:

fiziqka aktivnost 1 2 2 3 3 2 4 4
efikasnost 6 5.5 5 5 4.5 6 4 3.5

Kakve je rezultate objavio qasopis o tome kolika je oqekivana efikasnost
muxkarca koji ne radi fiziqke ve�be i o tome koliko treba ve�bati da bi
oqekivana efikasnost iznosila 2 sata?

Rexe�e:
Neka jeX vreme koje ispitanik provede bave�i se fiziqkom aktivnox�u, a Y �egova
efikasnost u obav	a�u radnih zadataka. Pozivamo se na rezultate Ve�be 11.5.

statistike za X statistike za Y

x̄ 2.6250 ȳ 4.9375
s2x 0.9844 s2y 0.7148
sx 0.9922 sy 0.8455

kovarijansa

sxy -0.7734

koeficijent korelacije

rxy -0.922

koeficijenti prve reg. prave

a -0.7857

b 7.0000

prognoza

x 0

ŷ 7.0000

Zak	uqak: Na osnovu prikup	enih podataka mo�e se zak	uqiti da je oqekivano
potrebno vreme za obav	a�e radnih zadataka muxkarca koji ne ve�ba 7 sati.

koeficijenti druge reg. prave

c -1.0820

d 7.9672

prognoza

y 2

x̂ 5.8033

Zak	uqak: Dati uzorak sugerixe da je neophodno provesti oko xest sati bave�i
se fiziqkom aktivnox�u kako bi vreme za obav	a�e radnih zadataka bilo 2 sata.
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�Ve�ba 12.6 U jednom preduze�u, tokom 6 meseci, ispituje se povezanost
izme�u broja kixnih dana u mesecu i broja izostanaka sa posla tokom tog
meseca. Prikup	eni podaci su:

broj kixnih dana 16 11 10 8 7 2
broj izostanaka 17 13 13 11 10 5

Na osnovu ovog uzorka, odrediti oqekivani broj izostanaka sa posla ako je
qitav mesec sunqan, a zatim predstaviti podatke dijagramom rasipa�a i
ucrtati regresionu pravu na isti.

Rexe�e:
Oznaqimo sa X broj kixnih dana, a sa Y broj izostanaka sa posla u toku jednog
meseca. Na osnovu rezultata iz Ve�be 11.6, imamo:

statistike za X statistike za Y

x̄ 9 ȳ 11.5
s2x 18 s2y 13.25
sx 4.2426 sy 3.6401

kovarijansa

sxy 15.3333

koeficijent korelacije

rxy 0.9929

Pod pretpostavkom da je qitav mesec sunqan, to znaqi da je broj kixnih dana x = 0.
Za prognozu tada koristimo prvu regresionu pravu:

koeficijenti prve reg. prave

a 0.8519

b 3.8333

prognoza

x 0

ŷ 3.8333

Zak	uqak: Tokom meseca u kojem nema kixnih dana oqekivani broj izostanaka sa
posla je pribili�no 4.
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�Ve�ba 12.7 Redakcija sportskog qasopisa objav	uje qlanak o tome koliko
konzumira�e zasi�enih masti utiqe na kondiciju. Za potrebe ove analize
ispituje se korelacija izme�u dnevne koliqine unetih zasi�enih masti u
gramima i vremena potrebnog ispitaniku da istrqi 100 metara u sekundama:

zasi�enih masti 50 55 60 65 70 75 80
vreme 12.5 12.9 13 14 14.8 15 15

Na osnovu ovog uzorka pomo�u linearne regresije odrediti oqekivano prolazno
vreme ispitanika, ako je dnevna koliqina unetih zasi�enih masti 100 grama.
Koliko je potrebno da ispitanik dnevno unese zasi�enih masti kako bi oqeki-
vano vreme trqa�a bilo 10 sekundi?

Rexe�e:
Ako oznaqimo saX koliqinu zasi�enih masti u gramima, a sa Y vreme u sekundama,
tada iz Ve�be 11.7 qitamo slede�e statistike:

statistike za X statistike za Y

x̄ 65 ȳ 13.8857
s2x 100 s2y 1.0012
sx 10 sy 1.0006

kovarijansa

sxy 9.6429

koeficijent korelacije

rxy 0.9637

koeficijenti prve reg. prave

a 0.0964

b 7.6179

prognoza

x 100

ŷ 17.2607

Zak	uqak: Ako je dnevna koliqina unetih zasi�enih masti 100 grama, tada se
mo�e oqekivati prolazno vreme ispitanika oko 17 sekundi.

koeficijenti druge reg. prave

c 9.6311

d -68.7342

prognoza

y 10

x̂ 27.5764

Zak	uqak: Oqekivano je da ispitanik dnevno unese oko 27 grama zasi�enih masti
kako bi distancu od 100 metara istrqao za 10 sekundi.

�Ve�ba 12.8 Koxarkaxka asocijacija vrxi statistiqko istra�iva�e i
tom prilikom je prikup	en prost sluqajan uzorak od 10 igraqa koxarkaxkog
tima, qije su visine (u cm) i telesne mase (u kg) slede�e:

visina 186 189 190 192 193 193 198 201 203 205
masa 85 85 86 90 87 91 93 103 100 101

Dati prognozu oqekivane mase igraqa koji je visok 208 cm.
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Rexe�e:

Ako sa X oznaqimo visinu a sa Y telesnu masu igraqa, onda na osnovu raquna iz
Ve�be 11.8 imamo:

statistike za X statistike za Y

x̄ 195 ȳ 92.1
s2x 36.8 s2y 43.09
sx 6.0663 sy 6.5643

kovarijansa

sxy 37.6

koeficijent korelacije

rxy 0.9442

Budu�i da se u zadatku tra�i prognoza oqekivane mase spram zadate visine, potrebno
je da odredimo jednaqinu prve regresione prave:

koeficijenti prve reg. prave

a 1.0217

b -107.1391

prognoza

x 208

ŷ 105.3826

Zak	uqak: Na osnovu datih podataka model linearne regresije prognozira oqeki-
vanu telesnu masu od 105 kg za igraqa qija je visina 208 cm.

�Ve�ba 12.9 Istra�ivaq je, usled porasta broja Internet provajdera, od-
luqio da ispita da li postoji veza izme�u meseqne cene usluge provajdera (u
stotinama RSD), i stepena zadovo	stva kupaca pru�enom uslugom (na skali
od 1 do 10, pri qemu 1 predstav	a totalno nezadovo	stvo, a 10 apsolutno
zadovo	stvo klijenta). Podaci su prikup	eni i predstav	eni u tabeli:

cena 11 18 17 15 9 5 12 19 22 25
zadovo	stvo 6 8 10 4 9 6 3 5 2 10

a) Koja je procena oqekivanog zadovo	stva klijenta qiji meseqni izdaci za
pomenutu uslugu iznose 1350 RSD?

b) Odrediti procenu oqekivane cene usluge meseqne naknade klijenta qije je
zadovo	stvo dato sa 7.5.

Rexe�e:

Neka je X cena usluge, a Y zadovo	stvo korisnika uslugom. Statistike za ova
obele�ja smo sraqunali u Ve�bi 11.9:

statistike za X statistike za Y

x̄ 15.3 ȳ 7.8
s2x 33.81 s2y 2.76
sx 5.8146 sy 1.6613

kovarijansa

sxy 5.86

koeficijent korelacije

rxy 0.6066
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koeficijenti prve reg. prave

a 0.1733

b 5.1482

prognoza

x 13.5

ŷ 7.488

Zak	uqak: Procena oqekivanog zadovo	stva klijenta qiji meseqni izdaci za in-
ternet uslugu iznose 1350 RSD je 7.5.

koeficijenti druge reg. prave

c 2.1232

d -1.2609

prognoza

y 7.5

x̂ 14.663

Zak	uqak: Oqekivana cena usluge meseqne naknade klijenta koji je uslugu prova-
jdera ocenio sa 7.5 iznosi 1466 RSD.
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� Ve�be za samostalni rad

�Ve�ba 12.10 U sklopu evaluacije rada i sposobnosti zaposlenih, svaki
od 6 slu�benika odradio je test sposobnosti, sa namerom da se, na osnovu
rezultata testa, utvrdi veza izme�u uspeha na testu i ostvarene prodaje u
prvom narednom mesecu anga�mana (u stotinama eura). Podaci su objedi�eni
i dati tabelarno:

uspeh na testu 25 42 33 54 29 36
ostvarena prodaja 42 72 50 90 45 48

Odrediti jednaqinu regresione prave i dati prognozu oqekivane prodaje slu�-
benika koji je na testu osvojio 47 poena.

Rexe�e: ŷ = 1.7702x− 6.7802, ŷ = 76.

�Ve�ba 12.11 Podaci o visinama (u cm) bambusovih bi	aka koje su rasle
na lokalitetima sa odre�enim brojem sunqanih dana su:

visina 49 45 46 48 45 44 43 49 51 53
osunqanost 17 15 12 22 10 8 10 19 15 21

a) Odrediti jednaqinu modela koji opisuje oqekivanu visinu bi	ke spram broja
sunqanih dana tokom posmatranog perioda.

Rexe�e: x̂ = 0.5134y + 39.6505.

b) Dati prognozu oqekivanog broja sunqanih dana u ovom periodu ako je visina
bambusove bi	ke iznosila pola metra.

Rexe�e: ŷ = 1.1615x− 40.0404, ŷ = 18.

�Ve�ba 12.12 Sprovodi se istra�iva�e sa ci	em ispitiva�a veze izme�u
broja nede	a koje je novoro�enqe provelo u gestacionom periodu (vreme u ma-
jqinoj utrobi) i telesne mase (u kg) nakon poro�aja. Podaci su:

gestacioni period (nede	a) 34 29 40 36 37 41 38

telesna masa (kg) 1.9 1.4 2.8 3.1 2.7 3.6 2.7

a) Formulisati matematiqki model koji opisuje povezanost izme�u gesta-
cionog perioda i telesne mase novoro�enqeta.

Rexe�e: ŷ = 0.1627x− 3.3276.

b) Kolika je oqekivana telesna masa novoro�enqeta koje je u gestacionoj fazi
provelo 30 nede	a?

Rexe�e: ŷ = 1.5.
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�Ve�ba 12.13 Meseqne dobiti uspexne programerske kompanije (u milion-
ima RSD) i ulaga�a u reklamu te kompanije (u stotinama hi	ada RSD)
dati su u tabeli:

dobit 12 12.9 13.6 14 20 29 33 26 49.2 50
reklama 2 3.2 3 4 5 4.8 6.3 6 9.1 10

a) Odrediti jednaqinu regresione prave koja opisuje linearnu povezanost izme�u
oqekivne meseqne dobiti u zavisnosti od ulaga�a u reklamu.

Rexe�e: x̂ = 5.3791y − 2.7543.

b) Dati prognozu oqekivane meseqne dobiti kompanije ako je u marketing
usluga ulo�eno 550000 dinara.

Rexe�e: x̂ = 26.8.

�Ve�ba 12.14 Laborant sprovodi istra�iva�e sa ci	em ispitiva�a veze
izme�u indeksa telesne mase (BMI) sa jedne i ukupnog holesterola (TC u
mg/dl) sa druge strane. Sluqajno izabrani podaci prikazani su tabelom u
nastavku:

BMI 21 22 23 25 27 31 32

TC 160 190 165 200 220 210 260

a) Odrediti jednaqinu regresione prave koja opisuje linearnu povezanost izme�u
ocekivnog TC u zavisnosti od BMI.

Rexe�e: ŷ = 6.8734x+ 22.9873.

b) Koriste�i model iz prvog dela zadatka, koji je nivo oqekivanog ukupnog
holesterola osobe qiji indeks telesne mase iznosi 29?

Rexe�e: ŷ = 222.32.
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