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Uvod

Diferencijalne jednacine

Reci "diferencijalne" i "jednaéine" ukazuju na to
da éemo reSavati jednacine koje sadrze izvode odredene
funkcije. Zaista, prvi cilj ovog kursa ¢e biti da resimo,
na primer, jedna¢inu y” + 2y’ + y = 0 po nepoznatoj
funkciji y = ¢(z).

Diferencijalne jednacine su od izuzetnog znacaja
u nauci i u svakodnevnom Zzivotu. Matematicki opis
realnog sveta ili matematicki model je polazna tacka
za veéinu objaSnjenja fenomena u dana$njoj nauci.
Diferencijalne jednacine zauzimaju posebno mesto u
matematickim modelima, jer se mnogi principi ili za-
koni realnog sveta baziraju na relacijama koje iskazuju
kako se menjaju veli¢ine koje posmatramo. Matem-
atickim jezikom receno, ove relacije su zapravo jed-
nacine koje sadrze izvode posmatrane veli¢ine, odnosno
diferencijalne jednacine. Tako su primene diferenci-
jalnih jednacina nemerljive, od fizike i tehnike, preko
populacione dinamike, biologije i medicine do finansi-
jske matematike.

Poznato nam je da je izvod % funkcije

y = ¢(z) neka druga funkcija ¢'(z) koja
se dobija na osnovu pravila diferenci-
ranja. Na primer, eksponencijalna funkcija
y(z) = €*1%° je diferencijabilna na skupu
R i njen prvi izvod je ¢/ (z) = 0.2z e0-12”,
z € R. Drugim re¢ima,

y =02zy. (1)

Zamislimo da ne znamo put do jednacine
(1), ve¢ nam je jedino ona poznata. Pitamo
se: koja funkcija y = ¢(x) zadovoljava
jednadinu (1), odnosno koje je reSenje jed-
nacine (1)? Jednacina (1) je primer jedne
diferencijalne jednacine.

Definicija 1

promenljivih naziva se diferencijalna jednacina.

Jednacina koja sadrzi izvode jedne ili viSe mepoznatih funkcija po jednoj ili vise

Drugim re¢ima, diferencijalna jedna¢ina u odnosu na neku funkciju je jednacina koja povezuje

tu funkciju, njene nezavisno promenljive i njene izvode.

Definicija 2

Red diferencijalne jednacine je red najveéeg izvoda koji se u njoj pojavijuje.

Upoznajmo se sa jednom diferencijalnom jedna¢inom na slede¢em primeru.

Primer 1: Kretanje u sredini sa otporom

11

Posmatrajmo kretanje tela mase m kroz atmosferu (sredina sa otporom) koje slobodno
pada u polju gravitacione sile. Kretanje se odvija u neposrednoj blizini Zemljine povrsine
(9=const). Napisimo diferencijalnu jednacinu koja opisuje kretanje ovog tela.

Najpre uvedimo veli¢ine koje ¢e opisati kretanje i njihove oznake. PoSto se kretanje
odvija tokom odredenog vremena, neka ¢ oznacava vreme. Neka je ¢ vektor brzine tela
koji pada. Vektor brzine se menja tokom vremena, dakle ¥ je funkcija od ¢ ili drugadije
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reéeno, t je nezavisno, a U zavisno promenljiva.

Zakon koji opisuje kretanje tela mase m €iji oblik i dimenzije moZemo zanemariti (ma-
terijalna tacka) je drugi Njutnov zakon, koji kaze da je ubrzanje tela pomoZzeno njegovom
masom jednako ukupnoj sili koja dejstvuje na posmatrano telo. Matematicki,

—

md = F, (2)

gde je m masa, @ ubrzanje tela, a F sila koja dejstvuje na njega. Na$ cilj je da izvedemo
jednaginu za brzinu tela #(¢). Da bismo to postigli, potrebno je obe strane jednacine (2)
izraziti pomoéu ¥(t).

Posto se kretanje odvija u jednoj dimenziji (vertikalan pad), usvojimo
i(t) = o(t)i,
gde je i jedini¢ni vektor usmeren u smeru kretanja tela.

Sa jedne strane znamo da je ubrzanje mera promene brzine, tj.

. dv dv -

=3 =gt (3)
Sa druge strane je potrebno da analiziramo sile koje uti¢u
F, na telo (Slika 1). Na telo dejstvuju dve sile, sila gravitacije
Fy = mg, gde je G vektor gravitacionog ubrzanja i sila ot-
—[ pora vazduha F,. Relacija koja opisuje silu otpora sredine je
! konstitutivnog tipa, odnosno ona je predmet modeliranja. U
ovom primeru, uzmimo najjednostavniji model po kojem je
sila otpora proporcionalna brzini tela P_’; = —, sa koefici-
jentom proporcionalnosti v koji se naziva koeficijent otpora.
Kako sila otpora uvek dejstvuje u suprotnom smeru od smera
kretanja odnosno smera vektora brzine, imamo negativan predznak. Dakle, u odnosu na

postavljeni koordinatni sistem, rezultujuca sila je data slede¢im izrazom

Fy

Slika 1: Analiza sila

-

F=F,+F,=mgi—~v(t)i. (4)
Sada sa izrazom za ubrzanje (3) i modelom za silu (4) drugi Njutnov zakon (2) postaje

dv -

m—i=mqgi—~yv(t)i
% gi—yo(t)

Skalarno mnozeéi sa f, dobijamo diferencijalnu jednacinu kretanja tela

dv
m— = mg — yv. )
3 =M ()
Ovo je diferencijalna jednacina ili matematicki model koji opisuje kretanje tela koje
vr§i slobodan pad u okolini Zemljine povrsine. Primetimo, ovo je jedna diferencijalna
jednacina prvog reda. Model sadrzi tri konstante: m, v i g, koje zovemo parametrima
modela. Konstante m i v zavise od tela koje pada, dok je g univerzalna za sva tela
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(eksprerimentalno je utvrdjeno g ~ 9.8m/s?). Da bismo regili diferencijalnu jedna¢inu
(5) potrebno je da nademo funkciju v = v(t) koja zadovoljava jednacinu (5).

Jedan od ciljeva ovog kursa je diskusija o ponaSanju reSenja diferencijalnih jednacina ili opis
metoda koje se koriste za reSavanje odredenih jednacina. Da bismo napravili okvir za rad,
potrebno je najpre da grupiSemo jednacine koje imaju neka zajednicka svojstva. U tom smislu,
klasifikujemo diferencijalne jednacine na sledeé¢i nacin:

1. U zavisnosti od toga da li nepoznata funkcija zavisi od jedne ili viSe promenljivih, diferen-
cijalna jednac¢ina moze biti:

(a) obicna diferencijalna jednacina (ODJ) - nepoznata funkcija zavisi od jedne nezavisne
promenljive. Tada se u diferencijalnoj jednaéini pojavljuju samo obi¢ni izvodi.

(b) parcijalna diferencijalna jednacina (PDJ) - nepoznata funkcija zavisi od viSe nezavisnih
promenljivih. Tada se u diferencijalnoj jednacini pojavljuju parcijalni izvodi.

2. U zavisnosti od broja nepoznatih funkcija, mozemo imati:
(a) jednu diferencijalnu jednacinu, kada je potrebno odrediti jednu nepoznatu funkciju.

(b) sistem diferencijalnih jednacina, kada su nepoznate dve ili vige funkcija.

Primer 2: Klasifikacija diferencijalnih jednacina

Ugao otklona 6 = 6(t) matematickog klatna duZine L
zadovoljava jednacinu
2
i—;Jr%sine:o, (6)
gde je g gravitaciono ubrzanje (Slika 2). Ova jednacina
matematickog klatna je jedna obiéna diferencijalna jed-
nacina.

Jednaé¢ina provodenja toplote opisuje provodenje
toplote u ¢vrstom telu. Ako je temperatura oznacena
sa funkcijom u = wu(t,z) koja je funkcija vremena ¢ i
polozaja x, onda je jednacina provodenja toplote

Slika 2: Matematicko

2
Ugp — C Uy = 0,
klatno

gde je ¢ konstanta. Ovo je jedna parcijalna diferenci-
jalna jednacina.

Poznati Lotka-Voltera sistem ("predator-prey", lovac-plen) opisuje suptilan odnos
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populacije lovca y(t) (npr. lisica) i populacije plena x(t) (npr. zefeva),

d

Y ot
dy

=7 = _ §
I Yy + oy,

gde su a, o, 8,7, konstante (Slika 3). Ovo je sistem obic¢nih diferencijalnih jednacina.

Sa jedne strane, populacija plena z(t) raste u odsustvu lovca, sto je opisano
¢lanom au. U prisustvu lovca, pretpostavlja se da je stopa lovljenja plena
proporcionalna stopi po kojoj se lovac i plen susrec¢u, modelirano ¢lanom [Szxy.
Sada jednacinu za plen moZzemo izraz-
populacija iti na sledeéi nacin: brzina promene
populacije plena je proporcionalna
sopstvenoj stopi rasta minus stopi po
kojoj je lovljena od strane populacije
lovca.

Sa druge strane, populacija lovca raste
zbog lova, odnosno susreta sa popu-
lacijom plena, Sto je opisano ¢lanom
dzy, a opada u odsustvu populacije
plena, odakle ¢lan ~y. Dakle, brz-
ina promene populacije lovca je pro-
porcionalna stopi lovljenja plena mi-
nus stopi po kojoj izumire u odsustvu populacije plena.

plen

vreme

Slika 3: Sistem lovac-plen

Napomena 1 (Napomena o oznakama). U daljem tekstu éemo krade oznacavati
1. obicnu diferencijalnu jednacinu sa ODJ,
2. parcijalnu diferencijalnu jednacinu sa PDJ,

bez obzira na mnoZinu i promenu imenice.
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Elementi teorije verovatnoce i statistike

Ideja teorije verovatnoée jeste da opiSe neodredenost matematicki precizno pomocéu svojih mod-
ela. Koncept verovatnoce se pojavljuje u problemima sa dogadajima ¢iji ishod ne moZzemo sa sig-
urnoséu da predvidimo. To se desava kada na primer nemamo kompletnu informaciju o po¢etnom
stanju ili o dinamici posmatranog sistema ili kada je u dinamiku sistema ugradena nesigurnost.
Tako u statistickoj mehanici se pojavljuju sistemi koji sadrze veliki broj Cestica. Nemoguce
je izmeriti pocetno stanje svih Cestica, te deterministicki ne moZemo odrediti stanje sistema.
Umesto ovog pristupa, pribegava se takozvanom statistickom opisu sistema, a zapravo se koristi
koncept verovatnocde.

Osnovni model teorije verovatnoce jeste eksperiment koji pod zadatim uslovima ne dovodi
uvek do istog rezultata.
Tada je uobic¢ajeno da sakupimo sve moguce ishode

datog eksperimenta i da govorimo o verovatnod¢i da se Eksperiment: bacanje novéica jedanput, ¢iji
realizuje jedan ili viSe ishoda tog eksperimenta. Dakle, je rezultat: pala je glava ili pismo.

datom eksperimentu pridruzujemo skup koji opisuje Skup svih moguéih ishoda eksperimenta
njegove sve moguce ishode — prostor dogadaja. Pod- ili prostor dogadaja: pala je glava, palo je
skup ovog skupa, dakle skup jednog ili nekoliko ishoda pismo.

se naziva dogadaj. Ideja je da svakom dogadaju dode- Dogadaj: palo je pismo.

limo broj iz intervala [0, 1] — verovatnoé¢u dogadaja — Verovatnoéa dogadaja je 0.5.

koji govori o tome koliko je verovatno da se dati do-
gadaj realizuje. Na taj na¢in formiramo zakon verovat-
noce za dati eksperiment. Ovim je formirana baza za potonju matematic¢ku analizu problema
koji u sebi sadrzi neizvesnost. Osnovni alat koji se koristi je koncept slu¢ajne promenljive.

Zakon verovatnoce

A
5
Eksperiment / . Dogadaj B . L, P(A)
Dogadaj A | .
Prostor dogadaja A B Dogadaj

Slika 4: Eksperiment, prostor dogadaja, zakon verovatnoce

Sa druge strane, veliki znacaj teorije verovatnoce je i njena primena u teoriji statistike. Jedan
od osnovnih ciljeva statistike je koriséenje pravilno prikupljenih podataka sa ciljem da se izvedu
zakljuéci i donesu odluke koje se najéesée odnose na celu populaciju, a na osnovu njenog reprezen-
tativnog uzorka. Statistika se koristi za davanje procena, odmeravanje rizika, ona istrazuje ten-
dencije, analizira odnose i faktore koji uti¢u na posmatranu pojavu. Sada je jasno da zbog
sluc¢ajnog karaktera faktora koji odreduju sve ove postupke teorija verovatnoée lezi u pozadini
teorije statistike.
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Obic¢ne diferencijalne jednacine
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1 I Osnovni pojmovi

Pojam OD)

Definicija 1.1

Jednacina u kojoj se javljaju obicni izvodi nepoznate funkcije y nezavisno promenljive
x naziva se obiéna diferencijalna jednacina (u daljem tekstu ODJ shodno napomeni 1).
Opsti oblik ODJ n—tog reda za funkciju y = y(z) je

Fz,y(@),y (@),...,y"™ (2)) =0, (1.1)

dok je njen mormalni oblik

y(2) = flz,y(@).y (@), .., y" D (2),

gde su F i f poznate funkcije.

U primenama ili prilikom modeliranja ¢esto nas zanimaju problemi u kojima trazimo funkciju
koja pored toga $to treba da zadovolji datu ODJ, zadovoljava i odredene dodatne uslove koji
proisti¢u iz neke konkretne, dopunske informacije koja nam je o problemu poznata. Na primer,
ukoliko posmatramo kretanje tela koje slobodno pada u polju gravitacione sile (primer 1), obi¢no
nam je poznata informacija o inicijalnom stanju, odnosno o vektoru polozaja i brzine u po¢etnom
trenutku. Cilj ovog problema je da nademo vektor brzine kao funkciju koja se menja u vremenu
i koja u poCetnom trenutku odgovara inicijalnom stanju. Kazemo da nam je zadat jedan pocetni
problem.

Sa teorijske strane, vise funkcija moze da zadovoljava jednu te istu jednacinu, npr. y = e® i
y = e~ % za svako x € R zadovoljavaju jednacinu y” = y, te oc¢igledno i y = c1e% + coe™%, gde su
c1 1 ¢co proizvoljne konstante. Medutim, obi¢no se ne traZe i ne proucavaju sve moguce funkcije
koje zadovoljavaju datu jednacinu, ve¢ samo one koje ispunjavaju dopunske uslove. U naSem
primeru, potrebna nam je vrednost funkcije y u dve tacke da bismo fiksirali konstante ¢; 1 ¢o i
time odredili jedinstvenu funkciju koja zadovoljava datu jednacinu i dopunske uslove.

Tako dolazimo do dva osnovna problema koja se

proucavaju u teoriji ODJ,

1. potetni (Kosijev) problem, kada su uz ODJ (1.1)

.. . . . .. =1, jej Cetni .
dati i po€etni uslovi, odnosno vrednosti funkcije y = y(x) yl(O) » e jedan pocetni problem

i njenih izvoda do reda n — 1 u jednoj tacki x, y'(0)=3
y(k) (370) = Yk, y// =y,
gde je k red izvoda, kK = 0,....n — 1, zp € 1 C R y(0) =1, je jedan grani¢ni problem.
tacka iz posmatranog intervala i y; € R su zadate vred- y(1) = —2
nosti,

19
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2. grani¢ni problem, kada su uz ODJ dati i grani¢ni uslovi, odnosno vrednosti funkcije
y = y(z) u n razli¢itih tacaka,

y(rr) = Yk,

gde je k broja¢ tacaka, k =1,...,n, xx € I C R su n tacaka iz posmatranog intervala i y, € R
su zadate vrednosti.

Definicija 1.2

Funkcija y = ¢(x) koja je definisana in puta diferencijabilna na intervalul C R je reSenje
(integral) ODJ (1.1),
F(z,y(x),y (2),...,y"™ () = 0,

na intervalu 1 ako za svako x € 1 vaZi

F(z,¢(x),¢'(x),..., " (2)) = 0.

Drugim re¢ima, reSenje ODJ je funkcija koja datu jed-

Funkcija y = e0-1” je reSenje ODJ

y' = 0.2zy na intervalu (—oo, c0).

nac¢inu prevodi u identitet, pri ¢emu se za tu funkciju
pretpostavlja da je bar onoliko puta diferencijabilna ko-

liki je red ODJ. Grafik ovakve funkcije ima posebno
ime.

Definicija 1.3

Grafik resenja y = ¢(z), x € I, ODJ (1.1)

{(z,0(z)) : x €T}

nazivamo integralnom krivom ODJ (1.1).

Ne mozemo da govorimo o reSenju a da ne spomenemo interval I. Treba posebno istaknuti
da domen funkcije y = ¢(x) ne mora da se poklapa sa intervalom I.

1
Neka je data funkcija y(x) = —. Domen ove funkcije je R\ {0}. Posmatrajmo sada ODJ
T

1
xy'(z) + y(x) = 0. Funkcija y(z) = — jeste resenje ove ODJ na bilo kom intervalu koji
T

ne sadrzi nulu. Uzmimo najveé¢i mogudéi takav interval, i dobijamo da za I mozemo uzeti
(—00,0) ili (0,+00). Primer je ilustrovan na slici 1.1.
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Integralna kriva ODJ zy’ +y =0

Grafik funkcije y(z) na intervalu (0, 4+00)

Tz

Slika 1.1: Grafik funkcije i grafik reSenja ODJ

Kada resavamo ODJ prvog reda

F(z,y(z),y'(z)) =0

obi¢no dobijamo reSenje koje sadrzi proizvoljnu konstantu ¢ € R (sli¢cno kao kod neodredenog
integrala). ReSenje koje sadrZi proizvoljnu konstantu ¢ predstavljamo jedna¢inom

G(Ivy(x)’ C) =0

i zovemo ga (jednoparametarska) familija krivih (u ravni).
Sli¢no, za ODJ n—tog reda

F(z,y(@), ¢ (),...,y™ () =0
dobijamo n—parametarsku familiju krivih
G(z,y(x),c1,...,¢) =0.

Dakle, jedna jedina ODJ moze da ima beskona¢no mnogo reSenja — svako reSenje odgovara nekom
izboru konstante.

Resenje ODJ koje ne sadrzi proizvoljnu konstantu se naziva partikularno reSenje. Dakle,
partikularno resenje dobijamo od n—parametarske familije krivih za konkretan izbor konstanti
Cly...,Cp.

Ponekad ODJ ima reSenje koje nije ¢lan familije krivih tj. reSenje koje se ne moze dobiti
specijalnim izborom konstante. Takvo reSenje naziva se singularno reSenje.

Ukoliko se svako resenje ODJ

F(z,y(z),y'(2),...,y™(z)) =0

na intervalu I moZe dobiti iz n—parametarske familije krivih G(z,y(z),c1,...,¢,) = 0 izborom
konstanti ¢y, ..., c,, tada kazemo da je ta familija krivih opste reSenje te jednacine.

Specijalno, kod pocetnog problema konstante odredujemo iz pocetnih uslova. Takode, treba
primetiti da interval I moze da zavisi od pocetnih uslova.
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Y Jednoparametarska familija
y(x) = cx — xcosx

je reSenje ODJ prvog reda

x
zy(x) —y(x) = 2 sinx
ReSenje
y(z) = —zcosx
Slika 1.2: Nekoliko integralnih krivih je partikularno reSenje ove jednacine
za ODJ ay/(z) — y(x) = 2°sinz koje odgovara izboru ¢ = 0.
2y T Posmatrajmo ODJ
dy
@ = IL’yl/Q.
Familija krivih
1 2
: : : ¥ X y(w) = (sz * C)
—4 -2 2 4
je reSenje ove jednacine.
Slika 1.3: Dva reSenja jednagcine, Primetimo, i y = 0 je resenje ove jed-
jedno za izbor konstante ¢ = 0 ( ) nacine, ali nije ¢lan familije. Dakle,
i drugo singularno (—) y = 0 je singularno reSenje ODJ.

Funkeija y(z) = ce” je jednoparametarsko resenje ODJ ¢y’ = y na R. Neka nam je dat
podetni uslov y(0) = 3. Dakle, dobijamo da je ¢ = 3 (sa jedne strane, y(0) = ce’ = ¢, a sa
druge y(0) = 3). Sada je y(x) = 3e® reSenje pocetnog problema

Y =y,
y(0) = 3.
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Posmatrajmo ODJ

'+ 2xy® = 0.
Yy +2zy y
Jednoparametarsko reSenje ove ODJ je St
1
YT ey
I t t { €z
Ako je dat i pocetni uslov —4 _92 ) 4
(07 _1)
y(O) =-1,
. . . - 51
sledi ¢ = —1, pa je reSenje pocetnog
problema 1 Slika 1.4: ReSenje pocetnog problema
Yy = 21 (1.2) (—) kao ,parce" grafika funkcije y =
_1
Primetimo, domen funkcije y = ﬁ je vl

R\ {-1,1}.

Gledano kao reSenje ODJ, za interval I uzimamo najveéi interval na kom je funkcija
diferencijabilna, a to je interval (—oo,—1) ili (—=1,1) ili (1, +00).

Gledano kao reSenje pocetnog problema, interval I mora da sadrzi tacku zg iz pocetog
uslova, u ovom slu¢aju tacku x = 0. Najvedi takav interval je (—1,1). Zaklju¢ujemo,
reSenje poletnog problema je (1.2) na intervali (—1,1).

Linearna ODJ

Od posebnog interesa i u teoriji i u primenama je klasa linearnih ODJ, kojoj ¢éemo u ovom kursu
posvetiti znacajnu paznju.

Definicija 1.9

ODJ (1.1) je linearna ako je F linearna funkcija po y(z), y'(x), ..., y"™ (x) tj. oblika
an(2)y™ (@) + an_1(2)y" D (@) + - + a1 (2)y' (@) + ag(@)y(x) = g(2), (1.3)

gde su ap(x), k=0,...,n i g(x) funkcije definisane na nekom intervalu, i a,(x) # 0 na
tom intervalu.

Jednacina koja nije ovog oblika je nelinearna. Tako, nelinearne funkcije nepoznate funkcije
ili njenih izvoda, kao §to su siny ili e¥ ne mogu da se pojave u linearnoj ODJ.
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Primer 1.10

Slede¢e ODJ su linearne:

d3 d
(1) dzy’ +y = x; (2)y" =2y +y=0; (3) 563(75; +x£—5y=ew-
Slede¢e ODJ su nelinearne:
/ x, d2y iy . d4y 2
(1) (1 —y)y' +2y =e"; (2)@%111?/:07 (3)@#?/ =0.

Prva ODJ je nelinearna jer jedan od koeficijenata zavisi od y, dok su druga i treca
nelinearne jer je ¢lan nelinearana funkcija od .

1.3.1 Zapis linearne ODJ pomoc¢u diferencijalnog operatora

Linearnu ODJ mozemo krace da zapisemo ukoliko uvedemo pojam diferencijalnog operatora.
Najpre se podsetimo Teoreme iz diferencijalnog ra¢una jedne realne promenljive,

Teorema. Ako funkcije f i g imaju izvod u tacki x, tada
1. funkcija f + ¢g ima izvod u tacki z i on je (f + g)'(x) = f'(z) + ¢'(x),
2. funkcija cf, za proizvoljno ¢ € R, ima izvod u x i on je (cf) (z) = ¢ f'(x).

Odavde sledi zapazanje
(af +bg) () = af'(z) + bg'(2),

ili drugim recima,
d d d
— bg) = a— b—ag.
3 (af +bg) =a—f+b—g
MozZemo da zaklju¢imo da izvod %, posmatrano kao diferencijalni operator koji transformise
k—puta diferencijabilnu funkciju u (k — 1)—puta diferencijabilnu funkciju, je jedan linearan op-

erator. U opstem slucaju, diferencijalni operator reda n se definiSe na slede¢i nacin.

Definicija 1.11

Diferencijalni operator stepena n je

n n—1 d
L= an(x)@—kan_l(x)m+-~-+a1(x)a+ao(x)l, (1.4)
gde su ag(x), k = 0,...,n funckije definisane na nekom intervalu, i a,(x) # 0 na tom

intervalu, dok je I identicki operator definisan sa Ix = x, x € R.

Diferencijalni operator je jedan linearan operator. Sada op$ta linearna ODJ (1.3) mozZe da
se zapiSe u kraéem obliku

Ly =g.

Operator L = ;—; + 41, gde su g i L konstante, predstavlja primer diferencijalnog opera-
tora drugog reda. Pomocéu njega moZzemo zapisati linearizovanu jedna¢inu matematickog
klatna duzine L uvedenu u (6), £8 = 0, gde je 6 ugao otklona, a g gravitaciono ubrzanje.




2 I ODJ prvog reda

Na osnovu definicije 1.1 za ODJ proizvoljnog reda znamo da ODJ prvog reda sadrzi argument
x, samu nepoznatu funkeiju y(z) i njen izvod y'(x). MoZemo je zapisati u opstem (implicitnom)
obliku

F(a,y(x),y'(z)) =0, (2.1)
normalnom (eksplicitnom) obliku
y' = f(z,y(2)), (2.2)
ili simetricnom obliku
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0,
gde su F, f, P i @ neke poznate funkcije.

Podsetimo se, diferencijabilna funkcija na intervalu I je reSenje ODJ (2.1) na I ukoliko iden-
ticki zadovoljava tu jednacinu. Nas osnovni cilj u ovom poglavlju je da pronademo uslove pod ko-
jima mozemo da nademo takvu funkciju, i da razvijemo metode kojim bi dolazili do nje. Nazalost,
za proizvoljnu funkciju F', ne postoji opsti metod kojim bi se resila ODJ (2.1). Umesto toga,
u poglavlju 2.1 opisa¢emo nekoliko metoda pomoc¢u kojih mozemo resiti odredene klase ODJ.
Ovaj pristup ¢éemo nazivati analitickim. Pored analitickog izraza za reSenje ODJ, postoje i drugi
nacini da se opiSu reSenja, a koja ne zahtevaju samo resavanje ODJ. Jednom takvom alter-
nativnom reprezentacijom reSenja ODJ ¢emo se baviti u poglavlju 2.2, a koja je bazirana na
geometrijskoj interpretaciji izvoda. Ovakav pristup se naziva kvalitativnim. Da bismo uopste
analiticki resavali ODJ, i kvalitativno analizirali njeno reSenje, potrebno je najpre da znamo da
li reSenje ODJ postoji. S toga se poglavlje 2.4 bavi teorijskim aspektima vezanim za egzistenciju
reSenja ODJ, odnosno egzistenciju i jedinstvenost pocetnog problema.

Analiticki pristup

U ovom poglavlju ¢emo navesti dve metode za reSavanje ODJ, dok ¢emo se ostalim metodama
baviti u zadacima.

2.1.1 Resavanje ODJ integracijom

Resimo ODJ
dy .
— = 2sinux,

dx
odnosno nadimo funkciju ¢iji je izvod 2sin z.

Takvu funkciju nalazimo integracijom desne strane jednacine. Dakle,
y(z) = /QSinxdx = —2cosz +c¢

je opste resenje ove ODJ.
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Ukoliko dodatno imamo i poéetni uslov y(0) = 3, dobijamo da je y(0) = —2cos0+ ¢ = 3,
odnosno ¢ = 5. Dakle, y(x) = 2cosz + 5 je reSenje ovog pocetnog problema.

U opstem sluc¢aju, ODJ oblika
y'(z) = g(z),
(odnosno, kada f(z,y) iz (2.2) ne zavisi od y) se resava integracijom. Ukoliko je g(z) neprekidna
funkcija, integracijom obe strane dobijamo resenje

@) = [ glo)da,

Ukoliko se telo (tacka) krece u gravitacionom polju, i ukoliko zanemarimo silu otpora
sredine, prema drugom Njutnovom zakonu (Primer 1) dobijamo

ma = mg.

Y Vektor ubrzanja ¢ ima negativnu projekciju na y-osu izabra-
nog koordinatnog sistema,

dok se iz opSteg izraza za vektor polozaja dobija vektor
ubrzanja diferenciranjem, pri ¢emu treba uzeti u obzir da
je kretanje u vertikalnom pravcu,

Slika 2.1: Analiza sila - S - o=
koje dejstvuju na telo u () =x(t)i+y(t); = 7(t) =y(t)) = 0y(t)

gravitacionom polju

-

= a(t) = 0,(t) = §i(1)J.
Dakle, drugi Njutnov zakon postaje

E()i + ()] = —9].
Skalarno mnoZzeéi ovu jednac¢inu sa f, dobijamo ODJ drugog reda
§t) = —g.

Jednom integracijom ove jednacine dobijamo ODJ prvog reda

yw+c=/emw=—m+q

Da bismo nju resili, treba da izvr§imo jos jednu integraciju

2

t
y(t) +c= /(—gt-i—cl)dt: 95 +ct+é.

Dakle, dobijamo dvoparametarsku familiju reSenja:

2

t
y(t) = 95 + c1t + ¢,




2.1. ANALITICKI PRISTUP

1. hitac naviSe: pocetni uslovi su

2. hitac nanize: pocetni uslovi su

odakle dobijamo konstante ¢; =
—vg 1 ¢ = h, i partikularno
reSenje

t2
y(t) = 95 - vot + h.

3. slobodan pad: pocetni uslovi
su

y(0) =h >0, wvy(0)=0,

odakle dobijamo konstante ¢; = 0
i cg = h, i partikularno resenje

t2
y(t) = 95+ h.

gde je co = ¢ — ¢. Raazlic¢ita reSenja pripadaju ovoj familiji,

=0, vy(0)=1v >0,

odakle dobijamo konstante ¢; = vg i co = 0, i partikularno resenje

2

t
y(t) = 795 +’Uot.

y(0)=h >0, v,(0)=—vy <0,

—— hitac naviSe
1 —— hitac nanize
—— slobodan pad

0.5 1

0.5 1

Slika 2.2: Hitac naviSe i naniZe i slobodan pad za
vrednosti pocetne brzine vg = 4 1 visine h = 1
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2.1.2 ODJ koje razdvajaju promenljive

ODJ koje razdvajaju promenljive su oblika

Za h(y) # 0 zapisujemo

Y = g@)hy)

1

@dy = g(v)dz,

odakle integracijom dobijamo resenje ove ODJ,

/

1
@d :/g(:c)dx.

Na kraju treba proveriti da li funkcija b ima nulu: ukoliko je yo nula funkcije h(y) tj. ukoliko je
h(yo) = 0, tada je i y = yo reSenje ODJ jer su obe strane jednacine jednake nuli.
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Resiti ODJ j—y =ky, k€ R\ {0}.
x

d
Odavde sledi < = kda. Integracijom dobijamo Inly| = kz + ¢ = |y| = ¢ = ¢y =
Y
+ eF*+¢ Posto nam nije vazno da eksplicitano izrazimo konstante, ve¢ da dobijemo &to
jednostavniji oblik reSenja, grupisemo ¢lan koji sadrzi konstante, i ozna¢imo ga kao novu
konstantu. U ovom slucaju, ¢lan koji sadrzi konstante je +e° i njega oznac¢avamo kao

novu konstantu. Uobi¢ajeno je da se ovom prilikom ne nalazi nova oznaka za konstantu,

ve¢ se jednostavno stavi +e¢ = c. Sada je opste reSenje ODJ y(z) = cek®.

Kvalitativni pristup

Kvalitativna analiza reSenja ODJ se oslanja na geometrijsku interpretaciju izvoda, a pomocu
nje mozemo da opiSemo ponaSanje reSenja bez reSavanja ODJ. Ovaj pristup je zgodan kada ne
mozemo analiticki da resimo ODJ. Na primer, ODJ

y =z -y
y =y -2’
izgledaju sli¢no, ali su veoma razli¢ite: druga je lako resiva, dok prvu ne mozemo analiticki da

resimo.
Dakle, grubo re¢eno, kvalitativna analiza je proucavanje oso-

bina resenja ODJ na osnovu informacija koje moze da nam pruzi

(0, ¥0) sama jednafina (bez njenog resavanjal).

/\ 2.2.1 Geometrijska interpretacija d_y = f(z,y)
T

tacki xo, ¥'(zo), nagib tangente na grafik funkcije y(x) u tacki
(xo,y(xo) =: yo) (Slika 2.3), ili drugim re¢ima tangens ugla koji

/ \ * Najpre se podsetimo da je izvod diferencijabilne funkcije y(z) u

Slika 2.3: Tangenta na grafik tangenta zaklapa sa pozitivnim delom z—ose.
funkcije u tacki (2o, yo) Sada, ukoliko je funkcija y(z) reSenje jednacine y'(z) =

f(z,y) na intervalu T i njen grafik prolazi kroz tacku (xq,yo),

gde je yo = y(zg), o € I, onda nam ODJ kaze da je izvod
y'(x) u tacki zo dat sa f(xo,yo) tj. nagib tangente na grafik
funkcije y(z) u tacki (zo, yo) je f(zo,yo). Kako ovo vazi u svakoj
tacki intervala I, dobijamo, dakle, nagib tangente na svaku tacku
grafika funkcije y(z).
Dakle, ukoliko je data ODJ 4

W_ o) 23
grubu sliku o ponaSanju reSenja mozemo da dobijemo crtajué¢i mali deo tangente: uoc¢imo tacku
(z0,Y0), izratunamo f(xo,yo) i ta vrednost je nagib tangente na grafik resenja ODJ, odnosno
tangens ugla koji tangenta zaklapa sa pozitivnim delom z—ose.
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Definicija 2.4

Uredenu trojku (x,y, f(x,y)) nazivamo linijski element za ODJ (2.3).

Linijski element predstavljamo kao mali deo prave.

Definicija 2.5

Skup svih linijskih elemenata zovemo polje pravaca za ODJ (2.3).

Polje pravaca ukazuje na oblik grafika reSenja ODJ — svaka integrala kriva mora da sledi
"tok" polja pravaca. Dakle, osnovni cilj kvalitativne analize jeste da iz ODJ dobijemo polje

pravaca, a potom dobijemo predstavu o njenom resenju.
U gornjem paragrafu smo opisali prvu strategiju za crtanje polja pravaca neke ODJ,

1. Uotiti (xo, yo),
2. Izracunati f(zo,v0),
3. Nacrtati linijski element (xo, yo, f(20,%0))-

Polje pravaca efikasnije moZzemo da crtamo i pomocu izoklina.

Definicija 2.6

Izoklina za ODJ (2.3) je jednoparametarska familija krivih data jednacinom

f(z,y) =c¢, gde jec konstanta.

Drugim re¢ima, izoklina je nivo kriva za f koja odgovara c. Duz izokline linijski elementi
imaju isti nagib ¢. Dobijamo opet polje pravaca na osnovu kog mozemo da dobijemo integralne

krive (opet, tangenta na integralnu krivu u svakoj tacki je linijski element koji smo nacrtali).

Dakle, druga strategija za crtanje polja pravaca neke ODJ je:
1. Uociti nagib c,
2. Nacrtati f(z,y) = ¢,

3. Nacrtati linijske elemente na izoklini.

Posmatrajmo ODJ
dy .
aw 4T

Nacrtajmo polje pravaca i analizirajmo ponaSanje resSenja.

Sledimo prvu strategiju za crtanje polja pravaca. Izaberimo tacku (1,—1). Tada je

f(1,-1) = =1 -1 = —2. Dakle, (1,—1,—2) je jedan linijski element. Predstavljamo
ga kao mali deo prave sa nagibom -2 u tacki (1, —1). Znamo, ako integralna kriva prolazi
kroz tacku (1,—1) onda ona to ¢ini tako da joj je nagib tangente —2. Racunajuéi vise
linijskih elemenata dobijamo polje pravaca (slika 2.4).
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Slika 2.4: Polje pravaca Slika 2.5: Nekoliko integralnih krivih

Posmatrajmo polje pravaca i analizirajmo
Y reSenje. Prvo zapazamo da je grafik jednog
reSenja prava koja prolazi kroz tacke (—1,0) i
(0,1) (to je prava y = = + 1). ReSenja ¢iji su
grafici ispod ove prave (to su reSenja sa pocet-
nim uslovima u tackama koje se nalaze ispod
prave) rastu dok ne dostignu maksimum, a po-
tom opadaju, dok reSenja ¢iji su grafici iznad
x ove prave neograni¢eno rastu (vidi sliku 2.5).
Ukoliko Zelimo da sledimo drugu strategiju,
primetimo da su izokline date jednac¢inom

~

/ |/
/7 /
/ /
vy X/
Y

R o4

y=x+c

———e o> )

Za konkretnu vrednost ¢ duz cele prave y = x+c
Slika 2.6: Polje pravaca i izokline crtamo mali deo prave sa nagibom c. Na taj
nacin predstavljamo linijske elemente i dolaz-

imo do polja pravaca.

Opisimo izokline i konstruisimo polje pravaca za ODJ

a potom nacrtajmo tri integralne krive za datu ODJ.

Izokline su opisane jedna¢inom

1
Yy=——2.
c

Primetimo, dok prava kojom predstavljamo linijski element ima nagib ¢, nagib izokline
je —1/c. Dakle, prava kojom predstavljamo linijski element je normalna na izoklinu.




2.2. KVALITATIVNI PRISTUP

Integralne krive su kruznice sa centrom u koordinatnom pocetku (potvrditi resavanjem
ODJ).

Yy
) ~
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—t
/ 7/ - — —_— N A
/ 1 \\\
”// 2N\ A
RS Y2000
EEEERE SV
Vi 'l 111
A\ _ Y
\ ~ ,
W\ S~1——
\ N ~- —_//// /j
NYSS=7——
NASN~N—=g——~— s 7

Slika 2.8: Polje pravaca i nekoliko inte-

Slika 2.7: Polje pravaca i izokline gralnih krivih

Opisimo izokline i konstruisimo polje pravaca za ODJ
y'(a) = a® +y(x)? — 1,

a potom nacrtajmo tri integralne krive za datu ODJ.

Sada su izokline koncentri¢ne kruznice sa centrom u koordinatnom pocetku date jednaci-

nom
2 +y(x)?=c—1.

Na primer, birajuéi ¢ = 0 dobijamo kruznicu polupre¢nika 1.

/«

Slika 2.10: Nekoliko integralnih krivih

Slika 2.9: Polje pravaca i izokline
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Primer 2.10

Opisimo izokline i konstruisimo polje pravaca za ODJ

y'(z) = 5

a potom nacrtajmo Cetiri integralne krive za datu ODJ.

Lako dobijamo da su izokline opisane jedna¢inom x = 2¢. Izokline, polje pravaca i nekoliko
integralnih krivih je nacrtano na slici 2.11.

NN NS

Slika 2.11: Izokline, polje pravaca i Cetiri integralne krive

Autonomna ODJ

Definicija 2.11

ODJ u kojoj se eksplicitno ne pojavljuje nezavisno promenljiva naziva se autonomna.

Specijalno, autonomna ODJ prvog reda je oblika F(y(x),y’(x)) = 0 ili kad moZemo da resimo
po izvodu

) (2.4)

Automne ODJ predstavljaju pogodan model kada brzina promene neke veli¢ine zavisi od
same veli¢ine. U nastavku ¢emo videti brojne primere kod modeliranja kretanja tela kroz sre-
dine sa otporom, kao i modele populacione dinamike. Takode, ukoliko nezavisno promenljivu x
interpretiramo kao vreme, onda autonomne ODJ nalaze svoju primenu i u problemima koji se
ne menjaju sa vremenom (stacionarni problemi).
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Definicija 2.12

Konstantna funkcija y(x) = ¢ takva da f(c) = 0 se naziva ravnoteino resenje ODJ
y' = f(y), dok je c € R njena kriticna (ravnotezna, stacionarna) tacka.

ODJ

Y =4y(1—y)

je autonomna, jer desna strana f(y) = 4y(1 — y) ne zavisi eksplicitno od . Nule funkcije
f(y) suy=01iy=1, te suove dve konstantne funkcije ravnotezna regenja ODJ.

2.3.1 Polje pravaca za autonomnu ODJ

Analizirajmo polje pravaca autonomne ODJ. Kako desna
strana autonomne ODJ (2.4) ne zavisi od z, nagibi tan-
gente na grafik reSenja ne zavise od z. Drugim refima,
ovi nagibi su paralelni duZ svake horizontalne linije (par-
alelne sa x osom). Preciznije, linijski element autonomne
ODJ je oblika (x,y, f(y)) i za njegovo crtanje je vaZna
samo komponenta y. Dakle, za uofenu tacku (zg,yo)
nagib f(yo) zavisi samo od yp, te nacrtani linijski element
(o,Y0, f(yo)) Ge biti isti kao i (x,yo0, f(v0)) za bilo koje
x.

Ovo zapazanje nam olakSava crtanje polja pravaca au-
tonomne ODJ, jer je potrebno samo da izracunamo linijske
elemente za jedno fiksirano = xy. Odnosno, crtamo linijske
elemente za razli¢ito y ¢ime dobijamo linijske elemente u jed-
noj vertikalnoj traci koje posle transliramo horizontalno duz
x-0se.

Primer 2.14: Nastavak primera
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Slika 2.12: Polje pravaca au-
tonomne ODJ

Nacrtagmo polje pravaca za autonomnu ODJ y' = 4y(1 —y) i analizirajmo njena resenja.

RavnoteZna stanja su y(z) = 01 y(z) = 1, kao §to se moze i uociti na slici 2.13.
Primetimo i da horizontalnom translacijom grafika jednog reSenja dobijamo grafike
preostalih reSenja. Takode zapazamo da reSenja ¢iji su grafici izmedu ove dve prave su
rastuca, a iznad prave y = 1 i ispod prave y = 0 su opadajuca. Ovo zapazanje moze
lako da se potvrdi analizom znaka desne strane jednacine, odakle dobijamo znak funkcije
y'(x), odnosno monotonost funkcije y(x), kao §to je prikazano u sledecoj tabeli.
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Slika 2.13: Polje pravaca i nekoliko inte-
gralnih krivih

Svojstvo translacije reSenja autonomne ODJ koje smo zapazili u prethodnom primeru ¢emo
analizirati u slede¢em paragrafu.

2.3.2 Svojstvo translacije reSenja autonomne ODJ

Posmatrajmo autonomnu ODJ 3’ = f(y). Neka je y(x) jedno

njeno reSenje. Tada je i y1(z) = y(x — k), k € R, takode reSenje
Y te ODJ. Podsetimo se, grafik funkcije y = f(z — k), k € R, se
dobija pomeranjem grafika funkcije y = f(z) horizontalno duz
x—ose za |k| (translacija je udesno ako k > 0, a ulevo ako k < 0).
Dakle, kako se y1(x) od y(x) dobija translacijom, to ovo svojstvo
reSenja autonomne ODJ zovemo svojstvo translacije.

Takode, ako je y(x) reSenje pocetnog problema

’ {y' ~ ),
y(0) = o,
onda je y1(z) = y(z — xo), reSenje pocetnog problema
Slika 2.14: Tlustracija svojstva ,
translacije reSenja { v =1
y(wo) = yo

Primer 2.15
Funkcija y(z) = e”, x € R, je reSenje pocetnog problema
{ v =v,
y(0) =1,

dok je y1(z) = y(z — 5) = €*~°, x € R, refenje podetnog
problema
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2.3.3 Modeliranje kretanja tela kroz sredine sa otporom

Autonomne ODJ se pojavljuju kao modeli raznih fizi¢kih pojava. U ovom poglavlju ¢emo anal-
izirati autonomne ODJ koje se pojavljuju prilikom opisivanja kretanja tela kroz sredine sa ra-
zli¢itim silama otpora.

U svim primerima pretpostavljamo da se kretanje vrsi u jednoj dimenziji, da je vektor brzine
usmeren u smeru kretanja tela v = v(t)z?, i je jedini¢ni vektor brzine, kao i da je vektor sile otpora
F, usmeren suprotno od vektora brzine, tj. F, = F,i, gde je F, negativno (slika 1). Jedan od
primera za takvo kretanje je slobodan pad u sredini sa otporom, pod kojim se podrazumeva
kretanje bez pocetne brzine u gravitacionom polju uz prisustvo sile otpora koja se moze modelirati
na razli¢ite nacine.

Model 1: Kretanje u sredini sa otporom ¢ija je sila I, = —yv

U primeru 1 smo izveli ODJ koja opisuje brzinu tela v = v(t) mase m koje se krece kroz sredinu
sa otporom F, = —vyv, v > 0,

dv ¥

— =g— —, 2.5

g9 (2.5)
gde je g gravitaciono ubrzanje. Ovo je jedna linearna autonomna ODJ. Odmah mozemo da
zakljuéimo da je njeno ravnotezno reSenje

mg
o(t) = —,
v
Ovu ODJ mozemo lako da reSimo, ali ¢emo v
se radi ilustracije baviti samo kvalitativnom anali-
zom. Polje pravaca za ovu ODJ je dato na slici
2.15. \
AL W N N V. U U W W W W
VI7T 7777777777777

Zanimljivo je jednafinu (2.5) posmatrati i sa as-
pekta "takmicenja" dva uticaja od kojih jedan povecava
veli¢inu, a drugi je smanjuje. U ovom sluc¢aju, prvi uti- t
caj je konstantan. Jednacina (2.5) je i primer saturacije.

Model 2: Kretanje u sredini sa otporom
¢ija je sila F, = —yv? Slika 2.15: Kretanje u sredini
sa otporom modeliran silom

Ukoliko razmatramo istu situaciju kao u modelu 1, samo | p _ —v; polje pravaca i reSenje
o — ’

nam se razlikuje sila otpora koja je sada proporcionalna
kvadratu brzine, onda je ODJ za brzinu tela

a7 m
Ovo je jedna autonomna nelinearna ODJ. Ako desnu stranu jednacine faktoriSemo

f =9- 2ot = (V- 20) (va+/20). 26)

dobijamo dva ravnotezna reSenja

d
C_g— L2

v(t) ==+ .
Y
Polje pravaca i tri reSenja su data na slici 2.16.
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Slika 2.16: Kretanje u sredini sa otporom modeliran silom F, = —yv?; polje pravaca i reSenje

Model 3: Kretanje kroz sredinu sa otporom prema Stoksovom zakonu

Pretpostavimo kretanje kuglice polupre¢nika r kroz te¢nost gde se otpor sredine modelira prema
Stoksovom zakonu. Ispitajmo kako se njena brzina menja u funkciji vremena.

Kao i u prethodnim primerima, na telo dejstvuje sila
v teze i sila otpora. Medutim, kako telo pada kroz te¢nost,
u ovom primeru se javlja i sila potiska Fj koja je usmer-

ena suprotno od kretanja tela, dakle ﬁp = sz, I, <0.
Ako sa py oznac¢imo gustinu te¢nosti viskoznosti 7,
sa p gustinu kuglice, onda
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Sada su sila potiska i sila otpora prema Stoksovom za-
konu date sa

Slika 2.17: Pad u viskoznoj sre- F,=—-myg, F,=—-6mnro.

dini sa silom otpora modeliranom

Stoksovim zakonom, polje pravaca Sada nasa diferencijalna jednacina glasi

i reSenje za vrednosti ¢ = 9,81,

po=2p=31=05mn=1 dv:g<1_po>_9nv_
dt p 27r2p

Polje pravaca je nacrtano na slici 2.17.

2.3.4 Modeli populacione dinamike

Autonomne ODJ se susrec¢u i u brojnim modelima populacione dinamike. U ovom odeljku ¢emo
prouciti modele koji se najéesée sre¢u u primenama.

U ovom odeljku, neka P(t) oznadava veli¢inu populacije u trenutku ¢.
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Model 1: model eksponencijalnog rasta

Model eksponencijalnog rasta predstavlja najjednostavniji model, baziran na pretpostavci da je
relativna stopa rasta populacije konstantna:

dpjdt

==k (2.7)

gde se k, konstanta proporcionalnosti, naziva stopa rasta
ili stopa opadanja, u zavisnosti od toga da li je pozitivna
ili negativna. ReSavajuci (2.7) uz pocetni uslov P(tg) =
Py, dobijamo reSenje

P(t) = Py et (2.8)
Dakle, ako je k > 0 zakljuc¢ujemo da ¢ée veli¢ina popu-
lacije eksponencijalno rasti u svakom trenutku vremena. t
Ovaj model je u odredenim situacijama pouzdan i ¢esto . o
se koristi, pogotovo kada se posmatra kratak vremenski Slika 2.18: Eksponencijalni rast

interval. Jasno je da za duze vremenske intervale model
nije realistiCan, s obzirom na npr. prostorno ogranicenje, koli¢inu hrane ili drugih resursa. Svi
ovi faktori uti¢u na smanjenje stope rasta.

Napomena 2.2. Model eksponencijalnog rasta ili opadanja se cesto srece i w fizici. Pret-
postavimo da neka fizicka velicina y zavisi od fizicke velicine x, recimo od vremena (brzina,
radioaktioni raspad) ili debljine ili broja éestica (apsorpcija). Obicno polazimo od pretpostavke
da su promene medusobno srazmerne: dy ~ dz. Cesto se desava da je promena neke velicine
srazmerna © samoj velicini: dy ~ ydx. Uvodimo i koeficijent srazmernosti, konstantu k € R:

dy = kydez,

1 dobijamo jednacinu eksponencijalnog rasta

kx
9

y(x) = ce
koja odgovara (2.7). Ukoliko imamo i pocetni uslov y(0) = yo, onda je reSenje pocetnog problema

y(d?) = y06k17

koje odgovara (2.8). Primer je lancana reakcija fisije, gde svako jezgro koje se raspalo proizvodi
neutrone koji izazivaju dalji raspad.
Medutim, cesti slucaj je da ydx prouzrokuje smanjenje. Recimo, sila otpora srazmerna je sa
v (F = —kv) i smanjuje ubrzanje ‘i—;’) Debljina dx smanjuje intenzitet zracenja koje prode kroz
nju:
dy = —kydz = y(z) = yoe *2.

Primer je takode i radioaktivni raspad. Za broj raspadnutih jezgara vazi
AN ~ —Ndt = N(t) = Noe ",

gde je k konstanta radioaktivnog raspada.
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Model 2: logisticki model

S obzirom na prirodne faktore koji ograni¢avaju rast populacije, realnije je pretpostaviti da stopa
rasta zavisi od same populacije. Dakle, razmatrajmo sad slu¢aj kada je konstanta k iz prethodnog
modela (2.7) funkcija od P,

dP/dt
=L = ().

(&
Pretpostavimo jos i da su okolnosti takve da u populaciji ne moze da bude vise od (fiksnog)
broja K jedinki. Broj K se naziva i kapacitet sredine. Dakle, imamo uslov f(K) = 0. Neka je u
pocetnom trenutku f(0) = r.

Medu svim funkcijama koje zadovoljavaju uslove
P f(0) =ri f(K) = 0, najjednostavnije je da izaberemo

da je f(P) linearna funkcija po P, tj. f(P) = —%P+r.
Kada preimenujemo konstante a = r, b = 4, dobijamo
D moa
A S0 W W S A A A W O W O R W WY
AR\ N\ S U\ U W\ U W\ U W U S dP
RITTIIIITININY G = FPla—bP). (2.9)
EEEEEEEEEEEEEEEE Ova jednafina se naziva logisticka jednacina. Njeno
‘ polje pravaca je prikazano na Slici 2.19.
Ukoliko je dat pocetni uslov P(0) = Py, onda je
Slika 2.19: Polje pravaca za reSenje poc¢etnog problema
logisti¢ku jednacinu za izbor
= = aP
a=2,b=2 P() 0

" WPy + (a — bPy)e at’

Vidimo, P(t) — a/b kada t — oo, i P(t) — 0, kada t - —o0.

Model 3: model sa migracijom
Postoji mnogo varijacija logisticke jednacine. Navedimo jednu od njih,

dpP
— =P(a—bP)+h

= Pla—bP)+h,

koja predstavlja model sa migracijom. U zavisnosti od funkcije h, mozemo imati razli¢itu in-
terpretaciju modela: ako je h konstanta, onda dobijamo model populacije divlja¢i koja se lovi
stopom h, ako je h funkcija vremena ¢ onda mozZe da se radi npr. o periodi¢nom lovu. Ako je h
funkcija populacije P, kao u slucaju

P'(t)y=P(a—bP)+ce ™ >0, k>0, (2.10)

onda moze da se modelira imigracija, ukoliko je doprinos imigracije bio velik kada je populacija
stanovnika P bila mala, i obrnuto kada je on mali kada je populacija velika.

Uporedimo na slici 2.21 integralne krive za logisticku jednacinu (2.9) i njenu modifikaciju
(2.10) koje odgovaraju pocetnim uslovima P(0) =2 i P(0) = 3.



2.4. TEORIJSKI REZULTATI ZA ODJ PRVOG REDA 39
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Slika 2.20: Polje pravaca za modifikaciju Slika 2.21: Poredenje reSenja logistickog
logisticke jednacine (2.10) za izbor a = (obelezeno plavom bojom) i modela sa mi-
2b=92¢c=10k—1 gracijom (obeleZeno zelenom bojom)

Teorijski rezultati za ODJ prvog reda

Videli smo odredene analiticke metode za reSavanje ODJ prvog reda i kvalitativne tehnike za
analizu reSenja ODJ bez njenog resavanja. Postavlja se pitanje: kada mozemo da znamo da li
reSenje uopste postoji? Matematickim modelima fizickih (ili bilo kakvih drugih realnih) procesa
namece se zahtev egzistencije reSenja ODJ koje modeliraju dati proces, jer bi nepostojanje
reSenja ODJ znacilo da model nije dobar.

Da bismo dobili ideju o egzistenciji reSenja, posmatrajmo algebarsku jednaéinu: 2z° — 10z +
5 = 0. ReSenje ove jednacine je ona vrednost x za koje je leva strana jednakosti jednaka 0.
Drugim re¢ima, to je koren polinoma petog stepena 22° — 10z + 5. MoZemo lako izrac¢unati: za
x = 1 vrednost polinoma je —3, za x = —1 vrednost polinoma je 13. Kako je polinom neprekidna
funkcija sledi da postoji vrednost od = (i to izmedu —1 i 1) za koju je leva strana jednaka 0.
Dakle, utvrdili smo egzistenciju (bar jednog) reSenja nase jednacine.

Neka je funkcija f(x,y) definisana u nekoj oblasti G C Riy (pod oblaséu podrazumevamo
otvoren i povezan skup), f : G — R. Pitamo se kada postoji reSenje pocetnog problema:

dy
y(zo0) = Yo

Najpre definiSimo pojam reSenja pocetnog problema.

Definicija 2.16

Pocetni problem (2.11) ima reSenje ako postoji okolina Iy tacke xq¢ i reSenje y = y(x)
jednacine y' = f(z,y) definisano na Iy koje zadovoljava pocetni uslov y(xzo) = yo.

Teorema koja nam daje dovoljan uslov za egzistenciju reSenja poCetnog problema (2.11) je
Peanova teorema.
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Teorema 2.17 (Peanova)

Ako je funkcija f neprekidna na G i (zo,y0) € G, tada pocetni problem (2.11) ima resenje.

Teorema koja nam daje dovoljan uslov za egzistenciju i jedistvenost reSenja pocetnog prob-
lema (2.11) je Pikarova teorema.

Teorema 2.18 (Pikarova)

Ako su f 1 %5 neprekidne funkcije na G i (xo,y0) € G, tada pocetni problem (2.11) ima
Jjedinstveno resenje.

Napomena 2.3. Uslov neprekidnosti funkcije g—i na G moZe da se zameni slabijim uslovom
(LipSicovim uslovom,):

3k >0 tako da ¥(x,y1), (v,y2) € G vazi |f(z,y1) — f(x,y2)| < Kklyr — yal.

Napomena 2.4. Teorema o jedinstvenosti ima prostu geometrijsku interpretaciju: kroz svaku
tacku (zo,yo) prolazi samo po jedna integralna kriva date jednacine.

Napomena 2.5. Obe teoreme imaju lokalni karakter — utvrduju egzistenciju i jedinstvenost
reSenja u dovoljno maloj okolini tacke xg.

Precizniji oseéaj o lokalnosti reSenja pocetnog problema moZemo dobiti ukoliko posmatramo
podskup oblasti G, pravougaonik simetrican u odnosu na tacku iz pocetnog uslova (o, yo):

P={(z,y) eR*: |z — x| < a,|ly—yo| < b} CG.

Yo +0b
Yo ------.(SL‘(), ())
Yo — b |-

0o —a To xg+a

X

Slika 2.22: Pravougaonik P

Ukoliko su ispunjeni uslovi Peanove ili Pikarove teoreme na pravougaoniku P, tada nam ove
teoreme garantuju egzistenciju ili egzistenciju i jedinstvenost resenja pocetnog problema (2.11),
respektivno, na intervalu [xg — o, xo + @, pri demu se o moZe izracunati:

b
= mi — M = .
a = min {a, M} , (ﬂ%ﬁp |f(z,y)]

Analizirajmo par primera.
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Primer 2.19

Primenom Pikarove teoreme naci interval na kom pocetni problem

dy  32® +4a +2
dr — 2(y-—1)
y(0) =1.

ima jedinstveno resenje.

Sada je

_3x2+4x+2 of

322 +4x 42
flz,y) = —

) =
-1 oY T a1
Obe funkcije nisu definisane za y = 1. Posto tacka iz pocetnog uslova (0, 1) leZi na pravoj
y = 1, Pikarova teorema nam ne daje odgovor na pitanje.

Posmatrajmo sada istu ODJ, sa drugadijim pocet-
Ya nim uslovom

2+ y(0) = —1.
" Posto tacka iz pocetnog uslova (0, —1) ne lezi na pravoj
5 °(0,-1) y = —1, onda nam Pikarova teorema kaZze da postoji
_9 neki interval I oko tatke z = 0 gde pocetni problem
ima jedistveno reSenje. Ako Zelimo viSe informacija o
g4l intervalu I, primenimo Napomenu 2.5. Sada je zo =
0,yo = —1. Posto mora da vazi y # 1, sledi da b treba
Slika 2.23: Pravougaonik P da zadovolji b < 2, uzmimo b = 2 — %. Za a mozemo
iz Primera 2.19. uzeti bilo koji broj, na primer 5. Sada je pravougaonik

1 1
P=[- -3+ —=,1-—].
[ 5,5]><{ 3+10, 10]

Takode moZemo da izracunamo

3z + 4z + 2

M = max
2(y—1)

(z,y)€P

’ = 485.

Sada je
9_ 1 9_ L1
=min<5 10 4 — 10~ 0.04.
@ mm{ ' 485 } 485

Dakle, Pikarova teorema nam garantuje egzistenciju i jedinstvenost reSenja pocetnog prob-

19 19
lema za x € [ 1850 4850]'

41
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Primer 2.20

Analizirajmo pocetni problem

problema primenom Peanove teoreme.

Funkcija

Za sve ostale poCetne uslove, y(zg) =
Yo, To # 0, Peanova teorema nam garan-
tuje egzistenciju reSenja pocetnog prob-
lema na nekom intervalu oko tacke xg.

Zaista, ako reSimo pocetni problem,
dobijamo y(x) = cx?. Ukoliko za pocetni
uslov uzmemo xzg = 0 i yy # 0, onda
vidimo da ne moZemo da pronademo ni-
jednu integralnu krivu koja prolazi kroz tu
tacku, te pocetni problem nema reSenje.
Takode vidimo da za pocetni uslov zg = 0,
Yo = 0 imamo beskona¢no mnogo resenja.
Za sve pocetne uslove oblika y(xg) = yo,
xg # 0, odgovarajuéi pocetni problem ¢e
imati reSenje i ono ¢e biti jedinstveno (do-
datno treba proveriti).

f(z,y)

je definisana i neprekidna za x # 0. Dakle, Peanova teorema nam ne daje odgovor o
egzistenciji reSenja za pocetne uslove oblika y(0) = yo.

POGLAVLJE 2. ODJ PRVOG REDA

dy 2y
dz =z
y(zo) = Yo,

1 odredimo one pocetne uslove za koje dobijamo egzistenciju reSenja ovog pocetnog

2y

Slika 2.24: Nekoliko integralnih krivih za
Primer 2.20

Primer 2.21: Gubitak jedinstvenosti

Slika 2.25: Dva reSenja pocetnog
problema ¢iji se grafici seku u (0, 0)

Posmatrajmo ODJ

y' = 3y°/°.

Funkcija f(x,y) = 3y*/? je neprekidna funkcija
na celom R x R, te su ispunjeni uslovi Peanove

x teoreme za bilo koje pocetne uslove. Medutim,
s — 9y~ 1/3
By (z,y) =2y

nije definisana za y = 0. Dakle, Pikarova teo-
rema nam ne daje odgovor o broju reSenja za
pocetne uslove oblika y(z¢) = 0.

Zaista, reSavanjem ODJ dobijamo famili-
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ju reSenja

dy

W:dx: yWP=x4c = yl)=(x+c)d

ali i singularno resenje y(z) = 0. Ako sada posmatramo pocetni problem

{yl — 3y2/3
y(0) =0,

redenje je y(r) = 23, ali refenje je i y(z) = 0.

Primer 2.22: Interval egzistencije i jedinstvenosti zavisi od pocetnih uslova

Posmatrajmo pocetni problem
y/ _ y2
{Z/(O) = Yo-
Jasno je dasui f(z,y) = y* i 9, f(x,y) neprekidne na celom R x R. Ipak, reSenje kreira
singularitet, i on zavisi od pocetnog uslova. Zaista, ako resimo ODJ, dobijamo reSenje

1
x)=— .
) =———
Iz pocetnog uslova fiksiramo ¢, ¢ = —1/yq, te je reSenje pocetnog problema
1
y(z) = T

koje je definisano na I = (—o0, 1/y0), ako yo > 0ili I = (1/yg, 00), ako yo < 0. Pored ovog
reSenja, pojavljuje se i singularno y(z) = 0.
Ako Zelimo da odredimo interval Iy iz Pikarove teoreme, posmatrajmo pravougaonik
P: o[ <a]y—yol <D
Maksimum funkcije f na ovom pravougaoniku je

M = (b+yo)*.

Sada je interval egzistencije i jedinstvenosti [—a, ], pri éemu «

. b
oa=min{a, ——= ¢ .
{ (b+yo)2}

zavisi od pocetnog uslova.

2.4.1 Primena Pikarove teoreme

Pikarova teorema nam kaZe da su dva reSenja istog pocCetnog problema iste funkcije. Drugim
refima, ako su yi(x) i y2(x) dva resenja ODJ ¢'(z) = f(z,y), gde f(z,y) zadovoljava uslove
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Pikarove teoreme, i ako za neko zy vazi yi(x9) = y2(z¢), onda Pikarova teorema garantuje
y1(x) = yo(x) za svako z za koje je reSenje definisano ("ako se dva reSenja susretnu u nekom
trenutku u istom poloZaju, onda su to iste funkcije").

Na osnovu ovog zapazanja, Pikarova teorema igra znacajnu ulogu u poredenju resenja po-
Cetnih problema sa istom ODJ i razli¢itim pocetnim uslovima. OpiSimo njen znacaj na par
primera.

Primer 2.23

Posmatrajmo pocetni problem

Yy
l\\\3\*‘\\\\\\\\\\\\\\\ / 1 2 4 .2 3 2
{ A W T YA VO | W W VO W O YR YR YA WO WO WO WO T W ¥ = — — —
S W VA VO W A Y YO VO VO W VO WO W W W Y W W W Y y 2(y )(Sln (y )+COSy )
(S W N N O L. . W Y W W W W W W W W W W W N
\\\\q\\\\\\\\\\\\\\\\ 1
r///": PR A A y(0>:§
trs 7 77 VAR AY/ A AV Eray AN AN SN AN AN A AN
s 7 7 7 TR Y. AR AN AN AN A AN AR ST A Ay Ay
[ e T d L < g A P . . - - .
:;;;1;’ ARy Vidimo, y; (z) = 2 je jedno (ravnotezno) resenje
R R RN ODJ. Neka je ya(x) resenje pocetnog problema.
tr 2 YWt v vt 1t t 2t 1t 1t 4 21V
(AN /A AV A A =11 — 1
VN RN x U tacki z = 0 dakle imamo
—'1/////////1////2////3
vty Yyt 2\ttt 2t 1t 1t t 2t 1 1 1 2 1Y
A A AR R y2(0) < y1(0).

Pikarova teorema implicira da y2(z) < 2 za

svako x za koje je reSenje definisano. Dakle,

integralna kriva reSenja ys(x) ne moze da
"preskoi" pravu y;(z) = 2. To znadi da je reSenje pocetnog problema ograniteno sa
2.

Primer 2.24
Mozemo imati i sloZenije poredenje reSenja neke ODJ sa jed-

Y nim pocetnim uslovom sa reSenjem iste ODJ koje se lako
uocava a uz drugi pocetni uslov.
v1(z) Posmatrajmo ODJ

- * ,_ (4a)?
/ e ST

Vidimo da je y1(x) = = reSenje pocetnog problema koji se
sastoji od ove ODJ i pocetnog uslova y(0) = 0.

Neka je sada y2(x) reSenje pocetnog problema koji se sastoji od ove ODJ i pocetnog uslova
y(0) = —0.1. Posto u tacki x = 0, vazi y2(0) < y1(0), ovaj poredak reSenja ostaje za svako
x za koje su reSenja definisana, odnosno sledi y2(z) < y1(z) = z, za svako = za koje je
reSenje definisano.

Primer 2.25: Nastavak primera

Na osnovu Pikarove teoreme sada znamo da nema samopresecanja kod autonomne odj
y' = 4y(1 — y). Takode, moZemo da uporedimo reSenja za razli¢ite pocetne uslove. Ako u
pocetnom trenutku za reSenje ODJ y(x) vazi
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e ako y(0) < 0, onda y(z) < 0,
e ako 0 < y(0) < 1, onda 0 < y(z) < 1,
e ako y(0) > 1, onda y(z) > 1,

za svako x za koje je reSenje definisano.

Linearna ODJ prvog reda

Linearne ODJ zauzimaju posebno mesto kako sa teorijskog aspekta, tako i u primenama. U ovom
poglavlju éemo dati opSte metode reSavanja i formulisati teoremu egzistencije i jedinstvenosti
reSenja. Na kraju, ista¢i ¢emo razlike izmedu linearnih i nelinearnih ODJ.

Najpre se podsetimo definicije linearne ODJ prvog reda.

Definicija 2.26

ODJ prvog reda je linearna ako se moZe zapisati u obliku

dy

L play = a(a). (212

gde su p i q proizvoljne funkcije od x definisane na nekom intervalu. Specijalno, linearna
jednacina je homogena ukoliko je q(x) = 0 za svako x na posmatranom intervalu, odnosno
homogena linearna ODJ reda je oblika

dy

P +p(x)y =0. (2.13)

U suprotnom je nehomogena linearna jednacina, a élan q(z) se naziva nehomogen élan.

2.5.1 Recepti za resavanje linearnih ODJ prvog reda
Prvi recept — integracioni mnozitelj
1. Jednaginu zapisati u obliku (2.12).

2. Naéi integracioni mnozitelj
ef p(a:)dx.

Pri integraljenju p(x) izostaviti integracionu konstantu.

3. Pomnoziti obe strane jednaine (2.12) sa integralnim mnozZiteljem. Leva strana postaje
izvod proizvoda integracionog mnozitelja i nepoznate funkcije y:
d

P (efp(“)d“y) = el POy (g,

4. Integraliti obe strane jednakosti i resiti po y:

y(z) = e~ JP(@)dz (c + / g(z)el WW) : (2.14)
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Drugi recept — metod varijacije konstante
1. Jednaginu zapisati u obliku (2.12).
2. Prvo resiti odgovaraju¢u homogenu ODJ g—g + p(x)y = 0. ReSenje je

y(z) = Ce~ S P@)de,

3. Pustimo da integraciona konstanta C' zavisi od z:
y(z) = C(z)e~ P@)de, (2.15)
4. Diferenciranjem gornje jednakosti dobijamo
Y (@) = —p(a)y(z) + C'(x)e” P,
5. Uvrstimo u ODJ (2.12) i dobijamo jednacinu za C(x)

C'(z) = q(z)ed P@ = O(z) = /q(x)efp(m)dmdx +ec
6. Vracanjem ovog rezultata u (2.15) dobijamo reSenje (2.14).

Treéi recept — smena
1. Jednagdinu zapisati u obliku (2.12).

2. Uvodimo smenu

3. Uvrstimo u jednacinu i dobijamo
u'(z)o(x) +u(z) (v'(z) + p(z)o(z)) = q(2).
4. Trazimo funkciju v(x) tako da v'(z) + p(z)v(x) = 0, dakle

v(z) = e~ JP@dz,

5. Sada gornja jednacina postaje
o' (z)e” TP — g(z),
Sto je jednacdina koja razdvaja promenljive.

6. Resavanjem dolazimo do kona¢nog resenja (2.14).

2.5.2 Egzistencija i jedinstvenost reSenja pocetnog problema sa line-
arnom ODJ

Videcemo da, ukoliko pretpostavimo da su funkcije p i ¢ neprekidne na nekom intervalu I, onda
je (2.14) opste resenje ODJ (2.12) na intervalu I. Drugim re¢ima, ukoliko posmatramo pocetni

problem:
dy

o +p(x)y = q(x),

y(zo) = yo
imamo jedinstveno resSenje definisano na intervalu I koji sadrzi tacku xq. Ono se dobija od opsteg
reSenja (2.14) izborom proizvoljne konstante C' tako da je zadovoljen pocetni uslov. Preciznije,
vazi sledeéa teorema:

(2.16)

)
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Teorema 2.27

Neka su funkcije p(x) i q(x) neprekidne na intervalu 1 koji sadrzi tacku xo. Tada postoji
jedinstveno reSenje pocetnog problema (2.16) definisano na 1. To resenje je dato sa

x z t
y(x) = e Jro POL (yo +/ g(t)el=o p(s)ds> .
Zo

Primetimo, u sluc¢aju linearne ODJ je

f(z,y) = —p(z)y + q(z), odakle dobijamo g—?]j = —p(x).

Iz neprekidnosti p(z) i ¢(z) na I sledi neprekidnost f(x,y) i %5 na G =1 x R. Dakle, na osnovu
Pikarove teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti ODJ prvog reda y' = f(z,y), sledi da podetni
problem (2.16) ima reSenje na nekom intervalu Iy koji sadrzi xg. Medutim, zbog neprekidnosti
funkcija p i ¢ na I integrali koji se javljaju su definisani na celom intervalu I. Drugim recima,

interval Iy moZe da se prosiri na ceo interval I.

Primer 2.28

Na ovom primeru pokazimo kako se tacka prekida koeficijenta moZe preneti i na reSenje
ODJ. Nadimo opste resenje ODJ

d
(x2—9)£+:cy:0.

Ukoliko zapiSemo jednacinu u standardnom obliku dobijamo

/ T —
y(@) + 5 —gyl2) =0
Jasno, p(z) = — 5 je definisano na R\ {—3,3}. Sa druge strane, opste resenje ODJ je
72 —
y(z) = +9, te za interval I mozemo da uzmememo ili (—oo, —3) ili (3, 00).
2 —

Lema 2.29 (Osobine reSenja linearne ODJ prvog reda)

1. Homogena linearna jednacina (2.13) uvek ima trivijalno resenje y = 0.

2. (Princip superpozicije) Neka je y1(x) resenje homogene linearne jednacine (2.13),
tada je opste resenje te ODJ yn(x) = cy1(z), gde je ¢ konstanta.

3. Posmatrajmo nehomogenu linearnu jednacinu (2.12) i njoj odgovarajuéu homogenu
jednacinu (2.13). Neka je yp, opste reSenje homogene (2.13), a y, jedno redenje
nehomogene (2.12). Tada je opste resenje linearne nehomogene jednacine (2.12)

y(x) = yn(z) + yp().

4. Ako su yp iy, dva reSenja nehomogene jednacine (2.12), onda je y, — y, redenje
pridruZene homogene jednacine (2.13).
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Primer 2.30

I |
oo

Da drugi princip superpozicije vazi samo za linearne jednafine pokazuje primer ODJ

1 2
y' = y2. Jedno resenje ove ODJ je y;(z) = T dok yo(x) = 2y1(z) = T2 to nije.
—x —x

Primer 2.31

Strujno kolo koje sadrzi termogeni otpor R i induktivnost L prikljuceno je na izvor elek-
tromotorne sile (EMS) koji se menja u vremenu po zakonu E = Eysinwt (Ep, w su
konstante). Odredimo promenu jacine struje u funkciji vremena i(¢) ako se zna da je
i(0) = 0. Prema drugom Kirhofovom zakonu zbir elektromotornih sila u zatvorenom kolu
je jednak nuli, tj.

di

E=L—+Ri

q& + R,

odnosno u nasem slu¢aju promena jacine struje i(t) zadovoljava linearnu ODJ
di

La + Ri = Fysinwt.

Ry EO

Resavanjem ove ODJ dobijamo i(t) = Ce™ T" + R I

Primer 2.32

Resimo ODJ e¥dx + (ze¥ — 2y)dy = 0.

(Rsin(wt) — Lw cos(wt)) .

Na prvi pogled, ovo je jedna nelinearna ODJ za funkeiju y = y(z). Medutim, ako shvatimo
x kao funkciju od y, onda dobijamo linearnu ODJ za tu funkciju,

2'(y) +(y) = 2ye V.

2.5.3 Poredenje teorijskih rezultata za linearnu i nelinearnu ODJ

Istaknimo jo§ jednom razlike koje se javljaju prilikom proucavanja linearnih i nelinearnih prob-
lema.

1. Ukoliko pretpostavimo da su koeficijenti u linearnoj ODJ neprekidne funckije, mozemo da
garantujemo egzistenciju i jedinstvenost opsteg reSenja. Partikularno reSenje se dobija iz
pocetnih uslova. Kod nelinearnih ODJ ¢esto se deSava da ODJ ima singularna reSenja.

2. Postoji formula za opste reSenje linearne ODJ, i to eksplicitna. Ovo nije sluc¢aj kod nelin-
earne ODJ. Ukoliko uspemo analiticki da dodemo do reSenja nelinearne ODJ, ono je gotovo
uvek implicitno zadato.

3. Kandidati za singularitet reSenja linearne ODJ se mogu odrediti direktno iz ODJ: odredi-
vanjem taCaka prekida koeficijenata. Ako su koeficijenti neprekidne funkcije za sve x € R,
onda postoji reSenje takode na celom R. Singulariteti resenja nelinearne ODJ se najcesce
odreduju resavanjem ODJ, te analizom reSenja. Takode, singulariteti mogu da zavise i od
pocetnih uslova, a ne samo od ODJ.



3 I ODJ drugog reda

Opésti oblik ODJ drugog reda je

F(a:,y,y’(:v),y”(x)) =0,

a kada mozemo da re$imo po drugom izvodu dobijamo normalni oblik jednacine
y'(2) = f(z,y(x),y ().
Resenje ODJ drugog reda sadrzi dve konstante tj. imamo dvoparametarsku familiju krivih
G(z,y(x),c1,c2) = 0.

ODJ drugog reda dopustaju formulisanje dva razli¢ita problema,

1. pocetni problem: uz ODJ su dati i pocetni uslovi

koji predstavljaju dopunske uslove za vrednost funkcije i njene Pocetni problem za pravolinijsko
izvodne funkcije u istoj (pocetnoj) tacki xz: kretanje materijalne tacke
y(z0) = Yo, ¥'(v0) = y1. mi = F(t,z, ),
Ovi wuslovi se sreéu, na primer, u mehanici kod kre- z(to) = o,
tanja tela kada zadajemo polozaj tela i njegovu brzinu #(to) = vo.
u poetnom trenutku ¢ = 0: 7(0) = 7, 90) =

Granic¢ni problem za elongaciju
pri oscilovanju Zice koja je
ucvriéena na krajevima

Up.

2. grani¢ni problem: uz ODJ su dati i grani¢ni uslovi, dop-
unski uslovi za vrednost funkcije u dve tacke:

y' +ky =0,
u tacki x = 21, y(x1) =41, 1utackiz =z, y(za) = yo. y(0) =0,
y(£) =0.

Grani¢ni problem se formuliSe, na primer, prilikom opisivanja

elongacije kod oscilacija ili talasa — kada je Zica duzine ¢ ucévriéena na dva kraja zadajemo
y(0) = y(¢) =0.

Snizavanje reda integracijom

Postoje dva opsta sluc¢aja u kojima je moguce sniziti red ODJ drugog reda, tj. kada se ODJ
drugog reda moze svesti na sistem od dve ODJ prvog reda. To su sledeéi slucajevi:

1. Jednacina koja ne sadrzi nepoznatu funkciju y(x):

F(z,y'(z),y"(x)) = 0.

Smena je y'(z) = p(x), te dakle jednac¢ina postaje ODJ prvog reda:
F(z,p(x),p'(x)) = 0.

49
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Resenje ove jednadine sadrzi jednu konstantu : G(z,p(z),c1) = 0 ili ako moZzemo da izraz-
imo po p(z): p(x) = g(z,c1). Odatle integracijom dobijamo kona¢no resenje

ylx) = /g(m,cl)dm—i—cz.

2. Jednacina koja ne sadrzi nezavisno promenljivu z:
F(y,y',y") =0.

U ovom slucaju y preuzima ulogu nezavisno promenljive, a y'(z) = p(y) ulogu zavisno
promenljive. Dakle, uvodimo smenu y'(z) = p(y(z)) i zapisujemo:

oy~ 0y _
dy dz dy’

dp
F(%ngm>=0

Resimo po p(y) i onda iz smene dobijamo jednacinu koja razdvaja promenljive
dy
p(y)

Sada ODJ postaje:

=dx.

Telo mase m lansirano je sa povrSine Zemlje vertikalno wvis pocetnom brzinom vg.
Odrediti visinu penjanja uzimajuéi u obzir da je sila teZe obrnuto proporcionalna kvadratu
rastojanja od centra Zemlje. Zanemariti otpor atmosfere.

Neka je j jediniéni vektor na y-osi. Sila teze je

y — mM -
. F=-y—51J
F Y
gde je v gravitaciona konstanta, a M masa Zemlje. Vektor ubrzanja
60 je
a=1yj.

Skalarno mnozeéi drugi Njutnov zakon ma = F sa j dobijamo nelin-
earnu ODJ drugog reda

. M
== (3.1)

Takode, poznati su pocetni uslovi: u pocetnom trenutnku ¢ = 0, telo se nalazi na povrsini
Zemlje, i brzina mu je vy = vgj, dakle
y(0)=R,  9(0) = vo. (32)

ODJ (3.1) ne sadrzi nezavisno promenljivu, te po gore navedenom postupku, y preuzima
ulogu nezavisno promenljive. Zavisno promenljiva je sada

MMZ%% (3.3)
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(primetimo, p se interpretira kao brzina u ovom primeru). Uvodimo ovu smenu u jedna¢inu
(3.1). Prvo ra¢unamo izvod

¢y _dp_dpdy _ dp

az - dat dgat Pay’

koji uvrgtavamo u (3.1),
dp M
— =7 —. 3.4
Py, = (3.4)

Dakle, dobili smo sada ODJ za funkciju p koja zavisi od y. Drugim re¢ima ODJ drugog
reda (3.1) smo zamenili sa dve ODJ prvog reda, to su (3.4) i (3.3). Osim toga, pocetni
uslovi se transformisu na osnovu smene (3.4) i zapazanja ¢(0) = p(y(0)) u

y(0) =R, p(R)=vo. (3.5)
Resavamo prvo ODJ za p, (3.4), koja razdvaja promenljive, uz pocetni uslov (3.5),,
M
pdp = —v el dy,

Cije je reSenje
2

o |

M
Y

Konstantu integracije odredujemo iz pocetnog uslova (3.5),, stavljajuéi y = R,

Dakle, reSenje pocetnog problema koji se sastoji iz ODJ (3.4) i po€etnog uslova (3.5), je

p? 03 M M
2 2

:’Y?*’Yf-

Visinu penjanja sada odredujemo iz uslova p(H) = 0, dakle

2
w M M M
_— = _— - H - .
0% ="" "R ~ %
R 2
M 2 2vM
Primetimo, za % = %0 dobijamo H — oo, odakle je vg = 4/ % druga kosmicka

brzina.

Linearna ODJ drugog reda

Navedimo najpre linearnu ODJ drugog reda, koja se iz definicije linearne ODJ n-tog reda (1.3)
dobija za izbor n = 2.
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Definicija 3.2

ODJ drugog reda je linearna ako se moze zapisati u obliku

d?y dy
L p() T+ alw)y = o), (36)
gde su p, q © g proizvoljne funkcije od x.

Linearna jednacina je homogena ukoliko je g(x) = 0 za svako x, odnosno homogena
linearna jednacina drugog reda je oblika

d%y dy

— —= =0. 3.7

o2 Tr) g ta@)y (3.7)
U suprotnom je nehomogena linearna jednacina, a élan g(x) se naziva nehomogen clan.
Specijalno, (3.7) je sa konstantnim koeficijentima ukoliko su p(x) i q(x) konstante.

Ukoliko definisemo diferencijalni operator £ sa

—d—2+ (x)i-l- (x)I (3.8)
Tde P T ’ '

onda jednacinu (3.6) moZemo zapisati kao Ly = g.

L

Neka nam je uz ODJ (3.6) dat

Za ODJ drugog reda su nam potrebna dva pocetna uslova, 1 pocetni uslov

jer, grubo govoredi, su nam potrebne dve intergracije da .

bismo nasli reSenje, a iz svake integracije proizilazi po jedna { g{(xo) — Y (3.9)
proizvoljna konstanta. Dakle, potrebna su nam dva pocetna y (o) = w1,

uslova da bismo fiksirali te dve konstante.

gde g € Iiyp,y1 € R.

Teorema 3.3 (Teorema o egzistenciji i jedinstvenosti)

Posmatrajmo pocetni problem (3.6) i (3.9). Ako sup,q i g neprekidne funkcije na intervalu
I koji sadrzi tacku xq, onda postoji jedinstveno reSenje posmatranog pocetnog problema na
celom intervalu 1.

Naci jedinstveno reSenje pocetnog problema

@)+ =0,
o) =0 (810)
y/(xﬂ) = O)

gde su p i q neprekidne funkcije na otvorenom intervalu I koji sadrzi tacku xg.

Vidimo, y(z) = 0 zadovoljava i ODJ i podetne uslove, te na osnovu teoreme znamo
da je ovo i jedinstveno reSenje.
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Naéi interval egzistencije i jedinstvenosti resenja pocetnog problema

(2% =z = 6)y"(z) — (x + 1)y (z) + y(x) = 0,
y(0) =1,
y'(0) = —1.

ODJ najpre treba zapisati u standardnom obliku, ¢ime se dobijaju koeficijenti

z+1 1
P =~ e W =mooe
Funkeije p i ¢ su neprekidne za € (—oo, —2)U(—2,3)U (3, +00). Posto tacka iz pocetnog
uslova zp = 0 pripada intervalu (—2,3), po¢etni problem ima jedinstveno reenje na
I=(-2,3).

Homogena linearna ODJ drugog reda

Pojmovi linearne kombinacije dve funkcije i linearne zavisnosti dve funkcije, pojmovi neophodni
za razumevanje ovog poglavlja, su obradeni u Prilogu B.6.

U ovom poglavlju éemo videti da je bilo koja linearna kombinacija dva resenja ODJ takode
reSenje, a ono ¢e biti i opSte reSenje ukoliko su ova dva reSenja linearno nezavisna. Takode,
reSavanje homogene jednacine igra sustinsku ulogu u reSavanju njoj odgovarajuée nehomogene.

Teorema 3.6 (Princip superpozicije za reSenja homogene linearne ODJ drugog
reda)

Ukoliko su y1(z) i y2(x) dva partikularna reSenja homogene linearne ODJ (3.7), onda je
linearna kombinacija

c1y1 () + caya(z),

takode resenje za bilo koje vrednosti konstanti ¢y i cs.

Postavlja se pitanje da li postoje druga reSenja drugacijeg oblika. Odgovor je negativan
ukoliko postavimo dodatni uslov o linearnoj nezavisnosti dva reSenja y;(x) i y2(z). Pre nego §to
obrazlozimo ovaj odgovor uvedimo pojmove koje ¢emo koristiti.

Definicija 3.7

Neka su y1(x) i ya(x) neprekidne funkcije sa neprekidnim prvim izvodima na nekom in-
tervalu I. Determinanta

yi(x)  y2(x)
vi(z) vya(x)
se naziva Vronskijeva determinanta (determinanta Vronskog ili Vronskijan) funkcija y, ()
i y2(x) na intervalu 1.

W(y1,y2)(x) =
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Lema 3.8

Ako su funkcije y1(x) i yo(x) linearno zavisne na I, onda je njihov Vronskijan jednak nuli
za svako x € L.

Dokaz. Posto su funkcije y1(z) 1 y2(z) linearno zavisne na I, sledi y2(z) = cyi(x), gde je ¢
konstanta. Uzimajuéi izvod, y4(z) = cyj(z). Sada je Vronskijan

yi(z)  cyr(w)

Wyr,y2)(z) = yi(x) cyi(x)

= c(y1(2)y1 () — y1(x)yi(2)) = 0,
za sve x € I. O

Obrnuto ne mora da vazi. Medutim, ako je u samo jednoj tacki intervala xzg € I vazi da
W (y1,y2)(x0) # 0, onda su y1(x) i y2(x) linearno nezavisne na 1.

Navedimo teoremu koja precizira uslove kada je linearna kombinacija dva reSenja zapravo
jedino resenje homogene linearne ODJ drugog reda.

Teorema 3.9

Neka su yi(x) i y2(x) dva reenja (3.7) na intervalu 1. Tada je
y(z) = aayr (@) + caya(w)
opste resenje jednacine (3.7) na intervalu I ako i samo ako postoji tacka xo € 1 u kojoj

W (y1,y2)(w0) = y1(20)ya(20) — ¥ (x0)y2(w0) # 0.

Mi zapravo postavljamo uslov o linearnoj nezavisnosti reSenja, odnosno trazimo da ys/y1 #
const.

Definicija 3.10

Za dva resenja y1 = y1(x) i y2 = ya(z) (3.7) za koja W(y1,y2)(x) # 0, za neko x, kaZe
se da formiraju fundamentalni skup resenja.

Teorema 3.11

Ako znamo jedno partikularno resenje yi(x) za (3.7), tada uvek moZemo naéi drugo,
njemu linearno nezavisno resSenje

e—fp(x)dxd
ya(z) = y1(z) / W T,

a samim tim i opSte resenje.

Dokaz. Pretpostavimo da je yi(x) jedno poznato partikularno resenje ODJ (3.7). Cilj je da
konstruiSemo njemu linearno nezavisno resenje, te drugo reSenje ys(z) trazimo u obliku

ya(x) = 2(z) g (). (3.11)
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Sada je cilj da pronademo funkciju z(x). UvrStavanjem oblika (3.11) za drugo resenje u ODJ
(3.7) koriséenjem ¢injenice da je y1(x) reSenje te ODJ, dolazimo do ODJ za nepoznatu funkciju

z(x):

2"+ 2y, +pyr) 2 =0.

Ovoj ODJ se moZe sniziti red uvodenjem smene 2z’ = u,
yiu' + (2y1 +py1)u=0.

Sada moZzemo razdvojiti promenljive,

!
du _ <2y1 +p> dr = —2d (Inly}|) — pdaz,

Rac¢unamo prvi izvod

U Y1 1
(In|z])" = Tl ()’
odakle integracijom dobijamo ) )
= —signxr = —,
ln\u|:—21n|y1|—/pdm+c, ] r

za sve = # 0.

odnosno
ln’uyﬂ:_/pdx—i-c — uy%:ce_fpdz.

Vracajuéi smenu dolazimo do ODJ prvog reda za funkciju z
1
2 (x) = —206_“"“,
Y1

koju reSavamo integracijom

1
z(z) = /—2ce_fpdxdx + ca.

Yi
Posto nam je potrebna samo jedna funkcija z, za konstante biramo ¢ = 11 ¢c; = 0, te dakle

dobijamo
1
z(x) = / ﬁeffpdmdx,
Y1

odakle sledi tvrdenje uzevsi u obzir (3.11). O

Homogena linearna ODJ drugog reda sa kon-

stantnim koeficijentima

Klasa homogenih linearnih ODJ sa konstantnim koeficijentima je znacajna po tome Sto su ove
jednacine uvek resive. Podsetimo se najpre pojma ODJ ovog tipa.

Definicija 3.12

Homogena linearna ODJ drugog reda sa konstantnim koeficijentima je oblika
y" () + ay'(z) + by(z) = 0, (3.12)

gde su a i b konstante.
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Videéemo da ova jednacina uvek moze da se resi, a priroda reSenja ¢e zavisiti od konstanti a i b.

Trazimo resenje (3.12) u obliku
y(z) = e,
gde je A parametar koji treba odrediti.
Diferenciranjem dobijamo

y/(CE) _ )\6)@’ y”(x) _ )\26)@'

Uvrstavanjem u ODJ (3.12) dobijamo

Posmatrajmo ODJ (A2 +a\ +b)er =0

y'(z) —y(x) =0 Posto e* #£ 0 za sve z, sledi da je A reSenje sledece alge-
barske jednacine:

(a = 0,b = 1). Trazimo funkciju ¢iji
je drugi izvod isti kao i sama funkcija. M 4ad+b=0. (3.13)

Odmah uvidamo da je to funkcija e®.
Ali je takode i e~ * reSenje, kao i ove
dve funkcije pomozene konstantom,
npr. —3e”*, 5e~*. Sa druge strane, i
njihov zbir e* + e~ je reenje, kao i

Ova jednacina se naziva karakteristi¢na jednacina za ODJ
(3.12). Ukoliko je A reSenje ove (algebarske) jednacine, onda
je €M regenje ODJ (3.12). Posto je u pitanju kvadratna
jednacina sa realnim koeficijentima, ona ¢e imati dva reSenja

linearna kombinacija ci1e® + coe™%, gde a a2
su c¢1, ¢ proizvoljne konstante. A2 = 3 + T b,

koja mogu biti realna i razli¢ita (a* —4b>0), realna i ista (a® —4b=0), kompleksno-
konjugovana (a2 —4b < O). Svaki od ovih slu¢ajeva ¢emo zasebno razmatrati.

3.4.1 Resenja karakteristicne jednacine su realna i razli¢ita

Ukoliko su reSenja karakteristi¢ne jednacine (3.13) realna i razli¢ita, tada su

A1z Asx
)

yi(z) =e ya(z) = e

dva resenja (3.12), za koje je Vronskijan W (y1,y2)(z) = (Mg — A1) eP1122)2 £ 0 za sve z € R,
te su linearno nezavisna i dakle ¢ine fundamentalan skup reSenja.
Opste resenje je linearna kombinacija ova dva reSenja:

y(z) = cry1(x) + coga(z) = c1eM” + ™7, (3.14)

gde su c¢; i ¢y proizvoljne konstante.
Ukoliko uz ODJ imamo i pocetne uslove,

{ y(zo) = Yo

Y (x0) = y1,
onda dobijamo sistem jednacina za konstante c; i cs:

1M 4 epe?2 0 =y
A A
1A e+ cphge2T0 =y,

Cije je reSenje:
Y1 — YoA2 o
€ )

YoM — 1 v
AL — Ao '

Cc1 = Coy =
A1 — A2
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Napomena 3.6. Koristeé
etk — chka + shkz,

opste resenje (3.14) moZemo predstaviti i pomocu hiperboliénih funkcija
y(x) = e” 2% (a chkx + 3 shkx)
a=ci+eca, f=c1—ca

3.4.2 Resenja karakteristicne jednac¢ine su kompleksno-konjugovana

ReSenja karakteristi¢ne jednacine su

a2
)\172=—§:|:’L b—X
Oznacimo:
a a?
=——= fB=14/b— —.
a=-—5p 4

Sada se koren karakteristi¢ne jednacine A € C moze predstaviti kao A = 413, sa «a, 8 € R gore
definisanim. Sada je reSenje ODJ

y(x) _ e)\x _ e(aJrzB)z _ 6a:vezﬂzzz — eon (COS 5.’E + ZSiHﬂI).

Medutim, ovo je kompleksna funkcija realne promenljive, a nas zanimaju samo realna resenja,
pa iz dobijenog kompleksnog reSenja formiramo realna reSenja koristeéi slede¢u lemu, koja ée
kasnije biti dokazana u nesto opstijem obliku (vidi lemu 4.7).

Lema 3.13

Ako je y(z) = u(x) + w(x) resenje ODJ (3.12), tada su u(x) i v(x) redenja te ODJ.

Dakle, od jednog kompleksnog resenja y(z) = e** dobijamo dva realna
y1(x) = e** cos B, ya(x) = e sin S, (3.15)

¢iji je Vrounskijan W (y1,y2)(x) = e** # 0 za sve x € R, te su ona linearno nezavisna na R.
Na isti na¢in se od konjugovanog kompleksnog broja A za broj A dobijaju dva realna resenja
koja se od (3.15) razlikuju samo po znaku.

Zaklju¢ujemo da je opste reSenje
y(x) = e 2% (¢1 cos fx + ¢ sin fx)
gde su ¢y, co proizvoljne konstante.
Napomena 3.7. Cesto se koristi i sledeci zapis: neka je a = Asinp, B = Acosp, pa je

y(x) = e 2% (Asin @ cos kx + A cos @ sin kx)
= e 3%sin (kx + @) .
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3.4.3 Resenja karakteristicne jednacine su realna i ista

U ovom slucaju je Ay = Ay = —5. Dakle, oba korena generisu jedno reSenje. Drugim recima,

y2/y1 = 1, te reSenja nisu linearno nezavisna. Dakle, imamo jedno resenje

T

yl(w) = 67% ’

a drugo reSenje trazimo u obliku

a
2T,

ya(z) = 2(2)y (2) = z(w)e

Proveriti sa formulom za Dva puta diferenciramo i kad zamenimo u ODJ dobijamo jednacinu za
drugo linearno nezavisno z(2): . ,
reSenje iz Teoreme 3.3. Z(2)=0 = Z(z)=c2 = 2(x)=c1+com.

_agp

Moze se lako izracunati da je Vronskojan za ova dva reenja W (e~ 3% ze™2%) = ¢~ 2% # () za sve
x € R. Sada je

a
2(13 x

y(z) = (1 + cax) e 57 = cre” 57 4 cpze”

opste resenje (3.12).

Nehomogena linearna ODJ drugog reda

Kada smo resili homogenu ODJ, prelazimo na resavanje kompletne odgovarajuée linearne ODJ.
Dakle, u ovom poglavlju posmatramo nehomogenu linearnu ODJ drugog reda (3.6)

y"(x) + p(2)y (x) + q(x)y(z) = g(z). (3.16)

Opste resenje ove ODJ je zbir odgovaraju¢e homogene ODJ i jednog partikularnog resenja
nehomogene, o ¢emu govori sledeéa teorema.

Teorema 3.14

Opste resenje nehomogene linearne ODJ drugog reda (3.16) je

y() = yn(@) + yp(2), (3.17)

gde je yn opste resnje pridruZene homogene jednacine (3.7), a y, partikularno resenje
nehomogene jednacine (3.16).

Dokaz da je (3.17) reSenje nelinearne homogene ODJ (3.16) moze lako da se izvede pomocu
osobina linearnog diferencijalnog operatora £ definisanog u (3.8). Naime, kako je y, reSenje
pridruZene homogene ODJ, znamo Ly, = 0, a posto je y, partikularno reSenje nehomogene ODJ
sledi Ly, = g. Sada iz linearnosti operatora £ dobijamo

Ly = L(yn +yp) = Lyn + Lyp =0+g =g,
odakle sledi zakljucak da je y zaista reSenje nehomogene ODJ.
Dakle, da bismo znali opste resenje nehomogene ODJ, potrebno je da resimo odgovarajuéu ho-
mogenu i nademo samo jedno reSenje nehomogene. Postavlja se pitanje kako da nademo to jedno

partikularno resenje nehomogene ODJ. Predstavicemo dve metode: metodu varijacije konstanti
koja je opsta metoda i metodu pogadanja koja se koristi samo u specijalnim slucajevima.
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3.5.1 Metoda varijacije konstanti

Pretpostavimo da znamo da resimo odgovarajué¢u homogenu jednacinu (3.7) tj. da poznajemo

yn(x) = c1y1(x) + cay2 (), (3.18)

gde su ¢ i ¢o proizvoljne konstante, a y; 1 yo dva linearno nezavisna reSenja odgovarajuce
homogene ODJ (3.7).

Pronadimo partikularno resenje (3.6) metodom varijacije konstanti. Ideja je da umesto kon-
stanti u (3.18) stavimo funkcije od z tj. da trazimo reSenje u obliku

Yp(z) = c1(z)y1(z) + c2(z)ya(w).

Cilj nam je da nademo ove dve funkcije: ¢;(x) i co(x). Dakle, potrebne su nam dve jednacine.
Jedna ¢e biti sama ODJ, a drugu biramo da nam bude §to jednostavnije. Ukoliko diferenciramo
prethodnu jednakost dobijamo

yp(x) = c1(@)ys(x) + er(2)yy () + ¢y (2)y2(x) + ca(z)ys(x).

Da bi bilo §to jednostavnije, biramo:

ci(@)y1(x) + chy(z)y2(z) = 0. (3.19)

Sada je

Yp(®) = c1(2)yi (2) + c2()ya(2).
Diferenciranjem i zamenom u ODJ (3.6) dobijamo jednacinu:

i (@)yr (@) + ch(z)yz(x) = g(x). (3.20)
Resavamo sistem (3.19) i (3.20) po ¢} i ¢4. Determinanta ovog sistema je upravo W (y1, y2)(z).
Posto su, po pretpostavci, y1 () i y2(z) dva linearno nezavisna resenja, znamo W (y,y2)(x) # 0
za svako posmatrano x, pa je reSenje sistema jedinstveno:
I(l‘):— 92(95)9(1’) CI(ZE) — yl(‘r)g(x)
W (y1, y2) ()’ 2 W(y1,y2)(x)

Integracijom dobijamo

y2(z) g(z) ea() = n(@)gle) o

- W (y1,y2)(x) - B W (y1,y2)(x)

Sada je partikularno resenje nehomogene ODJ (3.6) dato sa

c(x) =

y1(z) g(z)
W (y1,y2)(x)

y2(2) g(x)

yp(x) = _yl(x) W(y1 y2)($) de.

dz + ya2(z)

3.5.2 Metoda pogadanja za specijalne slucajeve nehomogenosti
Posmatramo slede¢u linearnu nehomogenu jednacinu sa konstantnim koeficijentima
y'(z) +ay (z) +by(x) = g(x), (3.21)

gde su a i b konstante. Opste reSenje je dato uobi¢ajenom formulom (3.17). Ovo poglavlje je
posveceno specijalnim oblicima nehomogenog ¢lana g(x), kada do partikularnog resenja nehomo-
gene jednacine moZzemo doéi laksim putem.
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Slucaj 1

Nehomogeni ¢lan je oblika
g(x) = e Py (),

gde je P, (x) polinom stepena m. Primetimo, ovim je pokriven i slu¢aj samo polinoma (r = 0)
i slu¢aj samo eksponencijalne funkcije (m = 0). Recept za traZenje partikularnog reSenja je
slededi:

1. ako r nije reSenje karakteristi¢ne jednacine (tj. e" nije reSenje odgovaraju¢e homogene
jednacine), onda partikularno resenje trazimo u obliku

yp(x) = € Qum (),

gde je @ (x) nepoznati polinom stepena m. Da bismo ga odredili, uvrstimo ga u ODJ,
¢ime ¢emo naci njegove nepoznate koeficijente.

2. ako r jeste reSenje karakteristi¢ne jednacine i to viSestrukosti k, onda partikularno reSenje
trazimo u obliku

Yp(z) = xkeTme(x)7

gde je @, (x) nepoznati polinom stepena m ¢ije keoficijente odredujemo uvrStavanjem u
ODJ.
Slucaj 2
Nehomogeni ¢lan je oblika
g(x) = e (Pp(z) sinbz + Q,(x) cosbz) ,

gde su P, (z) i Q,(x) polinomi stepena m i n, redom. Partikularno reSenje nalazimo po slede¢emo
receptu:

1. ako a + @b nije reSenje karakteristi¢ne jednacine (tj. e®® (¢ sinbx + co cos bx) nije reSenje
odgovarajuée homogene jednacine), onda partikularno resenje trazimo u obliku

yp(x) = e** (Rn(x)sinbx + Sy (x) cosbz) , N = max{m,n},

gde su Ry (x) i Sy(x) nepoznati polinomi istog stepena N ¢ije koeficijente nalazimo uvrs-
tavanjem u ODJ.

2. ako a £ b jeste reSenje karakteristicne jednacine i to viSestrukosti k, onda partikularno
reSenje trazimo u obliku

yp(z) = 2% (R (z) sinba + S (2) cos bx) .

Sluc¢aj 3 - mesavina 1 & 2

Ako je nehomogeni ¢lan g(x) zbir nehomogenih ¢lanova iz Slu¢aja 1 i 2, onda partikularna
reSenja trazimo nezavisno. Na primer, ako je g(x) = g1(z) + g2(x), gde su g1(x) i g2(z) oblika
nehomogenosti iz Slu¢aja 1 ili 2, onda partikularna resenja trazimo u obliku y,(z) = yp, (z) +
Yp, (), pri Cemu je yp, (z) reSenje ODJ (3.21) sa nehomogenim ¢lanom g;(z), ¢ = 1, 2. Preciznije,
koristimo sledec¢u teoremu koja ¢e biti dokazana za bilo koji red linearne ODJ (vidi lemu 4.9).
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Teorema 3.15

Ako je yp, (x) reSenje ODJ
y'(2) + ay (z) + by(z) = gi(2),
zat=1,2,...,k, onda je yp() = yp, (&) + yp, (@) + ... yp, (z) reSenje ODJ

y'(x) + ay'(x) + by(x) = g1 () + ga(2) + - + gr(2).

Metoda pogadanja, iako primenljiva samo u specijalnim sluc¢ajevima, je naisla na Siroku
primenu u teoriji oscilacija. Oslikajmo metodu pogadanja upravo na ovim primerima iz fizike.

Primeri iz fizike vezani za teoriju oscilacija

U ovom poglavlju ¢emo se baviti primenama linearne ODJ drugog reda sa konstantnim ko-
eficijentima u raznim problemima teorije oscilacija. Uvedimo najpre osnovni pojam linearnih
harmonijskih oscilacija.

3.6.1 Linearni harmonijski oscilator (LHO)

Neka ¢estica ima potencijalnu energiju V(x) koja ima minimum u tacki zg. Ako se Gestica krece
u okolini tacke zg (tj. kada imamo tzv. male oscilacije), V' (z) mozemo razviti u red oko x:

1 1
V(z) =V (xg) + V'(xo)(x — z0) + §V"(a:0)(x —20)® + gV"’(Jco)(m —x0)® +....
Posto minimum odgovara tacki zg, znamo V'(zg) = 01 V" (zg) > 0. Neka je V"' (xo) =k, k > 0.
Potencijalna energija je odredena do na konstantu, merimo je od minimuma, tj. od V' (zp). Dakle,

kvadratni ¢lan je prvi ¢lan razli¢it od nule, a poSto su oscilacije male zanemarujemo vise stepene.
Dakle,

V(z) ~ =k(z —x0)?, 2z~ 0.

| =

Ako pomerimo koordinatni pocetak u xg, dobijamo
L, 9
Viz) = §kx , k> 0.

Potencijalna sila koja se rac¢una kao negativni gradijent potencijala je u ovom slucaju

dv
=—— = —kx.
dzx .
Prema drugom Njutnovom zakonu imamo
A2z
odnosno )
d“zx k
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Ovo je jednacina linearnog harmonijskog oscilovanja. Primetimo, ovo je jedna linearna homogena
ODJ drugog reda sa konstantnim koeficijentima.

Karakteristi¢na jednacina je A2 +w?2 = 0, ¢ije je reSenje par kompleksno konjugovanih brojeva
A172 =4 wo-
Opéste reSenje jednacine LHO (3.23) je
x(t) = Asinwgyt + B cos wyt. (3.24)

Ukoliko su zadati i pocetni uslovi

z(0) = xo,
1 v(0) = v,
mozemo da odredimo konstante B = x9, 4 = 2.
1}0 1 2}0 Sada je reSenje pocetnog problema

Vo .
11 x(t) = — sinwt + xq cos wt.
w

< Primetimo, da bi bilo oscilovanja, ili ¢ ili v9 mora

Slika 3.1: LHO, za vrednosti A = B = biti razlitito od nule. ) )
wo = 1 Druga moguénost za izbor konstanti, odnosno

za izbor podletnih uslova je da prikazemo A =
acosyy, B = asingpy (a = VA% + B2, tgpy =
B/A). Tada je

z(t) = asin (wt + o) ,

gde je a amplituda, g pocCetna faza, a w frekvencija.

3.6.2 Oscilovanje u viskoznoj sredini

U viskoznoj sredini je otpor sredine (u prvoj aproksimaciji) proporcionalan brzini (F, = —rv).
Sada je drugi Njutnov zakon:

ma = —kx — rv, (3.25)

gde je r koeficijent priguSenja. Imajuéi u vidu ¢ = & i v = &, dobijamo ODJ

mdz—x = —kx — r%
dez dt’
odnosno
d?z dx k T
@+2a5+w§x:0, wg:E, 2a = —. (3.26)

Karakteristi¢na jednac¢ina je A% + 2a\ + wg = 0, ¢ija su refenja

— / 2
M2 =—at/a? —wi.

Razmotrimo razli¢ite situacije u zavisnosti od odnosa wq i a.
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1. Preprigusenje
Preprigusenje se deSava u sludaju a? — w3 > 0 kada su oba korena karakteristi¢ne jednag¢ine

realna i razli¢ita, te su dva linearno nezavisna regenja ODJ (3.26)
wr(t) = VIR ) = (oVEReR)
Medutim, kako vazi o > \/a? — w? oba refenja eksponencijalno opadaju.

Dakle, nema oscilovanja — sistem koji je izveden
iz ravnoteZe vraca se u ravnotezni polozaj.

z(t)

Opste resenje u slu¢aju preprigusenja je Ly

20 40

Sto je ilustrovano na slici 3.2.

Slika 3.2: Aperiodi¢no resenje (3.27) za
a=2iw=1A=-5B=1

2. PriguSenje

Prigugeno oscilovanje nastaje u slu¢aju o? — wg < 0. Uvedimo oznaku Q2 = wZ — o?.

Koren karakteristicne jednacine je
kompleksno-konjugovan par A\; o = o £ 1.

(t)
Opste resenje (3.26) je
1 4
z(t) = e " (A sin Qt + BcosQt),
gde su A i B proizvoljne konstante, koje opisuje 15 20 t
priguseno (amortizovano) oscilovanje.
-1
Opste resenje mozemo da zapiSemo i na
drugi nacin, i
z(t) = ae * sin(Q + o). Slika 3.3: Priguseno oscilovanje o = £ i

wo=1,A=B=1,a=+2
Uoc¢imo da amplituda prigusenih oscilacija

a e~ eksponencijalno opada sa vremenom.

3. Kriti¢no priguSenje

Poslednji slu¢aj je kritiéno priguSenje kada o = wg. Sada su koreni karakteristi¢ne jednaéine
realni i isti, A\ = Ao = —a.
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Opste resenje je
2(t) = (A + Bt) e (3.28) (t)

U ovom slu¢aju nemamo oscilatorno ponasanje
sistema, i1 vazi

lim z(t) =0, : | | St
tree 5 10 15 20
§to je ilustrovano na slici 3.4.

-1+t

Slika 3.4: Kriti¢no priguSenje za vred-
nostia=wyg=1, A=B=1

3.6.3 Oscilovanje u sredini bez otpora pod dejstvom prinudne sile sa
frekvencijom razli¢itom od frekvencije oscilatora

U ovom slu¢aju modifikujemo drugi Njutnov zakon (3.22) tako da uklju¢imo prinudnu silu,
ma = —kx + Fprip.

Sada pretpostavljamo da je prinudna sila oblika F},.;r, = Fosinwt, gde je w # wg = Q/%, odakle
dobijamo ODJ

() Fwialt) = % sin wt. (3.29)
Ovo je jedna linearna nehomogena ODJ. ReSavamo prvo odgovarajué¢u homogenu jednacinu,
#(t) 4+ wi x(t) = 0.
Opéste reSenje ogovaraju¢e homogene ODJ se dakle poklapa sa (3.24)
xp(t) = ¢1 sinwot + ¢ cos wypt.

Nadimo sada jedno partikularno reSenje nehomogene ODJ. Posto nehomogeni ¢lan (prinudna
sila) ima specijalan oblik homogenosti resavamo pogadackom metodom. Kako 41w nije reSenje
karakteristi¢ne jednacine za homogenu ODJ, prema uputstvu 2.1 iz odeljka 3.5.2 partikularno
reSenje trazimo u obliku

zp(t) = a coswt + b sin wt.

Diferenciranjem i uvrstavanjem u ODJ (3.29) dobijamo
2 2 : Fo .
(wg — w?) (a coswt + b sinwt) = e sin wt.

Ova jednakost je moguca ukoliko

R
m(wg —w?)’
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Dobili smo dakle jedno partikularno resenje,

sin wt. (3.30)
Opste resenje (3.29) je

sin wt,

x(t) = ¢1 sinwot + o coswyt +

koje je prikazano na slici 3.5.

a(t)
2 s

Slika 3.5: Prinudno oscilovanje u sredini bez otpora, wg = 1, % =liw= %

3.6.4 Oscilovanje u sredini bez otpora pod dejstvom prinudne sile sa
istom frekvencijom kao i oscilator

m

Neka na LHO bez otpora sredine deluje prinudna sila oblika £, = Fpsinwot, gde je wp = 4/ Ly

dakle sa istom frekvencijom kao i oscilator (slu¢aj rezonancije). Razmatrajuéi analogno kao u
prethodnom slucaju kada smo dobili (3.29), sada drugi Njutnov zakon implicira slede¢u ODJ

F
P(t) + w a(t) = =2 sinwot.
m

Odgovarajuéa homogena jednadina je zapravo ODJ za LHO uvedena u (3.23) ¢ije je resenje
(3.24),
xp(t) = ¢1 sinwgt + ¢ cos wot.

Da bismo resili nehomogenu ODJ koristimo metodu pogadanja. Za razliku od prethodnog
slucaja, sada £ wy jeste reSenje karakteristi¢ne jednacine odgovarajuée homogene i to visestrukosti
jedan. Prema uputstvu 2.2 iz Odeljka 3.5.2 partikularno reSenje trazimo u obliku

xp(t) =t (a coswot + b sinwypt) .
Diferenciranjem i uvrstavanjem u ODJ dolazimo do jednakosti
. Fy .
—2awg sin wot + 2bwg cos wot = — sin wyt,
m

odakle dobijamo konstante
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Dakle, partikularno resenje nehomogene jednadine je

Fi
xp(t) = —2m2)0t cos wot.

Mozemo da zaklju¢imo da amplituda prinudnih oscilacija linearno raste sa vremenom, kao §to se
vidi i na slici 3.6.
Sada je opSte reSenje

Fy

z(t) = c1 sinwot + ca coswot — 5! Coswol,

mwo

i ono je prikazano na slici 3.7.

p(t) a(t)
20

_20 £ 720 £
Slika 3.6: Jedno partikularno reSenje za Slika 3.7: Prinudno oscilovanje u sredini
prinudno oscilovanje u sredini bez otpora bez otpora u slucaju rezonancije, wg = 1,
u slu¢aju rezonancije, wy = 1, % =1 % =1l,ci=c3=1

3.6.5 Oscilovanje u viskoznoj sredini pod dejstvom prinudne sile

Posmatrajmo LHO u viskoznoj sredini na koga deluje prinudna sila. Modifikujemo drugi Njutnov
zakon (3.25) tako da uklju¢imo prinudnu silu,

ma = —kx — 10 + Fyrin.
Ukoliko pretpostavimo da je prinudna sila oblika Fj,;, = Fysinwt, dobijamo ODJ

Fi k r
.. . 2 0 . 2

Z(t) + 20t + wj m(t):gsmwt, wo = QQ:E.
Prvo reSavamo odgovaraju¢u homogenu ODJ, koja se poklapa sa ODJ (3.26) iz primera oscilo-
vanja u sredini sa otporom, bez prinudne sile. Za resenje 1, (t) homogene ODJ uzimamo slu¢aj

prigugenih oscilacija a? — w? < 0,

on(t) = aesin ( (g —a?) 1.0

Posto je nehomogeni ¢lan (prinudna sila) specijalnog oblika nehomogenosti, partikularno reSenje
trazimo u obliku
zp(t) = a coswt + b sin wt.
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Difenciranjem i uvrs§tavanjem u ODJ dolazimo do sledeceg sistema jednacina za nepoznate kon-
stante a i b

(wg —w2)b72aaw = %,
(wg —w2)a+2abw =0,

Cije je reSenje

%20@ b % (wg — w2)2
a = — == .
40202 + (W — w?)?’ 40262 + (W — w?)?

Dakle, partikularno reSenje nehomogene ODJ je

£ 90w £y (2 — 2 2
zp(t) = — m 5 coswt + —™ G ) 5 sinwt.
4a2w? 4+ (wE — w?) 4o2w? + (wE — w?)
Fo

Primetimo, kada w — wy, tada x,(t) — — 5 e Coswot. Zapazimo takode da ovo nije moguce
kod partikularnog resenja (3.30) kada nije bilo sile otpora sredine.
Sada je opste resenje

z(t) = Ae “sin ((wwg - a2> t+ go())
%Qaw £ (wg — w2)2

— 5 coswt + 1
4a2w? + (wg —w?) 4o02w? + (wg —w?)

sin wt.

2

Uoc¢imo da za veliko ¢ prvi ¢lan tezi ka 0 i ostaju samo oscilacije sa frekvencijom prinudne
sile. Ovo je ilustrovano na slikama 3.8 i 3.9. Takode, za @ = 0 dobijamo resSenje koje smo veé
razmatrali.

(t) (t)
2 1 41
2 i
FAWAWY
10 30 40
_9 1
_9l 41
Slika 3.8: Prinudno oscilovanje u viskoznoj Slika 3.9: Prinudno oscilovanje u viskoznoj
sredini kada w # wp, wp = 1, w = %, % = sredini kada w = wg, wp = w =1, % =1,
1,04:%,01202:1 a:%,clzqzl

Transformacija homogene linearne ODJ dru-

gog reda. Uvodenje nove funkcije. Uvodenje
novog argumenta
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Posmatrajmo homogenu linearnu ODJ drugog reda

y"(x) + p(x)y (x) + q(x)y(z) = 0.

Cilj nam je da svedemo ovu jednacinu na kanonski oblik — oblik u kom se ne pojavljuje prvi
izvod. To mozemo uraditi na dva nacina.

3.7.1 Uvodenje nove funkcije

Uvodimo smenu
y=zu

i biramo u tako da dobijemo kanonski oblik. Kada diferenciramo dva puta, uvrstimo u jednacinu
i podelimo sa u, dobijemo

!/ " !
242 <2u—+p)+z<u—+pl+q> = 0.
u u u

Biramo u tako da zadovoljava
/

2% +p=0. (3.31)

Resenje ove jednacine je
w= e—% [ p(z)dz
)

pri ¢emu smo izostavili konstantu integracije, jer bi ona tada samo mnozila celu jednacinu, te se
ne menja nista. Sada je

u = —%p(ac)e_%fi”(x)d”C = —gu = % = —]—2)
pa je dakle
T
Kada vratimo u jedna¢inu dobijamo jednad¢inu koja ne sadrzi prvi izvod (kanonski oblik)
2 /
ZU“(‘%‘%H) =0, y=ze v (3.32)

Primer 3.16: Sredingerova jednacina u slucaju sferne jame

U  nerelativistickom, stacionarnom  slucaju,

/ Sredingerova jednacina je
h
_EA +V(z)| v(z) = Ev(x),
=0 gde je i Plankova konstanta, p masa estice, V(x)
potencijal u kom se cestica kreée, a FE energija
/ Cestice u stanju 1 (svojstvena vrednost operatora
—%A + V(x)). U slucaju sferne jame, Cestica se

nalazi u oblasti koja je sfernog oblika i u kojoj je

Slika 3.10: Sferna jama potencijal jednak nuli (V(z) = 0), a van koje je
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beskonaé¢ni potencijal, sto dakle znaci da Cestica os-
taje u sfernoj jami. Takode zbog sfernog oblika oblasti, uzimamo da je 1 radijalna funkcija,

odnosno funkcija samo od r = /2% + 23 + 2. U tom slu¢aju laplasijan je
d? d
A=—+2—. 3.33
dr? + dr (3.33)

Dakle, talasna funkcija za ¢esticu u sfernoj jami zadovoljava jednacinu
h (d? d
— == +2— =F .
o (dTQ + dr) w(r) = Ey(r)

Ukoliko pozitivnu konstantu Q#E ozna¢imo sa k2, dobijamo homogenu ODJ drugog reda
za nepoznatu funkciju ¢ = ¢¥(r)

d*y(r) | dy(r)
dr? +2 dr

+ k> (r) = 0.
Svedimo ovu ODJ na kanonski oblik uvodenjem nove funkcije. Zapisimo

(r) = z(r)u(r). (3.34)

Iz jednacine zalju¢ujemo

pa je dakle iz (3.31) ODJ za u

odakle resavanjem dobijamo

Sada je ODJ za z(r)
2 (r) + k?z(r) = 0,

koju lako mozemo da resimo
z(r) = Asinkr + B cos kr.

Iz (3.34) dobijamo talasnu funkciju

Y(r) = 1 (Asinkr + Bcoskr).
T

3.7.2 Uvodenje novog argumenta
U jednacinu
y" () +p(@)y () + q(z)y(z) = 0,

uvodimo novi argument ¢, tj. shvatamo xz = z(t). Cilj je napisati ODJ tako da t¢ igra ulogu
nezavisne promenljive. To moZemo posti¢i na dva nadina:
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1. Pravilom izvoda slozene funkcije y = y(x(t)):

dy dydzx
= = =— 3.35
dt  dxdt’ (8:35)
pa je
dy Ly (do)® dydie  dy (o)t dy 1k
de2  dz? \ dt de d2  dz? \ dt dt dz qs2”
odakle dobijamo
Py 1@y 1 dady 0
dz? (gg)2 dt? (93)3 dt2 dt” '
de dt
Iz (3.35) sledi
dy dy 1
— = == 3.37)
dx (
dez dt S5
Kada vratimo ovo u jednacinu, dobijamo
d’y  dy oy 2 () 12
— + = t) — t)*y = 0. 3.38
5 (pee'0 - S ey (3.38)

2. Pravilom izvoda funkcije zadate u parametarskom obliku x = x(t), y = y(t)

d
dy _
dz °
dz S
Sada je
) $(8) 8 () .
&y _d (dy) _da\d) di\gy) 1 1 &y a"(t) dy
dz?2  dz \dx de dr /() \a/(t) dt2 2/(t)2 dt

Vra¢anjem u jednacinu dobijamo (3.38).

Svodimo na kanonski oblik tako $to trazimo da koeficijent uz % bude jednak nuli, tj. reSavamo
diferencijalnu jednacinu za x = z(t):

Kako ova jednacina ne sadrzi eksplicitno nezavisno promenljivu ¢, uvodimo parametar:

dx
/ = —-— =
x'(t) = g s,

pa je
ds dsdz ds
"
)= —= —— =g5—.
O T a
Sada jednac¢ina postaje

(z)s = sEl
P -~ Tdas’

odnosno jednacina koja razdvaja promenljive:
ds

=plz)dz = s=¢lP@de
s
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Sada je

i—f = eJp@)de - /e*fp("”)dmdx =t

Iz poslednjeg izraza dobijamo x = x(t).

Sada jednacina (3.38) postaje

Posmatrajmo ODJ

gde su A i B konstante. Uvodenjem novog argumenta ¢, tj. shvatajuéi x = z(t) dobijamo
ODJ sa konstantim koeficijentima. Naime, iz (3.38) dobijamo

d?y dy (A, ")), B,
ST 2y - Z 2 (t)%y = 0.
dt2+dt (xx() ' (t) +z2x()y 0

Biramo ‘% = 1, odakle sa jedne strane dobijamo iz =’ = x diferenciranjem x” = 2/, dakle
z—l,/ = 1. Sa druge strane, razdvajanjem promenljivih d?’” = dt dobijamo reSenje z(t) = e’.
Dakle, poslednja jednacina postaje ODJ sa konstantnim koeficijentima

d*y dy
— + 2 (A-1)+By=

Cije je opste reSenje

_A-1 \JA-n2 _j@l-n?
y(t) =e 2 t(cle T Bty e Bt

Zapisujuéi drugacije

t

moZemo lako da vratimo smenu z(t) = e* ¢ime dobijamo y u funkeiji od z,

1-A [(A-1D2Z -2
y(z) =22 <clx T By 1 B) .

Resavanje linearnih ODJ drugog reda pomoéu

stepenih redova
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Posmatramo linearnu ODJ drugog reda
az(2)y"(x) + a1 (2)y(z) + ao(x)y(x) = 0. (3.39)

Videli smo da ukoliko su koeficijenti ove jednac¢ine konstantni reSavanje diferencijalne jed-
nacine se svelo na algebarski problem: nalaZenjem korena karakteristi¢ne jednacine smo dobili
opSte reSenje i ono je bilo linearna kombinacija elementarnih funkcija:

e ke ke cosbr, xF e sin bi.

Medutim, ¢ak i vrlo jednostavna jednacina kao npr. y” +zy = 0 nema reSenje koje je elementarna
funkcija.

Pod dosta opstim pretpostavkama o koeficijentima jednacine, moguce je naci resenje jednacine
u obliku stepenog reda koji konvergira na nekom intervalu ili u obliku jednostavnih kombinacija
takvih redova i elementarnih funkcija.

Podsetimo se, stepeni red sa centrom u tacki xg je funkcionalni red oblika

i cr(z — 20)F. (3.40)

k=0

Karatak pregled teorije koja je neophodna za razumevanje ovog poglavlja je dat u prilogu C.

Klasifikujmo najpre tacke u okolini kojih trazimo resenje ODJ.

Definicija 3.18

Tacka xq je regularna (obiéna) tacka jednacine (3.39) ako
e ax(zo) # 0,
o koeficijenti as, a1, ag jednacine (3.39) su analiticke funkcije u tacki xg.

U suprotnom je xq singularna tacka jednacine (3.39).

Primer 3.19

Tacka z = 0 je singularna tacka za jednafine y” + zy’ + Inzy = 01 ¢y’ + %y’ +y=0.
Singularne tacke za jednacinu (22 — 1)y” + 2zy’ + 6y = 0 su x = £1.

Postoji tip singularnih tacaka u okolini kojih je moguce traziti reSenje u obliku stepenog reda.
To su regularno-singularne tacke i one su definisane u sledec¢oj definiciji.

Definicija 3.20

Tacka g je regularno-singularna tacka jednacine (3.39) ako je

1. xg je singularna tacka jednacine (3.39),

ai(z) 2 ao(=)
2

2. funkcije (x — o) 7 @) b (x — o) as(r) Su analiticke u tacki xo.

Singularitet koji nije reqgularan naziva se esencijalni singularitet.
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Napomena 3.8. Kada su koeficijenti as, a1, ag jednacine polinomi, xo je reqularno-singularna
tacka ukoliko az(xg) =0 ¢

li - li _ . y2%@)
zggo(m 3«"0)@(96)’ ””LH;O(:C =) az ()

su konacne vrednosti.

Predimo sada na reSavanje ODJ najpre u okolini regularne tacke, a potom i u okolini
regularno-singularne tacke.
3.8.1 Resavanje ODJ u okolini regularne tacke

Trazimo reSenje (3.39) u obliku stepenog reda sa centrom u regularnoj tacki. Posto je tacka
regularna (3.39) se moze zapisati u obliku

y(x) = 0. (3.41)

Vazi sledeéa teorema.

Teorema 3.21

Neka je xo regularna tacka ODJ (3.39). Neka je R > 0 poluprecnik konvergencije
ai(x) ao(w)
az(x)” az(x)

ap i ay pocetni problem koji se sastoji iz jednacine (3.39) i pocetnih uslova

{ y(xg) = Qp,

Tejlorovog reda sa centrom u xqy funkcija Tada za proizvoljne realne brojeve

y/(fEO) = Qj,
ima jedinstveno analiticko reSenje u tacki xg predstavljeno redom
oo
ylx) = Z cr(z — x0)F (3.42)
k=0

sa polupreénikom konvergencije R. Koeficijenti ¢, za k > 2 mogu se odrediti direktnom
zamenom reda (3.42) v jednacinu (3.39), dok su co = ap,c1 = 0.

Napomena 3.9. Kada su koeficijenti polinomi, tada se R moZe izracunti kao udaljenost od xg
do najblize singularne tacke.

Strategija za resavanje ODJ u okolini regularne tacke
Trazimo reSenje u obliku reda (3.42). Koraci su sledeci

1. Uvrstimo stepeni red u jednacinu;

2. Dovodimo sve redove na isti stepen;

3. Svi redovi treba da poc¢inju od istog indeksa;

4. Uporedujemo koeficijente;
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5. Dobijamo rekurentne relacije za koeficijente stepenog reda reSenja ODJ;

6. Proveravamo konvergenciju.

Primer 3.22

Resiti ODJ y' — 2xy = 0 u obliku stepenog reda u okolini tacke x = 0.
Tacka x = 0 je regularna tacka date ODJ. Dakle,

Napomena 3.10. Datu ODJ trazimo reSenje u obliku
mozZemo i analiticki da resimo,
st dvaj i -
posto ona razdvaja promenljive, y(z) = ch ok (3.44)
d k=0
Y 2xdz,
Y Kako bismo uvrstili stepeni red u ODJ, treba najpre

te dobijamo resenje da ga diferenciramo

/

y(z) = ce” (3.43) Y(z) = (co+ 1w+ co® +e52” + ..

o0
_ 2 _ k-1
— 1 . —_ .
(c + 2cox + 3c3x” + ) chkx
k=1

Sada mozemo da uvrstimo red u datu ODJ

o0 o0
E kepa® ™t — 2z E cp 2 = 0.
k=1 k=0

Drugi red mnozimo sa z, tj. ulazimo sa mnoziocem z u red,

o0 (o)
g kepak™t—2 E cp 2P = 0.
k=1 k=0

Da bismo doveli oba reda na isti stepen, menjamo brojace: u prvom stavljamom =k —1,
a drugom n = k + 1. Time dobijamo

o) o)
Z(m+1)cm+1xm —QZCn_ll‘n =0.
n=1

m=0

Kako je broja¢ "nema promenljiva", stavljamo jedinstveni broja¢ k,

Z(k: +1) ekt k- Qch_l 2k = 0.
k=0 k=1

Da bi oba reda pocela istim indeksom, iz prvog reda izdvajamo ¢lan za k = 0,
oo oo
c1 + Z(k + 1) Cl41 xk — 22 Ck—1 ij =0.
k=1 k=1
Sada mozemo da saberemo dva reda

c1+ Z (k4 1) cpqr — 2cp—1) 2 = 0.
k=1
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Iz ove jednakosti sledi
cp =0, (k + 1) Ck+1 — 2¢—1 = 0.

Druga jednacina nam daje rekurentnu vezu na osnovu koje izra¢unavamo koeficijente cy,
2ck1
c1=0 Ck 1= —,k>1.
) + k + 1 )

Tako na primer,

261 1
=0, c1=cp, c3=—=0, ca = 500,
C3 2

203 0 264 1
cs=—=0, cg=— = ——cp....
T 5 %6 3.2
Rekurentna relacija povezuje svaki drugi ¢lan, a posto je prvi od njih ¢; = 0, svi neparni
su jednaki nuli. Za parne moze da se pokaze

1
Co) = HCO.

Ovaj rezultat vra¢amo u (3.44) i dobijamo

2

— 1
y(x) = o Z ﬁw% = cpe” .
k=0 "

Primetimo, ovo reSenje se poklapa sa analiti¢ki dobijenim (3.43)

3.8.2 Resavanje ODJ u okolini regularno-singularne tacke

U okolini regularno-singularne tacke ponaSanje reSenja je takvo da se moZe primeniti (nesto
modifikovan) prethodni metod.

Najpre uoc¢imo da kada je g regularno-singularna tacka jednacine (3.39), deljenjem jednacine
sa as(x) i mnozenjem sa (z — x0)? dobijamo

ay(x)

2. 1 / 2
— — r—x r—x =0
(@ =20y (@) + (@ =)o~ a0) 21 5 (@) + (o = )2 yta)
Ako definisemo
ao(x) Primetimo, kada su by i
bo = (z — x0)? 0 , by konstante, jednacina je
az(2) Ojlerova i z = xg je njena
by = (z — o) al(m)7 regularno-singularna tacka.
as(x)

onda prethodna jednakost postaje
(z —20)”y"(x) + (x — 20) bi () ¥/ (x) + bo(x) y(x) =0,

pri ¢emu su koeficijenti ove jednacine by (x) i by(z) analiticke funkcije u xg.
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Resimo sada jednacinu u okolini regularno-singularne tacke xy. Da bismo opisali metod, bez
umanjena opStosti, posmatrajmo sluc¢aj g = 0:

22y (z) + xby(2)y () + bo(z) y(x) = 0. (3.45)

Tacka x = 0 je regularno-singularna. Za koeficijente b i by smo pretpostavili da su analiticke
funkcije u x = 0 i neka su njihovi stepeni redovi:

b (z) = Z apz®, bo(z) = Zﬁkxk, (3.46)
k=0 k=0

i neka oni konvergiraju na intervalu (—R, R), tj. za |z| < R R > 0.
Trazimo refenje u obliku (metod Frobenijusa)

oo

y(x)=2" Y cpa®, co#£0, x>0, (3.47)
k=0

gde je r (za sada) nepoznata konstanta. Za x < 0 je analogno razmatranje. Diferenciranjem i
uvrStavanjem u jednacinu dolazimo do indeksne jedna¢ine koja odreduje vrednost 7:

f(r)y =7 +r(ag—1)+ B =0. (3.48)
Resenja ry i ro indeksne jednaéine su eksponenti od (3.47).

U ovoj knjizi se ograni¢avamo na slu¢aj kada su rq i ro realni koreni indeksne jednacine (3.48)
i Stavise r; > ro i 71 — ro9 nije prirodan broj. Vazi sledeéa teorema.

Teorema 3.23

Neka je © = 0 regularno-singularna tacka ODJ (3.39). Neka je R > 0 poluprecnik konve-

0@ _ (@) § 020 o) datih u (3.46).

az () az ()
Neka su ry i ro redenja indeksne jednacine (3.48) takva da r1 > 1o i 11 — ro nije prirodan
broj. Tada je za 0 < |x| < R opste resenje jednacine (3.39) linearna kombinacija dva
linearno nezavisna reSenja

rgencije Maklorenovog reda funkcija x

oo o0
yi(@) = 2" e, yala) =[] corat,
k=0 k=0

gde se koeficijenti ciy i c1 rekurentno odreduju.

Strategija za reSavanje ODJ u okolini regularno-singularne tacke
Trazimo reenje u obliku reda (3.47). Koraci su sledeéi

1. Uvrstimo stepeni red u jednacinu;

2. Dovodimo sve redove na isti stepen;

3. Svi redovi treba da poc¢inju od istog indeksa;

4

. Uporedujemo koeficijente;
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5. ReSavamo indeksnu jednacinu;
6. Za svako reSenje indeksne jednacine dobijamo koeficijente stepenog reda resenja ODJ;

7. Proveravamo konvergenciju.

Primer 3.24

Resiti ODJ 2x2y"(z) — xy/'(z) + (1 + z)y(x) = 0 u obliku stepenog reda u okolini tacke
z = 0.

Tacka = = 0 je singularna tacka ove ODJ, jer je u njoj koeficijent uz drugi izvod jednak
nuli. Po§to su by(z) = 3 i ba(z) = (1 + z) analititke u z = 0, sledi da je 2 = 0
regularno-singularna tacka. ReSenje trazimo u obliku

oo
ylx) =" Z cpak.
k=0

Diferenciranjem dobijamo

oo

y'(z) = Z ook +r) b+l (z) = Z en(k +r)(k+r—1)2Ft7—2,
k=0 k=0

Uvrstavamo u ODJ i dobijamo slede¢u jednacinu

222 Z cxk+r)k+r—1)ak 2 ¢ Z cr(k+r) 2" 4 (14 2) Z cpaktT
k=0 k=0 k=0
=2 cplk+r)(k+r—1)zF — Z cr(k+7) x4 Z crrt T+ Z et = 0.
k=0 k=0 k=0 k=0

Da bismo sve redove doveli na isti stepen u poslednjem redu menjamo broja¢ m = k + 1,

oo oo oo oo
2 ch(kz +r)(k4+r—1)zF — ch(k + )kt 4 Z et 4 Z Cm_12™TT = 0.
k=0 k=0 k=0 m=1
Da bi svi redovi pocinjali od istog indeksa k£ = 1, treba da ¢lanove za indeks k = 0
izbacimo iz prva tri reda. Tada dobijamo ODJ u kojoj je moguée sabrati redove i uporediti
koeficijente:

o0
2¢cor(r — 1)a” — cora” + Z 2cp(k+7r) (k471 —1) —cp(k+7) 4+ cp + 1) "7 =0.
k=1
Da bi ova jednakost bila ta¢na, potrebno je da svi koeficijenti uz svaki stepen od x budu
jednaki nuli. Odavde dobijamo indeksnu jednaéinu za r i rekurentnu vezu za c:

(2r(r—1) —7)co =0 = indeksna jednacina (r —1)(2r — 1) =0,
ck (2(k+7)?>=3(k+7r) +c-1=0, k>1

ReSenja indeksne jednacine sury =11iry = % Za svaki ovaj koren imamo odgovarajuce
koeficijente c¢j: -
Cl—1 _ Ck—1

CT Tk DR T TR@E-1)
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Dobijamo dva linearno nezavisna reSenja
(o) o0
y1(x) = |z| chxk, Yo () = |z|*/? Zékl‘k, || < o0,
k=0 k=0

te je opste reSenje linearna kombinacija ova dva reSenja.

Beskonac¢no kao singularna tacka

Svi rezultati koje smo naveli vaze kada je okolina tacke zy u kojoj trazimo resenje ODJ konac¢na
vrednost. Fizicki problemi zahtevaju da uklju¢imo i "tac¢ku" beskona¢no. To se ¢ini pomocu
smene

t=—.
T

Kada smenimo argument u jednacini posmatramo tacku ¢ = 0.
Prilikom uvodenja novog argumenta, treba voditi ra¢una da se diferencijalni deo korektno
smeni. Postupak je ve¢ izlozen u odeljku 3.7.2. Iz izraza za smenu ra¢unamo izvode

dx 1 d?z 1

dat 2 Az T
Na osnovu (3.37) i (3.36) se izvodi transformisu na sledeéi nacin:
y'(@) = —t%y(t),  y"(x) =t 4(t) +279(2).
Dakle, sada nasa ODJ (3.39) postaje
thas(1/1) (1) + (2¢° az(1/t) — 12 ar(1/1)) §(t) + ao(1/t) y(t) = 0.

Ispitujemo da li je tacka ¢t = 0 regularno-singularna tacka za ovu jednacinu i ukoliko jeste trazimo
njeno redenje u obliku stepenog reda sa centrom u ¢t = 0.

Primer 3.25

Posmatrajmo Lezandrovu ODJ
(1 —2%)y"(x) =2z (z) + a(a+ Dy(z) =0, «a € Ny.
Uvodenjem smene x = 1/t ona postaje
(t% — D)t24(t) 4+ 239(t) + ala + 1) y(t) = 0.
Sada je jasno da je t = 0 singularna tacka za ovu jednac¢inu, a kako su koeficijenti

22 . ala+1)
@-1) ' @

analiticke funkcije u t = 0, ova tacka je i regularno-singularna za prethodnu ODJ, odnosno
x = oo je regularno-singularna tacka za polaznu ODJ.




4 Linearne ODJ n-tog reda

Podsetimo se najpre definicije linearne ODJ n-tog reda.

Definicija 4.1

Linearna ODJ n-tog reda je ODJ oblika
an (2)y™ () +an 1 (2)y "D (@) 4+ +az(@)y (@) +ar(2)y (@) +ao(2)y(z) = g(@), (4.1)

gde su an(x), an—1(x), ..., az(x), a1(x), ap(z) i g(x) date funkcije definisane na nekom
intervalu I.

ODJ (4.1) nazivamo homogenom ako g(z) = 0 za sve x € [. U suprotnom je nehomogena.

Pocetni (Kogijev) problem se sastoji iz ODJ (4.1) i pocetnih uslova

y(zo) = Yo,
/
y'(zo) = v, (12)
y" (o) = Yn—1,
0 €L, yo, Y15y Yn—1 € R.
Teorema 4.2 (O egzistenciji i jedinstvenosti reSenja poéetnog problema)
Neka su an (), an—1(x), ..., az(x), a1(x), ao(x) i g(x) neprekidne funkcije na intervalu

I, an(z) # 0 za sve x € 1 i zg € 1. Tada postoji jedinstveno resenje pocetnog problema
(4.1) i (4.2) na intervalu 1.

Neka je dat pocetni problem

3y (x) + 5y" (x) — ' () + Ty(z) = 0,

y(1) =0,
y'(1) =0,
y"(1) = 0.

Jedno resenje pocetnog problema je y(x) = 0 na R. Na osnovu teoreme 4.2 to je i jedino
reSenje na intervalu koji sadrzi tacku = = 1.

79
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y(z) = cx® + x + 3 je reSenje pocetnog problema

2y (z) — 2ay' (x) + 2y(x) = 6,
y(0) = 3,
y'(0) =1,

na intervalu (—oo, 00) za bilo koji izbor konstante ¢ € R. Dakle, ne postoji jedinstveno
reSenje pocetnog problema. Vidimo da za as(x) = 22 nije ispunjen uslov iz teoreme 4.2 u
tacki iz pocetnog uslova x = 0.

Sa C(D) ozna¢imo skup funkcija definisanih i neprekidnih u oblasti D, a sa C*(D), k € N,

skup funkcija definisanih, neprekidnih i sa neprekidnim izvodima do reda k u oblasti D.

Sada mozemo da definiSemo diferencijalni operator koji odgovara linearnoj ODJ n-tog reda.

Definicija 4.5

Operator L : C™(I) — C(I) definisan sa

n n—1 2

L=ap(z)— + an_l(x)m TS ag(x)@

d
P +ai(x)— + ag(x)I,

dx

gde je I identicki operator, se naziva diferencijalni operator reda n.

Primetimo, £ je linearan operator, jer za bilo koje dve funkcije yq(x),y2(z) € C™(I) i bilo

koje dve konstante c1,co € C, vazi

L(c1yr + cayo)(w) = c1 L(y1)(x) + c2 L(y2) ().

Pomoc¢u diferencijalnog operatora £ reda n, linearna ODJ n-tog reda (4.1) se moZe krace zapisati

kao

Ly(z) =g(x), €l ilikratce Ly=gna L

U narednim poglavljima ¢emo ¢esto koristiti ovaj zapis.

Neke osobine resenja linearne ODJ

U ovom poglavlju ¢emo navesti znacajne rezultate za homogenu linearnu ODJ n-tog reda na
intervalu I

kao

Ly(x)=0, zel, (4.3)

i za kompletnu nehomogenu linearnu ODJ n-tog reda na intervalu 1

Ly(z) = g(x), zel, (4.4)

obe krace zapisane pomocu diferencijalnog operatora L.
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Lema 4.6 (Princip superpozicije za homogenu linearnu ODJ)

Neka su y1(x), y2(x), ..., yx(x) redenja homogene linearne ODJ n-tog reda (4.3) na
intervalu I. Tada je linearna kombinacija

c1yi(x) +eaya(z) + -+ + ey (),

gde su ¢y, co, ..., c konstante, takode resenje te ODJ na intervalu I.

Dokaz. Iz pretpostavke da su y1(x), y2(z), ..., yp(z) reSenja (4.3) sledi Ly (x) =0, Lyz(x) =0,
... Lyg(x) = 0. Iz linearnosti operatora £ sledi

Leryr + caya + -+ + cryp) (x) = e1 L{y1)(2) + 2 Ly2)(2) + - - + e, L{yk) (2) = 0,

za sve x € 11 bilo koje konstante c1, ca, ..., c,. Dakle, ¢1 y1(x)+caya(x)+- -+ yr(x) je reSenje
ODJ (4.3). O
Lema 4.7

Ako homogena linearna ODJ n-tog reda (4.3) ima kompleksno resenje y(z) = u(z)+w(z),
z €1, tada su u(z) i v(z) reSenja ove ODJ na intervalu L.

Dokaz. Sa jedne strane, pretpostavimo
L(u+w)(z) =0.
Sa druge strane, iz linearnosti operatora £ dobijamo
Lu+w)(z) = L(w)(z) +21L>V)(x).

Dakle,
L(u)(z) +1L(v)(x) =0,

§to implicira L(u)(x) = 01 L(v)(z) = 0, za = € I, &ime smo dokazali da su u(x) i v(z) takode
reSenja date ODJ na intervalu I. O

Lema 4.8

Ako je y1(x) resenje nehomogene ODJ n-tog reda (4.4) na intervalu I, a yo(x) reSenje
odgovarajuce homogene ODJ (4.3) na intervalu 1, tada je y1(z) + y2(x) resenje nehomo-
gene ODJ (4.4) na intervalu 1.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu linearnosti opeatora L i pretpostavki,

L(y1 +y2)(z) = L(y1)(w) + L(y2)(z) = g(z) + 0 = g(z),

za sve ¢ € . O
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Lema 4.9

Ako je y;(x) reSenje ODJ Ly(x) = gi(x), i = 1,...,k, na intervalu 1, tada je y(x) =
k

yi(x)+y2(z)+- - +yr(z) = Zyl(x) resenje ODJ Ly(z) = g1(x)+g2(x) +- -+ gr(x) =
i=1

k
Z gi(z) na intervalu I
i=1

Dokaz. Pretpostavljamo L(y1)(xz) = gi(x), L(y2)(z) = g2(z), ..., L(yx)(x) = gr(z). Iz lin-
earnosti operatora L sledi

Llyr +y2+ -+ ) (w) = L{y1) (@) + L(y2) () + - + L(yx)(2)
= g1(z) + g2(w) + - -+ + gr(z),

za sve x € 1, §to je i trebalo dokazati. O

Lema 4.10

Ako ODJ Ly(x) = g1(x)+1g2(x) ima kompleksno resenje y(x) = u(x)+w(z) na intervalu
I, tada su u(z) i v(x) reSenja redom ODJ Ly(x) = g1(x) i Ly(z) = ga2(x).

Dokaz. 1z pretpostavki i linearnosti operatora £ sledi
91(x) +192(2) = L(u+ w)(x) = L(u)(x) +1L(v)(2),

za sve ¢ € 1. Odavde sledi L(u)(xz) = ¢g1(z) 1 L(v)(x) = g2(x), za sve z € I, ime je dokaz
zavrsen. 0

Homogene linearne ODJ n-tog reda

Definisimo Vronskijan za skup od n funkcija i podsetimo se pojma linearne nezavisnosti skupa
funkcija iz priloga B.7.

Definicija 4.11

Neka f1(x), fo(z), ..., fa(z) € C"~1(1). Determinanta
fi(z) falx) .. fulz)
fi(x) fol@) .. o (2)
W(f1, for ooy fu)(z) = 1 (x) 2 () fi(x)
O R ORI )

se naziva Vronskijeva determinanta (Vronskijan, determinanta Vronskog) funkcija

fi(@), fa(@), s fu(2).
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Teorema 4.12

Sledeca tvrdenja su ekvivalentna
1.Vzel, Wy, y2,...,yn)(x) #0,
2. xgel, W(yi,y2,-.-,yn)(x0) #0,

3. reSenja yi(x), y2(x), . .., yn(x) homogene linearne ODJ n-tog reda (4.3) na intervalu
I su linearno nezavisna na tom intervalu.

Skup n linearno nezavisnih reSenja homogene linearne ODJ n-tog reda ima posebno ime.

Definicija 4.13

Skup {y1(x),y2(x),...,yn(x)} n linearno nezavisnih resenja homogene linearne ODJ n-
tog reda (4.3) na intervalu 1 naziva se fundamentalan skup resenja na intervalu I.

Teorema 4.14

Neka su ap,an_1,-..,a1,a9 neprekidne funkcije na 1. ODJ (4.3) ima n linearno neza-
visnih refenja na intervalu 1, tj. za svaku ODJ (4.3) postoji njen fundamentalan skup
reSenja na 1.

Podsetimo se, bilo koji vektor iz R? se mogao predstaviti kao linearna kombinacija linearno
nezavisnih vektora i, 7, k, na primer,

3
2| =3i+2j+k.
1

Tako i bilo koje resenje homogene ODJ (4.3) na I moZe da se predstavi kao linearna kombinacija
fundamentalnog skupa resenja.

Teorema 4.15

Ako y1(x),y2(x), ..., yn(x), € I, &ine fundamentalan skup reSenja homogene linearne
ODJ n-tog reda (4.3) na I, tada je njeno opste resenje

y(az) :Clyl(x)+02y2(m)+"'+cnyn(x)a 1'6]17

gde su cq,ca,...,cpy konstante.

Teorema 4.16

Neka y1 (), y2(x), ..., yn(x), x € I, &ine fundamentalan skup resenja homogene linearne
ODJ n-tog reda (4.3) na I, i neka je y(x) € C™(I) proizvoljno netrivijalno resenje ove
ODJ. Tada postoje konstante cy,ca,...,c, takve da

y() = ciyi(@) + caye(@) + -+ enyn(), z €l
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Nehomogene linearne ODJ n-tog reda

Teorema 4.17

Neka je yp () partikularno resenje nehomogene linearne ODJ (4.4) na intervalu I i neka je
{y1(z),y2(x),...,yn(x)} fundamentalan skup reSenja odgovarajuée homogene ODJ (4.3)
na I. Tada je opste reSenje ODJ (4.4)na intervalu I dato sa

y(@) = cryi(z) +e2y2(x) + - + cnyn(z) + yp(2),

gde su c1,ca,...,cp konstante.

Partikularno resenje nehomogene ODJ (4.4) trazimo metodom varijacije konstanti. TraZimo
ga u obliku

yp(r) = c1(@) y1 () + ca(2) Y2 (@) + - - + (@) yn ().

Diferenciranjem i ubacivanjem u ODJ (4.4) dobijamo sistem jednafina za izvode nepoznatih
konstanti ¢y, ..., cy:

vt yacht A+ ync, =0,

/)

yici+  yachtA ych, =0,

oV e 4y e, =g,

Ovaj sistem resavamo Kramerovim pravilom je Vronskijan reSenja odgovarajuée homogene ODJ,
za koga dakle znamo da je razli¢it od nule na celom intervalu I. Dakle, dobijamo

=

ch=—,k=1,...,n,

W

gde se W}, dobija od W zamenom k-te kolone sa (0,0,...,0,g). Ovaj skup diferencijalnih jed-
nacina za nepoznate konstante c; dobijamo integracijon gornje jednakosti.



5% | Sistemi linearnih ODJ

U ovom kursu éemo se baviti sistemima linearnih ODJ prvog reda koje su zapisane u nor-
malnom obliku:

v (2) = an(@)yr (@) + - + a1n(@)yn(z) + g1(2),

: (5.1)
Yn(2) = an1(2)y1(2) + -+ + ann (@) yn (@) + gn(2).
Ukoliko uvedemo oznake:
a1(x) an ()
A(I) = )
an1(x) nn(T)
y1 () 91(x)
Y(@) =] : |, G@o=] : [,
Yn(x) gn ()
sistem diferencijalnih jednac¢ina (5.1) moZemo da zapiSemo u matri¢nom obliku:
Y'(x) = A(2)Y (z) + G(z).
Ukoliko je G(x) = 0, za sistem
Y'(x) = A(x)Y (2). (5.2)

kazemo da je homogen. U suprotnom je nehomogen.

Definicija 5.1

Resenje sistema (5.1) na intervalu 1 je skup n funkcija:
yl = yl(x)7 A ’yn = yn(m)7

koje su diferencijabilne u svakoj tacki intervala 1 i zadovoljavaju sistem (5.1) za svako

rzel
Uz sistem (5.1) posmatrajmo i pocetne uslove za funkcije y1(z),y2(x),...,yn(z) zadate u
nekoj tacki xg
y1(zo) = y7, v2(x0) =49, .., yn(x0) = ¥, (5.3)
gde su y?,49,...,42 € R konstante, ili zapisano u matri¢nom obliku:

Y(mO) = Y07 gde je YO = [y’?] 1<i<n ’

Za pocetni problem koji se sastoji iz linearanog sistema (5.1) i pocetnih uslova (5.3) imamo
globalnu teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja:
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Teorema 5.2

Neka su funkcije a;;(x) i g;(x), i, =1,...,n, neprekidne na intervalu I. Tada za svaku
tacku xoy € 1 @ proizvoljan vektor [y?]KKn € R" postoji jedinstveno reSenje linearnog
sistema ODJ (5.1) definisano na intervalu I koje zadovoljava pocetne uslove y;(zo) = 42,
1=1,...,n

Lema 5.3

Za linearne sisteme vazi sledece:

1. Princip superpozicije. Ako su Yi,...Y, refemja homogenog linearnog sistema
(5.2), onda je i njihova linearna kombinacija

aYi+ Yo+ -+ Y,
takode resSenje tog sistema, za bilo koji izbor konstanti c1,ca,. .., Cp.

2. Ako homogen linearan sistem (5.2) ima kompleksno refenje Y (z) = U(x) + 11V (z),
tada su U(z) i V(z) dva realna redenja ovog sistema.

3. Ako sistem Y’ + A(2)Y = G1(z) +1G2(x) ima kompleksno refenje Y (x) = U(z) +
WV (x), tada su U(z) i V(x) resenja redom sistema V' + A(x)Y = Gyi(z) ¢ Y' +

k
4. Ako je U; redenje sistemaY' = A(x)Y +G;,i=1,...,k, tadaje Y = Z U; reSenje
i=1

k
sistema Y' = A(z)Y + Z Gi.
i=1

5. Ako je Yy reSenje homogenog sistema (5.2), a Y2 resenje nehomogenog sistema (5.1),
tada je Y =Y, + Y3 reSenje nehomogenog sistema (5.1).

Homogen linearan sistem ODJ

Navedimo najpre kriterijum za linearnu nezavisnost resenja.

Teorema 5.4

Neka su Y1,Ys, ..., Y, n reSenja homogenog sistema (5.2) na intervalu I. Tada su reSenja
Y1, Y5, ..., Y, linearno nezavisna na intervalu 1 ako i samo ako

W(z) = W(Y1,Ya,...,Y) (@) = | VilYal...|Ya | £0,

za svako x € 1.

Funkcija W (z) naziva se Vronskijan sistema (5.2).
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Teorema 5.5

Ako je W(xzp) = 0 za neko z¢ € I, tada je W(x) = 0 za sve x € I; ako je W(xg) # 0 za
neko xg € 1, tada je W(z) # 0 za sve x € L.

Definicija 5.6

Skup n linearno nezavisnih resenja Y1,Ys, ..., Y, homogenog sistema (5.2) na intervalu I
naziva se fundamentalni skup reSenja na intervalu I. Matrica

U(z) = MYz, .. [Yn]

naziva se fundamentalna matrica sistema (5.2).

Primetimo, det ¥(z) = W(z).

Teorema 5.7

Neka je Y1,...,Y, fundamentalan skup resenja homogenog sistema (5.2) na intervalu 1.
Tada je opste reSenje homogenog sistema na intervalu 1:

Y(z) =caYi(z) + eoYa(z) + -+ ¢, Yo ()

=U(x)C,
gde je
1
C2
C= ,
Cn
C1, ..., Cn Su proizvoljne konstante.

Primetimo da fundamentalna matrica zadovoljava ¥/ = AW.

Ukoliko je dat i pocetni uslov Y (z¢) = Y° moZemo odrediti konstantu C. Iz formule za opste
reSenje dobijamo
Y(J?()) = \IJ(.Z‘())C = C = \I/_l(xo)Y<.’E0).

Sada je reSenje pocetnog problema:
Y(x) = U(z)T 1 (20)Y (20).

Kada smo resili homogeni sistem, prelazimo na reSavanje odgovarajuéeg nehomogenog sis-
tema.

Nehomogen linearan sistem ODJ

Sli¢no kao i ranije, opste reSenje nehomogenog sistema je jednako zbiru opsteg reSenja homogenog
dela i jednog partikularnog reSenja nehomogenog sistema, kao §to precizira sledeé¢a teorema.
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Teorema 5.8

Neka je Y, partikularno reSenje nehomogenog sistema (5.1) na intervalu I ¢ neka je Y},
opste resenje odgovarajucéeg homogenog sistema (5.2) na I. Tada je opSte reSenje neho-
mogenog sistema na intervalu 1 dato sa

Y =Y, +Y,.

Do partikularnog reSenja sistema mozemo doé¢i metodom varijacije konstanti ili lakSom,
metodom pogadanja koja se primenjuje u specijalnim sluc¢ajevima.
5.2.1 Metod varijacije konstanti
Opste reSenje homogenog sistema mozemo zapisati u obliku
Y(z) =¥ (x)C.

Partikularno reSenje trazimo u obliku Y,(z) = ¥(z)C(z). Diferenciranjem i uvrstavanjem u
sistem (5.1) dobijamo:
V'C+0C = AVC + G,

pa zbog osobine fundamentalne matrice dobijamo
vC'=G = C:/W*&m
Sada je opste reSenje nehomogenog sistema (5.1)

Y(z)=9(x)C + \Il(z)/\lffl(x)G(m)dx.

5.2.2 Metoda pogadanja

Ovu metodu moZemo da koristimo ako je matrica A sa konstantnim koeficijentima i ako neho-
mogeni ¢lan ima specijalan oblik.

1. Nehomogeni ¢lan je oblika
G(z) = Po(x)e!”, (5.4)

gde je P.(z) polinom stepena r ¢iji su koeficijenti n—dimenzionalni vektori, a p je realan
broj. Partikularno reSenje je oblika

Yp(2) = Qrre!”, (5.5)

gde je k viSestrukost svojstvene vrednosti p matrice A, a @Q,yx je polinom stepena ne
veceg od 1+ k, sa koeficijentima koji su n dimenzionalni vektori. Ukoliko p nije svojstvena
vrednost matrice A, stavljamo k = 0.

2. Nehomogeni ¢lan je oblika
G(z) = e (Pp(z) sinbx + Qn(x) cosbz) , (5.6)

gde su Py, (x) i @ (x) polinomi stepena m i n, redom, ¢iji su koeficijenti n—dimenzionalni
vektori. Partikularno reSenje je oblika

Y, (z) = T (z) e** (Rn(z) sinbx + Sy (z)cosbz), N =max{m,n}, (5.7)
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gde je k viSestrukost svojstvene vrednosti at1b matrice AiTy(x), Ry (z) i Sy () nepoznati
polinomi.

Homogen linearan sistem ODJ sa konstantnim

koeficijentima
Posmatramo sistem
Y'(x) = AY (z),
gde su elementi matrice A realne konstante. ReSenje trazimo u obliku:

k1

Y(z) = Ke*, gdeje K = &

(5.8)
kn
Diferenciranjem dobijamo
Y'(z) = KXe®.

Uvrstavanjem u sistem dobijamo
(A= \)KeM =0.

Netrivijalna reSenja ¢emo imati ako
det(A— M) =0,

S$to je karakteristi¢na jednacina matrice A, tj. A je svojstvena vrednost, a K je svojstveni vektor
matrice A.

Razlikujemo sledece slucajeve:

1. n razli¢itih realnih svojstvenih vrednosti Aq,...,\,: tada imamo n linearno nezavisnih
svojstvenih vektora K7, ..., K,. OpSte reSenje na R je

Y (2) = c1 K1eM% 4 coKpe*?® + - 4 ¢, K, e,

2. realne, viSestruke svojstvene vrednosti: neka je A; A1 je koren viSestrukosti m, m € N,
svojstvena vrednost viSestrukosti m < n. ukoliko je (A — A;)™ faktor karakter-
isti¢ne jednacine, dok (A — A1)™*! to
2.1. A\p generiSe m linearno nezavisnih svojstvenih vek- nije.

tora Ki,..., K, (ovo se uvek desi ukoliko je A Ermitska
matrical), tada opste reSenje sadrzi linearnu kombinaciju

(ClKl + CQKQ + 4 Cme) 6)\130.

2.2 A1 generiSe jedan svojstveni vektor, tada se m linearno nezavisnih reSenja trazi u obliku:

Y1 = Klyle/\””, ng = (Kg’lx + KQ’Q)e/\lw, ey
Y = (Kma2™ ' 4 Kpox™ 24+ Ky )eM ™.
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3. medu svojstvenim vrednostima ima (konjugovano-)kompleksnih: neka je A\ = « + 16,
a,B € R i neka je K7 svojstveni vektor koji odgovara ovoj vrednosti. Tada reSenje sadrzi
linearnu kombinaciju slede¢ih linearno nezavisnih realnih resenja:

Y1 =Re (Klehz) = (Re(K1) cos Sz — Im(K7) sin Sz)e™”,
Yo =Im (Kle)‘””) = (Im(K) cos fx + Re(K) sin Sz)e™”.

Primer 5.9: Radioaktivni raspad

Neka Na(t), Ng(t) i No(t) predstavijaju broj jezgara tri radioaktivne supstance ¢iji se
raspad odigrava prema Semi

A2y p2E

gde su Aa i Ap konstante raspada. Supstancu C smatrajmo stabilnom. Tada su Na(t),
Np(t) i No(t) reSenja sistema diferencijalnih jednacina:

dN 4
—2 = N
dt ALVA,
dN
d—f = —ApNp + ANy,
dN¢g
—— = AgNp.
dt BiVB

Pretpostavljajuéi da je N4(0) = Ny, Np(0) =0, No(0) =0, nacéi Na(t), Np(t) i No(t).

Matrica sistema je

—Aa 0 0
A=|2a -2 O
0 A 0

Karakteristi¢na jednacina
det(A— M) = -AA+ XA+ Ap)=0

ima tri razli¢ita, realna reSenja, \1 = 0, A\s = —A4 i \3 = —Ap. Za ove svojstvene
vrednosti racunamo odgovarajuce svojstvene vektore, u oznaci

ki ka1 k31
Ky = |kio|, Ko= |kao|, Kz= |k3p
k13 ka3 k3.3

Ra¢unamo najpre svojstveni vektor pridruzen A\; = 0. Iz AK; = 0 slede dve jednacine
—Aak11 = 01 Aaki1 — Aki2 = 0, odakle sledi k11 = k12 = 0. Dakle, prvi svojstveni
vektor je

K, =

_ o O

Svojstveni vektor pridruzen vrednosti Aa = —A4 ra¢unamo iz jednacine (A+AaI) Ky = 0,
koja implicira dve jednadine e Agka 1 + (Aa — Ap)ka2 =01 Agka o + Aake 3 = 0. Biramo
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k23 = Ap i dobijamo
—(AB — Aa)
Ky = =4
AB

Za svojstveni vektor koji odgovara A3 = —Ap iz jednacine (A + A\gI)K3 = 0 dobijamo
k31 =01 ks + k33 =0, odnosno

0
Ks=1|1
-1
Sada je opSte reSenje sistema
Na(t) 0 —(Ap —Aa) 0
Np(t)| =c1 |0] + e e Aat —Aa +ege B 1
NC(t) 1 AB -1

odnosno
NA(t) = —CQ()\B — )\A)e_AAt,
Ngp(t) = —codae Mt ege Bt

Ne(t)=c1 + codge ME — cge BE,
Rac¢unamo konstante c¢1, ¢o i ¢3 iz pocetnih uslova. Prvo imamo

Ny

NA(O):N():—CQ()\B_)\A) = CQZH,

a potom
No

NB(O):O:—CQ/\A+03 = g3=Ap—,
Aa— AB

Nc(0)20281+62)\3—63 = ¢ = Np.
Dobijamo resenje pocetnog problema
Na(t) = Noe

AA —Aat A4 —Apt
Np(t) = N [ —24 _gdat 4 A s
5(0) O(AB_Me o

AB —Aat A —\pt
Ne(t) =Ny (1— —28 et 24 st
c() 0( )\B_/\Ae )\A_)\Be
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6 | Obic¢ne diferencijalne jednacine —

zadacl za vezbu

6.1 Uvod u ODJ
Zadatak 6.1.1. Za date ODJ odrediti im red,

proveriti da li su linearne i ako jesu zapisati ih
u operatorskom obliku.

1. 1 —2)y"(z) — 4day'(z) + by(z) = cos z,

Py [y
2. 254 (<Y =0
¥ dz3 <dm) +y=0

3. 9y W (1) — %" (t) + 6y(t) = 0,

) d2u+dujL cos(r + u)
=t —tu= r+u
dr? =~ dr ’
d?y dy\?
5. SV e (&Y
dx? +<dx ’
, PRk
" d2 R%

7. sin@y""(0) — cos 0y’ () = 2,
5.8~ (1-5)i+z=o.

Zadatak 6.1.2. Proveriti da li su date funkcije
reSenja odgovarajucéih ODJ:

1oy"(t) +2y'(t) = 3y(t) = 0, ya(t) = e,
y2(t) = €',

2. ty'(t) — y(t)

8.y (1) + 4y (1) + 3y(t) = ¢, yi(0)
t/3, yo(t) = et + /3,

4. £y () +5ty’ () +4y(t) =0, ¢ > 0, yi(t) =
t72, yo(t) =t 21Int.

2, y(t) = 3t + 2,

Zadatak 6.1.3. Odrediti vrednost r za koje data
ODJ ima resenje oblika y(t) = e":

1. y" +2y =0,
2.y +y —6y=0,

3.y =3y +2y =0.
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Zadatak 6.1.4. Proveriti da li su date familije
krivih resenja ODJ:

dP ce!
1. —=P(1-P), Pt) = ——
dt ( )7 () 1+cet}
d’y d’y  dy
2. x3$+2x2@—x£+y = 1222, y(z) =

izl + cox + csxlnx + 422,

Zadatak 6.1.5. y(x) = — je jednopa-

14 ce™
rametarsko resenje ODJ prvog reday’ = y—y?.
Naéi resenja pocetnih problema koji se sastoje
iz ove ODJ i pocetnih uslova:

1. y(0) = -3,
2. y(—1) =2.

Zadatak 6.1.6. y(x) = ¢; cos2x + cosin 2z je
dvoparametarska familija resenja ODJ drugog
reda y' + 4y = 0. Naéi reSenja granicnih prob-
lema koji se sastoje od date ODJ i granicnih
uslova:

1. y(0) =0,y (F) =3,
2. y(0) =1, y/(7) =5,
3.y (3) =0,y (3) =2

6.2 ODJ prvog reda

6.2.1 ODJ koja razdvaja prome-
nljive
Zadatak 6.2.1. Regiti:

1oy'(x) = x(y(z) = 1),



94

Zadatak 6.2.2. Data je diferencijalna jedna-

cina:

1:2@ =y—2ay
dz '

(a) Razdvajanjem promenljivih odrediti jedno-
parametarsku familiju resenja diferenci-
jalne jednacine.

(b) Da li jednacina ima singularno reSenje?
Ako ga ima, odrediti ga.

(¢) Odrediti partikularno reSenje diferencijalne
jednacine koje zadovoljava pocetni uslov

y(-1) =—-1.

(d) Odrediti interval definisanosti I C R rese-
nja odredenog pod (c)?

6.2.2 Homogena ODJ prvog reda

Podsetimo se najpre da je funkcija M (z) ho-
mogena funkcija stepena homogenosti n ako

M (kz) = k"M (x),

k > 0 konstanta. Analogno, funkcija dve pro-
menljive M (x,y) je homogena funkcija stepena
homogenosti n ako

M (kx, ky) = k"M (z,y),

k> 0.
Definicija 6.1

OD.J oblika
y'(x)=f (y(;)> :

gde je f neka poznata funkcija, nazi-
vamo homogenom ODJ prvog reda.

(6.1)

Povezimo pojmove homogena funkcija i ho-
mogena ODJ. Ako zapiSemo ODJ u simetriénom
obliku

P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0,

onda je ona homogena ukoliko su funkcije P(x, y)
i Q(x,y) homogene funkcije istog stepena ho-
mogenosti. Tada se deljenjem moze svesti na
oblik (6.1). Primetimo, homogena jednalina
nema "slobodnog ¢lana".

POGLAVLJE 6. OBICNE DIFERENCILJALNE JEDNACINE — ZADACI ZA VEZBU

Recept za resavanje

Homogenu ODJ prvog reda resavamo koristeci
smenu:

odakle sledi y(z) = zz(x), te je prvi izvod
Y (x) = 2(x) + 22/ (2).

Sada se ODJ (6.1) za nepoznatu funkciju y(x)
transformise u ODJ za nepoznatu funkciju z(x):

fz(x)) = 2(),

ito ODJ koja razdvaja promenljive. Ukoliko je
f(z) —z # 0 sledi

xZ(z) = (6.2)

dz
fe)—2z a2’

odakle integracijom dobijamo
dz _ax
————— =Ijz|+c¢c = z= ced T,
| 7=l
Dakle, resenje je
f dz
y(x) =cz(x)e! T&-=.
Ako za neko zg vazi f(z9) — 20 = 0, onda je
reSenje i z(x) = zp jer su obe strane ODJ (6.2)
jednake nuli, tj. resenje je i
y(x) = zpx.
Zadatak 6.2.3. Resiti:
1. (2% +y?)dx + (22 — 2y)dy = 0, 2 # 0,
2. y':efy/IJrg, x #0,
x

3' y7$+(y+l’)y/:0,l’7£0,

4. ayy' +a? —y? =0, 2y #0,
5. xy —y— 22+ y2=0.

6.2.3 Jednacina totalnog diferenci-
jala
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Definicija 6.2

Jednacina

naziva se jednacina totalnog diferenci-
jala na D C R? ako je na D ispunjen

uslov
o°P 5‘£

5 = (6.3)

Ako je ispunjen uslov (6.3), onda to znaci
da postoji funkcija U(z,y) takva da
oU
“_p
Ox ’

ou

= 4
oea. 6
jer
or 0*U  9°U _oQ
Oy  Oydx Oxdy Ox’

Uvrstavanjem u jednacinu dobijamo:

ou ou

Leva strana je totalni diferencijal funkcije U =
U(z,y), pa dobijamo odj

dU(z,y) =0,
i njeno resenje je
Uz,y) =c,

gde je ¢ proizvoljna konstanta, a funkcija U se
dobija integracijom jednog od dva izraza (6.4).
Ukoliko pointegralimo prvu jednaéinu iz (6.4),
dobijamo

Umw=/P@wM+ﬂm

pri ¢emu diferenciranjem ovog izraza po y na
osnovu drugog izraza iz (6.4)

oU(z,y) _ _Q/ df(y)
dobijamo

ﬂ@—/(@@w)iifpmwmﬁdy
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Konag¢no, resenje je

Umw:c=/P@wm

+/ (Q(fcvy)— aay/P(w,y)dw> dy.

Zadatak 6.2.4. Resiti:

1. (y —z)dz + zdy =0,

2. e¥da+(xe¥—2y)dy = 0 (resiti i reciprocnu
jednacinu datu u opstem slucaju sa x' =
o)

3. (23 + 42%y®)dx + (423y? + 3y?)dy = 0,

4. (cosy+ycosz)dr+(sinx—zsiny)dy = 0,

5. ydy = (xdy + ydx)\/1 + y2.
Zadatak 6.2.5. Za datu diferencijalnu jedna-
éinu:

(6zy3 + cos y) dz + (kazyzx sin y) dy =0,
odrediti vrednost parametra k tako da bude je-

dnacina totalnog diferencijala, a potom odrediti
jednoparametarsku familiju reSenja.

6.2.4 Jednacina koja dopusta inte-
gracioni mnozitelj
Pretpostavimo da jednacina
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0
nije jednacina totalnog diferencijala, tj. da ne
vazi
or _oq
oy Oz’
Ideja je da nademo funkciju A = A(z,y) tako
da se gornja jednacina transformise u jednacinu
totalnog diferencijala. Ova funkcija se naziva
integracioni mnozitelj.

MnoZenjem jednadine sa A = A(z,y) dobi-
jamo

Az, y)P(z,y)dz + Az, y)Q(x, y)dy = 0.
Zelimo da vazi uslov

OAP  0XQ
oy Oz
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il oA\ oP o\ 0Q
odnosno
oA oA B aQ 0P
Pay—an_)\<ax—ay>. (6.5)

U opstem sluc¢aju, funkcija A se dobija kao rese-
nje gornje jednacine. Nekad je moguce funkciju
A naéi na jednostavniji nac¢in: probamo da li je
A= A(z) ili A = A(y) (da bismo dobili ODJ za
A). Tli je moguce da je unapred dat oblik A =
A(z,y), na primer A = A(z —y), A = AM(2? +y?)
i sli¢no.

Uzmimo da je A = A(z). Tada (6.5) postaje

d\ | [(0Q 0P
o525 -%)

tj.

1 d\z) 1 (0P 0Q
Az) de _Q<8y_8x)'

Ukoliko je desna strana funkcija samo od z, us-
peli smo da pronademo korektnu zavisnost A.
Gornja jednacina za A je jednacina koja razd-
vaja promenljive.

Zadatak 6.2.6. Resiti:

1. (y+2y?)dx — 2dy =0
(uraditi © kao Bernulijevu),

2. (2% +9* +2)dz +ydy =0,
3. (2% +9? +x)dz + 2ydy = 0,

dy  wxsiny+ycosy

4- q . ;
r  ysiny — xcosy
26—
5 1y = e " HY najuéi da dopusta inte-
2ye~%Y —

gracioni mnoZitelj M\x,y) = f(zy).

Zadatak 6.2.7. Data je diferencijalna jedna-
cina:

(xysinz + 2y cos z)dz + 2z cos zdy = 0.

(a) Pokazati da ova jednacdina nije jednacina
totalnog diferencijala.
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(b) Koristeéi integracioni mnoZitelj u obliku

pw(r,y) = xy

svesti je na jednacinu totalnog diferenci-
jala.

(c) Odrediti jednoparametarsku familiju reSenja
jednacine dobijene pod (b).
6.2.5 Primena integracionog mno-
zitelja u termodinamici:
entropija kao totalni difere-
ncijal
Posmatramo jedan mol gasa u cilindru sa pokret-
nim klipom. Prvi zakon termodinamike kaze da
toplota (Q) koju dovodimo sistemu se delom
trosi na povec¢anje unutrasnje energije sistema
(U), a delom na vrsenje mehanickog rada (A):

0Q =dU + 4A.

Kako je dA = pdV, pV = RT (R univerzalna
gasna konstanta), dU = ncy T (cy je speci-
fiéni toplotni kapacitet pri konstantnoj zaprem-
ini [J/molK]), dobijamo

T
50 = eyl + 2L ay,

v Q=Q(T,V). (6.6)

Veli¢ina @) nije totalni diferencijal, jer kako je

cy konstanta
ocy , 0 (RT
ov " ar\v )’

te ovo nije pogodno za termodinamicke pro-
ra¢une. Tragamo za veli¢inom koja ¢ée biti to-
talni diferencijal i mnozimo jednag¢inu (6.6) sa

A= A\T,V)

AeydT + Agdv =2\5Q

i dobijamo uslov

dey) D (ART)’

ov oT \%
odnosno

o VAL 0A

~VRov T oT
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Probamo da li je A = A(T") integracioni mnozi-
telj, dobijamo ODJ

dA 1
= _Ti = —.
A ar = A T
Dakle,
5Q AT R
7 o Tyl

i desna strana jeste totalni diferencijal. Defini-

Semo
Q
T =
gde je S entropija.

:dS,

6.2.6 Linearna ODJ
Zadatak 6.2.8. Resiti sledece ODJ
Ly+2=z12#0,
2. zy' — 4y = x%e*,
3. 2%y +ay=1.

Zadatak 6.2.9. Resiti Kosijeve probleme za
date linearne jednacine i odrediti maksimalni
interval definisanosti reSenja:

1. xy'(x) +y(z) = e, y(1) = 2,

Qi

d—z Y Ri=E, i(0) =i,
gde su L, R, E i iy konstante,
dT

3. T k(T —T,), T(0) =Ty,
gde su k, T, i Ty konstante.

2. L

6.2.7 Bernulijeva ODJ

Definicija 6.3

Bernulijeva ODJ je oblika
v +p@)y=ql@)y®, aeR\{0,1}.

(za o =0 ili & =1 linearna ODJ).

Smenom
z=y'7" = =1y,
ODJ postaje linearna:

7+ (1= a)p(r)z = (1 - a)q(x).
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Zadatak 6.2.10. Regiti:
1. (y +zy?)dr — ady =0,

Y

2.y + % =—ay®, x#0,
x

3. xy +y=v3Inz, z > 0.

Zadatak 6.2.11. Data je Bernulijeva diferen-
cijalna jednacina:

d
2250 2zy = 3y*.
dz
(a) Koristeéi smenu z = y* svesti datu jed-

nadinu na linearnu.

(b) Odrediti jednoparametarsku familiju ree-
nja Bernulijeve jednacine.

(¢) Odrediti partikularno resSenje koje zadovol-
java pocetni uslov y(1) = 1/2.

Zadatak 6.2.12. Diferencijalna jednacina koja
opisuge kretanje lanca koji klizi preko ivice stola
ima oblik:

d
xv—v + 02 =32z,
dz
gde je v brzina translatornog kretanja lanca, a
koordinata koja odreduje poloZaj njegove krajnje
tacke.

(a) Pokazati da se ova jednacina svodi na Be-
rnulijevu.

(b) Koristeéi smenu w = v?

nacinu na linearnu.

svesti datu jed-

(c) Regiti pocetni problem koji c¢ine data jed-
nacina i pocetni uslov v(0.5) = 0.

6.2.8 Rikatijeva ODJ

Definicija 6.4

Rikatijeva ODJ je ODJ oblika

Y+ p()y + q(x)y® = r(z).

Da bismo je resili treba da znamo partiku-
larno reSenje y,. Tada je smena:

Y =2+ Yp,
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i jednacina se svodi na Bernulijevu za o = 2:
7+ (p(x) + 2q(2)yp)z + q(2)2* = 0.
Zadatak 6.2.13. Resitiy' +2y(y — z) = 1.

6.2.9 Kleroova ODJ

Definicija 6.5

Kleroova ODJ je ODJ oblika

y(@) =y (x) + f (' (2)).

Resavamo je tako $to uvodimo parametar p:

d
y'(x) = ﬁ =
Sada ODJ postaje

y(z) = xp(x) + f(p(x)).

Diferenciranjem dobijamo

p(x).

Y (@) = ple) + ap'(x) + %p'@) = p(a).

pri ¢emu je poslednja jednakost zbog smene.

Dakle,
df
dp

1. I = 0, odakle sledi p = c tj. 3 = c.
x
Kada ovo uvrstimo u ODJ dobijamo

dp
dx

y =cx+ f(o).

Ovo jednoparametarsko reSenje je familija
pravih (zavisi samo od jedne konstante c).

2. x4+ % = 0, odakle izrazimo z(p) = —%.
Kada ovo uvrstimo u ODJ dobijamo
df
y(p) = Pt f(p)-
Dakle,
_df __df
z(p) = 4’ y(p) = Pt f(p)

je singularno reSenje zadato u parameta-
rskom obliku.
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Moze se pokazati da singularno resenje Kleroove
ODJ predstavlja obvojnicu pravih linija koje
su predstavljene jednoparametarskim reSenjem.
Pri tome se pod obvojnicom familije pravih

y(z) = cx + f(c)

podrazumeva kriva koja ima osobinu da u svakoj
tacki na ovoj krivoj postoji tangenta koja pri-
pada familiji y(x) = cz + f(c).

1
Zadatak 6.2.14. Resiti y =y’ + 5 W)°.
Resenje. y(z) = cx—&—%cQ, singularno u param-
etarskom obliku z = —p, y = —%pg, odakle
moZzemo eksplicitno da izrazimo y kao funkciju

od z: y(z) = —1z%

4

Slika 6.1: Prave y = cx + %02 su tangente na

_ 1.2
Yy=—3T

Zadatak 6.2.15. Resiti

2
Ly=ay+y — ),

2 y=ay +/1+ )"

6.2.10 LagranZova ODJ

Definicija 6.6

Lagranzova ODJ je ODJ oblika

y(a) =zg(y'(x)) + (¥ (z)).  (6.7)
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Ovu ODJ resavamo parametarski. Uvodimo
parametar p: g—g = p. Kada uvrstimo u ODJ

y(x) = zg(p(x)) + f(p(x))-

Diferenciranjem dobijamo

dy o dede 4 dp
az PTIV dpdx  dpdz’
odnosno
_dp ( dg  df
Kada "obrnemo"
dz _dg  df
@(P—Q(P)) —95@"‘(17)-

Ako je g(p) # p (primetimo, za g(p) = p se
svodi na Kleroovu ODJ) dobijamo linearnu ODJ

za x(p):

dz 1
dp

dg__ 1
(p—g(p)dp”

Sada je z(p) resenje ove ODJ, a y(p) dobijamo
kada vratimo z(p) u jednacinu (6.7), y(p) =

1 df
(p—g(p)) dp’

x(p)g(p)+f(p) i dobijamo dakle reSenje u param-

etarskom obliku.
Zadatak 6.2.16. Resitiy = (1+y )z + (v/)°.

Zadatak 6.2.17. Data je LagranZova diferen-
cijalna jednacina:

y = 3ay (x) — Ty (z)°.

(a) Pomoéu parametra p(x) = y'(x) svesti jed-

nacinu na linearnu diferencijalnu jednacinu

po nepoznatoj funkciji x(p).

(b) Odrediti opste resenje dobijene linearne jed-
nacine.

(c) Pomocu resenja dobijenog pod (b) odred-
iti opSte reSenje LagranzZove jednacine u
parametarskom obliku, (x(p),y(p)).

6.3 ODJ drugog reda

Zadatak 6.3.1. Metodom varijacije konstanti
resiti sledece nehomogene linearne jednacine:
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1.y — 9y = e>*,
2.y — 4y = €**,
3.y — 4y + 4y = .

Zadatak 6.3.2. Metodom pogadanja resiti sledece
nehomogene linearne jednacine:

1. y" —y — 6y = 36z,

2. y" 4+ 3y — 4y =3,

8.y +2) +y=2a>+42+3,
4.y +y +y=2"+4z+2,

5. y" — 6y + 8y =¢e",

6. 63" — 5y +y = 5e*",
7.y + 4y +dy =e 2",
8. y' — 2 — 3y = —3xe®*,

9.y — 2y — 3y = dxe>®,

10. y" +y = sin 2,

11. ¢ +y =sinx,

12. 9" — 2y + 3y = 2® 4+ 2sinz,

18y — 4y +4y = 23 + ze®* +dx+e* +4,
14. " — 2 +y =2ze” 4 " sinz.

Zadatak 6.3.3. Metodom varijacije konstanti
resiti sledece nehomogene linearne jednacine:

1.y — 2y’ = e®sinz,
2. y" — 6y + 9y =1/22e3".

Zadatak 6.3.4. Odrediti reSenje pocetnog prob-
lema: . .

Yy -y —2y=0,

y(0) = o,

y'(0) =2.
Zatim odrediti vrednost parametra o tako da
reSenge y(t) — 0 kada t — oo.

Zadatak 6.3.5. Metodom pogadanja odrediti
opsta resenja, kao i reSemja pocetnih problema
sledeéih nehomogenih diferencijalnih jednacina
drugog reda:
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1.
y' +y -2y =2a,
y(0) =0,
y'(0)=1.
2.
y" + 4y’ = 3sin 2z,
y(0) =2,
y'(0) = -1
6.3.1 (Kosi-)Ojlerova ODJ drugog

reda

Definicija 6.7

Kosi-Ojlerova ODJ je ODJ oblika
2%y () + arzy' (z) + aoy(x) = 0, (6.8)

gde su ay 1 ag konstante.

Pokazali smo u primeru 3.17 da se smenom
argumenta z = ¢ ova ODJ moZe svesti na lin-
earnu ODJ sa konstantnim koeficijentima.

Napomena 6.11. U opstem slucaju, ODJ

an(az + )"y (z)
+an_1(ax + B)" 1y (2)
+...
+ai(az + B)y () + aoy(z) = g(z),

gde su an, ...,aq i a, B konstante, se smenom

ar +f=¢

svodi na linearnu ODJ sa konstantnim koefici-
jentima.

Drugi nacin da resimo ODJ (6.8) je da tra-
Zimo reSenje u obliku
ylx) =a™, x> 0.

Diferenciranjem i zamenom u jednacinu dobi-
jamo

(m(m —1) +a1m+ ap)z™ = 0.
Resavamo pomoénu jednacinu:

m? + (a1 — 1)m +ag = 0.
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1. my,ms € R, my # my: Opste resenje jed-
nacine (6.8) je

y(x) = c12™ 4 coa™2.

2. my,mg € R, my = my = (1 —aq)/2: Jedno
reSenje je yi(x) = 2. Primenom Teoreme
za nalazenje drugog njemu linearno nezavisnog
reSenja nalazimo ys(z) = ™! Inz. OpSte reSenje
jednadine (6.8) je

y(z) = 1™ + cox™ In.

3. mi,ms € C, my = a+1b, mo = a—1b. Opste
reSenje jednacine (6.8) je

y(x) = x* (¢ cosblnx + ¢ sinblnx) .

Za z < 0 smenom argumenta —x = t je svodimo
na slucaj koji smo posmatrali.

Zadatak 6.3.6. Resiti ODJ:

1. 2%y — 2xy — 4y =0,

2. 4%y +8xy' +y =0,

3. 4xy" + 17y =0,

4. 2%y —xy +y=1Inzx,

5. x%y" — 3xy’ + 5y = 322.

6.3.2 Resavanje linearnih ODJ
drugog reda pomoc¢u redova

Zadatak 6.3.7. Za date ODJ dokazati osobine
odgovarajucih tacaka, kao Sto je navedeno u sle-
decoj tabeli (npr. pokazati da je tacka x = 0
reqularno-singularna za hipergeometrijsku ODJ).
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ODJ R-S ES

hipergeometrijska
z(1—x)y"”
(1+a+br—c)y
+aby =0,

a,b,ceR | 0,1,00 -

Lezandrova
(1 _ x)Qy// _ 2.%':(//
+a(a+1)y =0,

aeNy | —1,1,00 -

Cebisevljeva
(1 —2?)y" —axy +n’y =0,

neN| —-1,1,0 -

degenerisana
hipergeometrijska

zy" + (c—z)y —ay =0,
a,c e R 0

Beselova

w2y// +9cy’

+(22 —n?)y =0,
neN 0

Lagerova
xy”" + (1 —2)y +ay =0,
a€eR 0

Ermitova
y" —2zy + 2ay = 0,
a€eR - 00

R-S oznacava regularno-singularnu tacku,
ES oznacava esencijalni singularitet.

Zadatak 6.3.8. Nadi resenje u obliku stepenog
reda slede¢ih ODJ

1. (2 4+1)y" () +ay (z) —y(x) = 0 u okolini
tacke x = 0,

2. (1 — 22)y"(x) + 2zy/(x) + 2y(x) = 0 u
okolini tacke x = 0,

4. (z=2)y"(2) +y'(z) — (x - 2)°y(z) =0 u
okolini tacke x =1,

5. ey () + 2y (@) + (@ — Dy(2) = 0 u

okolini tacke r =1,

6. y/’gx) + (z —1)y'(z) + y(x) = 0 u okolini

tacke x =

101

Zadatak 6.3.9. Naéi u obliku stepenog reda
reSenje pocetnog problema:

y"(x) + xy'(x) + 3y(x) =0,

y<0) Qo,

y'(0) = a1
Zadatak 6.3.10. Nadi resenje u obliku stepenog
reda sledec¢ih ODJ

1. 2zy" () +y'(z) —y(x) = 0 u okolini tacke
z =0,

2. 22%y"(z) — 2y (z) + (1 — 2H)y(x) = 0 u
okolini tacke x = 0.

6.4 Linearne ODJ n—togreda

6.4.1 Homogena linearna ODJ
n—tog reda sa konstantnim
koeficijentima

Homogena linearna ODJ n—tog reda sa konsta-
ntnim koeficijentima je jednacina oblika

L(y)(z) =y (@) + an-1y" V(@)

S aQy”(J;) + aly’(x) + apy(r) =0,
(6.9)

gde su koeficijenti a;, © = 0,...,n — 1 realne
konstante.

Regenje trazimo u obliku y(z) = e*. Uvrs-
tavanjem u jednacinu (6.9) dobijamo

ﬁ(eAm) — 6)\1 ()\n + an_l)\"fl
ot aX +a A +ag) = 0.

Posto e’ # 0, prethodna jednakost je ta¢na
ukoliko

AN+ A b asA F ag A+ ag = 0.

(6.10)
Jednacina (6.10) se naziva karakteristi¢na jed-
nacina za jednacinu (6.9). Iz relacije £(e**) = 0
sledi da je funkcija e** refenje jednacine (6.10)
ako i samo ako je \ koren karakteristicne jed-
nacine. U zavisnosti od prirode korena karak-
teristi¢ne jednacine, razlikujemo sledeée sluca-
jeve:
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1. Koreni karakteristi¢ne jednac¢ine su prosti i...

1.1. realni: Opste reSenje (6.9) je
y(aﬁ) = CleAIQC 4 026)\236 L Cneknx.

1.2. ima komleksan koren N\, = ap + 10k, za
neko k= {1,...,n}, ay,Br € R:

od jednog kompleksnog regenja e** dobijamo
dva realna:

y(z) =e**Tcosfrr 1 ya(x) = €™ sin fix.

2. Koreni karakteristi¢ne jednacine su visestruki
i..

2.1. realni: Ako je A\, koren karakteristi¢ne jed-
nacine viSestrukosti my < n, tada su funkcije

A

et xe)‘”, xze’\’“w, ..

i ,ika_le)\kI

linearno nezavisna regenja ODJ (6.9).

2.2. ima komleksan koren A\, = «y + 15 viSe-
strukosti my < n/2: dobijamo 2my, realnih lin-
earno nezavisnih resenja ODJ (6.9):

e*** cos Brr, xe“ " cos B,

2 _arx

z2e mp—1_oarx

cosBrx,..., T e*** cos B,

e**® sin Brx, xe® " sin Py,

2 _apx

2% sin B, . .., 2™ e T sin Bz

Na kraju, podsetimo se Hornerove Seme: kan-
didati za racionalne nule polinoma P, (z) = a,z"+

e pol
4 aye +ag su {ieocao}

delioci a,,
Zadatak 6.4.1. Resiti sledece ODJ:
1. 4" —6y" + 11y — 6y =0,
2.y —9y” + 20y = 0,
3. y" —6y" + 2y + 36y =0,
4o y® =y — 2" 42" +y —y =0,
5.y £ 8y + 24y" + 32y + 16y = 0.
Zadatak 6.4.2. Resiti pocetni problem:
y/// _ 6y// + 11y/ — 6y =0,

y(m) =0,
y'(r) =0,
y'(m) =1
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6.4.2 Nehomogena linearna ODJ
n—tog reda sa konstantnim

koeficijentima — metoda pogadanja

Posmatramo linearnu ODJ sa konstantnim ko-
eficijentima:

Y (@) + an_ y " (@) + ..

+asy’(z) + a1y (z) + ag y(z) = g(z).
(6.11)

Kada je funkcija g(x) specijalnog oblika, jedno
partikularno reSenje (6.11) moZemo naéi i jed-
nostavnijim postupkom.

1. Ako je

g(x) = "™ Py (z),
gde je P, (x) polinom stepena m i r realan

broj, tada je jedno partikularno reSenje jed-
nacine (6.11) oblika

Yp(z) = xkeQO(m), k>0,
gde je Q. (x) polinom stepena m. Ako je r nula
karakteristi¢ne jednacine za pridruzenu homogenu
jednac¢inu od (6.11), k je jednako viSestrukosti
nule r, ako r nije nula karakteristi¢ne jednacine

uzimamo k = 0.
2. Ako je

g(z) = e (P, (z) sinbz + Qp(z) cosbx) ,

tada je jedno partikularno reSenje jednacine (6.11)
oblika

yp(2) = 2% (R (z) sinbx + Sn (z) cosbx)

N = max{m,p}, k > 0, gde je k viSestrukost
korena a + b karakteristi¢ne jednacine (6.11).

Zadatak 6.4.3. Resiti ODJ:
Yy — 6y’ + 11y — 6y = 2ze™".

Zadatak 6.4.4. Metodom varijacije konstanti
resiti ODJ:

y/// _ 6y// + 11y/ — 6y = 6496/(1 4 623:).
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6.5 Sistemi linearnih ODJ sa
konstantnim koeficijenti-
ma

Zadatak 6.5.1. Resiti:

d
—x:2x+3y,

dy
— =2 .
T Tr+y

dt

Resenje. Matrica sistema je

R

Karakteristi¢na jednacina je
det(A—\) =)\ -3\ —4=0,

Cija su reSenja karakteristicne vrednosti A\ =
—1, Ay = 4, dakle realna i razli¢ita.
Za prvu svojstvenu vrednost \; = —1 svo-

jstveni vektor
_ k11
Kl - |:k1,2:| 9

se odreduje reSavajudi sistem jednacina za ki ;
iki2, (A4+ 1)K, = 0 koji se svodi na jednu
jednacinu ki1 = —k; 2. Biramo k1o =11 do-
bijamo prvi svojstvenu vektor

&

Analogno za drugu svojstvenu vrednost Ay = 4
reSavamo sistem jednaéina (A —4I)K, = 0 za
elemente svojstvenog vektora

k2
KQ - |:k'2}2:| )

koji se svodi na jednu jednacinu 2ks 1 — 3k o =
0. Biramo k3 2 = 2 i dobijamo

k=[l]

Sada je opSte reSenje sistema:

) =t D] e )
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Zadatak 6.5.2. Resiti:

eyt
— =2z — z
az Y )
d
d—zt/:x—l—2y—z,
d
d—i:x—y—i—%.

Resenje. Ovaj zadatak se radi slicno kao pre-
thodni, svojstvene vrednosti su realne i razlicite,
AL=1, =2, A3 =3.

Zadatak 6.5.3. Rediti:

1 -2 2 .
OlTX (-2 1 —2|x, x=|y
L 2 -2 1 2

Resenje. Matrica sistema je
A =

Resavamo karakteristi¢nu jednacinu
det(A— M) =—-A+1)>*\-5)=0.

Svojstvena vrednost A 2 = —1 je viSestrukosti
dva, A3 = 5 je viSestrukosti jedan. Odredujemo
svojstveni vektor

k1,1
k12|,
k1,3

K =

koji odgovara A1 2 = —1 iz jednagine (A+I)K =
0, koja se svodi na jednu jednacinu kq ;1 — k1 2+
k13 = 0. Treba da fiksiramo dve komponente
vektora, §to moZzemo da uradimo na dva nacina,
odakle slede dva linearno nezavisna vektora

0 1
K= |1, Ky=|1

1 0
Dakle, ova svojstvena vrednost generise dva lin-
earno nezavisna vektora, §to Ovo smo mogli da
naslutimo iz simetri¢nosti matrice sistema A,
jer znamo da za simetri¢nu matricu sa realnim
koeficijentima formata n x n postoji n linearno
nezavisnih svojstvenih vektora bez obzira na
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viSestrukost svojstvenih vrednosti. Da bismo

odredili svojstveni vektor

k31
k3ol ,
k3.3

Ks =

koji odgovara svojstvenoj vrednosti A3 = 5 re-
Savamo sistem (A—51) K3 = 0 odakle dobijamo
dve jednacine k‘372 + k/’373 =01 k‘3’1 + k‘372 =0.
Biramo k32 = —1, Sto odreduje sve elemente
ovog vektora:

1
Ky;=|-1
1
Opste resenje sistema je:
z(t) 0 1 1
yt)| =cre |1 +eae™ [ 1] 4eze®™ [—1
2(t) 1 0 1

Zadatak 6.5.4. Regiti:
ax _

3 —18 x
= X, X= .
di (2 =9 ) ’ <y)

ResSenje. Svojstvena vrednost matrice sistema
je viSestrukosti dva, A = —3. Dva linearno
nezavisna reSenja trazimo u obliku:

X, =Ke™®, Xy=(Lt+M)e >,
Svojstveni vektor K nalazimo na uobicajen na-
¢in: karakteristi¢na jednacina (A 4+ 3I)K = 0
implicira jednac¢inu za elemente vektora K, ki —
3k = 0. Birajudéi ko = 1 nalazimo prvo resenje:

_ 3] -3t
X1|:1:|€ .

Drugo resenje ubacujemo u sistem, da bismo
odredili matri¢ne jednacdine za nepoznate vek-
tore L i M. Sistem X’ = AX postaje

t(AL — AL) + AM — AM — L = 0.

Ova jednacina je moguca jedino ako su svi ko-
eficijenti u polinomu po ¢ jednaki nuli, tj.
(A—X)L =0,

(A-X)M=L. (6.12)
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Sada vidimo da se vektor L poklapa sa vek-
torom K i preostaje jos da izracunamo vektor
M iz poslednje jednacine. Ova jednacina se
svodi na jednu jednacdinu za elemente vektora
M: 2mq — 6my = 1. Biramo my = 0 i dobi-

jamo . {162] |

Sada je drugo linearno nezavisno resenje:

XQ = |:1(/)2:| 673t + |::])-):| teigt.

Opste reSenje dobijamo linearnom kombinaci-
jom prethodna dva,

X = Cle + CQXQ

cofferen (e 1)

Zadatak 6.5.5. Resiti:

' =2x —y— 2z,
y =2z —y— 2z,
7 =—z+y+2z.

Resenje. Matrica sistema ima jednu svojstvenu
vrednost A = 1 viSestrukosti tri. Najpre trazimo
svojstveni vektor K reSavajuéi (A — I)K = 0,
odakle sledi jedna jednadina k1 = ko+ks. Dakle,
ova svojstvena vrednost generise dva linearno
nezavisna svojstvena vektora:

1 1
K1: 07 K2: 1 )
1 0

¢ime dobijamo dva linearno nezavisna reSenja
X1 = Kqet i Xy = Koel. Treée reSenje trazimo
u obliku X3 = (Lt + M)et. Uvritavanjem u
sistem dobijamo iste matri¢ne jednacine kao u
prethodnom zadatku (6.12). Dakle, L nalazimo
iz jednacine (A — I'L = 0, odnosno L je sada
linearna kombinacija izracunatih vektora K i
K>, L = aK; + K>, dok M nalazimo iz jed-
nac¢ine (A — I)M = L, odakle dobijamo sistem
za komponente vektora M:

1
m1:§ﬁ+m2+m3, mp = —Q+ mz + m3.
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Biramo oo = 1, § = 2, my = 0, odakle sledi
m3 = 11imq = 1. Dakle,

Konac¢no, opste resenje sistema je:

1 1
X=c 0| et 4co|1] €
1 0
0 3
+ c3 1| et+ [2] ted
-1 1
Zadatak 6.5.6. Resiti:
2 1 6 T
dX
0 0 2 z

Resenje. Matrica sistema ima svojstvenu vred-
nost A = 2 viSestrukosti tri. Prvo reSenje tra-
zimo u obliku X; = Ke?. Jedna¢ina (A —
2I)K = 0 povlaci dve jednacine ko + 6ks = 0,
ks = 0, odakle dobijamo

K =

O O =

Dakle, svojstvenoj vrednosti je pridruzen jedan
svojstveni vektor. Kao u prethodnom zadatku,
drugo reSenje trazimo u obliku

Xy = (Lt + M) e?t. Uvritavanjem u jednacinu
dobijamo L = K i

M:

o = O

Konaé¢no, trec¢e reSenje trazimo u obliku X3 =
(Pt? + Qt + R) €*'. Ubacivanjem u sistem do-
bijamo (A —2I)P = 0, (A —20)Q = 2P i
(A—-2I)R = @, odnosno P = K, Q = 2M
i
0
—6/5
1/5

R =
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Sada je opSte reSenje sistema

X =0 62t+02

1
0
0
1 0 0
+es | |0 2 + |1 te? + | —6/5| %
0 0 1/5
1 + cot + c3t?
= 62*6/5 63+03t 62t.
1/5 C3

Zadatak 6.5.7. Resiti:

- ) x-()

dat — \-1
Resenje. Karakteristi¢na jednacina
det(A—XI) = A2 +4=0,
gde je A matrica sistema, ima kompleksno -
konjugovan par reSenja A2 = £2¢. Trazimo
svojstveni vektor iz jednacine (A — 2¢I)K = 0
koja implicira jednac¢inu za elemente vektora K,

k1 4+ (2 4+ 20)k2 = 0. Imajuéi u vidu Ojlerovu
formulu

e = cos Bz + 1sin Bz,

mozemo raspisati

KeQZt

_ |2cos2t — 2sin2¢ + 1 (2sin 2t + 2 cos 2t)
o —cos2t —18in 2t ’

Zaklju¢ujemo da su dva linearno nezavisna re-
Senja sistema
—cos 2t

X, = Re (Kem) _ [2 cos 2t — 2sin Qt} 7

Xy = Im (Ke®) = {2 sin 2t + 2 cos 2t] ,

—sin 2t

a opSte reSenje sistema je njihova linearna ko-
mbinacija X = Cle + CQXQ.

Zadatak 6.5.8. Resiti:

dx
FEA
d
—y:5x+4y.

dt
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Zadatak 6.5.9. Resiti:
¥ =x—-y-z
Yy =x+y,

7 =3x+ 2.

Zadatak 6.5.10. Resiti:

¥ =2 —y—z+ e,
y =3z — 2y — 3z + cost,
2 =—x4y+2z+e

Resenje. Prvo resavamo odgovarajuéi homo-
geni sistem. Svojstvene vrednosti su Ay = 0
i Ag,3 = 1 viSestrukosti dva. Prvoj svojstvenoj
vrednosti odgovara vektor K1, dok druga gener-
i8e dva linearno nezavisna svojstvena vektora

K2 i Kg:

1
Ki=|3

1 1
Ko= |1] ,K3= [0
~1 0 1

Sada je opSte reSenje odgovarajuceg homogenog
sistema:

1 1 1
Xp=c1| 3| +coet |1| +¢c5€t |0
-1 0 1

Da bismo regili nehomogeni sistem koristimo
metodu pogadanja. Najpre nehomogeni ¢lan
zapisujemo kao zbir tri vektora:

2t

e
G(t) := |cost| = G1 + G2+ Gs,
t
e
et 0 0
Gi(t) =] 0 |,Ga(t) = |cost| ,Gs(t)= |0
0 0 et

Uporedivajué¢i sa (5.4), za G7 imamo r = 0 i
© = 2. Posto p = 2 nije svojstvena vrednost
matrice sistema stavljamo k£ = 0, te je kona¢no
partikularno reenje oblika X,, = Qoe*, gde je
Qo polinom stepena nula odnosno konstantni
vektor. Elemente vektora Qo = [q1 ¢2 g3]T do-
bijamo ubacivajuéi u jednacinu X' = AX + Gy,
gde je A matrica sistema. Dobijamo
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1
(2I = A)Qo = |0
0
G2 +q3=1,
& —=3q1 +4q2 +3q3 =0,
g1 —q=0
3/2
1/2

Nehomogeni ¢lan Ga uporedujemo sa (5.6)
i nalazimo m =n =0,a =01b = 1. Sada
je N = 0 i kako +¢ nije svojstvena vrednost
imamo k = 0. Dakle, partikularno resenje tra-
Zimo u obliku X,, = Agcost + Bpsint. Uvrs-
tavanjem u jednac¢inu X’ = AX + G4 dobijamo

1/2 1/2
AOZ 1 5 B(): 2
—-1/2 ~-1/2

Konacno, resavamo X’ = AX + G5. Sada je
r=01ip =1 je svojstvena vrednost od A
viSestrukosti 2, te je k = 2. Sada je X,, =
Qae' = (At? + Ast + Ap) e'. Konstantne vek-
tore Ag, A; i Ap dobijamo uvrStavanjem X, u
jedna¢inu X' = AX + G,

0 ~1 0
Ay = {0],A4,=|-3|,40= |0
0 2 1

Zaklju¢ujemo, opste reSenje nehomogenog sis-
tema je

X:Xh+XP1+XP2+XP3

1 1 1

=c1 | 3| +egel [1]| +e3ef |0

-1 0 1
3/2 1/2
+e?" (3/2| +cost | 1
1/2 -1/2

1/2 —t

+ sint 2 +et | =3t

-1/2 2t+1
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Parcijalne diferencijalne jednacine
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7 I Osnovni pojmovi

Definicija 7.1

Jednacina u kojoj se javljaju parcijalni izvodi nepoznate funkcije u nezavisno promenljivih

x1,..., T naziva se parcijalna diferencijalna jednacina. Opsti oblik parcijalne diferenci-
Jjalne jednacdine n-tog reda za funkciju u = u(xy,...,xx) je
Ju ou o™u

Flxy,..., oty —, .., —, =——— | =0 7.1

(0w gt i ) =0 7y

pri cemu su Ny, . ..ng € Ng takvi da ny +---+ni =n, a F je poznata funkcija.

U nastavku éemo ravnopravno koristiti razne oznake za parcijalne izvode, na primer,

ou
et Uy = Ozl
Shodno napomeni 1 parcijalnu diferencijalnu jedna¢inu ¢emo krace zapisivati PDJ.

Definicija 7.2

Resenje PDJ (7.1) je funkcija u = u(x1,...,xx) iz nekog dopustivog skupa funkcija koja
ovu jednacinu prevodi u identitet.

Definicija 7.3

Grafik resenja PDJ (7.1) se naziva integralna povrs te jednacine.

Primetimo, integralna povrs PDJ (7.1) je jedna hiperpovrs u R*+1.

Slicno kao u teoriji ODJ, obi¢no se u primenama trazi da reSenje PDJ zadovolji neke dopunske
uslove. U zavisnosti od njih, u teoriji PDJ mozemo izucavati:

1. Kogijeve (pocetne) probleme, kada su dati pocetni uslovi,
2. grani¢ne probleme, kada su nam dati uslovi na rubu oblasti definisanosti resenja,

3. mesovite probleme, kada su nam dati i pocetni i graniéni (tzv. meSoviti) uslovi.

(Kvazi)linearne PDJ

U ovoj knjizi éemo posebnu paznju posvetiti klasi kvazilinearnih PDJ tj. PDJ koje su linearne
po parcijalnim izvodima najviSeg reda. Dodatno, ako je PDJ linearna i po svim parcijalnim
izvodima i po nepoznatoj funkciji, onda je ona linearna PDJ.
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Uvedimo ove pojmove za PDJ drugog reda. Kvazilinearna PDJ drugog reda je PDJ oblika

ko ok 5%
;;aijaziazj =F,

gde koeficijenti a;; i funkcija F' zavise od nezavisno promenljivih z1,...,zy, funkcije u i prvih
izvoda gfu% tj.
( ou ou ) F_p ( ou ou )
aijzaij Llyeees Ty, Uy = 5eeey =7 |, = Llyeees Ty Uy 75 eeey 7
Ou, Oz, Ou, Oz,

i dodatno koeficijenti uz drugi izvod su simetricni, a;; = a;;.
Linearna PDJ drugog reda je PDJ oblika

P 0%u u ou
SO i (@) 5o+ Db () e ()= F (o) (72)
=1 j=1 J =1
Dakle, sada svi koeficijenti zavise isklju¢ivo od nezavisno promenljivih x4, ..., Tk.

Transportna jednacina sa konstantnom brzinom prostiranja ¢ € R
Ut + cuy, =0,
gde je u = u(t,z) je jedna linearna PDJ prvog reda. Zaista, u ovom slucaju k = 2 i

nezavisno promenljive interpretiramo kao x1 =t i x5 = x. Koeficijenti su by =1, by = ¢ i
c=0, F=0.

n-dimenzionalna (homogena) talasna jednacina

Pu  , (0*u  O*u 0%u
— |+t + "+ =0, 7.3
¢ Ox? * ox3 o oz (7.3)
gde je nepoznata funkcija u = u(t,z1,...,z,), dok je ¢ > 0 konstanta je jedna linearna
PDJ n + 1-og reda. Zaista, sada je kK = n+ 1, x1 se interpretira kao vreme x; = t, dok su
Z2,...,Tkr+1 prostorne promenljive. Koeficijenti uz drugi izvod su dijagonalni,
ann =1, aj; = - zai=2,...,k+ 1, dok su svi ostali a;; = 0,za 1 # j.

Ostali koeficijenti su identic¢ki jednaki nuli, b; =0, zasvei=1,...,k+1ic=0, F =0.

PDJ

2
Ug Ugy + Uy Uyy +u” =0

je primer kvazilinearne PDJ. U ovom slucaju, k = 2, 1 = z, 2 = y. Koeficijenti su
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_ _ _ _ . .2
11 = Uz, A22 = Uy, G12 = a21 = 0, dok je F' = u”.

PDJ

(ue)® + (uy)* =0

je primer PDJ koja nije ni linearna ni kvazilinearna.

Neke od osobina linearnih PDJ su navedene u sledec¢oj lemi.

Lema 7.8 (Neke osobine resenja linearnih PDJ)

1. Ako su wuy, us, ..., u, reSenja PDJ (7.5) i C1, Ca, ..., C, proizvoljne konstante,
tada je i ZCkuk reSenje PDJ (7.5)

k=1
2. Ako su uy,uz,... refenja PDJ (7.5) i Cl, Cs, ... proizvoljne konstante, tada
funkcija u odredena konvergentnim redom Z Cruy, diferencijabilnim élan po célan

k=1
dva puta po svakoj od nezavisnih promenljivih, jeste resenje PDJ (7.5).

Primetimo razliku u odnosu na ODJ: u teoriji ODJ je linearna kombinacija kona¢no mnogo
reSenja bila reSenje, dok se u teoriji PDJ ovaj koncept prosiruje na beskona¢no mnogo resenja.

Klasifikacija kvazilinearnih PDJ drugog reda

U opstem slucaju, za kvazilinearne PDJ drugog reda u kojoj su koeficijenti uz parcijalne izvode
drugog reda funkcije samo nezavisnih promenljivih moguce je izvrsiti klasifikaciju na hiperboli¢ne,
paraboli¢ne ili elipticne PDJ. Svaki tip PDJ ima svog kanonickog predstavnika koga éemo u
narednim poglavljima analizirati.

Izvrsimo klasifikaciju kvazilinearnih PDJ drugog reda u specijalnom slu¢aju kada nepoznata
funkcija u zavisi od dve promenljive, odnosno za nepoznatu funkciju v = u(z,y). Tada je PDJ

oblika
0%u 0“u Ju Ou
—,— | = 4
Alw) o + 2B() e+ Cla) T4 F (w5 ) =0, (1)
gde su funkcije A, B,C € C%(G), G CR? A2+ B2+C% #0, F € C(H), H C R® i pretpostavimo
bez gubitka opstosti da je A # 0.
Funkciju

2 2 2

D = D(z,y) = B? — AC

zovemo diskriminanta PDJ (7.4) i pomoéu nje je moguce izvrsiti klasifikaciju ove jednaine. PDJ
(7.4) je

(1) hiperboli¢nog tipa u oblasti G ako je D > 0 za sve (x,y) € G,
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(2) paraboli¢nog tipa u oblasti G ako je D = 0 za sve (x,y) € G,
(3) elipti¢nog tipa u oblasti G ako je D < 0 za sve (z,y) € G.

Jednadina (7.4) moze biti i meSovitog tipa ako je razli¢itog tipa na nekim podoblastima u oblasti
G.

Kanonicki predstavnik PDJ drugog reda hiperboli¢nog tipa je talasna jednacina, paraboli¢nog
tipa je jednadina provodenja toplote ili jednacina difuzije, dok je za elipti¢nu jednacinu to
Laplasova jedna¢ina. U narednim poglavljima ¢emo svaku od ovih PDJ analizirati i reSavati
u nekim specijalnim slucajevima.

Zapis linearne PDJ drugog reda pomod¢u par-

cijalnog diferencijalnog operatora

Ako su koeficijenti (7.2) neprekidne funkcije na nekoj oblasti D, moZemo da definiSemo parcijalni
diferencijalni operator £ : C?(D) — C(D) sa

L= 303 i (@1, sn) 5 b () (),

i=1 j=1 =l

te se linearna PDJ (7.2) moZze zapisati u kracem obliku,
Lu(xy,...,xn) = F(x1,...,2,). (7.5)

Primetimo, parcijalni diferencijalni operator je jedan linearan operator.

Laplasov operator

Posebno znacajan parcijalni diferencijalni operator je Laplasov operator ili Laplasijan.

Definicija 7.9 (Laplasov operator)

Laplasov operator, u oznaci A, za funkciju koja zavisi bar od promenljivih x1,...,x, se
definise sa
0? 0? 0?
A=+ 5+ + 5, 7.6
0z3 * 0z3 0x2 (7.6)
gde su x1,...,T, neke od koordinata funkcije na koju operator deluje.

Primer 7.10

n—dimenzionalna talasna jedna¢ina (7.3) pomoéu Laplasovog operatora moze da se zapise
u obliku

Pu
— —c*Au =0,
ot?
gde je u = u(t,xy1,...,2,) 1 ¢ > 0 konstanta. Primetimo, Laplasov operator se odnosi

samo na prostorne koordinate x1,...,Z,, ne i na vremensku koordinatu t.
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U zavisnosti od oblasti definisanosti funkcije u Cesto je pogodnije izraziti Laplasov operator
u nekom drugom sistemu koordinata.

7.4.1 Laplasijan za funkciju koja zavisi od rastojanja

Ako funkcija u zavisi samo od rastojanja tacke (z1,zs,...,2,) od kooridinatnog pocetka t;j.
u=u(r) =u(/23 + 23+ -+ 22), tada je
2 (n—-1)d
A=— —. 7.7
dr2? r dr (1)
Dokaz. Znajuéi
or T |
=—, 1=1,...,n,
o0x; r

mozemo da izra¢unamo prvi izvod

ou Oou Or x; i
= — =, —, 1=1,...,n,
Ox;  Or Ox; r

kao i drugi izvod na osnovu pravila za izvod proizvoda i izvod slozene funkcije

0?%u z? 1 x? .
Tﬁ:u7-7-ﬁ+;u7-—ﬁu7», 1217...77'1,.
Sada je konacno Laplasijan
n
0%u n 1
Au = W = Upp + — Uy — Uy,
= 0] r r
¢ime je dokazano tvrdenje. O

7.4.2 Laplasijan u polarnim koordinatama
Ako je dimenzija n = 2, i ako su date polarne koordinate (p, ), pri ¢emu je

x=pcosp, y=psinp, (7.8)
p>0,0< < 2m, odnosno p? = z2 + 4%, p = arctg, onda je Laplasov operator

P 10 10
op>  pdp  p?Op?’

7.4.3 Laplasijan u polarno-cilindri¢nim koordinatama
Neka je dimenzija n = 3 i neka su date polarno-cilindri¢ne koordinate (p, ¢, z), pri ¢emu je

T =pcosp,y=psing,z=2,p>0,0< ¢ <2mz€R. (7.9)
Laplasov operator u ovim koordinatama je

® 10 1o P
dp*  pdp  p?Op?  0z?
_13( a) 102 o2

A:

oo \"0p) T Pa T o



114 POGLAVLJE 7. OSNOVNI POJMOVI

Dokaz. Dokaz izvodimo shvatajuéi u kao slozenu funkciju

u=u(z(p, ), y(p; ), 2),

gde su x i y kao funkcije od p i ¢ date u (7.9). Sada je parcijalni izvod od u po promenljivoj p
prema pravilu izvoda slozene funkcije

Up = UgTp + Uyl = Uy COS Y + Uy Sin @,
dok je na isti nacin izvod po ¢
Up = UpTyp + UylYp = —Ug PSIN @ + Uy p COS .

Da bismo izra¢unali drugi izvod kombinujemo pravila za izvod proizvoda i izvod sloZene funkcije,
te je

Upp = €OS P (Ugg COS P + Ugy SIN @) + 8IN @ (Uyg COS Y + Uy, SiD P)
= Uyy cOs? @ + 2Ugyy COS P SIN P 4 Uy sin? o,
dok je
Upp = —PSiN @ (—Uzg pSiN @ + Ugy pCOS P) — Uy pCOS @

— Uy pSing + pos ¢ (—Uyg pSIN P + Uy, pcosp)

=p? (um sin? o — 2Ugyy COS O SIN P + Uy cos? <p) — PUp.

Sada vidimo da je
1 1
Upp + ﬁ“wp = Ugg + Uyy — ;“pv

odakle sledi

Ugy + Uyy + Uzz = Upp + ;up + ?uw, + Uy,

odnosno tvrdenje. O

7.4.4 Laplasijan u sfernim koordinatama

Neka su za n = 3 date sferne koordinate (r,0,¢), 7 > 0,0 <60 <, 0 < ¢ < 27, pri ¢emu je
x=rsinfcosyp, y=rsinfsiny, z=rcosh (7.10)

ili obratno:

z
r =22+ 9%+ 22, 0= arccos—, cp:arctgg.
T x

Laplasijan u sfernim koordinatama je:

A—iﬁ QE +#£ QQ +;872
“ 2o\ or 2sindas \> 99 r2sin? 0 0p?’



8 I PDJ prvog reda — transportna

jednacina

Jednodimenzionalni talasi

Talase sre¢emo svakodnevno, talasima ¢emo nazivati okeanske talase, zvucne talase, "talase" na

fudbalskim utakmicama, "talase" u saobracaju, itd.

Intuitivno, talas je rezultat poremecéaja koji se pro-
stire kroz medijum. Medijum mozZe biti voda, vaz-
duh ili grupa ljudi. Na primer, talas su prsten-
ovi koji se koncentrino Sire od odredene tacke na
povrSini vode — na primer tacke gde smo bacili ka-
men. Kamen kreira inicijalni poremecéaj, koji se
giri tako Sto se formiraju koncentri¢ni prstenovi koji
se kreéu od pocetnog poremecaja. Takode, cr-
veno svetlo na semaforu prouzrokuje poremecéaj koji
se kreée od semafora: kraj zaustavljenog saobracaja
se prostire od semafora ka mnadolazeéem saobracaju
(iako se svaki individualni automobil kreée ka se-
maforu).

A

O— kD OO0

|
|
H Zaustavljen
saobracaj

Nadolazeci
saobracaj

Slika 8.1: Kraj zaustavljenog
saobracaja se kreée unazad ka
nadolazeéem saobracaju

Jednodimenzionalni talasi su talasi koji se prostiru kroz sredinu u jednom pravcu. Oni se
matematicki predstavljaju funkcijom dve promenljive u(z,t), gde  predstavlja polozaj u sredini

duz pravca prostiranja talasa, a t vreme.

Vrednost funkcije v u tacki (z,t) predstavlja vrednost
nekog kvantitativnog merenja u tacki prostora z i trenutku
t. Kada fiskiramo vreme, recimo posmatramo trenutak tg,
tada u(x,tg) je funkcija samo od polozaja x i predstavlja
prostorni raspored poremeéaja u trenutku to. Za fiksirani
poloZzaj xg, u(xo,t) predstavlja vremensku promenu pore-
mecaja u tacki xg.
nost u tacki (x,t) predstavlja rezultat nekog merenja u
jednodimenzionalnoj sredini u tacki x i trenutku vremena ¢,
onda parcijalni izvodi po x i t predstavljaju brzinu promene
veli¢ine u u prostoru i vremenu. Opservacije o tome kako se

Fizicko tumacenje parcijalnih izvoda.
Neka je data funkcija u = u(z,t). Tada

e ako fiksiramo & = xg, us(¢, zo)
predstavlja brzinu promene
veli¢ine u u polozaju xg,

e ako fiksiramo t = tg, u,(tg, x)
predstavlja gradijent veli¢ine u u
trenutku tg.

u menja izrazavamo preko jednacine koja povezuje u i njene izvode — PDJ za w.

Primer 8.1:

Cestice zagadenja prosute u vodu koja se krece

Zamislimo da je Cestica zagadenja prosuta u vodenu bujicu tj.

vodu koja se krece.

Nizvodno od tog mesta, na nekom poloZzaju z, neka u(x,t) oznacava koncentraciju za-
gadenja u vodi koja prolazi kroz tacku = u trenutku ¢. Dok naSe baceno zagadenje ne

115




116 POGLAVLJE 8. PDJ PRVOG REDA — TRANSPORTNA JEDNACINA

stigne do tacke z, u(x,t) u polozaju z je nula. Kako voda nosi zagadenje, doneée ga do
tacke x, a potom odneti dalje. Vrednost u(z,t) se poveéava, a potom vrac¢a na nulu.
Promena vrednosti funkcije u nastale zbog kretanja vodene bujice se modelira pomocu
transportne jednacine,

ug + cuy =0,

gde je ¢ brzina vode.

Primer 8.2: Cestice zagadenja prosute u staja¢u vodu

Zamislimo da je Cestica zagadenja prosuta u stajacu vodu. Sada se zagadenje ne prenosi
na druge delove kretanjem vode, veé je glavni uzroc¢nik Sirenja zagadenja difuzija. Sirenje
zagadenja se modelira jednacinom difuzije ili jednacinom provodenja toplote,

Ut = Dy,

gde je D > 0 konstanta.

Mozemo da imamo kombinaciju transporta i difuzionog procesa, $to se modelira tzv.
linearizovanom Burgersovom jednac¢inom

U + cuy = Dug,.

Primer 8.4

Burgersova jednacina
U + Uty = Dugy

se Cesto pojavljuje u mehanici fluida, i modelira kombinaciju razli¢itih transpotnih i di-
fuzionih procesa.

8.2 Putujudi talasi

Definicija 8.5

Talasi koji se predstaviljaju pomocu funkcije oblika
u(xat) = f(x - Ct)a

pri cemu je f funkcija jedne promenljive, a ¢ konstanta, nazivaju se putujucéi talasi.

U trenutku ¢ = 0 imamo pocetni profil u(z,0) = f(z). . )
Ako je ¢ pozitivno, ovaj pocetni profil se translira T
u kasnijem vremenu duz r—ose u pozitivnom smeru
brzinom c.

Slika 8.2: Putujudi talas
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Pretpostavimo da je kretanje poremeéaja u jednodimenzionalnoj sredini predstavljeno
funkcijom
2
u(x,t) = e (=07,

Na slici 8.3 su prikazani profili za ¢t = 0,1, 2,3 koji ilustruju talas koji se kreée udesno
konstantnom brzinom.

u(x’ 2) ’LL(JJ, 3)

u u
1 1
0.5 05
"4 o 5 4% 4 9| 9 4r 4 o1 5 g

Slika 8.3: Talas koji se krec¢e udesno

8.3 Metod karakteristika za transportnu jednac¢inu

8.3.1 Transportna jednacina sa konstantnom brzinom prostiranja

U ovom poglavlju ¢emo resiti transportnu jedna¢inu sa konstantnom brzinom prostiranja pomoc¢u
metode karakteristika. Konstruisa¢emo resSenje za pocetni problem

Opu(x,t) + cOzu(x,t) =0, ceR, t>0,z<cR,
u(z,0) = up(x).

Primetimo da je u pitanju jedna linearna PDJ sa konstantnim koeficijentima. Pocetni uslov daje
profil reSenja u(z,t) u trenutku t = 0. Metod karakteristika nalazi reSenje u kasnijem vremenu
t > 0. Karakteristike su krive u zt—ravni duz kojih se prenosi (translira) pocetni profil ug(x)
tokom vremena.

Duz karakteristika PDJ postaje ODJ, odnosno parcijalni diferencijalni operator postaje
obi¢an izvod po vremenu u sluéaju kanonitkog oblika PDJ tj. kada je prvi ¢lan u; (u opStem
sluéaju stoji 0 f(u) i tada se smenom svodi na kanonicki oblik).

Definicija 8.7

(8.1)

Karakteristicne krive ili karakteristike (x(t),t) za transportnu jednacinu dyu + cdpu = 0
su krive u xt—ravni parametrizovane sa t takve da

z(t) =c. (8.2)

Ukoliko je poCetna tacka krive (z¢,0), odnosno ukoliko je 2(0) = zo, reSenje ODJ (8.2) koje
odreduje jednacinu karakteristike koja prolazi kroz tacku (zg,0) je prava u at—ravni:

T = xg + ct.
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2, .
7
1/0

T

Slika 8.4: Karakteristike za transportnu jednac¢inu sa konstantnom brzinom

Na osnovu (8.2) na karakteristikama vazi:

%u(x(t), t) = Opu(x(t),t) + 3zu(ac(t),t)% = Owu(x(t),t) + Opu(x(t),t)c = 0. (8.3)
Primetimo da se reSavanje polazne PDJ (8.1) svelo na resavanje ODJ (8.2) koja definise karak-
teristike, na kojima ova PDJ postaje ODJ (8.3). Sad preostaje da resimo (8.3). Iz (8.3) za-
klju¢ujemo da je u(x,t) = const na karakteristici, odnosno da je vrednost funkcije u u tacki
(z,t) na karakteristici ista kao vrednost funkcije 4 u nekoj drugoj tacki na karakteristici, recimo
pocetnoj tacki (xg,0). Dakle, na karakteristici vazi:

u(z,t) = u(x — ct,0) = ug(x — ct).

Zaklju¢ujemo da smo konstruisali regenje poetnog problema (8.1) — putujuéi talas sa pofetnim
profilom ug(z) koji se prenosi kroz medijum konstantnom brzinom ec.

Teorema 8.8

Problem (8.1), gde je ug € C*(R) ima jedinstveno resenje u € C*(R x R;.) dato sa

u(z,t) = ug(z — ct).

8.3.2 Transportna jednacina sa promenljivom brzinom prostiranja
Posmatrajmo sada slucaj kada je brzina prostiranja funkcija od ¢ i x,
Opu(z, t) + c(z, t) Opu(z,t) =0, t>0,z R,
u(xz,0) = up(x).

Primetimo da je PDJ ovog problema linearna. Karakteristike se dobijaju reSavanjem pocetnog
problema za ODJ,

(8.4)

i(t) = c(z,t), x(0) =wo.
Primetimo da sada karakteristike nisu prave linije. DuZ karakteristika PDJ (8.4) postaje ODJ,
kao i u prethodnom sluc¢aju,

d dx
&u(x(t),t) = Opu(z(t),t) + Opu(z(t),t)

- Opu(z(t),t) + Opu(z(t), t)c(z, t) =0, (8.5)

te je reSenje konstantno duz karakteristika,

u(z,t) = ugp(xo).
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Resiti pocetni problem
Opu(z,t) + tx dpu(z,t) =0, t>0,z€R,
1 (8.6)

Primetimo da se zadati pocetni problem odnosi na transportnu jedna¢inu sa brzinom
prostiranja c¢(x,t) = t x. Karakteristike dobijamo reSavanjem pocetnog problema ODJ,
() =tz, x(0)=xo.

ODJ razdvaja promenljive, te dobijamo
t2

1
—dz=tdt = x(t)=ce=.
x

Iz pocetnog uslova sledi ¢ = xq, te kona¢no dobijamo jednac¢inu za karakteristike
2
z(t) = z0e7,

koje su predstavljene na slici 8.5.

A ‘..

Slika 8.5: Karakteristike za pocetni problem (8.6)

2
Iz jednacine za karakteristike sledi da je zp = e T, te je reSenje zadatog pocetnog

problema
1

1+ x2et*"
Na sledecoj slici 8.6 je prikazano ovo reSenje u razli¢itim vremenima.

u(z,t) =

u(z,0) u(x, 1) u(zx, 1.5) u(z, 1.8)
1

0.5

Slika 8.6: ReSenje pocetnog problema u razli¢itim vremenima
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8.3.3 Nehomogena transportna jednacina

U ovom poglavlju ¢emo dodati i nehomogeni ¢lan, koji u opstem slu¢aju moze biti funkcija od ¢,
x i u, ¢ime PDJ postaje kvazilinearna,

Ou(z, t) + c(z,t) Opu(z,t) = f(x,t,u), t>0,z€eR,
u(z,0) = up(x).

Isto kao u prethodnom sluc¢aju, karakteristike se dobijaju resavanjem sledeéeg pocetnog problema,

(8.7)

z(t) = c(z,t), x(0) = xo.
U ovom sluéaju duz karakteristika PDJ (8.7) postaje ODJ,

%u(x(t),t) = Jpu(x(t),t) + 8mu(m(t),t)¥ = Quu(x(t),t) + Opu(z(t), t)c(x,t) = f(x,t,u). (8.8)

Medutim, sada reSenje nije konstantno duz karakteristika zbog nehomogenog ¢lana f. Oznac¢imo
U(t) = u(x(t),t) Dakle, resenje se dobija resavanjem ODJ uz po&etni uslov iz problema (8.7),

d

VO = f2@),t,U®),  U0) = uo(zo).

Primer 8.10

Regiti pocetni problem

Ou(x,t) + 2 0u(x, t) = —u, t>0,z€R,
1 (8.9)
1422

u(z,0) =

Resavanjem podcetnog problema za ODJ,
z(t) =2, x(0)=0,
dobijamo jednacinu za karakteristike
x(t) = 2t + xo.
Brzina promene funkcije u duz karakteristike je

d
au(m(t),t) = —u(z(t),t).

Ukoliko ozna¢imo U (t) = u(z(t),t), dobijamo ODJ
1

U'(t)=—-U(t), uz pocetniuslov U(0)= T
Resavanjem dobijamo
1
Ult)= ——e "
®) 1+ $(2) ¢
Dakle, konstruisali smo reSenje poc¢etnog problema (8.9)
1
u(z,t) = -t

1+ (x —2t)2




9 I Hiperbolicne PDJ —
jednodimenzionalna talasna jednacina

Kanonicki predstavnik PDJ drugog reda hiperboli¢nog tipa je talasna jednacina nepoznate
funkcije u = u(t,z1,...,2y,)
Opu — Au =0,

gde je A Laplasov operator (7.6), a nehomogeni ¢lan ¥ = U(¢, z1,...,x,) je neka zadata funkcija.
Odgovarajuéa homogena PDJ
Out — A Au =0,

se dobijaza U =0zasvet > 01 (z1,...,2,) € R™.

Sa stanovista primena, hiperboli¢ne PDJ su matematicki modeli razli¢itih oscilatornih procesa.
Za n = 3 talasnom jednacinom moze da se opiSe proces prostiranja zvuka u homogenom pros-
toru ili proces prostiranja elektromagnetnih talasa u homogenoj neprovodnoj sredini; za n = 2
mogu se opisati cilindri¢ni talasi i oscilovanje membrana; za n = 1 talasna jednacina moze da se
interpretira kao jednacina oscilovanja Zice.

Jednodimenzionalna talasna jednacina

U ovom poglavlju ¢éemo posmatrati jednodimenzionalnu talasnu jednacinu

Oy — POppu = 0, (9.1)
sa nehomogenim delom ¥ = (¢, ), kao i odgovaraju¢u homogenog tipa

Oyt — Oppu = 0. (9.2)

Lako se moze proveriti da je putujuéi talas f(x — at) reSenje ove jednacdine za a = =c, tj.
u(z,t) = f(z —ct) i u(z,t) = f(z + ct) su reSenja gornje talasne jednacine. Ispostaviée se da je
opste reSenje talasne jednacine zbir dva putujucéa talasa. Da bismo to pokazali, radimo smenu
promeljivih

E=x—ct, n=ux+ct, (9.3)
odnosno prelazimo na koordinatni sistem koji "prati" putujuéi talas levo i desno. Definis§imo

U(&,n) sa
U(Z,t) = U(g(xvt)vn(xat))v

gde su £ i n zadate u gornjoj jednacini (9.3). Sada su parcijalni izvodi

uy = Ue&y + Upny = —cUe + cUy,
Upp = C2U§§ — 262U5n -+ C2Um7,
Ugx = UEE + 2U£TI + UWI’

te talasna jednacina postaje:
Uey =0,

121
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(ovo je tzv. kanoni¢ki oblik), odakle dobijamo

Uey=0 = Ue =€) = U= / F(E)dE + G(n) = F(€) + Gln).

Kada vratimo smenu, dobijamo op$te reSenje talasne jednacine

u(z,t) = F(x — ct) + G(z + ct), (9.4)
F,G € C*(R).
Kosijev problem za homogenu talasnu jed-
nacinu

Pridruzimo homogenoj talasnoj jednacini (9.2) pocetne uslove, odnosno posmatrajmo Kosijev
problem za homogenu talasnu jednacinu

Opu — Pppu =0, —o0 <z <00, t>0,
uli=o = f(2), (9.5)
Oru)t=0 = g(x).

Resenje ovog problema je opisano Dalamberovom formulom.

Teorema 9.1

Neka su f € C%(R), g € CY(R). Tada Kosijev problem (9.5) ima jedinstveno resenje
u € C*(R x Ry) dato Dalamberovom formulom

x+ct
W@ t) = & (Fz+ct) + flo—ct) + — / o(y)dy. (9.6)

2C —ct

N —

Dokaz. Polazimo od opsteg reSenja talasne jednacine (9.5),
u(z,t) = F(x — ct) + G(z + ct).
Za t = 0 iz pocetnog uslova dobijamo

u(z,0) = f(z) = F(z)+G@)= f(), (9.7)
u(z,0) =g(x) = g(x)=—cF'(x—ct)+cG'(x+ct) |,_,
= —cF'(z) 4+ G’ (z).

U poslednjoj jednakosti preimenujemo nezavisnu promenljivu
1 / !
“gls) = —F'(5) + G'(5),

i ovu jednakost integralimo po s od 0 do . Dobijamo

1 / " g(5)ds = —F(2) + F(0) + G(x) — G(0),
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odakle sledi N
~ F(2) + G(x) = —F(0) + G(0) + % / g(s)ds. (9.8)

Jednacine (9.7) i (9.8) shvatamo kao dve algebarske jednacine za funkcije F' i G,

Fa) = 300) + 3 (PO +60) + 5 [ g(s)as,

Gla) = 31) — 3 (PO +60) - 5 [ gls)as

Sada kada poznajemo F' i G konstruiSemo resenje pomocu (9.4) ¢ime dolazimo do Dalamberove
formule (9.6).

Pokazimo jedinstvenost reSenja. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje dva resenja wu;(x,t)
i ug(x,t) Kosijevog problema (9.5). Uvedimo funkciju

v(x,t) = uy(x,t) — uz(z, t).

Posto su funkcije uq(x,t) 1 us(x,t) reSenja Kosijevog problema (9.5), onda je v(x,t) reSenje
sledeé¢eg Kosijevog problema

Ot — 0y =0, —o0o <z <00, t>0,
ult=o = 0, (9.9)
(9tu|t:0 =0.

Koristeéi ve¢ dokazanu Dalamberovu formulu (9.6) dobijamo da je reSenje ovog problema na
RxRy

v(z,t) =0.

Drugim re¢ima, uj(z,t) = us(x,t) na posmatranoj oblasti, odakle sledi jedinstvenost resenja
Kosijevog problema (9.5). O

Domen zavisnosti i domen uticaja

Talas mozemo shvatiti kao poremecaj inicijalno lociran u maloj oblasti medijuma koji se po-
tom prostire ili prenosi na druge delove medijuma. Razmatrimo prostiranje talasa kroz medi-
jum opisano pomocu talasne jednacine i diskutujmo kako inicijalni poremecaj (opisan pocetnim
uslovima na u(z,0) i u(z,0), datim u Kosijevom problemu (9.5)) odreduje reSenje talasne jed-
nac¢ine u drugim delovima medijuma u kasnijim vremenima.

Iz (9.5) vidimo da su pocetni uslovi u(z,0) = f(z) i u(z,0) = g(x), te mozemo da zapisemo
Dalamberovu formulu (9.6) na sledeéi naéin:

N | —

x+ct
u(z,t) = = (u(x + ct, 0) + u(x — ct,0)) + 2—0/ ut(y, 0)dy. (9.10)

—ct

Sada je jasno da vrednost funkcije u u nekoj tacki (zg,to) zavisi od vrednosti funkeija u i us u
pocetnom trenutku ¢ = 0 u delu medijuma izmedu tacaka xg — cty i g + cto-
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Definicija 9.2

Interval Dy = (xg — cto, xo+cto) zovemo domen zavisnosti reSenja talasne jednacine (9.5)
za (Io, to) .

Primetimo da ako je neka tacka (z1,¢1) u trouglu D
koji se dobija u preseku pravih t =0, t —tg = %(:r —x0),
t—tg = —%(m — xp), onda je njen domen zavisnosti

smesten u Dy.

Specijalno, ukoliko je u:(x,0) = g(z) = 0, za sve
z, onda iz (9.10) vidimo da vrednost funkcije u u tacki
(z,t) zavisi isklju¢ivo od poCetnih vrednosti funkcije u
u samo dve tacke: 1 = x — ct 1 x3 = x + ct. Na osnovu
pocetnih vrednosti u(z1,0) = f(x1) i u(z2,0) = f(x2)
reSenje u u tacki (z,t) se konstruiSe uzimanjem srednje
vrednosti ovih poéetnih vrednosti:

xg — clg Dy Tg + cto

Slika 9.1: Domen zavisnosti

u(z,t) = = (u(z + ct,0) + u(z — ct,0)) = % (flx +ct) + f(z —ct)). (9.11)

1
2
Obrnuto, pitamo se se na koje sve tacke u (z,t)—oblasti uti¢e pocetni poremecaj koji se nalazi

u nekom intervalu na pravoj t = 0. Oblast koja oseti pocetni poremeéaj se naziva domen uticaja,
kao Sto precizira sledeéa definicija.

Definicija 9.3

Domen uticaja intervala I je skup svih tacaka (x,t) u xt—ravni ¢iji domen zavisnosti
ukljucuje neke (ili sve) tacke iz I.

Da bismo ilustrovali ovu definiciju, pretpostavimo da

t je poremecaj u pocetnom trenutku sadrzan u nekom in-
tervalu I = [a,b] u medijumu. Iz krajnjih tac¢aka ovog
D; intervala povu¢emo prave x +ct =aix —ct =b. Oz-
x
a1 b

nac¢imo sa Dy oblast ograni¢enu ovim pravama. ReSenje
u u svakoj tacki (z,t) oblasti Dy je ,pod uticajem“ vred-
nosti od w i u; u nekim (ili svim) tackama intervala I
duz z—ose. Ukoliko se (z,t) nalazi van oblasti Dy vred-
nost funkcije u u polozaju x i trenutku ¢ nije pod utica-
jem pocetnog poremecaja lokalizovanog na intervalu I.
Dakle, vrednosti reSenja zavise od vrednosti funkcija iz
pocetnih uslova u tackama intervala I samo u oblasti D; koju zovemo domen uticaja od I, po
prethodnoj definiciji.

Slika 9.2: Domen uticaja

KaZemo da se poremecaji kre¢u (propagiraju) brzinom ¢ (kona¢na brzina prostiranjal), $to
znadi da treba da prode neko vreme dok promena ne dode do posmatraca. Preciznije, ako je neki
posmatrac u x; van oblasti poremecaja on oseti poremecaj tek za vreme t; = 1174’ ako x1 > b,
odnosno za vreme t; = “—* ako z; < a. Napomenimo da ga oseca i u svom preostalom vremenu
t > t; (ovo nije slucaj sa talasnom jednainom sa tri prostorne promenljive — oseca se samo u
tom trenutku ).
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Kosijev problem za nehomogenu talasnu je-

dnacinu
Posmatrajmo sada Kosijev problem za nehomogenu talasnu jednac¢inu (9.1),

Opu — 0ppu = W(xz,t), —o0 <z <00, t>0,
uli—o = f(), (9.12)
Opuli—o = g(x).

1

Neka je D oblast ograni¢ena pravama t = 0, t — tg = %(m —29), t —tg = —(x — ), kao na slici

9.1.

Teorema 9.4

Neka su f € C%(R), g € CY(R), ¥ € CY(D). Tada Kosijev problem (9.12) ima jedinstveno
resenje u € C?(D) izrazeno Dalamberovom formulom

1 z+ct 1 t z+c(t—=z)
(fase)+fa—c)+o [ oy [ f W(y, 2) dy dz.
CJg—ct CJo Jr—c(t—z)
(9.13)

NN

u(x,t) =

Ova teorema se pokazuje integracijom date PDJ u oblasti D i koris¢enjem Grinove teoreme.

Mesoviti problem za talasnu jednacinu —

Furijeova metoda razdvajanja promenljivih

Mesoviti problem podrazumeva dodavanje grani¢nih uslova na Kogijev problem. Dakle, posma-
tramo vrednost funkcije na ograni¢enom intervalu za prostornu koordinatu, odnosno za x € [a, b].
Na rubovima oblasti, za © = a i x = b, zadajemo nove uslove — grani¢ne (rubne) uslove, za samu
funkciju u ili njen gradijent u,. Na taj na¢in se formuliSe meSoviti problem za talasnu jednacinu:

gt (2, 1) = gy (x,t) + V(x,t), a<x<bt>0,
u(z,0) = f(z),u(z,0) = g(z), a<x<b,

9.14
u(a,t) = h(t) i wug(a,t) = h(t), (0.14)
u(b,t) = k(t) i wug(bt) = k(¢).
Teorema 9.5
Postoji najvise jedno redenje mesovitog problema (9.14).
Pre nego $to dokazemo ovu teoremu uvedimo sledeéi meSoviti problem
et (2,1) = gy (x, 1), a<x<bt>0,
u(z,0) = 0,u(x,0) =0, a<z<Db,
(2,0) = 0,e(,0) 015

u(a,t) =0 ili wg(a,t) =0,
u(b,t) =0 ili wg(b,t) =0,
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i koncept integrala energije.

Definicija 9.6

Integral energije za jednodimenzionalnu talasnu jednacinu (9.15) je

b
Et) = %/ (uf + Pul) d.

Pokazimo da je £(t) = 0 za sve t > 0. Koriste¢i problem (9.15) dobijamo

e b ) 5 (7
T / (upugs + Cuguq) dz = c / (Ui + Ugtize) dx

b xr=b
=2 / D (ugtg) dz = ¢ (upuy) =0
Zaklju¢ujemo, E(t) = const. Stavise, iz po¢etnih uslova dobijamo £(0) = 0, odakle sledi £(¢t) = 0,
za sve t > 0.

Sa druge strane, ¢injenica da £(t) = 0, za sve ¢t > 0, za funkciju u implicira u(x,t) =
ug(x,t) = 0, odnosno u(x,t) = const. Opet iz pocetnih uslova dobijamo u(x,t) = 0, za sve
a<x<bit>O0.

Dokaz. Pretpostavimo da suv(z,t) i w(x,t) dva reSenja meSovitog problema (9.14). Tada njihova
razlika,

u(x,t) = v(z,t) — w(z,t)
zadovoljava meSoviti problem (9.15). Gore smo dokazali da je reSenje ovog problema identicki
jednako nuli, u(z,t) = 0, za sve a < x < b it > 0, odakle dobijamo jedinstvenost resenja ako
ono postoji. L

9.5.1 MesSoviti problem homogene talasne jednacine

U ovom poglavlju ¢emo posmatrati interval € [0,¢] i na rubu oblasti vrednost nepoznate
funkciju u ¢e biti 0, tj. posmatramo slede¢i meSoviti problem za talasnu jednacinu:

ug(z,t) = cgum(%t), O<z</t,t>0,
u(z,0) = f(z),ue(z,0) =g(z), 0<z <, (9.16)
u(0,t) =u(l,t) =0, ¢t>0.

Jedna od fizi¢kih interpretacija zadatog meSovitog problema je problem oscilovanja Zice duzine
£ ¢ija su oba kraja fiksirana i pri ¢emu je podetni polozaj Zice opisan funkcijom f(z), a pocetna
brzina oscilovanja Zzice funkcijom g(x).

Mesoviti problem (9.16) reSavamo pomoc¢u Furijeove metode razdvajanja promenljivih koje
podrazumeva da razdvojimo nepoznatu funkciju u koja zavisi od promenljivih z i ¢ na proizvod
dve funkcije, jedne koja zavisi samo od z i druge koja zavisi samo od ¢t. Drugim re¢ima, trazimo
reSenje u obliku:

u(z,t) = X (2)T(t), (9.17)
x € [0,4], t > 0. Metoda se primenjuje u tri koraka: ideja je da se najpre potraZze sva mogucéa
reSenja PDJ u ovom obliku, a zatim da se eliminiSu sva netrivijalna reSenja pomodéu grani¢nih
uslova, a potom dobije konac¢no reSenje koristeéi pocetne uslove.
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Korak 1.
Za reSenje u obliku (9.17) parcijalni izvodi postaju
u = X (x)T"(¢), Uz = X" (2)T(t),
te zamenom u jednacinu dobijamo
X(2)T"(t) — AT () X" (x) = 0,

tj.

2XM(@) _T"(t)

X(x)  T(t)

Kako leva strana jednakosti zavisi isklju¢ivo od t, a desna od x, jedina moguénost da jednakost
bude zadovoljena jeste da su i leva i desna strana jednakosti jednake nekoj konstanti A:

2 X (z) _ () _
Xw N T
Dobili smo dve ODJ,
X"(z) = C%X(x), T7(t) = MT(0). (9.18)

Razmatramo zasebno slucéajeve A =0, A > 0, A < 0.

Sluéaj A = 0. U ovom slucaju su obe funkcije X i T linearne funkcije svojih promenljivih,
T(t)=A+Bt, X(x)=C+ Dz,

te je
u(z,t)=(A+Bt)(C+Dux).

Slu¢aj A > 0. Stavimo da je A = r2, r > 0. Dakle, iz (9.18) dobijamo ODJ

T'(t) = r2T(t), X"(z)= (%)2)((3;),

Cije je reSenje
T(t)=Ae" +Be™, X(z)=Cec® 4+ De <7,

te je ’
u(z,t) = (A et + Bef’”t) (C’ e 4 Defﬁz) )

Sluéaj A < 0. Neka je sada A = —r2, 7 > 0. ODJ (9.18) impliciraju

T"(t) = —*T(t),  X"(z) = — (E)QX(x),

¢ijim reSavanjem dobijamo
T(t) = A cos(rt) + B sin(rt), X(z) = C cos(%z) + D sin(z),
te je reSenje polazne PDJ

u(x,t) = (A cos(rt) + B sin(rt)) (C cos(Lz) + D sin(Lz)).
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Korak 2.
Sada uklju¢ujemo grani¢ne uslove. Za x = 0 zahtevamo
u(0,t) = X(0)T'(t) = 0, za svako t > 0.

Ovo nadalje implicira da ili X(0) = 0 ili T(¢) = 0 za sve t > 0. Za izbor T(t) = 0 za sve t > 0
dobijamo i da je u(z,t) = 0 za sve t > 0. Dakle, netrivijalno resenje se dobija jedino uz uslov
X (0) = 0. Sli¢no, za = = ¢ dobijamo uslov X (¢) = 0. Zaklju¢ujemo, grani¢ni uslovi impliciraju
da X (z) mora biti funkcija koja zadovoljava grani¢ne uslove

X(0)=X(¢) =0. (9.19)
Ovi grani¢ni uslovi ¢e eliminisati trivijalna reSenja jednacine razmatrana u prethodnom koraku.
Slucaj A = 0. U ovom sluc¢aju smo dobili da je
X(z)=C+ Du.

Granic¢ni uslov implicira

X(0)=C=0= C=0.

Takode,
XW)=D¢{=0= D=0.

Dakle, obe konstante su jednake nuli, odakle sledi X (z) = 0, za sve z € (0, £), §to implicira
da je u(z,t) =0 za x € (0,£) i t > 0, odnosno da je u(x,t) trivijalno reSenje.

Slucaj A > 0. Sada je funkcija X data sa
X(z)=Ce® +De <",

Za z = 0 dobijamo
X0)=C+D=0=D=-C.

Koristeéi ovaj rezultat, za x = ¢ sledi
X()=C(ef —e ) =0= C=0,
posto je izraz unutar zagrade uvek razli¢it od nule. Vraéajuéi se na prvi uslov dobijamo i
da je D = 0. Dakle, i u ovom slu¢aju dobijamo trivijalno resenje jer je X (z) = 0 za sve
x € (0,0).
Slucaj A < 0. U ovom slu¢aju smo dobili
X(x) =C cos(Lx) + D sin(fz).

Granicni uslov za z = 0 implicira

dok iz grani¢nog uslova za x = ¢ sledi

X(¢) =D sin(%¢) =0.
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Poslednja jednakost implicira ili da je D = 0 $to dovodi do trivijalnog reSenja ili da je
£ =nm, n € N. Posto su ci £ unapred zadati, reSavamo ovu jednacinu po r,
c
r=-nm, necN,
14
odakle kona¢no dobijamo konstantu A. Kako se svako n dobija drugo r odnosno \ uobica-
jeno je da se zavisnost od n istakne, te éemo umesto A stavljati A,. Dakle,

)\n:—(%nw)2, n €N,

i ova konstanta se naziva svojstvena (karakteristi¢na) vrednost. Sada dolazimo i do oblika
funkcije X
X, (x) =sin(%Fz), neN,

koju nazivamo svojstvena (karakteristicna) funkcija. Stavise, dolazimo i do izraza za netriv-
ijjalno reSenje polazne PDJ koja zadovoljava grani¢ne uslove (9.19)

up(x,t) = (An cos(‘”ft) + B, sin(‘”z7r )) sm( J x) , neN. (9.20)

nm

b

svojstvene funkcije za Sturm-Liuvilov grani¢ni problem
X"(z) + XX (x) =0,
X(0)=X() =0.

. . . nm
n € N svojstvene vrednosti, a X,, = sin—zx, n € N

Podsetimo se da su A\, = ;

Svojstvene funkcije imaju svojstvo ortogonalnosti,

L
/ Xm<x>Xn<x>={3’ mm
0 5, m=n.

Na osnovu Leme 7.8, reSenje ovog grani¢nog problema je i

Zun z,t) = Z (A, cos(%=t) 4 By, sin(<2t)) sin(%Fx) . (9.21)
n=1

Korak 3.

Preostalo je jos da odredimo koeficijente A, i B, iz (9.21) na osnovu pocetnih uslova. Prvi
pocetni uslov za funkciju v implicira

0) = i A, sin %x = f(x). (9.22)
n=1

Da bismo primenili pocetni uslov za u;, najpre diferenciramo (9.21) po ¢,

o0

Owu(x,t) = Z (—AnCTLT7T i cn%t + B g 0s CnTWt) sin n%x,

n=1
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na osnovu ¢ega sledi

ug(x,0) = Z B, DT in g = g(x). (9.23)

Jednakostima (9.22) i (9.23) je predstavljeno razlaganje funkcija f(z) i g(x) u (sinusni) Furijeov
red na intervalu (0, ¢) (Kratak pregled Furijeovih redova koji sadrZi osnovne elemente neohodne
za razumevanje ovog dela gradiva je dat u prilogu D.). Dakle, koeficijente A,, i B,, dobijamo iz

(9.22) 1 (9.23),
/ f(z)sin —dx

nmx
B,=— —d
e s g(x) sin 74z

(9.24)

Sada je reSenje (9.21) meSovitog problema (9.16) u potpunosti poznato.

Sada mozemo da formulisemo slede¢u teoremu.

Teorema 9.7

Ako je funkcija f € C%([0,£)), ima deo po deo neprekidan treéi izvod i zadovoljava uslove:

fO)=f)=0,  f7(0)=f"() =0,

tada je funkcija u = u(z,t) data sa (9.21) 4 (9.24)

/ f(z)sin —d:c

nrx
B, = — ——dx.
e ), g(x) sin i

Z A cos C”“t) + B, sm(“’”r ))sin(%x)

neprekidna i ima neprekidne parcijalne izvode do drugog reda, i zadovoljava meSoviti prob-
lem za talasnu jednacinu (9.16). Pored toga, red (9.21) se moZe dva puta diferencirati élan
po clan po x it pri demu dobijeni redovi i red (9.21) apsolutno i uniformno konvergiraju
zax €10,0) it >0.

9.5.2 MesSoviti problem nehomogene talasne jednacine

Posmatrajmo mesoviti problem za nehomogenu talasnu jednacinu (9.12), sa istim pocetnim i
grani¢nim uslovima kao i (9.16)

et (2, 1) = gy (z,t) + U(z, 1), 0<z<lt>0,
u(z,0) = f(z),ur(z,0) = g(x), 0<z <Y, (9.25)
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0.



9.5. MESOVITI PROBLEM ZA TALASNU JEDNACINU 131

U primenama ovaj tip problema moze da se javi kod oscilovanja Zice pod dejstvom prinudne sile,
opisane nehomogenim ¢lanom ¥(z,t).

Resenje problema (9.25) trazimo u obliku zbira dve funkcije
u(z,t) = v(z,t) + w(z,t).
Uvrstavanjem u meSoviti problem (9.25) dobijamo

Ve (2, 1) + wie (2, 1) = e (2, 1) + Cwep(x, ) + V(z, 1), O<z<l,t>0
v(z,0) + w(z,0) = f(z),v(z,0) + w(z,0) =g(z), 0<x<L, (9.26)
v(0,1) + w(0,) = v(,t) + w(l,t) =0, t> 0.

Drugim recima, reSavanje meSovitog problema (9.25) za nepoznatu funkeiju u se svodi na resa-
vanje dva meSovita problema, i to za funkciju v

Vit (2, 1) = Pvge (2, 1), O<z<lt>0
v(z,0) = f(x),v(z,0) =g(x), 0<z<, (9.27)
v(0,t) =v(l,t) =0, t>0,

i za funkciju w,

Wy (x,1) = wyy(z,t) + U(x, 1), O<a<f,t>0
w(x,0) = 0,w(z,0) =0, 0<z<, (9.28)
w(0,t) =w(¢,t)=0, t>0.

Problem (9.27) smo veé resili u prethodnom odeljku, i resenje je formulisano u teoremi 9.5.1.

Resenje w nehomogenog problema (9.28) sa trivijalnim i pocetnim i grani¢nim uslovima trazimo

u obliku -
(z,t) = Z )sin(2Fx) . (9.29)

Jasno je da w zadovoljava grani¢ne uslove. Diferenciranjem i ubacivanjem u PDJ (9.28) dolazimo
do

> / en 2 . nm
ST (T + (7) T,(t) ) sin(222) = U(z, ). (9.30)
n=1

Ako pretpostavimo da funkciju ¥(z,t) mozemo da razvijemo u Furijeov sinusni red (vidi prilog
D) na [0,], pri ¢emu ¢ shvatamo kao parametar, odnosno

‘
ZA sm ) An(t):%/O U(z, t)sm( )dx n=12...,

onda jednacina (9.30) postaje

i (T;Z(t) + (0”7”)2 To(t) — An(t)) sin(227) = 0.

n=1

Ona ¢e biti zadovoljena ako T;,(t) zadovoljava sledec¢u linearnu ODJ drugog reda sa konstantnim

koeficijentima,
cenm

V(1) + (7)2Tn(t) = A(t), zasve n=1,2,..., (9.31)
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koju reSavamo metodom varijacije konstanti. Najpre, opSte reSenje odgovarajucée homogene ODJ
je

T (t) = an sin(<4Et) + by, cos( <= t) .

Variramo konstante ay, () 1 b,(t), 1 ubacivanjem u ODJ dolazimo do sistema

ar, () sin (<95 t) + b), (t) cos(<25t) = 0,
enm o/ (1) cos (EURE) — Ty (1) sin(C0TE) = A, (1),

Kako je determinanta sistema

W (sin(<57t)  cos(47¢)) = 2,

reSenje sistema je

an(t) = £ cos(<2=t) A, (t)dt, b (t) = — -2 sin(2Tt) A, (t)dt.

cnT

Sada je jedno partikularno regenje ODJ (9.31)

¢ ¢
TP(t) = sin(2t) & / cos( < s) A, (s)ds — cos(4rt) & / sin(22%s) A, (s)ds
0 0

t
=Lt / Ap(s)sin(<E(t — s)) ds.
0

Sada je opste resenje ODJ (9.31)

cnT

¢
T (t) = an sin(4Et) + by, cos( ) + —— / Ap(s)sin(<E(t — s)) ds.
0
Pocetni uslovi u meSovitom problemu (9.28) namecu pocetne uslove za T, (t),
T(0) = T,,(0) = 0,

§to implicira a,, = b, = 0. Konacan izraz za T, (t) dobijamo koriste¢i izraz za A, (t),

t e
To(t) = 2 /0 /0 U(z, s) sin(2Ex) sin(LE(t — s)) deds.

Uvrstavanjem ovog rezultata u (9.29) dobijamo reSenje w, odakle sledi kona¢no reSenje u meSovi-
tog problema za nehomogenu talasnu jednacinu.

Napomenimo da se u slu¢aju nehomogenih grani¢nih uslova, smenom dolazi do problema sa
homogenim grani¢nim uslovima.



10 | Parabolicne PDJ —
jednacina provodenja toplote

Kanonicki predstavnik PDJ drugog reda paraboli¢nog tipa je jednacina provodenja toplote
uy — a*Au =0, (10.1)

ili nehomogena u; — a?Au = ¥. Ova jednacina se naziva i jednacinom difuzije, u zavisnosti od
fizicke interpretacije modela. Nepoznata funkcija u zavisi od ¢t i € R", pri ¢emu t > 01ix € €,
gde je Q ograni¢ena oblast (otvoren i povezan skup) u R”™.

U opstem slucaju, u primenama paraboli¢ne jednacine se koriste za opisivanje procesa ireve-
rzibilnih u vremenu, poSto jednacine nisu invarijantne pri smeni ¢ — —t. Ovo znaéi da se znanje
o proslosti gubi kako vreme proti¢e. Tako su parabolicne PDJ matematicki modeli kojima se
opisuju procesi termodinamike, difuzioni procesi kretanja gasova i viskoznih tecnosti.

Za oblast €2, uvedimo oblast D
D=0x(0,T)={(z, )|l Q0<t<T}, T<oo, QCR"
i D granicu oblasti D. Neka je
D' ={(z,t)|(x € 0,0<t<T)V (z € Qt=0)}

Drugim re¢ima, 9D = D’ U {(z,t)|z € Q,t = T}. Primetimo jo§ D = Q x [0,T].

Princip maksimuma/minimuma za jednacinu

provodenja toplote

Princip maksimuma/minimuma za jedna¢inu provodenja toplote po kome reSenje dostize ek-
stremnu vrednost na rubu oblasti definisanosti je preciziran u slede¢oj teoremi.

Teorema 10.1

Neka jeu € C?*(D)NC(D) resenje od (10.1) na D. Ako sum i M, respektivno, minimalna
1 maksimalna vrednost od u na granici D', tada

m < u(x,t) < M, (x,t) € D.

Drugim re¢ima, max v i minu dostizu u tackama na D’.
Princip maksimuma takode vaZzi za neogranicene oblasti:
D=R"x(0,T), 0<T<oo0.

Ukoliko je n = 1, tada jednacina provodenja toplote opisuje, na primer, raspored temperature
u tankoj homogenoj sipki duZine || u vremenskom intervalu [0,7]. U tom slu¢aju princip

133
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maksimuma ima slede¢u fizicku interpretaciju: ako temperatura u Sipki u poc¢etnom trenutku
nije bila veéa od M i ako u krajnjim tackama Sipke sa protokom vremena ona ne pravazilazi
M, bez prisustva dodatnih izvora toplote unutar Sipke se ne moze stvoriti temperatura koja
prevazilazi M. Analogno za m.

Teorema 10.2

Ako je u € C%(D) N CO(D) resenje od (10.1) na D, a na granici D' zadovoljava granicéni

uslov u‘D, =0, tada je u(z,t) =0 na D.

Po prethodnoj teoremi 10.1 resenje dostize svoju maksimalnu i minimalnu vrednost na granici
D', a kako su obe ove vrednosti jednake nuli, sledi da je resenje takode jednako nuli na D.

Teorema 10.3

Ako suv,w € C*(D)NC(D) resenja PDJ (10.1) na D, a na granici D' vaZi |11||D, < w|D,,
tada je |v| < w na D.

Prethodna teorema kaZe da ako na granici D’ vaZi uslov —w < v < w, onda on vaZi i u oblasti
D.

Prethodne dve teoreme koje su zapravo posledica principa maksimuma se primenjuju u dokazu
jedinstvenosti i stabilnosti reSenja sledeéeg grani¢nog problema

u — a*Au=V, (x,t)e€ D,
(10.2)
ulp, =@,

gde su ¥ i ¢ unapred zadate funkcije.
Naime, vazi slede¢a teorema o jedinstvenosti reSenja.

Teorema 10.4

Granicni problem (10.2) ima najvise jedno resenge.

Dokaz. Dokaz se lako dobija primenom teoreme 10.1. Ukoliko pretpostavimo suprotno, da
postoje dva reSenja v(z,t) i w(x,t) graniénog problema (10.2), onda njihova razlika u(z,t) =
v(x,t) — w(x,t) zadovoljava uslove ove teoreme, koja implicira u(x,t) = 0 na D, odakle sledi
jedinstvenost resenja ukoliko ono postoji. O

Sa druge strane, vazi teorema o stabilnosti reSenja, koja ima veliki znacaj prilikom eksperi-
mentalnih merenja, jer pokazuje da mala greska u vrednosti funkcije na rubu oblasti, ostaje mala
i unutar oblasti.

Teorema 10.5

Neka su funkcije uy i ug klase C2(D) N C (D) resenja jednacine (10.2) koja zadovoljavaju
granicéne uslove u1|D, =1 iu2|D, = @q. Neka je jos |1 — pa| < €, za proizvoljno € > 0.
Tada vaZi |uy — us| < e na D.

Dokaz. Funkcija v = uy —us je reSenje odgovarajuée homogene jednacine provodenja toplote, pri
¢emu na granici vazi v|D, =1 —@ai|v |D/ < e. Sada ovako definisana funkcija v i konstantna
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funkcija w = ¢ zadovoljavaju uslove teoreme 10.1, koja implicira |v| < ¢ na D, odakle sledi
tvrdenje. 0

Kosijev problem jednacine provodenja toplote

Navedimo najpre reSenje jednacine provodenja toplote.

Definicija 10.6 (Fundamentalno reSenje jednac¢ine provodenja toplote)

Fundamentalno resenje homogene n—dimenzionalne jednacine provodenja toplote (10.1)
je funkcija klase C*°(R™ x (0,00)):
O(xz,t) = e wZ, xeR" t>0,

o] = af + -+ 2

Sada uz jednadinu posmatrajmo i pocetni uslov
u(z,0) = f(z), x € R™. (10.3)

Pomoc¢u fundamentalnog reSenja mozemo izraziti reSenje Kosijevog problema.

Teorema 10.7

Ako je funkcija f € C(R™) i ogranicena na R™, tada je funkcija

1 ls—x|?
= — T T2aZt n
u(zx,t) Ga2r)? Jon (s)e” "1 ds, z€e€R™, t>0,

Jjedinstveno i ograniceno resenje Kosijevog problema (10.1)~(10.3) klase C*°(R™ x (0, 00)).

Ova teorema izrazava bitno svojstvo reSenja Kosijevog problema — poveéanje glatkosti reSenja
u odnosu na pocetni uslov.

Takode, primetimo da ukoliko je f > 0, ali ne identicki jednako nuli, tada je reSenje u(x,t)
pozitivno u svim tackama x € R™ i svim vremenima ¢ > 0. Ovo interpretiramo kao beskon-
atnu brzinu prostiranja poremecaja: ukoliko je inicijalna temperatura bila negde pozitivna, u
slede¢em trenutku vremena (nebitno koliko je vremena proglo od pocetnog trenutka) ¢e biti svuda
pozitivno.

Il:F MeSoviti problem za jednacinu provodenja
toplote
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10.3.1 Mesoviti problem homogene jednacine provodenja toplote

Posmatramo sledeéi meSoviti problem za jedna¢inu provodenja toplote:

ug(2,t) = a*ugy (2, 1), 0<z<l,t>0,
u(z,0) = f(z), 0<zx<{, (10.4)
u(0,t) =u(l,t) =0, ¢t>0.

On moZe biti matematicki model za raspored temperature u termoizolovanoj Sipki duZzine ¢, bez
unutrasnjih izvora toplote, ¢iji se krajevi odrzavaju na temperaturi 0, sa po¢etnim rasporedom
temperature opisanim funkcijom f(z).

Mesoviti problem (10.4) resavamo Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih. ReSenje

trazimo u obliku
u(z,t) = X (z)T(¢).

Diferenciranjem i ubacivanjem u PDJ dobijamo

X' T
X(z) a2T(t) ’

Grani¢ni uslovi impliciraju X (0) = X (¢) = 0.

Neka je a = 1. Resenje ODJ za T'(t), T'(t) = AT(t), Dakle, resavamo grani¢ni problem za X (z) i
je T(t) = e*. Dakle, mi trazimo reSenje u obliku ODJ za T'(t),

u(z,t) = X(x)eM. Sada mozemo da povucemo par- 1
al(elu )sa reéa(va)njem sistema ODJ: tamo je X bio vek- X () = AX (),

tor, svojstveni vektor, a A je bila svojstvena vred- X(0) =0, i T'(t) = )\GZT(t)-
nost, i trazili smo resenje u obliku (5.8) Y () = Xe. X)) =

Sada X nije vektor, ve¢ (skalarna) funkeija od x,

koju nazivamo svojstvena funkeija. Netrivijalno resSenje grani¢nog problema

za X (z) je

Sada ODJ za T(t) postaje

Cije je reSenje
_(qnzm)?t
T (t) = cpe (as)"t

Sada je reSsenje PDJ koje zadovoljava

Obratimo paZnju na zavisnost reSenja u(x,t) od vre- grani¢ne uslove

mena ¢: ono je brzo (eksponencijalno) opadajuce po ¢ (amz)ir . (1T
i to sve viSe sa porastom n. Zamislimo da su krajevi un(z,t) = cne ¢/ "sin (7x> )
Sipke zamrznuti, odnosno na temperaturi 0. Unu-
tar Sipke temperatura ée da se smanjuje, dok se ne zamn :Vl’ 2, e .
dostigne ravnotezno resenje u(z,t) = 0. Opste resenje ovog problema dobijamo
sumiranjem,
> > nw 2t nm
u(z,t) = Z un(z,t) = cne (%)t gin (Tm) . (10.5)
n=1 n=1
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Na kraju, pocetni uslovi nam odreduju nepoznate konstante ¢,,. Preciznije, iz po¢etnog uslova
dobijamo

oo
f(z) =u(x,0) = Cp Sin Ez ,
l
n=1
i dakle koeficijenti ¢, su dati sa

2 [* . [/nm
Cn = Z/o f(z) sin (7:10) de, n=12.... (10.6)

Zaklju¢ujemo, resenje mesovitog problema za jedna¢inu provodenja toplote (10.4) je dato sa
(10.5) i (10.6). Uslove pod kojima postoji ovo reenje su precizirani u sledec¢oj teoremi.

Teorema 10.8

Ako je funkcija f(x) neprekidna i ima deo po deo neprekidan prvi izvod na intervalu [0, £]
pri cemu je

f(0) = f() =0,
onda je resenje meSovitog problema (10.4) za jednacinu provodenja toplote funkcija u =
u(z,t) € C*(D) N C(D) izrazena redom (10.5) sa (10.6)

u(z,t) = io:cne—(a%)%5 sin (%x) ) Cp = ?/é f(z) sin (%x) dz.
n=1 0

10.3.2 MesSoviti problem nehomogene jednacine provodenja toplote

Razmotrimo sada meSoviti problem koji se sastoji od nehomogene jednacine provodenja toplote
i poCetnog i grani¢nih uslova kao i (10.4),

uy(z,t) = a*uge(x,t) + U(z, 1), O<a</l,t>0,
u(z,0) = f(z), O0<axz<{, (10.7)
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0.

Ukoliko dati problem modelira provodenje toplote kroz Sipku duzine ¢, onda nehomogeni ¢lan ¥
opisuje dodatni izvor toplote koji je prisutan u modelu.

Kao i u poglavlju 9.5.2, reSenje meSovitog problema (10.7) trazimo u obliku zbira,
u(z,t) = v(z,t) + w(z,t),
pri Gemu je v(z,t) reSenje meSovitog problema za homogenu jednacinu provodenja toplote datog
u (10.4),
vi(x,t) = a*vge (2, 1), O0<z<tt>0,
v(z,0) = f(x), 0<z<,
v(0,t) =v({,t) =0, t>0,
dok w zadovoljava odgovarajuéi meSoviti problem sa homogenim poéetnim uslovom,
wi(z,t) = aPwae (2, 1) + V(2 1), 0<z<lt>0,
w(z,0) =0, 0<z</, (10.8)
w(0,t) =w(¢,t) =0, t>0.
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Za nehomogeni ¢lan ¥(x,t) pretpostavimo da mozemo da razvijemo u Furijeov sinusni red (vidi
prilog D) na [0, ¢], pri ¢emu ¢ shvatamo kao parametar, odnosno

o 0
(z,t) = Z )sin(%Fx),  An(t) = %/0 U(z,t)sin(*fx)de, n=1,2,. (10.9)

Resenje w nehomogenog problema (10.8) sa trivijalnim i po¢etnim i grani¢nim uslovima traZimo
u obliku

i )sin(2Fx) . (10.10)

Ovako definisana funkcija w zadovoljava grani¢ne uslove. Diferenciranjem, uvrstavanjem u PDJ
(10.8) i koris¢enjem izraza (10.9) dolazimo do

Z <T’ (‘”;”)2 T, (t) — An(t)) sin(22z) = 0. (10.11)

Sada linearna nezavisnost funkcija {sin("*x) }n ¢y implicira ODJ prvog reda za funkeiju T, (t),

anm

T/L(t)+(7)2Tn(t)—An(t):0 = T,(t) = "% t(an+/ A, (s)el T Sds)

dok pocetni uslov w(x,0) = 0 implicira T,,(0) = 0, odakle sledi a,, = 0, za sve n = 1,2,....
Dakle, funkcije T,, je data sa
/ A,

te je dakle, koris¢enjem (10.10) reSenje w dato sa

- ([ e

Za v koristimo rezultat teoreme 10.3.1, ¢ime dobijamo reSenje u(x, t) meSovitog problema (10.7),

u(z,t) = ( / f(r) sin (7:&) dx + /tA (s )e(“7)2sds> 67(0’"77()215 sin (n%x) )

) ~5)ds,

)7 (- S)ds> Sin(”[m)



11 I Elipticne PDJ — Laplasova jednacina
Kanonicki predstavnik PDJ drugog reda elipti¢nog tipa je Laplasova jednacina
Au =0, (11.1)
i sa njom povezana Poasonova jednacina:
—Au = f, (11.2)
gde u = u(x), x € D, D C R™ oblast u R".

Jednac¢inama elipti¢nog tipa se opisuju brojne stacionarne pojave tj. pojave koje ne zavise od

vremena. Tu spadaju, na primer, potencijalno elektrostati¢ko polje ili potencijalni tok nestisljivog
fluida.

Resenje Laplasove jednacine ima posebno ime.

Definicija 11.1

Funkcija u € C%(D) koja zadovoljava Laplasovu jednacinu (11.1) naziva se harmonijska
funkcija.

Primer 11.2

Neka je D C R2?. Realni i imaginarni deo svake analiticke funkcije na D predstavljaju
harmonijske funkcije na D (koristiti Kosi-Rimanove uslove).

Primer 11.3

Sledeée funkcije su harmonijske: u = 22 — %, u = zy, u = 2% — 3292, u = In\/22 + 32,
u = arctg?, u = e cosy. Ako su (p, ) polarne koordinate, u = p™ cosnep, u = p" sinne
su harmonijske funkcije.

Potrazimo sada fundamentalno resenje Laplasove jednacine. PosSto je Laplasova jednacina
invarijantna u odnosu na rotacije, mozemo potraziti njeno radijalno reSenje tj. reSenje u obliku

u(z) =o(r), r=]|z|
Jedna¢inu Au = 0 na osnovu (7.7) prevodimo u

" (r) + L_lv’(r) =0.

r

Opste resenje ove jednacine je

v(r):C/ ! dr + C1.

Tnfl
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Definicija 11.4 (Fundamentalno reSenje Laplasove jednacine)

Fundamentalno resenje Laplasove jednacine je funkcija

1
72—log|x\, n=2
@) =4¢ 1 1

n(n —2)V, |z|n=2’

n >3,

definisana za x € R™, © # 0, a V,, je zapremina jedinicne lopte u R™:

omn/2
" nI(%)’

gde je I' gama funkcija.

Teorema o srednjoj vrednosti za Laplasovu

jednacinu

Sledec¢a teorema nam tvrdi da je u(x) harmonijska funkcija ako i samo ako je vrednost u(z)
jednaka srednjoj vrednosti od w na sferi B(x,r) pod pretpostavkom da je sfera sadrzana u D.

Teorema 11.5

u je harmonijska funkcija na D ako i samo ako za svako xog € D vaZi
u(zo) = #/ udS (11.3)
0 nVnrn_l OB(xo,T) .

za sve r > 0 tako da je B(zo,r) sadrzano u D. V,, je je zapremina jediniéne lopte u R™
(nV,, je pouvrsina jedinicne lopte u R™).

Na osnovu ove Teoreme, funkcija stanja u(x) koja opisuje fizicki sistem modeliran Laplasovom
jednaginom je "balansirana" na D u smislu da vrednost od u u bilo kojoj tacki z¢ je jednaka
srednjoj vrednosti od v na povrsini bilo koje lopte sadrzane u D sa centrom u zy. Drugim re¢ima,
Laplasova jednacina (i uop$teno elipticne PDJ) modelira fizicke sisteme u stanju ravnoteze ili
stacionarnom stanju. KaZemo jo$ da Laplasova jednac¢ina ima efekat "usrednjavanja'.

Da bismo intuitivnije razumeli ovu teoremu, zamislimo da je D krug sa centrom u nuli. Rub
kruga D, u oznaci 0D, je zapravo kruZnica sa istim centrom i istog polupreénika kao D. Neka
su dati grani¢ni uslovi na kruznici. Tada ¢ée vrednost reSenja u u centru kruga, tacki zg = 0
biti srednja vrednost grani¢nih uslova, odnosno vrednosti od u na kruznici D! Za svaki mali
krug B unutar velikog kruga D vazi da je vrednost funkcije u njegovom centru jednaka srednjoj
vrednosti od u na kruznici 0B, i to vaZi za sve krugove unutar velikog kruga D. Dakle, kakav
god grani¢ni uslov bio, kad se pomerimo od velike kruznice D (kad ulazimo unutar kruga D),
on se uglacava/
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Y
U ovoj tacki je Graniéni uslov
vrednost od u (GU)

vrednost od uj
srednja vrednost od 1
na kruznici

Slika 11.1: Tlustracija teoreme 11.5.

Vazi i druga verzija teoreme o srednjoj vrednosti.

Teorema 11.6

u je harmonijska funkcija na D ako i samo ako za svako xog € D vaZi

1
wwo) = - /B( )Ud%
n xo,T

za sve T > 0 tako da je B(xg,r) sadrZano uw D. V,, je je zapremina jedinicne lopte u R™.

Posledica Teoreme srednje vrednosti je vazna osobina o regularnosti reSenja Laplasove jed-
nacine: ako je u € C? harmonijska, onda je u € C°°, dakle svi izvodi postoje i neprekidni su
(¢ak iako se ne pojavljuju u PDJ), a ¢ak vazi i profinjenje:

Teorema 11.7

Neka je u harmonijska funkcija na D. Tada je u analiticka na D.

Princip maksimuma za harmonijske funkcije

Teorema 11.8

Neka je D ogranicena oblast sa rubom 9D i neka je u € C?(D) N C(D) harmonijska
funkcija. Ako su m i M, respektivno, minimalne i maksimalne vrednosti od u na rubu
0D, onda (slabi princip maksimuma):

m<u(z) <M, zxze€D,
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ili preciznije (jak princip maksimuma):

ili m < u(r) < M, za sve x € D,

ili m = u(x) = M, za sve ¥ € D,

Dakle, harmonijska funkcija u ogranic¢enoj oblasti dostiZze ekstremne vrednosti na njenoj
granici.

Zamislimo opet da je D krug sa centrom u nuli. Ne samo da vaZi da je vrednost funkcije u
u centru bilo kog malog kruga B unutar velikog D jednaka srednjoj vrednosti od v na kruznici
0B, vec¢ §taviSe ta vrednost od u nije veéa od najveée vrednosti na kruznici 0D, niti manja od
najmanje vrednosti od u na kruznici 0D.

Granicni problemi za Laplasovu jednac¢inu

U opstem slucaju, grani¢éni problem za Poasonovu jednacinu (11.2) glasi
—Au=f naD,

(11.4)
u=¢ mnadD.

Teorema 11.9

Granicni problem za Poasonovu jednacinu (11.4) ima najvise jedno klasiéno resenje.

Dokaz. Ako su uy i us reSenja istog grani¢nog problema za Poasonovu jednacinu (11.4), onda
je njihova razlika u = u; — uo reSenje Laplasove jednacine sa grani¢nim uslovom u| op = 0. Na
osnovu principa maksimuma sledi da je v = 0 i na D, odnosno jedinstvenost resenja ako ono
postoji. O

Grani¢ni problemi za Laplasovu ili Poasonovu jedna¢inu mogu da se reSavaju Furijeovom
metodom u oblastima specijalnog oblika, na primer, u krugu, pravougaoniku, lopti, kruznom
prstenu itd.

11.3.1 Granic¢ni problem za Laplasovu jednac¢inu za krug

Neka je u harmonijska funkcija u krugu polupre¢nika a sa centrom u 0, u oznaci K(0,a), koja
zadovoljava grani¢ni uslov na kruznici 9K (0, a). Specificnost domena ukazuje da je najpogodnije
raditi u polarnim koordinatama opisanim u (7.8). Dakle, pretpostavljamo da nepoznata funkcija
u = u(p, p) zadovoljava Laplasovu jedna¢inu u polarnim koordinatama i grani¢ni uslov na rubu
oblasti, tj. posmatramo sledeé¢i grani¢ni problem

Ou tou 1o _
op*  pdp PO
u(a,p) = f(v), ¢€[0,2n].

Ovaj meSoviti problem resavamo Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih. Dakle, trazimo
reSenje u obliku proizvoda dve funkcije,

u(p, ) = R(p)F(p).

0, pel0,a), ¢el0,2n], (115)
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Uvrstavanjem u PDJ dolazimo do jednacine

PR (p) + pR'(p) | F"(0) _
R(p) F(y)
Sli¢no kao i ranije, ovo implicira dve ODJ
PR'(0) + R () _,  F'e) _
R(p) T F(y) ’
gde je A konstanta. Posmatrajmo najpre drugu ODJ,
F'(¢) = =AF(p). (11.6)

Grani¢ni uslov zadat na kruZnici namedée uslov periodi¢nosti
funkcije f, f(¢+27) = f(p) Sto implicira periodi¢nost funkcije
F, tj. F mora da zadovoljava takode F(p + 27) = F(¢).
Funkcija F' je periodi¢na samo u slucaju A > 0, i tada je reSenje
ODJ (11.6)

F(p) = Acos(VAp) + Bsin(VA ).

étaviée, iz periodi¢nosti funkcije F sledi VA = n, n =
0,1,2,..., pasusvojstvene vrednosti i odgovarajuce svojstvene
funkcije

Ay =12 Fo(p) = A, cos(ng)+B,sin(ng), n=0,1,2,....

Vratimo se sada na ODJ za R(p) koja za A = n? postaje
p*R"(p) + pR'(p) — n*R(p) = 0.

Ovo je Kogi-Ojlerova ODJ drugog reda razmatrana u 6.3.1.
Resenje se trazi u obliku R(p) = p™, i ubacivanjem u ODJ
dolazimo do pomocéne jednacine za m:

m(m —1)+m—n?=0

odnosno do reSenja

1 =0
R(p):{cl+62 np, mn s

cip” +cop™™, n=12....
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Obelezimo
¥, = cos(ng), Xn = sin(ny).
Ove funkcije imaju sledece osobine:
2T
L. YnXmde =0,
0
2.
2m 2m
YnPmdyp :/ XnXmdep
0 0
— 5 2, n=0,
T, n=12 ...,
3.

27

27
Yndp = / Xndp
0

) 2m,
=\r

gde je 0, Kronekerov delta simbol

0
n =20,
n=12,...,

1, n=m,

n #m.

& m = =£n,

Posto trazimo harmonijsku funkciju (dakle, bar neprekidnu), co = 0 u oba slu¢aja, ¢ime dobijamo

R(p) =c1p™, n=0,1,.... Kona¢no,

wn(p,9) = an " cos(n@) + by " sin(ng),

Sumiranjem dobijamo opste reSenje PDJ,

u(p, ) = Z an p" cos(ng) + by, p" sin(nep).

n=0

n=0,1,2,....

(11.7)
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Preostaje jos da odredimo koeficijente a,, i b, iz grani¢nog uslova koji implicira

flp) =ao + Z an a™ cos(ny) + by, a” sin(nep). (11.8)
n=1
MnoZeéi jednacinu (11.8) sa cos(my), m = 0,1,2,..., a potom integraleéi na intervalu [0, 27] na

osnovu osobine ortogonalnosti funkcija dobijamo

2 ag2w, m =0,

m J—
0 ama™mT, m=12,....

f(p) cos(mp)dp = {

Sli¢no, mnoZenjem (11.8) sa sin(mey), m = 0,1,2,... iintegralenjem na intervalu [0, 27] dobijamo
2
flp)sin(me)dy = bpa™m, m=1,2,....
0

Dakle, sada moZemo da izrazimo konstante iz (11.7),

1 I 1
w=g [ 1006 = [T s@resmaie, =1 [T s@rsmneag, a19)
zan =1,2,.... Primetimo da je ag = u(0, ) je vrednost od u u centru kruga (p = 0), i ona je

jednaka srednjoj vrednosti od f tj. od uw na krugu poluprecnika a.

Sledec¢a teorema precizira uslove pod kojima je zagarantovana egzistencija reSenja grani¢nog
problema Laplasove jednacine za krug (11.5).

Teorema 11.10

Neka je f neprekidna funkcija, po delovima klase C' na intervalu [0, 27 i neka je f(0) =
f(2m). Tada red (11.7) predstavija klasicéno resenje granicnog problema (11.5) i (11.9).

11.3.2 Granic¢ni problem za Laplasovu jednacinu za loptu

Razmotrimo resavanje Laplasove jednadine za nepoznatu funkciju v = u(r,6,¢), 0 < r < a,
0<0<m,0<p<2m, usfernim koordinatama opisanim u (7.10), unutar lopte polupre¢nika a,
koja zadovoljava dopunske grani¢ne uslove

1.9 (,20u 1 0 (win pdu 1 9w
725(7‘ 87’)+rzsin9%(81n9ﬁ)+r2sin2937¢270’
u(a,0,0) =a, ako 0<60<7/2,
(a@,tp)—O ako 7/2<60 <.

Ako fizi¢ki interpretiramo problem kao stacionaran raspored temperature unutar lopte, onda
grani¢ni uslovi govore da se povrSina gornje polovine lopte drzi na konstantnoj temperaturi «,
dok se povrsina donje polovine lopte odrzava na temperaturi 0. Ukoliko ¢ekamo dovoljno dugo
nakon stavljanja gornje i donje polovine sfere na izvor toplote, raspored temperature unutar lopte
¢e dostiéi stacionarno stanje opisano Laplasovom jednac¢inom.

ReSimo ovaj grani¢ni problem. ReSenje trazimo u obliku proizvoda

u(r,@, 90) = R(T)T(G)F(@)»
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¢ijim uvrstavanjem u prethodnu jednacinu dobijamo

RF d RT

TF d . /

r2 dr

(r* R'(r)) + F"(p) = 0.

r2sin? 6
MnoZenjem sa 12 sin’ 0/RTF dobijamo ¢lan koji zavisi iskljuc¢ivo od promenljive ¢ $to nam
omogucava da izdvojimo prvu ODJ

sin® 6 d
R dr

2 / 1 : d . / _ 1 "
(r R(r))—i—fmn@@(smHT(Q))——FF ().

Prethodna jednakost je moguéa jedino ako
sin® 6 d
R dr

OJR%ﬂy+%$n%%“m97“@):M F"() = =AF.

Deleéi prvu jednakost sa sin? @ dobijamo jos dve ODJ

A
sin? 6’

1d,45 ., d . , _
T (r R(r))+Tsin9@(81n9T(0))_

Sto nas motivise da uvedemo novu konstantu v i dobijemo jo§ dve ODJ

1d 1 d . , A
Rdr _TsiHQ@(SmaTW))—F

(r* R'(r)) =1, =7 (11.10)

sin?6
Resavamo prvo ODJ za funkciju F. PoSto je ¢ ugaona promenljiva nameéemo uslov peri-
odi¢nosti, te A > 0. Stavljamo A = 32, 8 > 0 i dobijamo resenje

F(p) = c1sin By + c2 cos Be.

Medutim, kako grani¢ni uslovi ne zavise od ¢ sledi da je § = 0. Dakle, F(¢) = c2. Potom
reSavamo ODJ za funkciju T. Iz (11.10) imajuéi u vidu A = 0 imamo

d

— (sin@ T"(0 T(6) =0. 11.11
5 (50 T'(6)) +9T(6) =0 (11.11)
Ova jednacina moze da se transformise u Lezandrovu ODJ ukoliko uvedemo promenljivu = =

cosf. Sada je

d d d

S gl — 12

o ~ T
posto je na intervalu [0, 7] za 6 sinus pozitivan, te sinf = v/1 —cosf = v/1 — 22. Sada se ODJ
(11.11) moze transformisati

ﬁ (— 1-— x2% (-(1- xQ)T’(x))> +7T(x) =0,
odnosno
(1 —2*)T"(z) — 22T (x) +~T(x) = 0.

Ovo je Lezandrova ODJ. Posto zahtevamo kona¢nost resenja u tackama x = 11z = —1 (koje
odgovaraju § = 01 6§ = 7, respektivno), konstanta v = £(¢ + 1), gde je £ € N.
Konagno, resimo ODJ za R(r). Uzimajuéi izvod u (11.10) i mnozeci sa R dobijamo Kosi-
Ojlerovu ODJ
r?R"(r) +2rR'(r) — £({ + 1)R(r) = 0.
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i postupamo isto kao u prethodnom primeru. TraZeéi reSenje u obliku R(r) = r™ dolazimo do
pomocne jednacine za m

mm—1)+2m—L(l+1)=0 & m; =—-L+1), my =1,

odnosno dva linearno nezavisna resenja Ry (r) = r~“*1) i Ry(r) = ‘. Prvo reenje nije fizicki
prihvatljivo zato Sto postaje beskonac¢no za r = 0, te kona¢no dobijamo

Ri(r)=r%, (eN.

Sada je reSenje
u(r, 0, ¢) = Zw(r, 0,p) = Z cer' Ty(6),
=1 =1

gde se Ty(#) dobija resavanjem LeZzandrove jednadine, a koeficijenti ¢; iz osobina Lezandrovih
polinoma ¢ije razmatranje prevazilazi okvire ove knjige.

11.3.3 Resavanje Laplasove jednacine u u polarno-cilindri¢nim koordi-
natama

U ovom poglavlju ¢emo potraziti reSenje Laplasove jednacine u polarno-cilindriénim koordi-
natama datim u (7.9),

Pu 1ou 10 o

02 pop T o T o2 T
gde je u = u(p, p, z) nepoznata funkcija, p > 0, ¢ € [0,27], z € R. ReSenje trazimo u obliku
proizvoda

u(p, ¢, z) = R(p)F(p)Z(2),

¢ijim uvrstavanjem u gornju PDJ dobijamo

1 RZ
FZR"(p) + ;FZR’(,O) + FF"(<p) +RFZ"(z) = 0.

Deljenjem ove jednacine sa F'ZR mozemo da izdvojimo prvu ODJ
1 1 1 1
F —

o O F R TPt Fpel O = 70

gde je X konstanta koju éemo odrediti. MnoZeéi dalje prvi deo jednakosti sa p? dolazimo do
druge dve ODJ

Z"(z) = A,

p2 7 P N v 2 7# " _
R(p)R (p)+R(p)R(p) Ap” = F(@)F (@) =,

gde je v konstanta koju kasnije odredujemo.
Resimo prvo ODJ za Z(z). Iz fizickih razloga zelimo da Z — 0 kada z — 400, §to namece
da A < 0. Stavimo A = —¢2, i dobijamo resenje

Z(2) = c1% 4 coe™ 2.

Razmatrajmo sada ODJ za F(¢). Posto je ¢ ugaona promenljiva Zelimo da funkcija F(¢) bude
periodi¢na, §to povlaci v > 0. Ukoliko oznacimo v = m?2, m > 0 dolazimo do reenja

F(¢) = k1 cosmep + ko sinmep.
Uzimajuéi u obzir vrednosti za A iy, ODJ za R(p) postaje
p*R"(p) + pR'(p) + (p* —m?) R(p) = 0,
§to je Beselova ODJ.



12 | Parcijalne diferencijalne jednacine —
zadaci za vezbu

1. Skicirati grafik od u(z,t) = H(x —t) u
zu—ravni za trenutke t = 0,1,2, 3.

12.1 Putujuéi talasi

Zadatak 12.1.1 (Nastavak primera 8.6). Mod-
ifikovati funkciju u datu sa

u(z,t) = e~ (@=?,

2. Koriste¢i Hevisajdovu funkciju konstruisa-
ti funkciju u(x,t) koja modelira talas pri-
kazan na slici 12.1.

tako da se
u(z,0)
1. talas krece ulevo konstantnom brzinom,

u : :
3 05| S =05 s
0p ! \ 0 ! - \
) —4 -2 0 2 —4 -2 0 2
‘ T x

—4-2 1 2 47

2. talas krece udesno brzinom koja se povecava,

1

S 051

= 1
3 0.5

3 — [S—
U . \ 0 \ \
2 -4 -2 0 2 -4 -2 0 2
1 x x
Slika 12.1: Talas modeliran funkcijom u(z,t)
-4-2 2 47

3. talas krece udesno konstantnom brzinom 12.1.1 Metod karakteristika
1 amplituda mu se povecava.

Zadatak 12.1.3. Resiti Kosijev problem:

1u Opu(z,t) + 4 0pu(z,t) =0, t>0,z €R,
u(z,0) = arctg(x).
0.5
Zadatak 12.1.4. Resiti Kosijev problem:
5 | 5 10 B

t>0,z € R,

Opu(z,t) + 2 Opu(x,t) =0,

u(z,0) =e" 7.

Zadatak 12.1.2. Hevisajdova funkcija se definise
sa: Zadatak 12.1.5. Prostiranje poremecaja u(z,t)

je opisano transportnom jednacinom:
1, >0,

x < 0. Ou+20,u=0; zeR, t>0.

147
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(a) Metodom karakteristika odrediti reSenje Ko-
Sijevog problema za pocetni uslov:

1*‘£E|, |SC‘S17
0, J|z|>1

u(z,0) = up(x) = {

(b) U (x,u)-ravni skicirati pocetni uslov i re-
Senge problema u trenutku t = 2.

12.1.2 Kosijev problem za talasnu
jednacinu
Zadatak 12.1.6. Resiti Kosijev problem:

gt (2, 1) = 36Uy, (z, 1), t>0,x€R,
u(z,0) = sinz,
ug(x,0) = cos .
Zadatak 12.1.7. Data je talasna jednacina za
nepoznatu funkciju u(x,t):

Ut = Mgy, t>0,z e,

(a) Primenom Dalamberove formule odrediti re-
Senje Kosijevog problema sa pocetnim uslo-

vima:
u(z,0) = cos(mx), x| <1,
0, |z|>1.
Oru(z,0) = 0.

(b) Kolika je vrednost funkcije u(x,t) u tacki
(an tO) = (3, 1) ?

Zadatak 12.1.8. Konstruisati reSenje pocetnog
problema

Upp = Mye, —00 < x <00, t>0,
1 ko 0<z<1
u(x’o) = { ’ ? Ov - x - ’
0, nace,
ug(2z,0) = 0.

Resenje. Pocetni poremecaj je sadrzan u in-
tervalu
I=10,1].

Jasno je da je brzina prostiranja ¢ = 2. U zt-
ravni crtamo prave x + 2t = 0, z — 2t = 0,
x+2t =1, x — 2t = 1. Na ovaj nacin delimo
xt-ravan na Sest oblasti.

Domen uticaja intervala I su oblasti 2, 4,
51 6. Na osnovu formule (9.11) konstruisemo
reSenje pocetnog problema. Ukoliko je tacka
(z,t) iz oblasti 6, vra¢anjem na x-osu (tj. u
pocetni trenutak ¢ = 0) po pravama sa nag-
ibima 1/2 1 —1/2, dobijamo da ¢e prava sa poz-
itivnim nagibom preseci z-osu u intervalu I gde
je vrednost funkcije u jednaka 1, dok ¢e prava
sa negativnim nagibom preseéi osu van inter-
vala I gde je vrednost funkcije v nula. Sada
je vrednost funkcije u srednja vrednost ove dve
vrednosti tj. u(z,t) = 3 (1+0) = 3. Na sli¢an
nacin konstruisemo

0, =za (z,t) iz oblasti 1,315,

u(x,t) =91, za (x,t) iz oblasti 4 i 6,
1, za (x,t) iz oblasti 2.
t=0 t=1/8
17 : T ] 17 _\ T ]
5050 ¢ i | SO05[ ==
0 \ \ | OI_.\ \. |
-10 1 2 3 -10 1 2 3
x x
t=1/4 t=3/8
17 T T ] 17 T T ]
305 == | 305 —
OI-. | | . | 0-: \_.\ .\
-10 1 2 3 -10 1 2 3
x x

Slika 12.2: Grafik resenja u(z,t) za razlicita
vremena

Napomenimo da ovako konstruisano resenje
nije klasi¢no reSenje talasne jednacine, jer ima
prekide. Sa slike (12.2) se vidi da se inicijalni



12.1. PUTUJUCI TALASI

poremecaj deli u dva putujuca talasa koji se
kreé¢u ulevo i udesno.

12.1.3 MesSoviti problem za talasnu
jednacinu

Zadatak 12.1.9. Neka u(z,t) predstavlja ver-

tikalno premestange Zice duZine w koja je postavl-

jena na intervalu {x : 0 < = < w}. Talasna

jednaéina koja modelira premestanje u(x,t) je:

U = 36U,
Koristeéi metod razdvajanja promenljivih resiti

jednaéinu po u(x,t) ako su dati granicéni uslovi
(Zica je fiksirana na krajevima):

sa pocetnim premestanjem

u(z,0) = 5sin(3z) — 6sin(8x), 0<z<m,
1 pocetnom brzinom
ug(x,0) =0, 0<z<m.

Zadatak 12.1.10. Resiti meSoviti problem:
1

Utt = “Ugy

9

u(0,t) = u(10,t) =0, t>0,

u(x,0) = 6sin %x + 12sin 27z,
. T .
ug(z,0) = sin —- +2sin2rz, 0<x </
Zadatak 12.1.11. Oscilacije zategnute Zice opi-

sane su talasnom jednacinom zajedno sa grani-
¢nim uslovima:

&gtu = 4811’&, O<z<m,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

(a) Primenom Furijeovog metoda razdvajanja
promenlyivih odrediti resenje mesSovitog pro-
blema sa sledeéim pocetnim uslovima:

u(z,0) = 2sin 4z,
Ou(z,0) =0, 0<z<m.
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(b) Resenge dobijeno pod (a) transformisati u
zbir dva putujuca talasa.

Zadatak 12.1.12. Oscilacije zategnute Zice opi-
sane su talasnom jednacinom zajedno sa grani-
cnim uslovima:

Opt = Oppu, 0 < </,
w(0,¢) = u(l,t) =0, t>0.
Primenom Furijeovog metoda razdvajanja pro-

menljivih odrediti reSemje mesovitog problema
sa sledeéim pocetnim uslovima:

u(z,0) = hx(lx); h >0,
Ou(z,0)=0, 0<az</.

Zadatak 12.1.13. Oscilacije zategnute Zice opi-
sane su talasnom jednacinom:

Opt = 2040u, 0<x <2

sa granicnim uslovima:
u(0,t) = u(2,t) =0, t>0.

Primenom Furijeovog metoda razdvajanja pro-
menljivih odrediti resenje meSovitog problema
sa sledeéim pocetnim uslovima:

0<z<1

u(z,0) = “ =T=5
2—z, 1l<ax<2,

Ou(z,0) =0, 0<z<2

12.1.4 MesSoviti problem za jedna-
¢inu provodenja toplote
Zadatak 12.1.14. Neka u(z,t) predstavlja tem-
peraturu veoma tanke Sipke duZine m koja se
nalazi na intervalu {x : 0 < z < w}. Raspodela

temperature je odredena sa jednacinom provo-
denja toplote:
U = 30Uy
Pretpostavimo da su oba kraja izolovana tj.
u(0,t) =0,
u(m,t) =0, t>0.
Data je pocetna raspodela temperature
u(z,0) = 2sin(4x) — 11 sin(7z), 0<z <.

Primenom metode razdvajanja promenljivih na-
éi netrivijalno reSenje u(x,t) datog problema.
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Zadatak 12.1.15. Resiti meSoviti problem:

1
Ut = §Uac3:
u(0,t) =u(f,t) =0, t>0,
3
u(x,O)z%, O<z<U.

Zadatak 12.1.16. Polje temperature u(z,t) u
zidu Sirine £ = 2, cije se bocne strane odrzavaju
na konstantnim i jednakim temperaturama, opi-
sano je jednacinom provodenja toplote:

Oru=40zu, 0<x <2, t>0,

sa granicnim uslovima:

u(0,t) =u(2,t) =0, t>0.

(a) Primenom Furijeovog metoda razdvajanja
promenljivih odrediti resenje meSovitog pro-
blema sa pocetnim uslovom:

u(x,0) = {

(b) Na osnovu prvog ¢lana reda uy(x,t) dobi-
jenog pod (a), dati procenu trenutka vre-
mena T u kom ée maksimalna temper-
atura u zidu biti jednaka polovini mak-
stmalne temperature u pocéetnom trenutku
t=0.

x/2, 0<z<l1,
1—z/2, 1l<z<2.

Zadatak 12.1.17. Polje temperature u(z,t) me-
talne sipke duzine £, ¢iji su krajevi toplotno izolo-
vani, opisano je mesovitim problemom za je-
dnacinu provodenja toplote:

Ou = a’0ypu, 0<z </l t>0,

0u(0,t) = O,u(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = %x((— z), 0<z<L

(a) Primenom Furijeovog metoda razdvajanja

promenljivih odrediti reSenje mesovitog prob-

lema.

(b) Na osnovu prvog resenja dobijenog pod (a)
odrediti polje temperature

Uso () = tliglc u(z,t).

Granicni problem za Laplasovu je-
dnacinu

Zadatak 12.1.18. Nadéi resenje u = u(p,p)
Laplasove jednacine
0%u
0p?

1o
pOp

1 0%u

252 = O

p? Op

unutar jedinicnog kruga koje zadovoljava grani-

éni uslov:
u(1,p) = 2sin .

Zadatak 12.1.19. Stacionarno polje temper-
ature u(p, @) kruzne ploce poluprecnika R = 2
odredeno je Laplasovom jednacinom u polarnim
koordinatama:

o
0p>

10% _
p* 0

10u

- 0,
p Op

sa granicnim uslovom

u(2,¢) = 2(1 — sinp).

(a) Primenom Furijeovog metoda razdvajanja
promenljivih odrediti reSenje datog grani-
¢nog problema.

(b) Na osnovu resenja dobijenog pod (a) odred-
it minimalnu 1 maksimalnu temperaturu
u oblasti p € [0,2], ¢ € ]0,2).

Zadatak 12.1.20. Stacionarno polje tempera-
ture u(p, ) kruzne ploce poluprecnika R odre-
deno je Laplasovom jednac¢inom u polarnim ko-
ordinatama:

o
0p?

1 0%u

10w 1
pdp  p? o>

b

sa granicnim uslovom
u(R, @) = ug cos 2¢p.

(a) Primenom Furijeovog metoda razdvajanja
promenljivih odrediti reSenje datog grani-
¢nog problema.

(b) Na osnovu resenja dobijenog pod (a) odred-
iti minimalnu i maksimalnu temperaturu
u oblasti p € [0, R], ¢ € [0,2).
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13 | Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Verovatnoca

Osnovni model u teoriji verovatnoce jeste eksperiment. Pojmovi koji predstavljaju bazu za dalje
matematicko izu¢avanje su sledeéi:

Prostor dogadaja 2 je skup svih moguéih ishoda jednog eksperimenta.

Eksperiment je bacanje kockice za igru. Svi moguéi ishodi su: "pala je jedna tacka na
gornjoj strani kockice", "pale su dve tacke na gornjoj strani kockice", itd. "palo je Sest
ta¢aka na gornjoj strani kockice".

Elemente skupa 2 nazivamo elementarnim dogadajima.
x; - "palo je i tacaka na gornjoj strani kockice" je elementaran dogadaj. Q@ = {z1, 22, ...,z }.

(Sluéajan) dogadaj je podskup skupa 2. Sastoji se od onih elementarnih dogadaja koji
imaju svojstvo kojim se dogadaj A definiSe.

A- "pao je paran broj na gornjoj strani kockice". A = {xq, x4, x6}.
Zakon verovatnoée dodeljuje brojéanu vrednost P(A) jednom ishodu A posmatranog

eksperimenta, tako da nam on kvantitativno govori koliko je moguée da se dogodi upravo
taj ishod. P(A) je nenegativan broj koji se zove verovatnoca dogadaja A.

Definicija 13.1 (Verovatnoca)

Funkcija P koja slika dogadaje koji se posmatraju kod nekog eksperimenta u interval [0, 1]
se zove verovatnoca ako zadovoljava sledeée uslove

e 0 < P(A) <1, za svaki dogadaj A.
e P(Q)=1.

e Verovatnoce za medusobno iskljucive dogadaje se sabiraju tj. ukoliko su A i B dis-
junktni, tada je
P(AUB)=P(A)+ P(B).

Opstije, ukoliko prostor dogadaja sadrzi beskonacno mnogo dogadaja i Ay, As,. ..
su medusobno disjunktni, onda je verovatnoca njihove unije:

P(AlUAQU...)ZP(A1)+P(A2)+....

Primetimo da se treéa osobina odnosi na disjunktne dogadaje. Za proizvoljna dva skupa vazi

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Zaista, mozemo zapisati AUB = AU (A°NB) i B = (AN B)U (A°N B) i koristedi aditivnost
dobijamo P(AUB) = P(A)+P(A°NB)i P(B) = P(ANB)+ P(A°N B), odakle sledi zakljuc¢ak.
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Ceo skup €2 je dogadaj koji se realizuje uvek. Zato skup 2 nazivamo sigurnim dogadajem.
Prazan skup () je nemogué dogadaj i on se nikada ne moze realizovati. Ako je dogadaj A takav
daje A# Qi P(A) =1, onda za A kaZemo da je skoro siguran dogadaj. Dakle, skoro siguran
dogadaj je dogadaj koji ima verovatnocu realizacije 1, ali se ne mora desiti. Sli¢no, ako je dogadaj
A takav da A # 0 1 P(A) = 0, onda za A kazemo da je skoro nemogué¢ dogadaj. Skoro nemogué
dogadaj je, dakle, dogadaj koji ima verovatnocéu realizacije 0, ali se ipak moZze desiti.

Primer 13.2

Strelac gada u metu 4 puta pri ¢emu se registruju pogoci i promasaji. Opisati skup svih
mogucéih ishoda kao i dogadaje:

A - gadanje je zapoceto promasajem,

B - rezultat svih gadanja je isti,

C - cilj je pogoden 2 puta,

D - cilj je pogoden bar 2 puta.

Oznacimo sa 0 promasaj, a sa 1 pogodak. Skup svih moguéih ishoda gadanja mete Cetiri
puta je

Q = {0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 1100, 1010, 1001,
0110,0101,0011,1110,1101,1011,0111,1111} .

Da bismo opisali dogadaj A, fiksiramo 0 (promasaj) na prvom mestu, a na preostala tri
razmatramo sve moguée kombinacije. Dakle,

A = {0000, 0100, 0010, 0001, 0110, 0101, 0011} .

Dogadaj B ¢e se realizovati ukoliko je strelac ili pogodio ili promasio metu sva Cetiri puta.
Dakle,
B ={0000, 1111} .

Dogadaj C' se sastoji on onih elementarnih ishoda koji uklju¢uju dve 1 tj. dva pogotka,
C = {1100, 1010,1001,0110,0101,0011} .

Dogadaj D ¢e se realizovati ukoliko je strelac pogodio metu dva, tri ili sva Cetiri puta.
Drugim re¢ima, isklju¢ujemo dogadaje meta je promaSena sva Cetiri puta i meta je
pogodena ta¢no jednom, odnosno

D = 0\ {0000, 1000, 0100, 0010, 0001} .

Verovatnoc¢a nekog dogadaja A moze da se izratuna pomocu relativne frekvencije — ukoliko
prostor dogadaja sadrzi n dogadaja i svaki od njih je jednako verovatan, tada se verovatnocéa
dogadaja A moZe izra¢unati pomocu relativne frekvencije:

PlA) = koliko puta se desio dogadaj A

n = ukupan broj svih dogadaja’
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Primer 13.3

Pretpostavimo da tri puta bacamo novéié i da registrujemo da li je pala glava ili pismo.
Neka je dogadaj P — palo je pismo, a dogadaj G — pala je glava. Tada je

Q = {PPP,PPG, PGP, PGG,GPP,GGP,GPG,GGG}.

Pretpostavljamo da je svaki ishod jednako verovatan, tj. da je verovatnoca svakog
ishoda 1/8. Posmatramo dogadaj A-glava je pala tatno dva puta. Tada je A =
{PGG,GGP,GPG}. Verovatnoca dogadaja A je 3/8.

13.1.1 Uslovna verovatnocéa

Definicija 13.4

Neka su A i B dva dogadaja takva da P(B) > 0. Ako realizacija dogadaja B moZe uticati
na verovatnoéu realizacije dogadaja A, govorimo o uslovnoj verovatnoéi. Uslovna verovat-
noc¢a P(A|B), odnosno, verovatnoéa dogadaja A pod uslovom da se realizovao dogadaj B
je

P(ANB)

PAIB) = =55

Iz prethodne formule dobijamo P(AN B) = P(A|B)P(B).

Primer 13.5

Ukoliko je avion prisutan u odredenoj oblasti, radar ga detektuje i oglasava alarmom sa
verovatnocom 0.99. Ukoliko avion nije prisutan, (lazni) alarm se upali sa verovatnoéom
0.1.  Pretpostavimo da je verovatnoéa da je avion u datoj oblasti 0.05. Kolika je
verovatnoca da avion nije prisutan i da se upali alarm? Kolika je verovatnoca da se avion
nalazi v oblasti i da nije detektovan?

Oznacimo dogadaje:
A— avion je prisutan u odredenoj oblasti, w© 0O
B— radar oglasava alarm. A 10
o
U zadatku su nam date sledeée verovatnoce: L }2}‘.\3{‘3{‘1;1
4\9/@’0 Je o \a\Se
S -
P(B|A) = 0.99, ‘2& o "
<
N
P(BJA®) = 0.1, % % e e
o0 W5 ee
P(A) = 0.05. RN o O
QOO:/ a(])
Trazi se da nademo verovatnoée dogadaja A°N B i :D;\ R s
Je 5 5.0¢
AN Be. Og[QSj(; <
Verovatno¢u prvog dogadaja lako nalazimo iz fo- O
rmule uslovne verovatnoce:
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P(A°N B) = P(B|A°)P(A°) = 0.1-0.95 = 0.095.
Verovatnoca drugog dogadaja se odreduje iz zapazanja
A=(ANB)U(ANB°,

odakle iz disjunktnosti skupova sledi P(A) = P(A N B) + P(A N B¢), a iz formule za
uslovnu verovatnoc¢u imamo P(ANB) = P(B|A)P(A) = 0.99-0.05 = 0.0495, te je traZena
verovatnoéa P(A N B¢) = 0.05 — 0.0495 = 0.0005.

Definicija 13.6

Neka dogadagi Hy, ..., Hy, zadovoljavaju sledece uslove:
1. HiNH;=0,4,5=1,....,n,i#j,
2. HHUHyU---UH, =Q,
3. P(H;))>0,i=1,...,n.

Tada kazemo da {H1,...,H,} ¢ine potpun sistem dogadaja.

Teorema 13.7 (Formula totalne verovatnoce)

Ako je {Hy, ..., H,} potpun sistem dogadaja, onda za svaki dogadaj A vaZi:

P(A)=P(ANH,)+P(ANHy)+---+ P(ANH,)

= P(A|H,)P(H,) + P(A|Hy)P(H,) + - - - + P(A|H,)P(H,). (13.1)

A _-O HiNnA
Hy .-~ IR
H,y L
g - HyNnA
" H, /A O H
’ S Oelge
Hy Hj \\\Hg
A _-O H3nA
Slika 13.1: Potpun sistem dogadaja C)::«‘lf

Slika 13.2: Tustracija formule totalne verovat-
noce

Primer 13.8

Olivera wucestvuje na teniskom turniru.  Protiv polovine konkurencije (oznacimo ih
protivnici tipa 1) verovatnoéa da pobedi je 0.3, protiv Ceturtine (protivnici tipa 2) je
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0.4, a protiv preostale éetvrtine (protivnici tipa 8) je 0.5. Neka Olivera igra sa slucajno
izabranim protivnikom. Kolika je verovatnocéa da ée pobediti?

Oznacimo dogadaje:
H,;— Olivera igra sa protivnikom iz grupe i, i = 1,2, 3,
A— Olivera je pobedila.

U zadatku su date verovatnoée: P(A|Hy) = 0.3, P(A|Hs) =0.41 P(A|H3) = 0.5. Pomocu
relativne frekvencije, mozemo da odredimo sledeée verovatnoce: P(Hy) = 1 i P(Hs) =
P(Hs) = }1' Trazi se verovatnoca dogadaja A i ona se moze izra¢unati pomocu formule
totalne verovatnoée posto {Hy, Hy, H3} ¢ine potpun sistem dogadaja,

1 1 1
P(A)= 303+ 704+ 7-05=0.375.

Teorema 13.9 (Bajesova formula)

Ako je {Hy,..., H,} potpun sistem dogadaja, onda za dogadaj A takav da P(A) > 0 vaZi:

P(A|Hp)P(Hp)

P(Hm|A) = P(A) >

m=1,...,n, gde P(A) ra¢unamo po formuli (13.1),

P(A) = P(A|Hy)P(Hy) + P(A[H2)P(Hz) + - - - + P(A|Hy) P(Hy).

Primer 13.10: Nastavak primera

Kolika je verovatnoéa da se oglasi alarm? Kolika je verovatnoéa da ako se oglasi alarm,
avion zaista jeste prisutan u datoj oblasti?

Koristeéi formulu totalne verovatnoée mozemo izracunati

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°)
=0.05-0.9940.95-0.1 ~ 0.1445

Kona¢no, pomoc¢u Bajesove formule dobijamo

P(B|A)P(A) _ 0.05-0.99

P(AIB) = P(B)  0.1445

~ (0.3426.
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13.1.2 Nezavisnost dogadaja

Definicija 13.11

Dogadaji A i B su nezavisni ako vaZi:

P(AB) = P(A)P(B).

Ako su A i B nezavisni dogadaji, onda
P(A[B) = P(A),

odnosno realizacija dogadaja B ne utice na verovatnocu realizacije dogadaja A.

Definicija 13.12

Dogadaji A, B i C' su nezavisni ako vazi:
(1) P(ABC) = P(A)P(B)P(C) (nezavisni u ukupnosti),

(2) P(AB) = P(A)P(B), P(BC) = P(B)P(BC), P(AC) = P(A)P(C) (nezavisni po
parovima,).

Primer 13.13

Q=1{1,2,...,6}. A={3,4,5}, B=1{1,2,4,5}, AN B = {4,5}.

PUAE) = ) = £=3

Dakle, A i B su nezavisni dogadaji, iako nisu disjunktni.
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Ishod eksperimenta je najcesSée neka numericka vrednost. Od posebnog interesa je kad nekom
dogadaju mozemo da dodelimo neku numeri¢ku vrednost sa odredenom verovatnoéom. Za to
nam sluzi koncept slu¢ajne promenljive.

Definicija 14.1

Slucajna promenljiva je funkcija koja slika elementaran dogadaj u skup R.

Primer 14.2

Posmatrajmo bacanje nov¢i¢a dva puta.

Skup elementarnih dogadaja je dat sa Q = {PP, PG,GP,GG}, gde sa P oznacavamo da
je prilikom bacanja novéi¢a palo pismo, a sa G da je pao grb. Ako slucajna promenljiva
X predstavlja broj palih pisama u dva bacanja nov¢i¢a, onda je ona data sa:

X(PP)=2, X(PG)=1, X(GP) =1, X(GG) = 0.

Postoje dva osnovna tipa slu¢ajnih promenljivih: diskretne i apsolutno neprekidne.

Diskretne slucajne promenljive

Definicija 14.3

Slucajna promenljiva je diskretna ako je skup vrednosti koje moZe da prima ili konacan
ili beskonacno prebrojiv.

Neka je {1, x2, ...} skup vrednosti diskretne slu¢ajne promenljive X. Sa p(z;), i =1,2,...,
¢emo oznaditi verovatnocéu dogadaja {X = x;}

P{X =} =plx;), i=1,2,....
Ovaj dogadaj se sastoji od onih ishoda eksperimenta koji dovode do toga da X uzima vrednost
x;, odnosno od onih elementarnih dogadaja koji se sa X preslikavaju u x;. Zapravo, gornja
relacija je kraéi zapis za
px;)) =PlweN: X(w)=wz}, i=12,....

Verovatnoce p(z;), i = 1,2,... odreduju tzv. raspodelu verovatnoce sluc¢ajne promenljive X.

Primetimo, ukoliko je {X = z;} N{X =z,} = 0, za svako i # j onda je Q = Ui{X = x;} i

ZP(%) = ZP{X =z} =P (U{X = xz}) =PQ) =1
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Definicija 14.4

Skup vrednosti diskretne slucajne promenljive {x1,22,...} sa odgovarajuéom raspode-
lom wverovatnoda p(x;), i = 1,2,... ¢ini zakon raspodele (ili samo raspodelu) slucajne
promenljive X, koji najcesée Sematski zapisujemo:

(i i )

pri ¢emu se vrednosti x; pisu u rastucem poretku.

Primer 14.5

Zakon raspodele sluc¢ajne promenljive X koja predstavlja broj palih pisama u dva bacanja

novcica je:
0 1 2
X (1/4 1/2 1/4)’

jer je
. . . 1
P{X = 0} = P{nijednom nije palo pismo} = 1
1
P{X =1} = P{jednom je palo pismo} = 3

1
P{X = 2} = P{oba puta je palo pismo} = T

Primer 14.6

Ako slucajna promenljiva predstavlja broj koji padne prilikom bacanja kockice, onda je
njen zakon raspodele:

1 2 3 4 5 6
X:<1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6)'

Za ovu sluc¢ajnu promenljivu kazemo da ima uniformnu diskretnu raspodelu, jer sve vred-
nosti prima sa jednakim verovatnoc¢ama.

14.1.1 Binomna raspodela

Najpre uvedimo pojam Bernulijeve Seme: u jednom eksperimentu posmatramo samo dogadaj A,
odnosno Q = {A, A°}. Oznac¢imo

p(A)=p = p(A°)=1-p.
Eksperiment ponavljamo n puta pri ¢emu uslovi eksperimenta ne smeju da se menjaju i ishod

prilikom jednog izvodenja ne zavisi od ishoda eksperimenta prilikom nekog drugog izvodenja.
Mogu¢é broj pojavljivanja dogadaja A je od 0 do n.



14.1. DISKRETNE SLUCAJNE PROMENLJIVE 161

Definicija 14.7

Neka je u Bernulijevoj Semi fiksiran dogadaj A, a eksperiment se ponavljan puta. Slucajna
promenljiva S, koja je za svako n jednaka broju realizacija dogadaja A, a skup vrednosti
joj je {0,1,...,n} zove se Bernulijeva slucajna promenljiva.

Verovatnoca da se u n ponavljanja eksperimenta dogadaj A realizuje ta¢no k puta je jednaka:

P{S, =k} =p(k) = (Z) pPPA—-p)"F, k=0,1,...,n. (14.1)

Sada je zakon raspodele Bernulijeve sluc¢ajne promenljive:
0 1 2 e k .oon

Sn: n n— nn— n— n n— n
(L=p)" np(l—p)"=t M p2(1—pn2 . <k>p’“(1—p) Fop

Raspodela verovatnoce odredena sa (14.1) zove se binomna raspodela. Ona zavisi od dva
parametra: brojan € Nip € (0,1). Ako slufajna promenljiva X ima binomnu raspodelu sa
parametrima n i p, to zapisujemo kao:

X : B(n,p).

P{PPP} =p?

‘3

\

=)
\
/
/B
/ \

P{PPG} =p*(1-p)

/
/
=)

P{PGP}=p(1-p)?

R Pz
< (=)
/ /
N
/
N @
/ /
/ \ )
/ \

/
N

DEEEEEEE

P{PGG} =p(1—p)?

.
.
V3

P{GPP} =p*(1-p)

N
P
.
.
.
N D
\
A~
/
/ \
/ \

P{GPG} =p(1—p)

Vo /
™

P{GGP} =p(1—-p)?

P{GGG} = (1-p)?

~N
/
N
/
~ @
/
/ \
/ \

/

kN

Slika 14.1: Bernulijeva Sema, n = 3, sa P je oznacen dogadaj A, G := A€
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Primer 14.8

Eksperiment se sastoji od bacanja nov¢iéa tri puta. Neka je X slucajna promenljiva
koja predstavlja broj palih pisama u tri bacanja. Nadimo zakon raspodele sluc¢ajne
promenljive X.

Neka P predstavlja dogadaj "palo je pismo", a G "pala je glava" Neka je p verovatnoca
tog dogadaja, tj. P(P) = p. Sve moguce ishode eksperimenta moZemo graficki prikazati
pomocu Bernulijeve Seme na slici 14.1.

14.1.2 Poasonova raspodela

Kada je n veliko, radi brzeg izra¢unavanja binomnih verovatnoéa (14.1) posmatramo asimtotsko
ponaSanje kad n — oo. Ako su parametri binomne raspodele B(n,p) takvi da je n veliko i
np < 10, onda umesto S,, piSemo S, uvodimo A = np i tada vazi

k

A
P{S. =k} =p(k) = Fe—A, k=0,1,..., A>0. (14.2)

Definicija 14.9

Sluéajna promenljiva sa skupom vrednosti {0,1,2, ...} i raspodelom verovatnoéa (14.2) se
zove Poasonova slucajna promenljiva.

Ako slu¢ajna promenljiva X ima Poasonova raspodelu sa parametrom A, to zapisujemo kao:
X PN,

i dakle zakon raspodele za X : P(A), A > 0, je

[ U
e de™r Ll )‘k—Te_A )

Apsolutno neprekidne slu¢ajne promenljive

Apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva je sluéajna promenljiva ¢iji je skup vrednosti neki
interval.

Definicija 14.10

Slucajna promenljiva X je apsolutno neprekidna ako postoji nenegativna integrabilna
funkeija ox (), x € R, takva da je za svaki interval T

P{X eI} :/Icpx(x)dx.

Funkcija px (x) zove se gustina raspodele (verovatnoca) slucajne promenljive X .
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Za I = [a,b), a,b € R dobijamo

b
Pla< X <b}= / px(x)de. (14.3)
Za apsolutno neprekidnu sluc¢ajnu promenljivu X vazi
P{X=a}=0, a€R.
Takode,
/ px(z)de = P{—c0o < X < o0} =1

— 00

14.2.1 Funkcija raspodele slucajne promenljive

Videli smo da je slu¢ajna promenljiva odredena svojom raspodelom verovatnoca, a raspodela
verovatnoca je funkcija skupova, a ne tacke. Znacajno bi bilo da definiSemo odgovarajuc¢u funkciju
tacke koja bi odredivala slu¢ajnu promenljivu X:

Definicija 14.11

Funkcija Fx : R — [0, 1] definisana sa
Fx(a)=P{X <a}, a€R,

naziva se funkcija raspodele sluc¢ajne promenljive X .

Funkcija raspodele F'x u tacki a € R predstavlja verovatno¢u dogadaja iz ) sastavljenog od
onih elementarnih dogadaja ¢ija je slika manja od a. Grubo govoredi, funkcija raspodele Fx(a)
"akumulira" verovatnocée sve do a.

Funkcija raspodele postoji i jedinstvena je za svaku slu¢ajnu promenljivu.

Teorema 14.12

Funkcija raspodele slucajne promenljive X ima sledeée osobine:

1. lim Fx(z)= Fx(—00) =0,

r—r—00

2. lim Fx(x)=Fx(c0) =1,

T— 00

3. Funkcija raspodele je neopadajuca funkcija, tj.

ako je x1 < x2, onda je Fx(x1) < Fx(z2).
4. Funkcija raspodele je neprekidna sa leve strane: lim Fx(x) = Fx(a),
z—a~

5. Ako je X diskretna slucajna promenljiva, tada je Fx (x) deo-po-deo konstantna funkcija
od x.

6. Ako je X apsolutno meprekidna sluéajna promenljiva, tada je Fx(z) neprekidna
funkcija od x.

7. Ako je X diskretna slucajna promenljiva, tada je
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Fx(zx) =Y p(i),

i<k
plar) = PAX <} — P{X < wpa} = Fx (k) — Fx(wr-1),
za svaki ceo broj k.

8. Ako je X apsolutno neprekidna slucajna promenljiva, tada

Fy(a) = /a ox (z)dz,

F;((a) = (,DX(U/)7

za svako a € R.

Primer 14.13

Funkcija raspodele Fx za sluéajnu promenljivu

X - ( I xTo In )
“\p(z1) plz2) ... plzn)
je stepenasta funkcija:

0, a < Iy,
p(z1), 1 < a < x9,
Fx(a) =< p($1)+p($2),

ro < a < x3,

p(z1) +p(xa) + -+ p(Tn-1), Tp-1 <a <z,
1, a > Ty.

Primetimo da se verovatnocéa da slu¢ajna promenljiva X pripada nekom intervalu izrazenog u
(14.3) preko gustine raspodele, sada moze izraziti preko funkcije raspodele ove slu¢ajne promenljive

P{a < X < b} = Fx(b) — Fx(a).

(14.4)
14.2.2 Uniformna raspodela

Slu¢ajna promenljiva X ima uniformnu raspodelu na intervalu (a, b) $to zapisujemo kao:

X :U(a,b)
ako je njena gustina raspodele

1
b—a’ T < (a’v b)7
ox (x) { 0. ¢ (ab) (14.5)
Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X : U(a,b) je
0, z < a,
Fx(z)=4¢ ==, a<xz<b
1
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X Fy
— 1 -+
04 |
0.5 1
0.2 |
2 4 ® 2 x
Slika 14.2: Gustina raspodele slucajne Slika 14.3:  Funkcija raspodele slucajne
promenljive X : U(1,3) promenljive X : U(1,3)

14.2.3 Eksponencijalna raspodela

Slu¢ajna promenljiva X ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A > 0 $to zapisujemo
kao:
X €N

ako je njena gustina raspodele

Ae M x>0,
ex(@) = { 0 <0, (14.6)

Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X : £(X) je

1—e? 2>0,
FX(x)_{o, z <0,
Primer 14.14
Vreme ¢ekanja (u redovima, telefoniranje), vek trajanja (sijalice, uredaja...) ima ekspo-
nencijalnu raspodelu.
X
2
1
-1 1T 2 ¢ -1
Slika 14.4: Gustina raspodele slucajne Slika 14.5: Funkcija raspodele slucajne
promenljive X : £(2) promenljive X : £(2)
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14.2.4 Normalna raspodela

Slu¢ajna promenljiva X ima normalnu raspodelu N'(m,c?), m € R, o > 0, ako je njena gustina

raspodele
(@) = ——e 55 seR (14.7)
r)=—=€ 22 | . .
X oV 2

Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X : N'(m, o?) je

1 T _e-m?
Fx(z) = / e 27 dt, zelR
— 00

oV 2
Verovatnoéa da slu¢ajna promenljiva X : A'(m, 0?) uzme vrednost na intervalu (a, b) jednaka je

1 b _ (z=m)?

P{a < X < b} = Fx(b) — Fx(a) =

Primer 14.15

Visina ¢oveka, greske pri merenju nekim aparatom imaju normalnu raspodelu.

Px 4 P(z)

Y :
; : x
-1 1 o2 7 |
Slika 14.6:  Gustina raspodele slucajne Slika 14.7: Funkcija raspodele slucajne
promenljive X : N'(1,0.04) promenljive X* : A/(0,1)

U slu¢aju kada su parametri normalne raspodele m = 0, 02 = 1, dobijamo normalnu N(0, 1)
raspodelu koja se naziva standardizovana normalna raspodela. Gustina za X* : N/(0,1) je

1 $2

px-(z) = Nors 7

e 2, x€eR,
a njena funkcija raspodele je

1 * 2
Fx* (x) = \/72771-/ 6_?dt, r eR.

Ako je X : N'(m,0?), moZemo da je standardizujemo X* = =" : A/(0,1). Vazi:

b—m
o
—m

2
e~ T dt.

a—m b—m 1
Pla< X <b}=P <X*< = —
{ } { o o } \/27r/l

o
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Kako ne postoji primitivna funkcija za e~/ 2. vrednosti odgovarajuceg odredenog integrala se

ra¢unaju priblizno. DefiniSemo funkciju

®(z) = \/% /: e~ dt, (14.8)

ilustruvanu na slici 14.7, ¢ije su vrednosti prikazane tabelarno u prilogu E. Primetimo da vazi
O(z) = Fx«(z).
Osobine ove funkcije su:

e $(0) =

)

N[

e O(x) =1, za svako z > 5,

8

o O(—x)=1-—(x),

e za slucajnu promenljivu X : N'(m,o?) vazi

Fx(z) = ® (x_m>,

g

verovatnoéa da slucajna promenljiva X : N'(m, 0?) uzme vrednost na intervalu (a, b) je

P{a< X < b} = Fx(b) — Fx(a) = ® (b;m) —@(a;m)

14.2.5 Moavr-Laplasova teorema

U slucaju kada je n veliko i np > 10, binomna raspodela moze da se aproksimira normalnom,
Sto pokazuje sledeéa teorema.

Teorema 14.16 (Moavr-Laplasova)

U Bernulijevoj semi sa p > 0 vaZi:

1 _ _G=np)?
1. P{Sn = j} ~—————¢ 2Vnril-p» n — oo

V2my/np(1 —p)

S, — 1 " 2
2. P ag"i”pgb — — e~ 2 dx, n — 00.
np(1l —p)

Visedimenzionalne slucajne promenljive

Visedimenzionalna slu¢ajna promenljiva moze da se interpretira kao slu¢ajni vektor u n— dimen-
zionalnom prostoru.
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Definicija 14.17

n—dimenzionalna slucajna promenljiva je funkcija koja slika elementaran dogadaj u skup
R™.

Teorema 14.18

Preslikavanje X = (X1,Xs,...,X,) koje preslikava elementaran dogadaj u skup R™
je n—dimenzionalna slucajna promenljiva ako i samo ako je svaka koordinata X;, i =
1,...,n jednodimenzionalna slucajna promenljiva.

Definicija 14.19

Funkcija raspodele n-dimenzionalne slucajne promenljive X = (X1, Xs, ..., X,) je
FX(al,ag,...,an) = P({Xl < al} n {X2 < ag}ﬂ-~-ﬂ {Xn < G,n}),

20 G1,09,...,0, € R™.

Definicija 14.20

Slucajne promenljive X1, ..., X, su nezavisne ako i samo ako

Fix,, .. x) (@1, zn) = Fx, (21) - - Fx, (Tn).

U nastavku ¢emo radi jednostavnosti posmatrati slu¢aj n = 2, odnosno dvodimenzionalnu
slufajnu promenljivu (X,Y).

14.3.1 Marginalne raspodele

Funkcija raspodele dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X,Y) sadrzi u sebi sve relevantne
informacije vezano za ove dve slu¢ajne promenljive i omoguéava nam da racunamo verovat-
noc¢e dogadaja koji ih uklju¢uju. Postavlja se pitanje kako racunati verovatnoéu dogadaja koji
uklju¢uje samo jednu od ove dve slu¢ajne promenljive. Za to nam je potreban koncept marginal-
nih raspodela.

U nastavku defini§imo marginalne raspodele za diskretnu i apsolutno-neprekidnu slucajnu
promenljivu.

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva diskretnog tipa sa raspodelom
Skup vrednosti Rxy = {(x1,y1), (z1,92),..., (2,¥1),...} zajedno sa odgovarajuéim verovat-

noc¢ama p(z;,y;) predstavlja zakon raspodele dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X,Y").
On se ¢esto zapisuje tabli¢no, kao Sto ¢e biti pokazano u narednom primeru 14.21. Marginalna
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raspodela za X je

p(zi) = PIX =i} = P({X =2} 0 (U{Y = y;})) = P(U; ({(X = 2} N {Y = y;}))

=Y PUX =a}n{Y =y;}) = > plxiy)), (14.9)
J J
za i =1,2,.... Analogno, marginalna raspodela za Y je
q(y;) = P{Y =y;} = plxsy;), j=12.... (14.10)

Sada mozemo i na drugadiji na¢in da formuliSemo nezavisnost sluc¢ajnih promenljivih. Ako
je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva diskretnog tipa sa raspodelom p(z;,y;), 4,j =
1,..., onda je potreban i dovoljan uslov za nezavisnost X i Y:

p(xi,y;) = PUX = 2} 0{Y = y;}) = PUX = 2 DP(Y = y;}) = p(zi)q(y;),  (14.11)

zasvei,j =1,2,....

Primer 14.21

Slucagno se bira X iz skupa {1,2,3,4}. Y se bira medu istim brojevima, ali tako da nije
vedi od X . Odrediti zakon raspodele za (X,Y) i X i Y.

Racunamo zajednicke verovatnoce

p(L1) = P{X =1nY =1} = P{X =1} P{Y = | X = 1} =

. 17
4
jer je za 'Y dozvoljen skup {1}. Potom,
11
p(2,1):P{X:2DY:l}:P{X:2}P{Y:1|X:2}:Z-i,

jer je za'Y dozvoljen skup {1,2}. Analogno se dobija p(2,2). Dalje ra¢unamo,

1 1
p(3,1):P{X:3QY:1}:P{X:3}P{Y:1|X:3}:Z-§,
i iste vrednosti dobijamo za p(3,2) i p(3,3). Konacno,
1 1
P4 =P{X=4nY =1} = P{X =4} P{Y =X =4} = |- |,

i analogno za p(4,2), p(4,3) i p(4,4). Dobijene rezultate mozemo prikazati tabelarno

1 2 3 4 )
/4| o 0 0 | 1/4
1/8 | 1/8 | 0 0 | 1/4

112 | 1/12 | 1/12| 0o | 1/4
1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/4
25/48(13/48| 7/48 | 3/48 | 1
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Marginalne raspodele za X i Y su

X:<1}4 134 1?4 1?4)’

v 1 2 3 4
\25/48 13/48 7/48 3/48)"

Prokomentarigimo da li su X i Y nezavisne slu¢ajne promenljive. Vidimo da uslov (14.11)
nezavisnosti slu¢ajnih promenljivih X i Y nije ispunjen za npr. i =11j =2, jer 0 # %-%,
te zakljuGujemo da X i Y nisu nezavisne.

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa sa gusti-
nom ¢(x y)(z,y), —oo < x,y < co. Marginalna funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X
je

Px() = PUX <apn (v <och = [ ([ punfuoan) au

za svako x € R. Drugim rec¢ima,
px(r) = / exy) (T, y)dy. (14.12)
—o0o

Dakle, X je jednodimenzionalna apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva sa gustinom datom
sa (14.12) koja se zove marginalna gustina za X.
Sli¢no, marginalna gustina za Y je

ey(y) = /OO ox,v) (@, y)dw. (14.13)

Formuligimo sada uslov za nezavisnost slu¢ajnih promenljivih. Ako je (X,Y) dvodimenzion-
alna slucajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom ¢ x y)(z,y), —o0 < z,y < oo,
onda je potreban i dovoljan uslov za nezavisnost X i Y:

ex ) (@ y) =eox(@)ey(y), (z,y)€ R2.

14.3.2 ViSedimenzionalna normalna raspodela

Definicija 14.22

Neka je V' simetricna, pozitivno definitna n X n matrica, x = (Z1,...,Zp) i M =
(ma, ..., my) vektor kolone. Tada je

1
ox(z1,...,x,) = W

gustina n— dimenzionalne normalne raspodele N'(m, V).

ez (mm) TV o) (14.14)
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Primer 14.23

Neka slucajna promenljiva (X1, Xs2) ima normalnu raspodelu:

2
. ma 01 g102p0
) ([ [, 7))
mi,ms €R, 01,00 > 01 —1 < p < 1. Naéi marginalne raspodele za X1 i Xo.

Odredimo najpre gustinu ¢(x, x,). Uo¢imo matricu

O'% g102p0
V= 2 )
g102p a5

i raCunamo njenu determinantu
detV = olo3(1 — p?),

a potom i njoj inverznu matricu

V-1 — 1 U% —0102p
0203(1 — p2) |—o102p o |-

Sada se stepen eksponencijalne funkcije u (14.14) za n = 2 moZe zapisati kao

(x—m)"V~l(x — m)

S () e (22))

te je gustina raspodele dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X1, X5)

1 _ 1 z1—my 272 (ml—ml)(mz—m2)+ zg—my)?2
@(X1,X2)(‘T17:C2): € 2(1_02)(( o ) S - ( - )>a
2mo1094/ 1 — p?
(14.15)

Marginalnu gustinu za X; ra¢unamo po formuli (14.12),

xr1—m 2
6_2(1ip2)( 101 1) o _ 1 <_2p(r1*m1> (22*m2)+(12*m2)2)
2(1—p2)
dxg.

< (x1) = e o1 o2 ]
® 1( 1) 271_010_2 /717102 .

To—1MMo
o

Uvodimo smenu ¢t =
punog kvadrata

i ¢lan u stepenu eksponencijalne funkcije dopunjavamo do

—2pat + t2 £ a?p* = (t — pa)? — a*p?,

pri Cemu smo oznacili @ = #-"1. Dobijamo
1 ,l(w)z > 7+(t7pw)2
ox, (21) = 2726 AN e 20,7 o/ dt.
o1/ 1—0p —oo
T, —m
t—p 101 1

Poslednji integral se smenom s = — svodi na Poasonov integral

V1-p
o 2
/ e~ Tds =2,

— 00
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te konacno dobijamo
(1) 1 —1 ( w) 2
xy) = e
P o

Uporedivanjem sa (14.7) zakljuujemo X; : N'(mq,0%).

Analogno se dobija X5 : N'(ma, 03).
Uoc¢imo da je potreban i dovoljan uslov da slucajne promenljive X; i X5 budu nezavisne

jeda p=0.

P(X1,X2)(z1,22)

Slika 14.8: Gustina raspodele (14.15) zam; =1, me =2, 01 =04,00 =121 p =05
i marginalne raspodele za X; i X5.




15 | Numericke karakteristike
slucajnih promenljivih

Pomocu funkcije raspodele mozemo da ra¢unamo verovatnoc¢e dogadaja sa kojima je posma-
trana sluéajna promenljiva povezana. Ipak, ponekad je dovoljno da imamo odredene kvantita-
tivne, numericke pokazatelje o slu¢ajnoj promenljivoj koji bi je okarakterisali. U ovom poglavlju
definiSemo matematicko ocekivanje slu¢ajne promenljive koje nam govori o njenoj tendenciji ili
ponderisanoj srednjoj vrednosti. Takode definiSemo disperziju kao meru odstupanja sluc¢ajne
promenljive od njenog matematickog oc¢ekivanja.

Matematicko ocekivanje slucajne promenljive

Definicija 15.1

Matematicko ocekivanje E(X) diskretne slucajne promenljive X sa skupom wvrednosti
{x1,x9,...} i raspodelom verovatnoéa p(xy), k =1,2,... tj. sa zakonom raspodele

X'(ml o T >
“\p(z1) plxs) ... plzr) ...
definise se sa:
(oo}
E(X) = Zxkp(xk)a
k=1
1 postoji ako i samo ako

o0
Z |zk| p(zg) < o00.
k=1

Primetimo da ako je skup vrednosti X konacan skup, npr. {zy...,2,} i ako svaku vrednost
X prima sa jednakom verovatnoc¢om, tj.

P{X =1} = p(ar) = %,

onda je njeno odekivanje E(X) zapravo aritmeticka sredina.

T1+Ta+ -+ Ty
- .

B(X) =

Lansiranje kosmicke rakete se ponavija do prvog uspeha ili cetvrtog pokuSaja. PokuSaji
su nezavisni, a verovatnoca uspeha je 0.7. Prvi pokusaj kosta 3 miliona dolara, a svaki
sledeéi 1 milion. Uspeh donosi zaradu od 10 miliona dolara. Nacéi ocekivani profit.
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Neka je X slucajna promenljiva koja predstavlja iznos profita. Odredimo njenu raspodelu.
Kada bi prvi pokusaj bio uspesan, $to se deSava sa verovatnoc¢om 0.7, iznos profita bi izno-
sio 10-3=7 miliona. Kada bi prvi pokusaj bio neuspe$an i drugi uspesan, ¢ija je verovat-
noc¢a 0.3 - 0.7, onda bi iznos profita bio 10-3-1=6 miliona. Sli¢no nalazimo verovatnoce i
iznos profita ukoliko je pokuSaj uspeSan iz treceg i Cetvrtog puta. Konac¢no, ukoliko su
sva Cetiri pokuSaja bila neuspes$na, tada smo potrosili 3+ 3 -1 = 6 miliona. Dakle, X ima
sledeé¢u raspodelu

X 7 6 5 4 —6
“\0.7 0.3-0.7 032-0.7 0.3%-0.7 03%)°
Matemati¢ko oc¢ekivanje ra¢unamo po definiciji,

E(X)=7-074+6-03-074+5-0.3-0.74+4-0.3*-0.7— 6 - 0.3* = 6.5 miliona.

Neka je X diskretna slu¢ajna promenljiva sa raspodelom p(zg), k= 1,2,... i f: R - R i
neka je Y = f(X). Tada je Y slucajna promenljiva diskretnog tipa i vazi:

E(Y) = E(f(X)) =) f(zx) p(ar)-

k=1

Sliéno, ukoliko je f : R?> — R i (X,Y) dvodimenzionalna slu¢ajna promenljiva diskretnog
tipa sa raspodelom p(x;,y;), ,j =1,2,..., vazi:

E(f(X,Y)) = > flwiy;) plwi,y;). (15.1)

i=1j=1

Definicija 15.3

Matematicko ocekivanje E(X) apsolutno neprekidne sluéajne promenljive X sa gustinom
px(x) definise se sa:

B0 = [ " rox(@)da,

1 postoji ako i samo ako gornji integral apsolutno konvergira:

oo
/ |z ox (z)dz < oo.
— 0o

Neka je X apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva sa gustinom raspodele ¢ x (z) i neka je
f:R —R. Tada je

B(00) = [ 7 @) px (@)de.

15.1.1 Osobine matematickog ocekivanja slu¢ajne promenljive
1. E(c) = ¢, ¢ konstanta.

c
1

E(c)=c-1=c O

Dokaz. Konstantu ¢ mozemo da shvatimo kao slu¢ajnu promenljivu c : ( ) , te je po definiciji
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2. E(eX) =cE(X).

Dokaz. Dokaz predstavljamo za diskretne slu¢ajne promenljive. Neka je
X:(xl X9 Tk )
p(xz1) plza) ... plzr) ...

= Zc:vkp(mk) = szkp(xk) = cE(X).
k=1 k=1

Sada je

3. Ako postoje E(Xy), k=1,...,n, onda

E(Xi+Xo+- 4+ X,) = E(X1) + E(Xz) + - + E(Xy).
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(15.2)

Dokaz. Dokaz dajemo u slu¢aju n = 2 i za diskretne sluc¢ajne promenljive. Neka X ima raspodelu

kao u (15.2) i neka je Y data sa

Y:(yl Y2 Yj )
qy1) qly2) .. qlzj) ...
Posmatrajuéi funkciju (z,y) — x + y, iz (15.1) sledi

o0

oo
(@ + y)p(T,y;) = Y ak Yy plae, yj) +Zy12pxk,yy
k=1 J j=1 =

j=1

E(X+Y)=

M8
.Mg

1

£l
Il
-

o
Il

M

plak) + Z yiq(y;) = BE(X) + E(Y),
j=1

=
Il
—

na osnovu definicije marginalnih raspodela (14.9) i (14.10).

4. Ako su X1, X, ..., X, nezavisne sluc¢ajne promenljive i ako postoje F(Xy), k=1,...

onda,
E(X1Xy...X,) = E(X))E(Xs) ... E(X,).

Dokaz. Sliéno kao u prethodnom dokazu, dobijamo

V) =Y wyp(ery) = Y Y wryp(er)a(y;)

k=1j=1 k=1 j=1

=Y wp(ar) Y yialy;) = BE(X)E(Y),
k=1 j=1

pri ¢emu smo koristili i nezavisnost slu¢ajnih promenljivih X i Y tj. relaciju (14.11).
5. B(X — E(X)) =0.
Dokaz. Koristeci da je E(X) konstanta, na osnovu osobine 3 i 1 dobijamo

E(X — BE(X)) = E(X) — E(E(X)) = 0.

O

)n7
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Disperzija slucajne promenljive

Disperzija sluc¢ajne promenljive predstavlja meru odstupanja od njenog matematickog ocekivanja.

Definicija 15.4

Momenat reda k, k € N, slucajne promenljive X je E(X*). Centralni momenat reda k,
k € N, slucajne promenljive X je E((X — E(X))¥).

Definicija 15.5

Centralni momenat reda 2 slucajne promenljive X zove se disperzija (varijansa) slucajne
promenljive X i oznacava se sa D(X) ili 0%(X):

D(X) = E((X ~ B(X))?).

Moze se pokazati i ekvivalentna formula za disperziju od X,
D(X) = E(X?) — (B(X))>. (15.3)
15.2.1 Osobine disperzije sluc¢ajne promenljive
1. D(c¢) = 0, ¢ konstanta.

Dokaz. Na osnovu osobina matematickog oc¢ekivanja dobijamo

D(c) = E((c — E(c))*) = E(0) = 0.

O
2. D(cX) = c?D(X).
Dokaz. Koriste¢i osobine matematickog ocekivanja imamo
D(cX) = E((cX — E(cX))?) = B(*(X — E(X))?) = 2D(X).
O
3. D(X +¢) = D(X).
Dokaz. Osobine matematickog ocekivanja impliciraju
DX +c¢)=FBE(X+c—E(X+¢)?)=E(X+c—-E(X) - E(c)? = D(X).
O

4. Ako su X1, Xo,..., X, nezavisne sluéajne promenljive i imaju disperzije, onda

D(X1+Xo+--+X,) = D(X1) + D(X2) +--- + D(X,,).
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Dokaz. Dokaz ¢emo dati u slucaju n = 2. Kvadrirajuéi odredene ¢lanove dobijamo

DIX+Y)=E(X+Y -EX+Y))?) =E((X - EX))+ (Y - EY))
=D(X)+D(Y)+2E(XY —XE(Y) — E(X)Y + E(X)E(Y)
=D(X)+D(Y)+2(E(XY)—-EX)E(Y))=D(X)+ DY),

)?)
)

pri ¢emu je poslednja jednakost zbog nezavisnosti X i Y. O

Primer 15.6: Nastavak primera

Vratimo se na eksperiment koji se sastoji od bacanja kockice. Raspodela verovatnoca
slu¢ajne promenljive X koja predstavlja broj palih tackica na kocki moze krace da se

zapise
1
= k=1,...,6
plzr) = {6

0, inace,
gde su vrednosti koje slu¢ajna promenljiva prima z; =k, k =1,...6.
Matematicko ocekivanje ove slu¢ajne promenljive je E(X) = w = 3.5. Ovo smo
mogli i da naslutimo, s obzirom na to da je re¢ o sluajnoj promenljivoj sa diskretnom
uniformnom raspodelom.
Disperzija se racuna po definiciji

D(X)=E(X?) - (B(X))? = - (12 + 2% + 3% + 4> + 5> + 6) — 3.5 = 2.92.

| =

Matematicko ocekivanje 1 disperzija nekih

sluc¢ajnih promenljivih
15.3.1 Slucajna promenljiva sa binomnom raspodelom

Neka X : B(n,p), tada su matematicko o¢ekivanje i disperzija ove slu¢ajne promenljive

E(X)=mnp, D(X)=np(l-p).

Za nezavisne slu¢ajne promenljive X1, Xo, ..., Xy takve da X; : B(n;,p), i =1,..., k, vazi

X1+X2+Xk8(n1+n2++nk,p)
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Uzmimo slucaj k = 2. Tada za nezavisne slu¢ajne promenljive X : B(ni,p) i Y : B(na,p)
vazi

P{X—i—Yzm}:iP({X:k}ﬂ{Y:m—k}):iP{X:k}P{Y:m—k}
k=0

_ % ni k(1 _ . \n1i—k N2 m—k(1 _ \n2—(m—k)
—Z<k>p(1 p) (m_k)p (1-p)
k=0
m ni+ns—m - _ + m nirtn2—m
B R e p—
k=0

Zaklju¢ujemo X +Y : B(ny + na, p).

Dokaz. Slu¢ajnu promenljivu X : B(n,p) moZemo zapisati kao zbir nezavisnih slu¢ajnih prome-
nljivih X = X; + X + - -+ + X,,, svaka sa raspodelom X; : B(1,p), tj.

X1< 0 1>, Z:].,,Tl
1-p p

Za ove slucajne promenljive matematicko ocekivanje i disperzija su
E(Xi)=0-(1-p)+1-p=p,
D(X;) = B(X?) — (BE(X;))* = 0% (L= p) + 1*(1 — p) — p* = p(1 — p).

Sada se matematicko ocekivanje i disperzija slu¢ajne promenljive X dobijaju preko formule zbira

tj.
i=1 i=1
pri ¢emu poslednja jednakost koristi nezavisnost slu¢ajnih promenljivih X;, i =1,...,n. O

15.3.2 Slucajna promenljiva sa Poasonovom raspodelom

Ako X ima raspodelu X : P(\), onda je

)\k
P{X*k}f—e A k=0,1,....

Po definiciji ra¢unamo

Podsetimo se, > \ Nk \ > \k
N\ E(X)=> kP{X=k}=c¢ Zkﬁze Zkﬁ
© = Z n!’ h=0 b=t

n=0 fe%s)

) P A'H S
k=1 (k n=0 n!

Sli¢no dobijamo i disperziju ove slu¢ajne promenljive koriste¢i deﬁniciju (15.3),

ZkzP{X—k} A2—e*AZk2A — N\ = *’\Zkil —\?

*(A‘Zi A +)\§: Ak* )- Y

k=2
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15.3.3 Slucajna promenljiva sa uniformnom raspodelom

Neka slucajna promenljiva X ima uniformnu raspodelu X : U(a,b). Tada je njena gustina
raspodele data sa (14.5). Matematcko ocekivanje ra¢unamo po definiciji,

oo b
E(X):/ :cgox(x)dx:bia/ xdx:a;b,

— 00

kao i disperziju

D(X) = /Zﬁ ox (2) dz — (a;b>2 _ b 12“)2.

15.3.4 Slucajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom

Posmatrajmo slu¢ajnu promenljivu sa eksponencijalnom

raspodelom X : &(A), Cija je gustina raspodele data sa Gama funkcija se definiSe kao integral
(14.6).
Matematicko oc¢ekivanje ra¢unamo po definiciji, koristeci T(p) = < Pty
smenu ¢t = Az ¢ime dobijamo gama funkciju, p 0 '
< [, _ 1 1 Podsetimo se nekih osobina:
E(X) =\ Mdr = [ tetdt=—T(2) = .
(X) /0 re A/O ¢ A2 =3 1. Ako je p € N, onda T(p) = (p— 1),
Na isti na¢in ra¢unamo i disperziju 2 F(Z; 1) = L),
perayt, 3.0(3) = .
e 1 1 e 1
D(X) =X Zerq ——:—/ tre tdt — —
(X) /0 x“e T35 2 ; e 2
1 1

= 5 TE) -1 =5

15.3.5 Slucajna promenljiva sa normalnom raspodelom

Neka X ima normalnu raspodelu X : A(m,0?) sa gustinom (14.7). Ra¢unamo matematicko
ocekivanje po definiciji,
1 o0 _(@—m)?
EX)=— ze 202 du.
210 J -

r—m

vodimo smenu t =
U u Va0

Poasonov integral

B(X) = \}E/_Z(ﬂat—i—m)e_ﬁdt. /00 sty _ \/?

Prvi integral je jednak nuli zbog parnosti, te kona¢no dobijamo

E(X)=m.

Koristedi istu smenu racunamo i disperziju,

1 > (w—m)? 1 >
D(X) = 5 / x2@_ 202 dx — m2 = ﬁ/ (\/50'1‘, —+ m)2e_t2dt — m2

202 [

2 [ee] 2 o
m 4
— et At + —/ e dt —m? = i/ et dt.
Vil Vil 77 o
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Uvodimo smenu t2 = s i integral svodimo na Gama funkciju,

202 [ 202 3
D(X)="F— V2e=sds =T (2 ) =02
(X) 77/ s/%e”%ds VA o

Numericke karakteristike dvodimenzionalne

slucajne promenljive

Definicija 15.7

Mesoviti momenti my,, slucajne promenljive (X,Y) su

Mg = B(X*Y™),  k,neN.

Ako je (X,Y) apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva sa gustinom ¢(x y)(z,y), —oo <
x,y < 0o, onda je

M = E(X*Y™) =/ / 2Fy" o x vy (2, y)dady.

Numericke karakteristike koje opisuju zavisnost izmedu X i Y su kovarijansa i koeficijent
korelacije.

Definicija 15.8

Kovarijansa sluéagne promenljive (X,Y) je

cou(X,Y) = E((X ~B(X)(Y — E(Y))) = BE(XY) - E(X)E(Y).

Definicija 15.9

Koeficijent korelacije sluéajne promenljive (X,Y) je

E(XY)— E(X)E(Y)

pxy = cou(X* Y*) = DD

Osobine koeficijenta korelacije:

e Ako su X iY nezavisne slu¢ajne promenljive, onda je pxy = 0.
(Obrnuto ne vazi u opstem slucaju! Ali vazi u slu¢aju normalne raspodele.)

e [pxy| <1

e Ako je pxy = 0, kaZemo da su X i Y nekolinearne slu¢ajne promenljive. Kako koeficijent
korelacije po apsolutnoj vrednosti postaje blizi jedinici, tako raste povezanost (kolinearnost)
izmedu X i Y.

e |pxy|=1akoisamo akojeY =aX 4+, a,b € R, a #0.
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Primer 15.10

Neka )
(X,Y) :N<[21] : { 1 010;”’]) .
2 01020 ]
Izracunati cov(X,Y).
Po definiciji je
cov(X,Y) = E((X —mq)(Y — mg)) = / / (x —m1)(y — ma2)ox,y)(z,y)dedy,

gde je o(x,y)(z,y) izracunata u (14.15). SluZeci se istim tehnikama smene kao u primeru
14.23, moze se izrac¢unati
cov(X,Y) = poyog,

te je koeficijent korelacije
XY = p-

Primena u statistickoj fizici

Stanje razredenog gasa statisticki opisujemo pomodéu tzv. funkcije raspodele brzina f(t,z,v),
gde je t vreme, = polozaj u prostoru R3, a v € R? brzina molekula. Ukoliko pretpostavimo da
se funkcija raspodele menja usled (binarnih) sudara izmedu molekula gasa, onda je promena (u
vremenu) funkcije raspodele opisana Bolcmanovom jednacinom.

Opisimo funkciju raspodele jezikom teorije verovatnoce. Osnovna pretpostavka jeste da su
faktori koji uti¢u na promenu brzine molekula slucajnog karaktera. Dakle, za fiksirani vremen-
ski trenutak t neka je V := (V3, Vs, V3) slu¢ajna promenljiva koja predstavlja brzinu atoma u
elementu (prostora) zapremine dx = (dzy,dzs,dzs). Broj atoma u jedinici zapremine dx sa
brzinom u intervalu (v, v + dv) je

v+dv v+dv
/ fdp ~ f/ dp = fdv.

Sada je broj atoma u jedinici zapremine dx sa bilo kojom brzinom, odnosno brojna gustina

atoma:
o0
/ fdv =:n.
—00

Dakle, verovatnoca da atom ima brzinu u intervalu (v, v + dv)je

B fv”JFd“ fdp B v+dv f
P{VE(U,U+dU)}—m—L Ed’l}

Dakle, za nas je % = @y, gustina raspodele slu¢ajne promenljive V.
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Ravnotezno stanje se dobija ukoliko pretpostavimo da je V= (V1, Va, V3) trodimenzionalna
normalna raspodela, pri ¢emu su komponente V; nezavisne slu¢ajne promenljive sa raspodelama

v :J\/’(ul,kBT), %:N(ug,kBT>, V32N(U3,]€BT).
m m m

Tada je gustina raspodele ove slu¢ajne promenljive

1 e 6*2,67;T((Ul*u1)2+(v2*u2)2+(v3*1¢3)2)’
(27 52 T)

<P(/(U1, Uz,US) = ¥ (Ul)ﬁp\@ (U2)<PV3 (Us) =

koju zovemo Maksvelova raspodela. Dakle, u odnosu na definiciju gustine visedimenzionalne
normalne raspodele (14.14) identifikujemo matematicko o¢ekivanje i disperziju:

£
>

m= |ux|, V=—T
m

SO =

0 0
1 0
0 1
Primetimo da se E(V) = [u1 up us]” interpretira kao vektor srednje brzine gasa, T je temper-

atura, m masa, a kg = 1.38 - 10723 J/K je Bolcmanova konstanta.

Kada ra¢unamo momente tipa E(f(|V]))

B0 = [ [ [ fehestae

gde v = (v1, va,v3), 1 dv = dvydvadus, olakSavamo ra¢unicu prelaskom na sferne koordinate. Radi
jednostavnosti, uzmimo u; = 0, ¢ = 1,2, 3. Defini§imo Maksvelovu raspodelu u ovom slucaju:

4 m \*? 2
_ 2~ eTP
fO(p) ﬁ <2k‘BT> pe = )

gde je p zapravo intenzitet brzine p = |v|. Uvedimo oznaku

(9(p)) = / " 90 fol0)dp. (15.4)

Primer 15.11

Uz oznake wvedene u (15.4), proveriti da li vaZe jednakosti:
1 <1> 1 <1>
(o) \p/7 ) \p?/

Integrali se ra¢unaju uvodeéi smenu za stepen eksponencijalne funkcije ¢ =

mo 5.
i
2hpT"
potom koriste¢i osobine gama funkcije. U ovom slucaju se izra¢unavanjem desne i leve
strane jednakosti zasebno pokazuje da one nisu jednake, te date jednakosti ne vaze.




16 I Centralna grani¢na teorema

Vazno pitanje u teoriji verovatnoce jeste pitanje asimptotskog ponasanja niza sluc¢ajnih pro-
menljivih. U ovom delu éemo navesti jedan od najznacajnih rezultata — centralnu grani¢nu
teoremu.

Posmatramo niz slu¢ajnih promenljivih X1, Xo,... koje su nezavisne i sa istom raspodelom.
Neka je

Zn=X1+Xo+ -+ X,

suma n prvih takvih sluéajnih promenljivih. Pitamo se §ta mozemo da zaklju¢imo o Z,, kada je
n veliko.

Teorema 16.1

Neka su X1, Xo, ... nezavisne slucajne promenljive sa istom raspodelom i konaénom dis-
) )
perzijom. Oznacimo

Zn=X1+Xo+ + Xp.

P M<x —>L/ e_édt, n — oo.
D (Z,) V271 J—oo

Dakle, centralna grani¢na teorema kaZe da skalirana suma nezavisnih slu¢ajnih promenljivih
(sa istom raspodelom i kona¢nom disperzijom) ima pribliZzno normalnu A/ (0, 1) raspodelu.

Primetimo da je Moavr-Laplasova teorema specijalan sluc¢aj ove teoreme za nezavisne sluca-
jne promenljive X, : B(1,p),i=1,... k.

Tada vazi:

Sa prakti¢ne strane, centralna grani¢na teorema je teorijska podloga za lako izra¢unavanje
(samo koriste¢i tablicu) pribliznih vrednosti verovatnoc¢a koje ukljucuje veliki broj slu¢ajnih
promenljivih, kao §to je ilustrovano u sledeé¢em primeru 16.2.

Primer 16.2

U avion se ukrcava 100 torbi ¢ije su tezine nezavisne slu¢ajne promenljive sa uniformnom
raspodelom U(10,25). Koliko je verovatnoéa da ¢e ukupna teZina torbi biti veéa od
1850kg?

Neka X; oznacava sluCajnu promenljivu koja predstavlja tezinu i—te torbe. Oznacimo

100
Zi00 = ZXi-
i=1
Zanima nas P {Z100 > 1850}. Kako svaka X; ima U/(10,25) raspodelu, ra¢unamo

10425
2

25 — 10)?

E(X:)

Kako su X; nezavisne slu¢ajne promenljive, mozemo da izra¢unamo i numericke karakter-

183
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istike slu¢ajne promenljive Z1qg,

10 4 25
E(Zy00) = 5

D(Z100) = 100 - 18.75 = 1875.

=100 -17.5 = 1750,

Sada ra¢unamo

P{Zmo > 1850} = P{1850 < Zigo < OO}
{ 1850 — 1750  Zi00 — 1750 }
=P 00

= <
V1875 V1875

1
~ 5 — D(2:31) = 0.5 0.4896 = 0.0104,

Zaklju¢ujemo, verovatnoca da ¢e ukupna tezina torbi biti veéa od 1850kg je 0.0104.




17 | Osnovni pojmovi teorije statistike

Skup svih elemenata na kojima se prouc¢ava neka pojava naziva se populacija. Broj elemenata
u populaciji naziva se obim populacije.

U statistici se proucavaju osobine odredene populacije. Osobine po kojima se elementi popu-
lacije razlikuju nazivaju se (statisticka) obelezja. ObeleZje odgovara pojmu sluc¢ajne promenljive
u teoriji verovatnoce.

Jedan od osnovnih zadataka statistike jeste odredivanje

raspodele posmatranog obelezja. Poznato je, na primer, da Populacija je skup svih studenata
visina i tezina kod ljudi imaju normalnu raspodelu. Da bi se ona nekog fakulteta, a obeleZja mogu
u potpunosti odredila, potrebno je naéi vrednost odgovarajuéih biti: broj poloZenih ispita, pros-
parametara (u ovom slu¢aju m i o). U nekim slucajevima ¢ak efna ocena, ali i visina ili teZina,
nije ni poznat tip raspodele, kao npr. u slu¢aju broja polozenih boja kose studenata.

ispita studenata na fakultetu. Tada se odredivanje raspodele
svodi na registrovanje vrednosti obelezja na elementima popu-
lacije.

Registrovanje vrednosti obelezja na celoj populaciji je ponekad neprakti¢no ili moze biti
povezano sa velikim troskovima. Stoga se pribegava metodi uzorka, odnosno iz populacije se na
odreden nacin uzima njen podskup koji se naziva uzorak i na njegovim elementima se ispituju
realizovane vrednosti obelezja X. Osnovna ideja metode uzorka je da se zakljuéci o obelezju
X koju su dobijeni za uzorak prenesu, odnosno generalizuju na celu populaciju. Da bi to bilo
valjano uradeno, neophodno je da uzorak bude reprezentativan. Jedan od nacina da se postigne
reprezentativnost je da se elementi populacije u uzorak biraju sluc¢ajno (¢ime dobijamo slu¢ajni
uzorak) i po odredenim pravilima teorije verovatnoce, kako bi se u procesu statistckog zakljudi-
vanja mogla primeniti pravila teorije verovatnoce, koja je i matemacki osnov statistike.

Prikupljanje statistickih podataka tj. registrovanje realizovanih vrednosti obelezja se moze
vr§iti merenjem ili pomoc¢u ankete. Tako prikupljeni podaci se prikazuju na odgovarajuéi nacin da
bi se lako uodile bitne karakteristike obeleZja. Nacin prikazivanja moZe biti tabelaran ili graficki.
Mi éemo pretpostavljati da su prikupljeni podaci veé sredeni i prikazani na odgovarajuéi nacin.

Statisticko proucavanje

Statisticko proucavanje podrazumeva sledeée korake:

1. Prvo se odreduje populacija koja se prouc¢ava. U skladu sa pojmovima iz teorije verovat-
noce, populaciju mozemo posmatrati kao skup svih moguéih ishoda nekog eksperimenta.

2. Potom posmatramo neko obelezje date populacije. Model za obelezje je slu¢ajna prome-
nljiva X.

3. Zatim formiramo sluc¢ajni uzorak obima n.

4. Obavljamo proucavanje: na svakom elementu populacije izabranom u uzorak posmatramo
obelezje X. Obavlja se statisticki eksperiment ili se prikupljaju podaci ¢ime dolazimo do reg-
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istrovanih vrednosti obelezja X na slu¢ajnom uzorku obima n, odnosno dolazimo do konkretnih
podataka (z1,x2,...,2,) koje zovemo realizovani uzorak. Za neki drugi uzorak iz populacije
bismo dobili drugi niz realizovanih vrednosti obelezja X, odnosno neki drugi realizovani uzorak.
Zato je prirodno posmatrati slu¢ajne promenljive:

X;— vrednost obelezja na i—tom elementu populacije izabranom u uzorak, i = 1,...,n.
Svaka od ovih slu¢ajnih promenljivih ima istu raspodelu kao i obelezje X, a ako je uzorak pravilno
izabran, slu¢ajne promenljive X;, i = 1,...,n su nezavisne.

Definicija 17.1

Neka se na populaciji posmatra obeleZje X. Prost slucajan uzorak obima n za obeleZje
X je n—torka nezavisnih slucajnih promenljivih (X1, Xa, ..., Xp) od kojih svaka ima istu
raspodelu kao i obelezje X .

Prikupljeni podaci se sreduju i statisticki obraduju i na kraju se izvode zakljuéci za celu pop-
ulaciju. Za statisticko zakljucivanje se koristi funkcija slu¢ajnog uzorka F' = f(X1,Xs,..., X,,)
¢iji analiti¢ki izraz ne zavisi od nepoznatih parametara raspodele slu¢ajne promenljive X i koju
zovemo statistika.

Definicija 17.2

Neka je (X1, Xa,...,Xn) slucajni uzorak obima n za obeleZje X i neka je f : R™ — R?®
funkcija. Slucajna promenljiva F = f(X1, Xa, ..., X,,) je statistika ako u njoj ne figurise
nepoznati parametar.

Primer 17.3

Malo kasnije ¢emo definisati uzoracku aritmeticku sredinu

— 1

koja je statistika.




18 Numericke karakteristike obelezja

Pored prikazivanja realizovanih vrednosti obelezja, za opisivanje obelezja ¢esto koristimo i
neke njegove numericke karakteristike.

Analizirajmo najpre numericke karakteristike realizovanih vrednosti obeleZja, pre svega mere
centralne tendencije podataka i mere odstupanja od tih tendencija. Potom ¢emo definisati odgo-
varajuée pojmove za obelezja.

Numericke karakteristike realizovanih vred-

nosti obelezja

Definicija 18.1

Realizovana uzoracka aritmeticka sredina se racuna preko realizovane vrednosti uzorka
(l’l,l‘Q, e ,.Tn),

1
mn:E(xl—i—xz—i—---—i—mn).

Kod velikog broja podataka, podaci se grupiSu u grupe i odreduje se broj podataka u svakoj
grupi. Ovaj broj podataka naziva se (apsolutna) frekvencija. Ako obeleZje X ima realizovanu
vrednost uzorka (z1,2s,...,T,) grupisanu u k grupa (x1,xs,...,2), onda ¢emo odgovarajuce
frekvencije oznacavati sa (f1, fa,..., fx). Za tako grupisane podatake realizovana uzoracka arit-
meticka sredina se ra¢una na sledeé¢i nacin

1
T = (x1f1 +xafo+ 4 zpfr) -

Definigimo sada realizovanu uzoracku medijanu. Najpre je potrebno realizovane vrednosti
obelezja (x1,...,x,) poredati u rastuéi niz oznacen sa (y1, ..., Yn)-

Definicija 18.2

Realizovana uzoracka medijana m, je ona vrednost obeleZja koja rastuéi niz (yi,...,Yn)
deli na dva jednaka dela. To znaci da je jednak broj realizovanih vrednosti obeleZja koja
su manja od medijane i onih koja su veéa od medijane. Preciznije,

Ynt1 za n neparno,
Mme =4
2

2
(y% + y%+1) , 24 M parno.

Jos jedna numericka karakteristika obelezja koja opisuje centralnu tendenciju njenih realizo-
vanih vrednosti je i mod.

187
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Definicija 18.3

Realizovani uzoracki mod m, je ona vrednost obeleZja koja se najcescée pojavljuje u reali-
zovanim vrednostima obeleZja.

Aritmeticka sredina se najce$¢e koristi u praksi, i njena prednost je §to u obzir uzima sve
vrednosti obelezja. Medutim, ona je vrlo osetljiva na ekstremne realizovane vrednosti obelezja,
te je dobar pokazatelj u sluc¢aju simetri¢nih raspodela obelezja X, npr. ukoliko analiziramo visinu
¢oveka, ali ne i kod asimetri¢nih raspodela, kao $to su primanja zaposlenih u nekoj firmi.

Sa druge strane, prednosti medijane i moda su $to na njih ne uti¢u ekstremne realizovane
vrednosti, ali oni ne koriste sve dostupne podatke.

Primer 18.4

Populaciju ¢ini 30 studenata PMF-a i registruju se njihove ocene iz Matematike 3. Dobi-
jeni su sledeéi podaci

10,8,9,7,8,10,10,9,9,9,9, 10, 5,6,6,8,9,9,6,6,6,10,6,7,7,7,9,9, 10, 10. (18.1)

Ocene su prikazane u tabeli zajedno sa frekvencijama.

Ocene | Frekvencije
5 1
6 6
7 4
8 3
9 9
10 7

Obim uzorka je n = 30, a ocene smo podelili u 6 grupa. MoZemo da izra¢unamo realizo-
vanu uzoracku aritmeticku sredinu,

1
T30 = %(5~1+6-6—|—7-4+8-3+9~9+10~7) ~ 8.13.
Nadimo sada medijanu. Najpre poredajmo niz (18.1) u rastuéem poretku
5,6,6,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,9,9,9,9,9,9,9,9,9, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10.

Posto je obim uzorka n = 30 paran broj, uzimamo aritmeticku sredinu petnaestog i
Sesnaestog ¢lana niza, tj.

1
me =3 (9+9)=9.

Odredimo mod. Lako se vidi da je najc¢e$c¢a ocena 9, te je

m0:9.




18.2. NUMERICKE KARAKTERISTIKE OBELEZJA

Primer 18.5

Da li je Njujork bogata driava?

Prose¢an prihod u drzavi Njujork je osmi po redu medu americkim drzavama, blizu
susednog Konektikata i Nju Dzersija, koje su prva i druga po redu. Medutim, dok su
medijane prihoda u drzavama Konektikat i Nju Dzersi tre¢a i peta po redu, Njujork je na
27. mestu.

Njujork ima mnogo ljudi sa veoma visokim primanjima, koji pomeraju srednju vrednost
prihoda naviSe, ali ima i velik procenat ljudi sa niskim primanjima, $to pomera medijanu
nanize. Njujork nije bogata drzava, to je drzava ekstrema — bogatstva i siromastva.
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Definicija 18.6

Realizovana uzoracka disperzija
gz—lzn:fm?—(f >, n>30 (18.2)
n — n 4 - 1 g n 3 = ) -
=

dok je realizovana uzoracka standardna devijacija

B0 =1/52.

Ukoliko je obim uzorka n < 30, racunamo realizovanu popravijenu disperziju,

2 1 - 2 noo_ 2
Spn = Zfl XT; — (J}n) )
=1

n—1 4 n—1

dok je realizovana popravljena uzoracka standardna devijacija

Sp =/ S2.

Numericke karakteristike obelezja

Definicija 18.7

Uzoracka aritmeticka sredina uzorka (X1, X, ..., Xp) je sluéajna promenljiva

1
Xn:ﬁ(X1+X2+"'+Xn)-

Napomena 18.12. Primetimo da je uzoracka aritmeticka sredina X ,, slucajna promenljiva, dok

je realizovana uzoracka aritmeticka sredina T,, konkretan broj.
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Definicija 18.8

Medijana apsolutno mneprekidne slucajne promenljive X je wvrednost me slucajne
promenljive sa osobinom

1
P{X <m.}=P{X >m.} = 5
Za diskretnu slucajnu promenljivu X takva vrednost ne mora da postoji, pa se za medijanu
uzima ona vrednost m. za koju vazi

P{X <m.} < i P{X>m.}<

1
5"

N | =

Disperzija i standardna devijacija mere rasturanje podataka oko centra grupisanja.

Definicija 18.9

Uzoracka disperzija za uzorak (Xi,...,X,) obima n > 30 je slucajna promenljiva koja
predstavlja srednje kvadratno odstupanje slucajnog uzorka od uzoracke aritmeticke sredine,
2 - 2 1 2
2 — _ -
S, = (X; - (X,)) _HZ;Xi - (X,)".
= 1=

=1

dok je uzoracka standardna devijacija

1 n — \2

i=1
dok je popraviljena uzoracka standardna devijacija

Sy, = /52

n:

Ocenjivanje parametara raspodele obelezja

Prilikom ispitivanja obeleZja ¢esto su poznate neke informacije o raspodeli obelezja. Na primer,
poznato je da obelezje ima normalnu raspodelu, ali nisu poznate vrednosti matematickog oceki-
vanja ili disperzije, koji su tada nepoznati parametri. Nepoznati parametri raspodele obelezja se
mogu proceniti na osnovu realizovanog uzorka.

Procenjivanje nepoznatih parametara moze se vrsiti konkretnim brojem ili intervalima. Ako
je procena nepoznatog parametra konkretan broj, tada za takvu procenu kazemo da je tackasta
ocena nepoznatog parametra. Ukoliko je procena interval, tada takvu procenu nazivamo inter-
valnom ocenom nepoznatog parametra.
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Posmatrajmo obelezje X date populacije. Neka je poznato da je raspodela obelezja X data
sa Fx(z,0), gde x € R, a 6 je nepoznati parametar. Ideja je da se pomocu realizovanih vrednosti
uzorka (x1,xs,...,x,) oceni parametar 6 ili neka njegova funckija. Ocenjivanjem parametra 6
raspodela obelezja X postaje potpuno odredena.

18.3.1 Tackaste ocene numerickih karakteristika obelezja

Neka je (X3, Xo,...,X,) sluéajni uzorak. Ako obelezje X ima raspodelu Fx(z,6) sa nepoz-
natim parametrom 6, ideja tackaste ocene parametra 6 jeste da se izabere neka statistika U =
u(X1, Xa,...,X,) tako da se za ocenu nepoznatog parametra 6 koristi realizovana vrednost ove
statistike. Statistika U se naziva tackasta ocena parametra 6. Za odredivanje tackaste ocene
parametra koritiéemo metodu momenata.

Definicija 18.10

Neka je (X1, Xa,...,X,) slucajni uzorak za obelezje X. DefiniSemo r—ti uzoracki mom-

enat
1N ok
M, :fE X,
o gy '

Primetimo da je uzoracka aritmeticka sredina zapravo prvi uzoracki momenat.

Ukoliko je (1, 22, ..., z,) realizovani uzorak, onda je realizovani r—ti uzoracki momenat dat

sa
n
1 k
My y = — E x;.
n-
i=1

Ako raspodela za X zavisi od nepoznatog parametra 6, onda i uzoracki momenat zavisi od
istog parametra. Metod momenata za statistiku koristi upravo uzoracki momenat. Ideja metode
momenata jeste izjednaavanje realizovanog r—tog uzoratkog momenta m,.,, (koji je konkre-
tan poznat broj) sa momentom reda r slucajne promenljive X, E(X") (u kojem figurise 6).
Kada imamo samo jedan nepoznati parametar, zaustavljamo se na r = 1, to jest izjednacavamo
E(X) = &, = m1,,. Dobijamo jednacinu u kojoj figuriSe nepoznati parametar 6. ReSavanjem
ove jednacine dobijamo ocenu za parametar 6.

U opstem slucaju, funkcija raspodele obelezja X moze da sadrZi vise nepoznatih param-
etara. U tom slu¢aju, izjednacavamo onoliko momenata koliko je nepoznatih parametara. Time
dolazimo do sistema jednacina po nepoznatim parametrima ¢ijim se reSavanjem oni odreduju.

Primer 18.11

Neka obelezje X date populacije ima raspodelu

-1 0 1 2
X < /] /] 9) .
3 5 =0 3
Metodom momenata naéi ocenu nepoznatog parametra 6 mna osnovu uzorka
(1,1,0,1,-1,2,1,1,1).
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Sa jedne strane, ra¢unamo matematicko ocekivanje za obelezje X,

0 0 0 2
B(X)=-1-3+0-g+1-(1-6)+2- 3 =126,

Sa druge strane, realizovana uzoracka aritmeticka sredina je
g = —.

9

Sada izjednacavamo E(X) = To ¢ime dolazimo do jednacine u kojoj figuriSe nepoznati
parametar 6,

Dakle, procenom parametra # smo potpuno odredili raspodelu obelezja X,
X : <_11 > .
9

18.3.2 Intervalne ocene numerickih karakteristika obelezZja

ol O
Ol DN

WIN =

Za razliku od tackastog ocenjivanja nepoznatog parametra, intervalna ocena parametra po-
drazumeva da uz ocenu parametra postoji i mera moguée greske ocene. Umesto da izvodimo
zakljucak o stvarnoj vrednosti parametra, sada zaklju¢ujemo u kom intervalu se nalazi stvarna
vrednost parametra i sa kojom verovatnoé¢om.

Definicija 18.12

Neka je dat prost slucajni uzorak (X1, Xa,...,X,) za obelezje X i neka su
Uy =u1 (X1, Xo, ..., X,) i Uy = ua(X1, Xo, ..., X,) dve statistike takve da je

P{U, <0< Uz} =7,

gde v ne zavisi od 0. Tada se interval (Uy,Us) naziva interval poverenja za parametar 0
na nivou poverenja vy, ili 100v% interval poverenja za 6.

Uobicajene vrednosti za v su 0.9, 0.95, 0.99.

Realizovana vrednost (ui,us) slu¢ajnog intervala (Ui, Us) koja se dobija nakon realizacije
uzorka se naziva realizovani interval .

VaZno je ista¢i da se i slu¢ajni interval (U, Us) i realizovani interval (ug,us) koji se dobija
nakon realizacije uzorka nazivaju interval poverenja na nivou 7. Medutim, samo za slucajni
interval (Uy, Us) se moZe rec¢i da pokriva nepoznati parametar 6 sa verovatno¢om . Realizovani
interval (uy,us9) ili sadrzi, ili ne sadrzi nepoznati parametar 6 (ne moze se za njega reci da sadrzi 6
sa nekom verovatnoc¢om). Ipak, i realizovani interval (u1, us) se naziva 100y% interval poverenja
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za 0. Razlog da se i interval (uq, ug) naziva interval poverenja na nivou + je to §to je verovatnoéa
da sluéajni interval (Uy, Us) pokriva nepoznati parametar 6 pre izvlacenja uzorka bila 4. Drugim
re¢ima, ako bismo izvukli 100 uzoraka, otprilike 1009% njih bi sadrzalo parametar 6.

Primer 18.13

Poznato je da obelezje X ima normalnu N (6,4) raspodelu. Nepoznati parametar 6 u
ovom slucaju je srednja vrednost obelezja. Neka je (X1, Xa,...,X,) slucajni uzorak, i
X, uzoracka aritmeticka sredina. Biramo statistike
— 3.92 — 3.92
U=X,——, Uy=X,+—.

Tada je (Uy, Uz) interval poverenja za parametar 6 na nivou poverenja -, §to znaci da

— 3.92 — 3.92
P{X,——<0<X — r =".
{x- SN
Nivo poverenja 7 se moZe izracunati ukoliko analiziramo raspodelu slu¢ajne promenljive
X, Ako X : N(0,4), tada po definiciji X; : N'(0,4), zasve i = 1,...,n, i u tom slucaju

znamo raspodelu za X ,,,

. X1t Xott X, 4
X, = 1t Ast et :/\/(9, )

n i
n

Sada ra¢unamo 7,

—  3.92 —  3.92 (Xn—0)vn
=P{X, - "= <0<X,+"==P{-1.96< "LV <196
o { Tn <f< + \/ﬁ} { < 5 <

~ (1.96) — B(—1.96) ~ 0.95.

— 3.92 — 3.92
Xp,—— X —
< SRV " Vn )
je interval poverenja za parametar € na nivou poverenja 0.95.

Pretpostavimo sada da realizovani uzorak obima n = 25 ima aritmeticku sredinu x5 =
10.25. Tada je

Dakle,

92 92
(10.25 _ 392 0254 39) ~ (9.466,11.34)

V25 V25

95% interval poverenja za parametar 6.

U nastavku éemo se zadrzati na intervalnim ocenama numerickih karakteristika obelezja sa
normalnom raspodelom.

Pretpostavimo da obelezje X ima normalnu N (u, 02) raspodelu. Posmatramo slu¢ajni uzorak
obima n (X1, Xa,...,X,). Po definiciji, svaka slu¢ajna promenljiva X; ima istu raspodelu kao i
obelezje, X; : N(u,0?).
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18.3.3 Ocena matematickog ocekivanja ako je disperzija poznata

Posmatrajmo uzoracku aritmeti¢ku sredinu X,,. Na osnovu (F.1) koje odreduje raspodelu za
slucajnu promenljivu koja je linearna kombinacija slu¢ajnih promenljvih sa normalnom raspode-
lom, za izbor ¢; = %, X, ima raspodelu

— X X o4+ X 2
~ - Xit Xt 4 HZN(MU)’

n
n

i mozemo je normalizovati

bel :M:N’(O,l).

g

Posto je disperzija 02 poznata, za uzorak obima n i nivo poverenja 7, moZe se odrediti broj ¢
tako da vazi

P{|72| < 0} = .
Naime, posto X, : N'(0,1), broj ¢ treba da zadovoljava

o+

o) =1~

(18.3)

gde vrednosti funkcije ® ¢itamo iz tabele u prilogu E. Iz prethodne jednakosti dobijamo

'y—P{—chch}—P{Xn—c\jﬁgngn—f—c\;ﬁ}.

Zaklju¢ujemo, interval poverenja na nivou poverenja 7y za

Duzina intervala poverenja je 2cZ. nepoznato matematicko odekivanje p ukoliko je disperzija o?
n .- .

Uo¢imo da $to je standardna devi- obelezja X poznata je

jacija o veca, interval poverenja je

R . e — o — o

8iri, a §to je obim uzorka n vedi, (Xn — c%, X, + C\/ﬁ) , (18.4)

interval poverenja je uzi.

gde je ¢ izra¢unato u (18.3).

18.3.4 Ocena disperzije

Posmatramo statistiku )

n

nS

o2

Na osnovu transformacija slu¢ajnih promenljivih opisanih u prilogu F i relacije (F.3) znamo
da ova statistika ima hi-kvadrat y2_, raspodelu sa n — 1 stepeni slobode.

Odredujemo ¢ i ¢y tako da
—2
S
P{clénfﬁr:z}%
o

odnosno iz tabele date u prilogu G nalazimo c¢; i ¢o tako da vazi

I—7v 14+~
Fe_ (@) =—5= Fe_(e)=—— (18.5)
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—2 —2
p{nsn <ot < nSn} .
C1 C2

Dakle, zaklju¢ujemo da je interval poverenja na nivou poverenja 7y za nepoznatu disperziju
obelezja X dat sa

-2 =2

nsS, ns,

C1 ’ Co ’
gde su ¢; i ¢g odredeni sa (18.5).

Na sli¢an na¢in se moze odrediti jednostrani interval poverenja

<O’ nSi) 7
C

Ukoliko je obim uzorka n < 30, koristimo popravljenu uzoracku disperziju S2 i posma-
tramo statistiku

Sada dobijamo

gde je ¢ takvo da sz,l(c) =.

(n— 1)
0-2

koja ima hi-kvadrat x2_; raspodelu sa n— 1 stepeni slobode, na osnovu (F.4), i dobijamo interval

poverenja
((n ~1)S2 (n— 1)52)

C1 C2

sa ¢ 1 cg iz (18.5).

18.3.5 Ocena matematickog ocekivanja ako je disperzija nepoznata

Posmatramo statistiku L
X, —
T="% P/n—1.

n

Na osnovu (F.6) znamo da ona ima Studentovu ¢,_; raspodelu sa n — 1 stepenom slobode.
Odredujemo broj ¢ tako da vazi
P{T| < c} =7

Na osnovu tabele iz priloga H, za dato n i -, ¢ se nalazi tako da vazi

v+1

Y= Ftnfl (C> - Ftn71 (—C) = Ftn—l (C) = 2

(18.6)

Sada dobijamo

’y:P{—cSTSc}:P{Xn—c Sn <pu<X,+c S }

n—1 n—1
Dakle, interval poverenja na nivou poverenja ~ za nepoznato matematicko oc¢ekivanje p uko-

liko je disperzija obelezja X nepoznata je

— i — Sn
an aXn 9 187
< C\/n—l e n—1> ( )




196 POGLAVLJE 18. NUMERICKE KARAKTERISTIKE OBELEZJA

gde je ¢ odredeno iz (18.6).
Kada je obim uzorka n < 30, koristimo popravljenu uzoracku disperziju, i statistiku

X, -
gV

za koju znamo da ima Studentovu t,,_; raspodelu sa n — 1 stepenom slobode na osnovu (F.7).
Sli¢no kao u prethodnom slu¢aju, dobijamo interval poverenja na nivou poverenja -y za nepoznato

matematicko ocekivanje p
- Sp = Sn
X, —c—,Xn — .
( VAR cﬁ)
gde je ¢ iz (18.6).

Primer 18.14

Neka slucajna promenljiva X predstavlja ocenu na ispitu i neka ona ima normalnu
N (m, 0?) raspodelu. Na slucajan nacin izabran je uzorak od 65 studenata. Dobijeni podacu
su prikazani u tabeli.

Ocena 5161 71 81 9|10
Frekvencija | 3| 9| 14 | 22| 12| &

(a) Metodom momenata naéi ocenu nepoznatih parametara m i o.
(b) Proceniti 95%-im intervalom poverenja srednju ocenu ako

(b.1) disperzija nije poznata,

(b.2) disperzija je poznata i za nju uzmemo procenjenu vrednost iz (a).

Da bismo procenili parametar m, ra¢unamo najpe uzoracku aritmetic¢ku sredinu:

1
Tos = o (5346947 14482249-12410-5) ~77.

Znajuéi E(X) = m, metodom momenata dobijamo da je m = 7.7. Realizovanu uzoracku
disperziju ra¢unamo po formuli (18.2),

65
1
52 = %2(52~3+62~9+72~14+82~22+92~12+102'5) — 72, ~ 1.6.
i=1
Sa druge strane, znamo o2 = D(X) = E(X?) — (E(X))?. Dakle, metodom momenata
sada procenjujemo o2 = 1.6

Za (b.1) nalazimo c za koje vazi Fi, (c) = 0.975. Iz tabele H dobijamo ¢ = 2. Dakle,
iz (18.7) na osnovu datog uzorka intervalna procena za matematicko ocekivanje na nivou
poverenja 0.95 je (7.3,8.1).

Za (b.2) koristeci tabelu iz priloga E nalazimo ¢ takvo da ®(c¢) = 0.975, tj. sada je
¢ =1.96. Uzimamo ¢ = v/1.6. Na osnovu (18.4), 95%-i interval poverenja je (7.4,8.01).

Primetimo da je interval u (b.2) nesto uzi od onog iz (b.1). Ovo je opravdano, jer pozna-
vanje disperzije u (b.2) donosi odredenu sigurnost.




19 | Elementi teorije verovatnoce 1

statistike — zadaci za vezbu

19.1 Verovatnoéa 1. sve tri crvene kuglice,

Zadatak 19.1.1. Neka su A, B i C tri do-

2. 2 plave i 1 Zuta,

gadaja. Pomocéu njih opisati sledece dogadaje: 3. sve tri kuglice razlicite boje.

1. realizuje se samo A, Zadatak 19.1.4. U svakoj od 3 sale nalazi se 8

2. realizuje se i A i B, devvgjakq 112 mladzca. Iz prue sale na slucqjan
nacin biramo jednu osobu i prebacujemo je u

3. sva tri dogadaja se realizuju, drugu salu, a zatim iz druge sale prebacujemo

o ' jednu osobu u treéu salu i iz treée sale biramo

4. realizuje se bar 1 od ova 3 dogadaja, 1 osobu. Kolika je verovatnoca da je poslednja
. 0

5. realizugu se bar 2 od ova 3 dogadaja, izabrana osoba mladic:

6. realizuje se tacno 1 od ova 3 dogadaja, Zadatak ;9°1'5: IZ kutzg(? Od 10 kugl?ca Od ho-
Jih je 6 belih slucajno se biraju 2 kuglice (jedna

7. realizuju se tacno 2 od ova 3 dogadaja, za drugom) bez vracanja. Naéi verovatnoéu da
su obe izabrane kuglice bele.

8. realizuju se najvise 2 od ova 3 dogadaja,

9.

Zadatak 19.1.2. Eksperiment se sastoji od ga-
danja mete i registruje se da li je pogodak ili
promasaj. Opisati skup svih moguéih ishoda ako

Zadatak 19.1.6. U prvoj kutiji nalaze se 3
ne realizuje se nijedan od ova 3 dogadaja. kuglice, od kojih 1 bela i 2 crne. U drugoj kutiji
nalaze se 4 kuglice, 2 bele i 2 crne. Slucajno se
bira kutija i 1z nje kuglica. Pretpostavimo da je
1zbor kutije jednakoverovatan.

je bilo: 1. Kolika je verovatnoéa da je izvucena ku-

1. jedno gadange,
2.

glica bela?

2. Ako je izvuéena kuglica bela, kolika je ve-

3 gadanja. ) . . .
rovatnocéa da je ona iz prve kutije?

Neka je A; pogodak u i—tom gadanju.

1.

Zadatak 19.1.7. Pretpostavimo da su saobraca-
Odrediti elementarne dogadaje Ay, Ao i Jni inZenjeri usaglasili vreme cekanja na sema-
As. foru tako da podsticu prolazak kroz zeleno svetlo

— sa verovatnocom 0.8 vozac cée naiéi na ono

2. Pomocu dogadaja Ay, Az i Az opisati sle-  svetlo na semaforu koje je bilo na prethodnom
dece dogadage: semaforu. Pretpostavimo da je zeleno i crveno
B - realizovao se bar jedan pogodak. svetlo na prvom semaforu jednako verovatno.
C - nije se realizovao nijedan pogodak. Kolika je verovatnoca da ée na drugom semaforu
D - realizovao se tacno jedan pogodak. biti zeleno svetlo? Kolika je verovatnoéa da e
E - realizovao se pogodak u prva dva ga- v0zac stati bar na jednom semaforu? Kolika
danja. je verovatnocéa da ako je na drugom semaforu
crveno svetlo, na prvom semaforu bilo zeleno

svetlo?
Zadatak 19.1.3. U kutiji se nalaze 3 Zute, 4 Kolika je verovatnoéa da ée na drugom se-

crvene i 5 plavih kuglica. Izvlacimo tri kuglice maforu biti zeleno svetlo, ako pretpostavimo da
odjednom. Odrediti verovatnocu da su izvucene: zeleno i crveno svetlo na prvom semaforu nisu
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jednako verovatni, veé je verovatnoca da je ze-
leno svetlo na prvom semaforu 0.62

Zadatak 19.1.8. Dva studenta polaZu ispit.
Od 20 pitanja znaju 15 istih pitanja. Studenti
polazu ispit tako Sto biraju po 1 cedulju sa jed-
nim pitanjem, jedan za drugim bez vracanja.
Kolika je wverovatnocéa da drugi student poloZi
ispit? Kolika je verovatnoéa da je prvi student
izvukao pitanje koje je zna ako je drugi poloZio
ispit?

Zadatak 19.1.9. Neka je test za odredenu retku
bolest 95% korektan u sledecem smislu: ako je
osoba obolela, rezultati testa su pozitivni sa ve-
rovatnocom 0.95; ako osoba nije obolela rezu-
ltati testa su mnegativni sa verovatnocom 0.95.
Neka je verovatnoca da slucajno izabrana osoba
1z populacije boluje od ove retke bolesti 0.001.
Ako je rezultat testa pozitivan, kolika je verovat-
nocéa da je osoba zaista obolela od ove retke bo-
lesti?

19.2 Slucajne promenljive

Zadatak 19.2.1. Na putu kretanja automobila
nalaze se 4 semafora. Svaki od njih ima upal-
jeno zeleno svetlo sa verovatnocom %, a crveno
sa verovatnocom % Odrediti raspodele slucajnih
promenljivih:

X - broj semafora pored kojih je automobil
prosao do prvog zaustavljanja.

Y - broj semafora na kojima se automobil

zaustavio.

Zadatak 19.2.2. U porodici je sedmoro dece.
Naéi verovatnoéu da je medu njpima:

1. cetiri decaka,
2. vise decaka od devojcica.

Zadatak 19.2.3. Verovatnoéa da pada kisa je
0.4, a da ne pada kisa je 0.6 u toku jednog neza-
visnog dana.

1. Odrediti raspodelu broja kisnih dana posle
dana bez kise.

2. Naéi verovatnoéu da budu bar dva uza-
stopna kisna dana.

POGLAVLJE 19. VEROVATNOCA I STATISTIKA — ZADACI ZA VEZBU

Zadatak 19.2.4. Iz mesta A u mesto B trans-
portuje se 5000 televizora. Verovatnoéa da se
televizor osteti pri transportu je 0.0004. Naéi
verovatnoéu da je u transportu osSteceno:

1. tacno 3 televizora,
2. bar 3 televizora,
3. najuise 1 televizor.

Zadatak 19.2.5. Masina ima 10000 delova.
Za 6 000 delova verovatnocéa otkaza je 0.0005, a
za ostale 0.00025. Masina ne radi ako otkazu 6
ili vise delova. Kolika je verovatnoéa da masina
ne radi?

Zadatak 19.2.6. Slucajna promenljiva X ima
raspodelu:

0 2 4
X'(0.5 0.3 0.2...)'

Naéi njenu funkciju raspodele i verovatnoce
P{X <=2}, P{ X <15}, P{X <2}, P{X <
2.8}, P{X < 5}.

Zadatak 19.2.7. Slucajna promenljiva X ima
funkciju raspodele:

0, <0
Fx(z)=<z? 0<z<1
1, z>1

Naéi verovatnoée P{X < %}, P{% < X <3},
P{1.5 < X < 2} i gustinu raspodele @ x ().

Zadatak 19.2.8. Knjiga u citaonici se izna-
Jjmljuje najduze na 2 sata. Neka slucajna pro-
menljiva X oznacava vreme zadrZavanja knjige
kod slucajno izabranog studenta. Gustina ra-
spodele slucajne promenljive X je data sa:

27
0,

(a) Izracunati Fx(1.2), Fx(1) i Fx(3.5), a za-
tim odrediti funkciju raspodele Fx(x) za
svako x € R.

0<x <2,

px(x) = ¢ [0,2].

(b) Kolika je verovatnoéa da de knjiga biti iz-
data izmedu sat i sat i po vremena?
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(¢) Izracéunati verovatnoée P(X < 1), P(X >
1.5) i P(X = 1).

(d) Graficki predstaviti gustinu raspodele px ()
i funkciju raspodele Fx(x).

Zadatak 19.2.9. Za dva mezavisna elementa
jednog uredaja date su raspodele vremena ispra-

vnog rada:
1—e 002 +50
Fi(t) = ’ ,
o-{
1—e 005+
Fy(t) = ’ .
2(t) {0, t<0

verovatnocu da u intervalu (0,6):

1. oba elementa otkazu,
2. nijedan ne otkaZe,

3. bar jedan otkaZe.

Zadatak 19.2.10. Kroz jednu autobusku stan-
icu autobus prolazi tacno na svakih 15 min-
uta. Putnik dolazi slucajno na stanicu. Naéi
verovatnoéu da ée cekati autobus manje od 5
minuta.

Zadatak 19.2.11. Grupa od 400 strelaca izvodi
gadange tako da svako od njih pogada sa verovat-
noéom 0.8. Nadéi verovatnoéu da bude:

1. wvise od 310, a manje od 325 pogodaka,
2. bar 120 pogodaka,

3. najvise 160 pogodaka.

Zadatak 19.2.12. Pomocu racunara vrsi se
obracun elektricne energije za 100 korisnika. Vre-
me obracuna za svakog korisnika ima eksponen-
cijalnu raspodelu sa matematickim ocekivanjem
3 sekunde i ne zavisi od drugog korisnika. Odred-
1tt verovatnocu da ée obracun trajati krace od 6
minuta.

KARAKTERISTIKE
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19.3 Numericke
karakteristike
sluc¢ajnih promenljivih

Zadatak 19.3.1. Funkcija raspodele slucajne
promenljive X je:

Ja—1, =<0,
22, 0<z<1,
1, z>1.

(a) Odrediti konstantu a i odrediti gustinu ra-
spodele slucajne promenljive X .

(b) Odrediti matematicko ocekivanje i disperz-
yu slucajne promenljive X.

Zadatak 19.3.2. Strelac promasSuje metu sa
verovatnocom 1/20.

(a) Ako strelac gada v metu 100 puta, odrediti
matematicko ocekivangje 1 disperziju sluca-
jne promenljive X koja predstavlja broj pro-
masaja.

(b) Ako strelac gada metu dok ne promasi, odre-
diti matematicko ocekivanje i disperziju
slucajne promenljive Z koja predstavlja broj
gadanja.

Zadatak 19.3.3. Neka slucajna promenljiva X
ima normalnu N'(0,1) raspodelu.
Izracunati E(X*).

Zadatak 19.3.4. Slucajna promenljiva X ima
gustinu raspodele:

L s

V2r

1.,.2
= 6_57’. .

ex ()

Izracunati E(55).

19.4 Centralna grani¢na teo-
rema

Zadatak 19.4.1. Vek trajanja sijalice u satima
je slucajna promenljiva sa eksponencijalnom ra-
spodelom £(0.005). Koliko sijalica treba imati
u rezervi da bi sa verovatnocéom 0.98 vreme tra-
janja (neprekidnog rada) sijalica bilo bar 10 000
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sati? Pretpostavimo da je zamena sijalica tre-
nutna 1 da su vremena trajanja razlicitih sijalica
medusobno nezavisna.

Zadatak 19.4.2. Kisne kapi su u obliku lopte
cigi je poluprecnik slucajna promenljiva

R:U(1,2).

Tri kapi padaju u sekundi u posudu Cija je za-
premina 9007. Odrediti verovatnoéu da se po-
suda napuni za 3.5 minuta.

Zadatak 19.4.3. U normalnim uslovima po-
trosnja vode po stanovniku je 50 litara dnevno,
sa standardnim odstupanjem od 8 litara. Kolika
je verovatnoca da u gradu sa 200 000 stanovnika
nece doc¢i do nestasice vode ako su dnevne rez-
erve vode tog grada 10050 000 litara?

Zadatak 19.4.4. U avion se utovara 100 kofera,
Cije su teZine nezavisne slucajne promenljive uni-
formmno raspodeljene izmedu 5 i 35 kg. Kolika je
verovatnocéa da je ukupna teZina kofera manja
od 2100 kg?

19.5 Statistika

Zadatak 19.5.1. Vreme (u minutama) izmedu
dolaska dva klijenta v banku ima eksponenci-
Jjalnu raspodelu E(N). Mereno je proteklo vreme
izmedu dolaska prvih 10 klijenata. Dobijeni su
sledeéi podaci (3,1,0,0,0,1,8,5,2,0). Metodom
momenata naci ocenu nepoznatog parametra .

Zadatak 19.5.2. MenadZer jedne firme Zeli da
proceni mesecna primanga nekoliko hiljada za-
poslenih sa greskom od £3000RSD sa 99% pov-
erenja. Poznato je da mesecna primanja rad-
nika imaju normalnu raspodelu sa standardnom
devijacijom 6000RSD. Koji je najmanji obim
uzorka potreban za ovu procenu?

Zadatak 19.5.3. Neka ocena na ispitu ima
normalnu N (m, 0?) raspodelu. Na slucajan na-
¢in izabran je uzorak od 150 studenata. Dobi-
jent podacu su prikazani u tabeli.
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Ocene | Frekvencije
5 12
6 18
7 30
8 52
9 24
10 1/

(a) Metodom momenata naéi ocenu nepoznatih
parametara m i o.

(b) Proceniti 95%-im intervalom poverenja sre-
dnju ocenu ako
(b.1) disperzija nije poznata,
(b.2) za disperziju uzmemo procenjenu vre-

dnost iz (a).

Zadatak 19.5.4. U tabeli su prikazani rezulta-
ti nekog merenja

2.54 | 2.7 3 2.9 | 2.92
2.3 | 271 | 245 | 2.1 | 3.0
1.7 | 2.72 | 8.1 2.5 | 2.5
1.84 | 2.56 | 2.6 | 2.8 | 2.92
2.04 | 2.61 | 2.59 | 2.63 | 2.52

Odrediti jednostrani interval poverenja na nivou
v = 0.9 ¢ dvostrant interval poverenja na nivou
v =0.95 za nepoznatu disperziju obeleZja.

Zadatak 19.5.5. U tabeli su prikazani rezulta-
ti nekog merenja

1.7 | 1.68 | 1.65 | 1.71 | 1.73
1.69 | 1.63| 1.7 | 1.72| 1.7
1.7 | 1.7 | 1.83 | 1.69 | 1.71
1.84 | 1.66 | 1.62 | 1.81 | 1.72
1.64 | 1.71 | 1.76 | 1.7 | 1.77
1.74| 1.81 ] 1.79 | 1.71 | 1.8

Poznato je da obeleZje koje se posmatralo ima
normalnu N (m,o?) raspodelu.

(a) Metodom momenata naéi ocenu nepoznatih
parametara m i o.

(b) Intervalom poverenja na nivou 0.99 procen-
1t matematicko ocekivanje ako

(b.1) disperzija nije poznata,
(b.2) disperzija je 0% = 1.
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B Linearna algebra

B.1 Osnovni pojmovi

Neka je A matrica formata n x n sa elementima a;;. Pisemo [a;;], =1
sJ =Ly

Transponovana matrica za matricu A, u oznaci AT, se od matrice A dobija kad se matrici A

zamene vrste sa kolonama, tj. AT = [a;;]. ._ .
2,7=1,...,n

Konjugovana matrica matrici A, u oznaci A, se od matrice A dobija kada se za svaki element

a;; uzme njegov konjugovani @;;, tj. A = [aij]ijzl o
Konjugovano transponovana matrica za matricu A se oznacava sa Af. Dakle, AT = (A)

Ukoliko se podestimo da se skalarni proizvod vektora z i y definiSe sa

T

— I
(Z‘, y) =Y,
mozemo da uo¢imo vezu izmedu matrice A i njene konjugovano transponovane

(Az,y) = (A2)"5 = «T AT = 2" (A) 75 = 2T (A)Ty) = 2" ATy = (, Aly).

Matrica sa osobinom A' = A se naziva Ermitska ili samoadjungovana matrica.

B.2 Sistem linearnih algebarskih jednacina

Posmatrajmo sistem od n jednacina za n nepoznatih skalara z1,xo, ..., zy,:

1121 + -+ a1pTy = by,

121+ + ATy = by

Ukoliko uvedemo oznake:

411 ... Gin T by

A= | : , X=|:|, b=11],

anl ... Gnpn T, by,

sistem mozemo zapisati u matri¢nom obliku
AX =b.

Ukoliko je b = 0 sistem je homogen, a za b # 0 sistem je nehomogen. U zavisnosti od matrice A,
diskutujemo resenje sistema:

e ukoliko je detA # 0, onda postoji jedinstveno reSenje sistema. Matrica A je regularna
tj. postoji njena inverzna matrica, tako da se jedinstveno reSenje sistema moze zapisati u
matri¢nom obliku:

X =A".
Homogen sistem AX = 0 uvek ima trivijalno reSenje X = 0, a ukoliko je detA # 0 ovo
reSenje je i jedinstveno.

e ukoliko je detA = 0, tada reSenje sistema ili ne postoji ili postoji ali nije jedinstveno.
Homogen sistem pored trivijalnog ima beskona¢no mnogo resenja.
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B.3 Linearna (ne)zavisnost vektora

Definicija B.1

Vektori X1, Xa, ..., X, su linearno zavisni ako postoje skalari ci,ca, ..., c, tako da je bar
jedno c;, 1 =1,...,n razlicito od nule 1

Cle +CQX2 ++Can =0. (Bl)
Ako je (B.1) zadovoljeno jedino za ¢c; = ¢y = - -+ = ¢, = 0, tada su vektori X1, Xa, ..., X,

linearno nezavisni.

Zanimljivo je da sistem (B.1) moZemo da shvatimo kao sistem linearnih jednadina za koefici-

jente ¢y, ..., c,. Zaista, ukoliko vektore X1, X5, ..., X, zapiSemo po komponentama:
1,1 T21 Tn,1
Xl - ) X2 - ) >Xn = )
T1,n T2,n Tn,n

tada sistem (B.1) moZzemo zapisati u matri¢nom obliku:

Cc1 C1

x1,1 T2.1 Tn,1 co co
= [X1|Xa|...[X,) || =0,

Tip Tom .- Tnn c c.

n n

Sada je lako zapisati kriterijum za linearnu (nezavisnost):

e ukoliko je det ([X1|X2]|...|Xn]) # 0, jedino resenje za (B.1) jec; =co = -+ = ¢, =0, tj.
vektori X1, X5, ..., X, su linearno nezavisni,

e ukoliko je det ([X1|X2|...|X,]) =0, postoje i druga resenje za (B.1) te su vektori X;, Xs,
..., X, su linearno zavisni.

B.4 Problem svojstvenih (karakteristi¢nih) vrednosti i vek-
tora
U opstem slucaju, kada matrica A deluje na vektor dobijamo neki drugi vektor. Posebno je

interesantno ispitati da li postoji vektor takav da kad data matrica deluje na njega on promeni
samo svoju duzinu, ne i pravac. Odnosno, pitamo se da li postoji vektor X takav da:

AX = \X, (B.2)

gde je A skalar. Ovo je problem svojstvenih vrednosti: vektor X koji zadovoljava (B.2) se naziva
svojstveni (karakteristi¢ni) vektor za matricu A, a A svojstvena (karakteristi¢na) vrednost za
matricu A.

Jednacina (B.2) moze da se zapiSe u obliku:

(A= )X =0,
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gde je I jediniéna matrica. Znamo, pored trivijalnog reSenja X = 0, imadéemo i netrivijalna
reSenja ako izaberemo A takvo da
det(A — M) =0. (B.3)

Jednacina (B.3) se naziva karakteristi¢na jednacina za matricu A. To je zapravo polinom stepena
n od A, tako da imamo n reSenja, to su Ay, Aa, ..., A,. Ako se neka svojstvena vrednost pojavi
m puta, kazemo da je ona viSestrukosti m.

Svakoj svojstvenoj vrednosti odgovara (generiSe) bar jedan svojstveni vektor. Svojstvena
vrednost viSestrukosti m generiSe ¢ linearno nezavisnih svojstvenih vektora, pri ¢emu je 1 <
q < m. Ako su \q,...,\, razliCite svojstvene vrednosti, onda su odgovarajuéi svojstveni vektori
X1,..., X, linearno nezavisni. Posebno, ako je A Ermitska matrica, vazi sledece:

1. sve svojstvene vrednosti su realne,

2. postoji n linearno nezavisnih svojstvenih vektora (bez obzira na viSestrukost svojstvenih
vrednosti).

B.5 Matri¢ne funkcije

U ovom kursu posmatramo i matri¢ne funkcije, odnosno posmatramo matrice ¢iji elementi su
funkcije realne promenljive x:

ain(x) ... ap(z)
A(z) =

an1(z) ... app(x)

Izvod i integral matri¢ne funkcije se ra¢una po komponentama:
dA  [day b b
— = [ a”] , / A(z)dx = / a;jdx
dx dz |, <ij<n o o

B.6 Linearna (ne)zavisnost dve funkcije

1<i,j<n

Neka su funkcije fi(x) i f2(z) definisane na istom intervalu I. Funkciju ¢ f1(x) + cofa(z), gde
su ¢1 1 ¢ konstante nazivamo linearnom kombinacijom funkcija fi(x) i fo(x).

Definicija B.2

Za funkcije f1(x) i fo(x) kaZemo da su linearno zavisne na nekom intervalu I ako postoje
konstante c1,co € R, od kojih je bar jedna razli¢ita od nule, takve da za svako x € I vazi

c1fi(z) + cafa(x) = 0.

Ako iz gornje relacije sledi c1 = ¢ = 0, kaZemo da su funkcije f1(z) i fa(x) linearno
nezavisne na intervaly I.

Primetimo, ako su f1(z) i f2(x) nenula funkcije na I, onda su one linearno zavisne ako i samo
ako su proporcionalne, tj. postoji konstanta ¢ € R takva da

fo(z) =cfi(z) i fi(z)=cfa(a),
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za sve x € I. Pokazimo ovu osobinu. U jednom smeru, pretpostavimo da su fi(z) i fa(z) linearno
zavisne na [. Pokazimo da su one proporcionalne. Linearna zavisnost na intervalu I znaci da
postoje konstante ¢ i co, koje obe nisu jednake nuli, tako da

Cc1 f1 (1‘) + co fg(x) =0.

Ako ¢; # 0, onda prethodnu jedna¢inu moZzemo da podelimo sa ¢; odakle sledi f1(z) = —2—’;‘ 2(x).
Ako je pak ¢ # 0, onda prethodnu jednadinu moZemo da podelimo sa ¢y odakle dobijamo
falz) = - fi(z). Pokazimo i obrnuti smer, da ako jednu funkciju od druge moZemo dobiti
mnoZenjem skalarom, onda su one linearno zavisne funkcije. Neka je fi(z) = cfe(z) za z € L.

Odavde dobijamo
—fi(z)+cfo(z) =0, xel,

a posto je —1 # 0 sledi linearna zavisnost funkcija fi(z) i f2(x) na intervalu L

Primer B.3

Funkcije fi(z) =sin2z i fo(x) = sinz cosz su linearno zavisne na R, jer fi(z) = 2f2(x)
za sve T € R.

Primer B.4

Funkcije fi(x) =z 1 fa(x) = |z| su linearno nezavisne na R. Na poluintervalima (—o0,0)
i (0,400) su linearno zavisne.

B.7 Linearna (nezavisnost) skupa funkcija

Definicija B.5

Skup funkcija { f1(x), f2(x),..., fu(x)} je linearno zavisan na intervalu 1 ako postoje kon-
stante c1, ca, ..., Cp, ne sve jednake nuli, tako da

cifi(x) +eafo(z) + -+ enfnlz) =0, Vzel

U suprotnom je linearno nezavisan.

Primer B.6

1
cos? x

{COS2 z,sin? z, tg2x, } je linearno zavisan skup funkcija na R, jer vazi

cos? x + sin? x + tg?z — =0, VzeR.

cos? x

Primetimo, skup funkcija {f1(z), fo(x),..., fa(z)} je linearno zavisan na intervalu I ako bar
jedna funkcija moze da se predstavi kao linearna kombinacija preostalih funkcija.
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Primer B.7

{VZ+5,V/x+b5x,z — 1,2%} je linearno zavisan na (0, +00), jer

Va + 5z = (\/z +5) + 5(x — 1) + 0z°.

B.8 Linearna (nezavisnost) skupa vektorskih funkcija

Konagno, progirujemo pojam linearne (ne)zavisnosti na vektorske funkcije:

Definicija B.8

Za vektorske funkcije ﬁ(t), i=1,...,n, se kaZe da su linearno zavisne na nekom intervalu
I ako postoje skalari cq,ca, ..., c, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da za svako t € I

cifi(t) + eafa(t) + -+ cafult) = 0.

Ako iz gornje relacije sledi ¢y = co = -+ - = ¢, = 0, kaZemo da su vektorske funkcije ﬁ(t),
i1 =1,...,n, linearno nezavisne na intervalu I.




C | Stepeni redovi

Stepeni red sa centrom u tacki zg je funkcionalni red oblika

oo

ch(az—xo)k. (C.1)

k=0

Definicija C.1

Stepeni red konvergira u tacki x ako

n [ee)

Sn(x) = Z cu(z —zo)* = s(z) = Z cx(z — z0)", kad n — oo.

k=0 k=0

Teorema C.2

Za svaki stepeni red (C.1) postoji 0 < R < 400 tako da vaZi

1. ako je 0 < R < 400 za sve x sa osobinom |x — x| < R red konvergira, a za
|z — zo| > R red divergira,

2. R =0 red konvergira samo za x = x,
3. R = +oo red konvergira na R.

Za R > 0, interval (xg — R,x0 + R) naziva se interval konvergencije, a R poluprecnik
konvergencije stepenog reda.

Napomena C.13. U rubnim tackama intervala konvergencije, tj. u tackama x = xzg — R 1
x = xo + R potrebna su dodatna ispitivanja konvergencije (brojnog reda!).

Za izra¢unavanje polupre¢nika konvergencije koristimo Dirihleovu formulu

R= lim Gk

k— 400

Ck+1

Teorema C.3

oo
Na intervalu konvergencije (xg — R,x9 + R), R > 0, suma reda s(x) := ch(x — x0)"
k=0
ima sledece osobine:
1. funkcija s je neprekidna na intervalu (xg — R, zo + R),

2. red se moze integraliti i diferencirati ¢lan po clan. Novodobijeni redovi pri tome
imaju isti polupreénik konvergencije.
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Neka je
y(x) = chwk =cotax+er®+....
k=0
Izvod ove funkcije je
y/(w) =c+2cr+---= ch kakt.
k=1

Napomena C.14. Ako ch(:c —20)* =0, R >0, Vz €1, onda sledi ¢, = 0, Vk.
k=0

Definicija C.5

Funkcija f je (realna) analiticka u tacki o ako postoje brojevi r > 0, ap, n € Ny, takvi
da za svako x € (xg — 7,20 + 1) vaZi

flz)= Z an(z — o)™
n=0

oo
Shodno ovoj definiciji, primetimo da je svaki stepeni red Z an(z — 29)" za R > 0 jedna

n=0
analiticka funkcija u tacki xo.

Definicija C.6

Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini tacke xo i neka je neograniceno diferencija-
bilna u 9. Red

X £(n) (g

> L

n!
n=0

naziwa se Tejlorov red funkcije f u tacki xo. Specijalno, za x¢o = 0 imamo Maklorenov
red.

Teorema C.7

Ako se funkcija f moZe predstaviti stepenim redom

o0
Z an(x — )"
n=0

na intervaly (xg — ryxg + 1), r > 0, tada se to moZe uraditi samo na jedan nacin i to
formulom

Funkcija f je pri tome realna analiticka u svakoj tacki intervala (xg — r,xo + 7).
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Dakle, ako funkcija moZe da se predstavi pomocéu stepenog reda, tada je f jednaka svom
Tejlorovom redu. Postoje beskona¢no diferencijabilne funkcije koje nisu jednake svom Tejlorovom
razvoju tj. nisu realne analiticke.

Funkcija
—1/z?
f(w)={e B

’ =V,

nije realna analiticka.

Postavlja se pitanje kada je beskona¢no diferencijabilna funkcija jednaka svom Tejlorovom
redu, tj. kada je i analiti¢ka. Da bismo odgovorili na to pitanje, podsetimo se da je n-ta parcijalna
suma za Tejlorov red zapravo Tejlorov polinom n-tog stepena. Takode se podsetimo Tejlorove
formule,

(k) (g
) =S ) b ),

!
= K

gde je r,(z) = o(|z — zo|"), z — zo.

Teorema C.9

Neka je funkcija f beskonacno diferencijabilna na intervalu (zo — R,z9 + R), R > 0.
Funkcija f je realna analiticka na intervalu (xg — R,x9 + R) ako i samo ako ostatak u
Tejlorovoj formuli teZi 0 kad n — oo za svako x € (xg — R,x0 + R)

Dakle, f je realna analiticka na (zg — R, 2o + R), R > 0, ako i samo ako Tejlorov polinom
konvergira bag ka funkciji f.

U sledecoj tabeli su dati Maklorenovi redovi nekih funkcija.

Maklorenov red Interval konvergencije
R ixn (00, +00)
o — L4 = i —00, +00
2 " 3l = nl ’
22 x? z8 - (_1)77, 2n
cosT = —?—&-I—a—i—-“:;@n)!x (—o0, +00)
. 2 27 — (D"
Slnxzm—g-l-ﬁ—ﬁ-F“':n:Omx (—00, +00)
22 23 > (—1)n+!
itz =g S 2% 2, DT g ~1,1
n(l+z)==z 3 + 3 1 + nz::l e (—1,1]
1 o0
71_x:1+x+x2+x3+-~izol’" (-1,1)
n—




D Furijeovi redovi

Ideja je da neku funkciju f(z) definisanu na [—m, 7] (ili periodi¢nu sa periodom 27) pred-
stavimo pomocu trigonometrijskog reda:

% + > (an cosna + by sinnz) = s(x).

n=1

Ako je f(x) integrabilna, tada je

1 T
ap = o [W f(z)de,
1

ap = — f(z)cos(nx)dx, n>1,
(L —
1 /™ .

b, = — f(@)sin(nx)dz, n>1.
™ —T

Primetimo da je koeficijent ag zapravo srednja vrednost of f(z) na intervalu [—m, 7.

Teorema D.1

Neka je realna funkcija f neprekidna na intervalu [—m,w] sem eventualno u konacéno
mmnogo tacaka. Tada

e ako je [ neprekidna u z, f(x) = s(x);
e ako f ima prekid u x, tada je s(x) = w;

e na krajevima intervala je s(—m) = s(w) = w.

Ako je f € C? Furijeov red uniformno konvergira i red se moze diferencirati ¢lan po ¢lan.

U opstem sluéaju, za interval [—,[] imamo:

oo
agp nrx . nTE
5 + nEZI (an cos —— + by, sin T) = s(x),

pri ¢emu su koeficijenti

1 l
w0=g [ Sy
_1/lf() (L’m)d >1
an = 7 g x) cos (= z, n>1,

1/ nwT
= — i —_— > .
b, l/_lf(x)sm< ;i )dx, n>1
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+0.00 +0.01 +0.02 +0.03 +0.04 +0.05 +0.06 +40.07 +0.08 +0.09
0.0 || 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 || 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 || 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 || 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 || 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 || 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 || 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 || 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 || 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 || 0.8159 0.818 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 || 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 || 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 || 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 || 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 || 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 || 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 || 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 || 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 || 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 || 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 || 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 || 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 || 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 || 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 ] 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 || 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 || 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 || 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 || 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 || 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 || 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 11 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 11 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 | 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 | 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
3.5 || 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998
3.6 || 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.7 11 09999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.8 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.9 || 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Numericke vrednosti za ®(x) definisano u (14.8), za z iz intervala [0, 3.9]. Da bismo nagli ®(1.42),
gledamo u vrstu koja odgovara 1.4 i u kolonu koja odgovara +0.02, tako da je ®(1.42) = 0.9222.
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F I Transformacije slucajnih promenljivih

1. Ako su Xi,Xs,..., X, nezavisne slu¢ajne promenljive sa normalnom raspodelom X; :
N(m;,02),i=1,...,k, onda je njihova linearna kombinacija

k
Y = ZciXi (F.1)
=1

i . k k
sluéajna promenljiva sa raspodelom Y : N/ (Zi:l CiMiy Y iy c?of);

2. Ako su X1, Xa,..., X nezavisne sluCajne promenljive sa normalnom raspodelom X; :
N(0,1),i=1,...,k, onda slu¢ajna promenljiva

k
Xi = Z CiXi2 (F.2)
i=1
ima hi-kvadrat raspodelu sa n stepeni slobode. Gustina ove raspodele je
@ {0, z <0,
Pxz\T) = 1 n/2—1,—x/2 )
mx / e / , X > 07
3. Statistika
ns,
2 (F.3)

ima hi-kvadrat raspodelu sa n — 1 stepeni slobode;

4. Statistika
(n—1)S;

= (F.4)

o
ima hi-kvadrat raspodelu sa n — 1 stepeni slobode;

5. Ako su X i Y nezavisne slu¢ajne promenljive, takve da X ima normalnu X : N(0,1)
raspodelu, a Y ima hi-kvadrat raspodelu sa n stepeni slobode, tada slu¢ajna promenljiva

ty = (F.5)

Sral

ima Studentovu raspodelu sa n stepeni slobode. Gustina ove raspodele je
n+1

F(n-Q&-l) 1‘2 -5
=2/ (142 R;
QDt"(x) \/ﬁf (%) ( + n ) ) T € K;

6. Statistika

X —
%7“\/71 1 (F.6)
ima Studentovu raspodelu sa n — 1 stepenom slobode;
7. Statistika -
Xn—p
5 vn (F.7)

ima Studentovu raspodelu sa n — 1 stepenom slobode.
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G | X2 raspodela

3

0O Ui Wi

C
Za dato n i procenat 1007%, vrednosti ¢ za koje v = F\2 (c) = / 9;7
) 0

0.1%

0.000
0.002
0.024
0.091
0.210
0.381
0.598
0.857
1.152
1.479
1.834
2.214
2.617
3.041
3.483
3.942
4.416
4.905
5.407
5.921
6.447
6.983
7.529
8.085
8.649
9.222
9.803
10.391
10.986
11.588
14.688
17.916
21.251
24.674
28.173
31.738

0.5%

0.000
0.010
0.072
0.207
0.412
0.676
0.989
1.344
1.735
2.156
2.603
3.074
3.565
4.075
4.601
5.142
5.697
6.265
6.844
7.434
8.034
8.643
9.260
9.886
10.520
11.160
11.808
12.461
13.121
13.787
17.192
20.707
24.311
27.991
31.735
35.534

1.0%

0.000
0.020
0.115
0.297
0.554
0.872
1.239
1.646
2.088
2.558
3.053
3.571
4.107
4.660
5.229
5.812
6.408
7.015
7.633
8.260
8.897
9.542
10.196
10.856
11.524
12.198
12.879
13.565
14.256
14.953
18.509
22.164
25.901
29.707
33.570
37.485

2.5%

0.001
0.051
0.216
0.484
0.831
1.237
1.690
2.180
2.700
3.247
3.816
4.404
5.009
5.629
6.262
6.908
7.564
8.231
8.907
9.591
10.283
10.982
11.689
12.401
13.120
13.844
14.573
15.308
16.047
16.791
20.569
24.433
28.366
32.357
36.398
40.482

5.0%

0.004
0.103
0.352
0.711
1.145
1.635
2.167
2.733
3.325
3.940
4.575
5.226
5.892
6.571
7.261
7.962
8.672
9.390
10.117
10.851
11.591
12.338
13.091
13.848
14.611
15.379
16.151
16.928
17.708
18.493
22.465
26.509
30.612
34.764
38.958
43.188

10.0%

0.016
0.211
0.584
1.064
1.610
2.204
2.833
3.490
4.168
4.865
5.578
6.304
7.042
7.790
8.547
9.312
10.085
10.865
11.651
12.443
13.240
14.041
14.848
15.659
16.473
17.292
18.114
18.939
19.768
20.599
24.797
29.051
33.350
37.689
42.060
46.459
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12.5%

0.025
0.267
0.692
1.219
1.808
2.441
3.106
3.797
4.507
5.234
5.975
6.729
7.493
8.266
9.048
9.837
10.633
11.435
12.242
13.055
13.873
14.695
15.521
16.351
17.184
18.021
18.861
19.704
20.550
21.399
25.678
30.008
34.379
38.785
43.220
47.680

20.0%

0.064
0.446
1.005
1.649
2.343
3.070
3.822
4.594
5.380
6.179
6.989
7.807
8.634
9.467
10.307
11.152
12.002
12.857
13.716
14.578
15.445
16.314
17.187
18.062
18.940
19.820
20.703
21.588
22.475
23.364
27.836
32.345
36.884
41.449
46.036
50.641

25.0%

0.102
0.575
1.213
1.923
2.675
3.455
4.255
5.071
5.899
6.737
7.584
8.438
9.299
10.165
11.037
11.912
12.792
13.675
14.562
15.452
16.344
17.240
18.137
19.037
19.939
20.843
21.749
22.657
23.567
24.478
29.054
33.660
38.291
42.942
47.610
52.294

33.3%

0.186
0.811
1.568
2.378
3.216
4.074
4.945
5.826
6.716
7.612
8.514
9.420
10.331
11.245
12.163
13.083
14.006
14.931
15.859
16.788
17.720
18.653
19.587
20.523
21.461
22.399
23.339
24.280
25.222
26.165
30.894
35.643
40.407
45.184
49.972
54.770

50.0%

0.455

1.386

2.366

3.357

4.351

5.348

6.346

7.344

8.343

9.342
10.341
11.340
12.340
13.339
14.339
15.338
16.338
17.338
18.338
19.337
20.337
21.337
22.337
23.337
24.337
25.336
26.336
27.336
28.336
29.336
34.336
39.335
44.335
49.335
54.335
59.335
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n 60.0% 66.7% 75.0% 80.0% 87.5% 90.0% 95.0% 97.5% 99.0% 99.5% 99.9%

0.708 0.936 1.323 1.642 2354 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828
1.833 2197 2773 3.219 4.159 4.605 5991 7.378 9.210 10.597 13.816
2946 3.405 4.108 4.642 5.739 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838 16.266
4.045 4.579 5.385 5989 7.214 T7.779 9.488 11.143 13.277 14.860 18.467
5.132 5.730 6.626 7.289 8.625 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750 20.515
6.211 6.867 7.841 8.558 9.992 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548 22.458
7.283 7.992 9.037 9.803 11.326 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278 24.322
8.351 9.107 10.219 11.030 12.636 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955 26.125
9.414 10.215 11.389 12.242 13.926 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589 27.877
10.473 11.317 12.549 13.442 15.198 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188 29.588
11.530 12.414 13.701 14.631 16.457 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757 31.264
12.584 13.506 14.845 15.812 17.703 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300 32.910
13.636 14.595 15.984 16.985 18.939 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819 34.528
14.685 15.680 17.117 18.151 20.166 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319 36.123
15.733 16.761 18.245 19.311 21.384 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801 37.697
16.780 17.840 19.369 20.465 22.595 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267 39.252
17.824 18.917 20.489 21.615 23.799 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718 40.790
18.868 19.991 21.605 22.760 24.997 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156 42.312
19.910 21.063 22.718 23.900 26.189 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582 43.820
20.951 22.133 23.828 25.038 27.376 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997 45.315
21.991 23.201 24.935 26.171 28.559 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401 46.797
23.031 24.268 26.039 27.301 29.737 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796 48.268
24.069 25.333 27.141 28.429 30.911 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181 49.728
25.106 26.397 28.241 29.553 32.081 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559 51.179
26.143 27.459 29.339 30.675 33.247 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928 52.620
27.179 28.520 30.435 31.795 34.410 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290 54.052
28.214 29.580 31.528 32.912 35.570 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645 55.476
29.249 30.639 32.620 34.027 36.727 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993 56.892
30.283 31.697 33.711 35.139 37.881 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336 58.301
31.316 32.754 34.800 36.250 39.033 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672 59.703
36.475 38.024 40.223 41.778 44.753 46.059 49.802 53.203 57.342 60.275 66.619
41.622 43.275 45.616 47.269 50.424 51.805 55.758 59.342 63.691 66.766 73.402
46.761 48.510 50.985 52.729 56.052 57.505 61.656 65.410 69.957 73.166 80.077
51.892 53.733 56.334 58.164 61.647 63.167 67.505 71.420 76.154 79.490 86.661
57.016 58.945 61.665 63.577 67.211 68.796 73.311 77.380 82.292 85.749 93.168
62.135 64.147 66.981 68.972 72.751 74.397 79.082 83.298 88.379 91.952 99.607
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H | Studentova t, raspodela

Za dato n i procenat 100v%, vrednosti ¢ za koje
n+1

v =F, (c) _/;\/% (1+x:>_2d;z:

60.0% 66.7% 75.0% 80.0% 87.5% 90.0% 95.0% 97.5% 99.0% 99.5% 99.9%

3

0.325 0.577 1.000 1.376 2.414 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.31
0.289 0.500 0.816 1.061 1.604 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327
0.277 0476 0.765 0.978 1.423 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215
0.271 0.464 0.741 0.941 1.344 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173
0.267 0.457 0.727 0.920 1.301 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893
0.265 0.453 0.718 0.906 1.273 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
0.263 0.449 0.711 0.896 1.254 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785
0.262 0.447 0.706 0.889 1.240 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501
0.261 0.445 0.703 0.883 1.230 1.383 1.833 2.262 2821 3.250 4.297
0.260 0.444 0.700 0.879 1.221 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144
0.260 0.443 0.697 0.876 1.214 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025
0.259 0.442 0.695 0.873 1.209 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930
0.259 0.441 0.694 0.870 1.204 1.350 1.771 2160 2.650 3.012 3.852
0.258 0.440 0.692 0.868 1.200 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787
0.258 0.439 0.691 0.866 1.197 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733
0.258 0.439 0.690 0.865 1.194 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686
0.257 0.438 0.689 0.863 1.191 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646
0.257 0.438 0.688 0.862 1.189 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610
0.257 0.438 0.688 0.861 1.187 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579
0.257 0.437 0.687 0.860 1.185 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552
0.257 0.437 0.686 0.859 1.183 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527
0.256 0.437 0.686 0.858 1.182 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505
0.256 0.436 0.685 0.858 1.180 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485
0.256 0.436 0.685 0.857 1.179 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467
0.256 0.436 0.684 0.856 1.178 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450
0.256 0.436 0.684 0.856 1.177 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435
0.256 0.435 0.684 0.855 1.176 1.314 1.703 2.052 2473 2.771 3.421
0.256 0.435 0.683 0.855 1.175 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408
0.256 0.435 0.683 0.854 1.174 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396
0.256 0.435 0.683 0.854 1.173 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
0.255 0.434 0.682 0.852 1.170 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724 3.340
0.255 0.434 0.681 0.851 1.167 1.303 1.684 2.021 2423 2.704 3.307
0.255 0.434 0.680 0.850 1.165 1.301 1.679 2.014 2412 2.690 3.281
0.255 0.433 0.679 0.849 1.164 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261
0.255 0.433 0.679 0.848 1.163 1.297 1.673 2.004 2.396 2.668 3.245
0.254 0.433 0.679 0.848 1.162 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232
0.253 0.431 0.674 0.842 1.150 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090
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