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IIpearosop

MarepujaJr u3J10KeH y OBOM YIIOEHUKY je mpuiaaroher npeamMery Metogu epexitiuete Weopu-
Jje woma Yy KOHGEH306GHOM CUAHY KOju Toxahajy cTyaeHTn mactep cryauja Ha lemaprvany
3a dusuky y HoBom Casy. Kao takas, Tekcr mma jiBe ocHoBHe Hamene. IIpBa je ma ce cry-
JIEHTHU YIIO3HA]y ca DA3WYHUM eJIEMEHTUM TeOpHja KOje ce 3aCHUBA]y Ha ITOCTOjarby CIIOHTAHOT
HapyIIemha CUMeTpuje, Kao mTo cy losicronosa nosba u edekTuBHU Jarpamxkujanu. Ipyrn,
MIO/Ij€/THAKO BaKaH aCIEKT OBOT' YIIOEHUKA je yIIO3HABAaIbe CTY/JeHATA Ca OOUMHOM JINTEPATY-
POM U3 OBe 00JIaCTH.

Metoj; edpeKTUBHUX JIarpaHKMjaHa ce 3aCHUBa Ha mpuMeHu ['0J/ICTOHOBE TeopeMe Koja
TBP/IX JIa Ce Y CIIEKTPY CHCTeMa KOJI KOjUX JI0JIa3U JI0 CIIOHTAHOI HAapyIIermha CUMeTpHuje ja-
BJ/bajy ekcrmranuje ca urrdesasajyhum rermom. Ose ekcrimranuje (loscroHoBa mosba) umajy
HU3 MHTEPECAHTHUX OCOOMHA KOje WX YMHE IOTOJIHUM CTEIleHUMa CJIOOO0JIE 3a OIKUC HUCKO-
TeMIIepaTypcKe TepMOJMHAMEKE TaKBUX cucrema. IIpe cBera, muxoB 0poj u tun (A wm B)
3aBHUCH CaMO O] 00Opaciia HAPYIIeha CUMETPHje U CTPYKTYPe OCHOBHOT cTama. Takobhe, pace-
jame l'oicTOHOBHX TIOJhA HA HUCKUM €Heprujama je cjiado m 300r Tora ce MOry y3eTH Kao
OCHOBA 3a CUCTEMATCKY TEOpHjy IepTypdaliija Koja He 3aXTeBa IIO0CTOjalbe MAJIOr MapaMeTpa
y XaMUJITOHUjaHy (WJIu JlarpaH:kujany) ofarosapajyher mojesna. JlarpaHnKujanu KOHCTPYHCa-
uu nomohy ['osiyicToHOBUX MOJBA Ce YeCcTO O3HAYaBajy Kao HEJUHEAPDHU 0 MOJEH U JI0 Caja
Cy ca YCIIeXOM IIPUMEHeHN Ha OMNC BEJIMKOT OPOja Pa3INYUTUX CUCTEMa MOYEBIN 01 (pU3nKe
BHCOKHX €HEPruja ma cBe JI0 mpodseMa n3 (hU3nKe KOHJIEH30BAHOT CTAbA.

Uneja meTona edpeKTUBHUX JIarpaHKUjaHa Ce JIEIIO MOXKe WIyCTPOBATU Ha IpuUMepy Xaj-
3eHOeproBor antudepomartera. AuTudepoMarHer ce CacTOju OJ KPUCTAJIHE pPeIlIeTKe y Tu-
jUM YBOPOBMMa Cy CMEINTEHU jOHU ofpeheHnX XeMHjCKUX eJleMeHaTa W OJ1 eJIeKTPOHA KOju y
OIIIITEM CJIy4ajy MOry Ja Ipejase ca 4Bopa Ha 4uBop. llomro je maca jona dap 2000 myTa
Beha o1 Mace eJleKTpOHA, y MPBOj alPOKCUMAIUjUA Ce JTMHAMHUKA KPUCTAJIHE PeIIeTKe MOXKe
OJIBOJUTH O] JIMHAMUKE TIOKPETHUX €JeKTpoHa (T3B. aamjadarcka ampokcumanuja). Ha Taj
Ha4YUH Ce JIOJIA3U JI0 XaMWJITOHUjaHa Yy KOjeM (PUTYPHUIIY jeJUHO €JTEKTPOHCKHU OIEPATOPH.
HajjemnocraBuuju XxaMUITOHHjaH OBE BPCTE, KOJ KOjer' Ce Y CBAaKOM YBOPY peIIeTKe MOTY
Hah MakKCHUMaJIHO JIBA €JIEKTPOHA CYIPOTHO OPUjEHTUCAHUX CIIUHOBA je Xadap/oB. ¥y HeMY
[IOCTOje TPY HE3aBHCHA MapaMeTpa: aMILIUTYIa BepOBAaTHONE IpejlacKa eJIEKTPOHA Ca IBOPA
T Ha YBOP M, KOja Cé OOMYHO O3HAYABA CA ty,, NHTEH3UTET KYJIOHOBCKOT OJIOUjalba €JIeK-
TpoHA Ha MCTOM 4BOPY U ¥ TOIyHEHOCT YBOpPOBa ejleKTpoHuMa (KoHmeHTpaiuja). Kasa je
U < |tnm|, €eTleKTpoHN TIpeIcTaB/bajy TOTOBO CJIOO0IHE YECTHUIIEC U MOKEMO KOPHCTUTH CTaH-
JapHy Teopujy meprypdanuja ca magum mapamerpoM U/|t,m|. Ca apyre crpane, ako je
KysionoBa unTepaxiija JoMUHAHTHA, HEMOryhe je TPUMEHUTH IIepTypPOATUBHUA Pa3Boj jep He
IIOCTOjU OCHOBHO cTaibe HenHreparyjyhux emekrpona. oo je, 36or jake Kysonose unrep-
aKIfje, EeHepreTCKN 3HATHO TTOBOJbHU]E & Ce Ha YBOPOBUMA HaJjla3e MOjeIMHAYHU eJIeKTPOHM,
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10 CAJTPIKAJ

oHu he mpeckakaTu ca YBOpa Ha YBOP Ca BPJIO MaJOM BepoBaTHONOM M mpakTUIHO he duTn
dukcupanu. [lokasyje ce 7a je KoM HOJIYIONYHEHOT KPHUCTAJIA JIMHAMUKY jaKO KOPEINCa-
Hor Xabdapgosor momena (U > |tnm|) moryhe cBecrn na edexktnBHy anTHdhEpOMarHeTHY
MHTEpaKInjy JoKaJIu30Banux ciuuosa S = 1/2 ca unrerpanom uamene J = 4|t,,,[2/U. Ene-
MEeHTapHe eKCITUTAIMje CHUCTeMa JIOKAJIM30BAHUX CIUHOBA Cy MArHOHU W OHU IIPEICTABIbAjY
TosicToHOBA TI0JbaA 38 CJIyUaj CIIOHTAHOT HapyIiemka cumerpuje o obpacity O(3) — O(2). Ko-
pucCT 0J1 yBohema Maruona kao epeKTUBHUX CTEIeHH CJI000/Ie ce Hajoobe oryieia y cieaehem:
KOJIMKO T'0JT MHTepakiinje udMely emekrpona y aHTu(EpPOMATHETHOM KPHUCTAJLY OMJIe KOMILIH-
KOBaHe U jaKe, MArHOHU Ce Yy BeJIMKOM ey ypeheHe (hase moHarnajy Kao CJI000/IHE UeCTUIIE
qUMe ce JI0JIa3u JI0 epUKACHOT OKBUPA 3a padyHamhe CTATUCTUYIKE CyMe aHTu(EepPOMarHeTHOT
CUCTEMA U MOBE3AHUX TEPMOJIMHAMUYIKNAX BEJIMINHA.

Tekcr je nogespen y Tpu nenune. [IpBa odyxBaTa ejieMeHTe KJIaCUYIHE TEOPHU]je T0/ba YKIbY-
qyjyhn msnarama o Jlarpan:keBoMm 1 XaMHITOHOBOM (POPMATIN3MY, TTIOOATHUM U JIOKAJTHIM
cumerpujama, Teopemu Evu Herep m kmacuunoj Bep3uju l'osicronose Teopeme. /Ipyro mo-
rJIaB/be CaJIp:Ku OcHOBe JlammayoBe Teopuje hasHUX Tpesia3a U y O] je TOKA3aHO KaKO ce
KJIACUYIHA T€OPHja M0Jha MOXKEe KOPUCTUTH 3a onuc ojipehennx craructuyakux cucrema. [lopen
Vzunrosor mozena, JUCKYTOBaH je W HeJUHeApHW o Mojen 3a ciaydaj O(N) — O(N — 1),
Mepmun-Barneposa Teopema, Kao u jegHoctaBHa Bep3uja ['mazdypr-Jlammayose Teopuje cy-
MIEPITPOBOHOCTY Ca CTAHOBUINTA KJIacHIHe eeTUBHE TeOopHje 3a 0Opa3all HapyIlemha CHMe-
tpuje U(1) — Zs,. Tpehe noruasibe je mocselieHo KBAaHTHUM MHOIOYECTHYIHAM CHCTEMUMA KOJL
KOJjUX Ce jaBJba CIIOHTAHO Hapyieme cumerpuje. Jluckyrosana je kBanTna Bepauja LosicTto-
HOBE TOEpeMe U TIOKA3aHO je KAKO Ce KJIACUYHA I0Jba y OBOM C/IYYa]y 3aMemyjy KBaHTHUM
IIoJbMa dHje ce ejleMeHTapHe ekciTalje HasuBajy loscroHoBum Oo3zonHuMa. Kao Ba
ocHOBHa TipuMepa cy oopahenu Xajsendepros depomarner m antudepomaraer. Hajupe cy,
ciyxkehu ce aHAJIOTHjOM ca KJIACHIHOM TEOPHUjOM I10Jba, J0OUjeHe JIUHeapU30BaHe jeIHadnHe
Kperama (IITO 0J[roBapa CTAHIAP/IHOM H3JIararmy JMHeApHe TeOpHje CIMHCKUX TAJIAca ajll Ce
He 3aCHUBA HA ODO30HCKUM peIpe3eHTalldjaMa CIIMHCKUX OIlePaTopa) JIa OUCMO 3aTUM JIUCKY-
TOBAJIN CIEKTap eJeMEHTApHUX €KCIUTAIlja U HUCKOTEMIEPATYPCKY TEPMOINHAMUKY OBUX
cucrema. Kao mro je Beh mamomenyrto, ['osacToHoBa mosba y ciiydajy MarHeTHUX CUCTEMA
oJITOBapajy MarHOHHMa, KOju KoJ1 hepoMarteTa mpejictaBbajy loicTonoBe bo3one Tuma B a
koJ anTudepomaruera je ped o LosacronoBum do3oumM Tuiia A. Paznuke y tumy lommcro-
HOBUX OO30HA C€ OCJIUKABAjy KpPO3 IUXB OpPOj U JUCIIEP3UOHY PeJAIUjy IITO 38 IOCTIEIUILY
MMa PA3IUINTO TOHAIIAE YHYTPAIbE eHeprije MarHeTa, mapaMmerpa ypeheHOCTH U OCTaINX
TEePMOJIMHAMIYIKIX BeJImInHa. KOHAYTHO, Ba/baHOCT OBOT IIPMJIa3a je WIyCTPOBaHa mopehemem
ca pegyararuMm KBaHTHHX MonTe Kapso cumynanuja. Ha kpajy Tpehe riase je meraspHO npu-
Ka3aH U MMOCTYIaK JI00njamba e(peKTUBHUX JarpaHKijaHa 3a (pepoMarHeT u aHTH(EPOMarHeT
nosazehn o obpacia mapymema cumerpuje O(3) — O(2) u pasinke OCHOBHHUX CTamba y OBa
nBa caydaja. Hakon Tpeher moryiaB/ba je gaT Mpujior y KojeM je JeTaJbHEje 00jalllibeHa peia-
TUBACTUYKA HOTAIja, BApUjallMOHN W3BOJ, M3pAadyHATH Cy MHTerpasu [aycoBor Tuira Koju
ce KOpHCTe Yy JIPYT'OM IIOIJIaB/by U O0jalllibeHa je ojipeheHa TepMUHOJIOTHja U3 TeOpHUje rpyra.
I'e rox je To duo moryhe, mpukazana cy JieTa/bHa M3BOhema U yKa3aHO je Ha pedepeHIie
y Kojuma ce mMory npoHahu cimanu ujn ommruju pedyararu. Takohe, HaBesienu cy u OpojHu
M3BOPU Y KOJUMA Cy PE3YJITATH MPUKA3AHU OBJIE TTOCTYKUJIN CAMO KA0 IIPBU KOPAaK y pa3BOjy
MOTIYHUjer onuca heHoMeHa.

CucreM jeuHUIA KOjU je KOPHUIITNEH Y TEKCTY ce 3acHuBa Ha m3dopy h =c=kg =1 a,y
3aBUCHOCTHU 0J1 (hopMe Koja mpeoBsabyje y jimrepaTypu u3 jiare 00JACTU, MArHETHO TOJHE je
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o3Ha4YaBaHo cuMoosimma B uiu h.

AyTop myryje BequKy 3aXBaJHOCT perieH3eHTuMa pykomnuca: npod. ap Muauru [TaBkos-
Xpgojesuh, pegosaom mpodecopy [lpuponno maremaruuxor dakynrera y Hosom Casmy, ap
Antyny Bamaxy, mHayanom caBeTHuKy ca VucturyTta 3a dusuky y Beorpamy u ap Ilerpy
Magom, Barpemaom mpodecopy Ilpupomao maremarnakor dakynarara y HoBom Camy, duje
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TekcT je HAKOH HHErOBUX OPOjHUX MHTEPBEHINja CUTYPHO 1mocTao dosbu. CBe IpeocTtase rpe-
IIKe Cy Ty MOjOM KPHUBUIIOM U HaJIaM Ce Jia Ne MU 3anHTePEeCOBAHU YNTAOIM yKA3aTH HA FbUX
(mucameM Ha slobodan@df.uns.ac.rs).

Ayrop


mailto:slobodan@df.uns.ac.rs
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OcHOBU KJIacCUYHE Teopuje II0Jba

Knacuuno nosbe mpejictaB/ba CUCTEM Ca OECKOHAYHO MHOTO CTEIIEHU CJI000/e U MOXKE Ce OITH-
catu PYHKIIjOM Koja je JedprHUCaHa y CBAKOj TaUKHU IIPOCTOP-BpeMeHa. Pajan jeiHocTaBHO-
cTH pa3Marpare NeMo oveTn ca KJIACHIHIM PEATHIM CKaJapHUM Ho/beM ¢ = ¢(x,t) = ¢(x).
YKOJIMKO TI0Jhe TI0Ce/lyje BHUIlle KOMIIOHEHTH, KOje ce Ha oj/ipel)eHn Ha4YWH MoHamajy y OgHOCY
Ha HEKU 3aJIaTH CKYIl TpaHcdopMaliija, TOBOPUA ce O BEKTOPCKUM, TEH30PCKUM HJIA CITHHOP-
CKAM KJIACUYIHHUM TOJbUMA. ¥ TEOPUjU MOJba C€ YBOJIM U II0jaM YHYTPAIIHEr CTeIlleHa CJI000/Ie
(crmH, m3octuH, Hoja, YKyC...), TaKO Jia M0Jbe MOXKe OUTU cKajap y ojaHocy Ha JlopeHrose
TpancdopMalyje (WIm poranuje) U HCTOBPEMEHO UMATH CJIOKEHHU]y CTPYKTYPY Y OJHOCY Ha
yHyTpalllibe crernere coooae. OCHOBHA JTUHAMWYKA BEJIMIUHA Y KJIACUIHO] U KBAHTHO] TEO-
puju noska je pyukimja ¢. 300r Tora je o mHTEpeca Hahm jeHaYNHE KpeTamba 3a mojbe. 1o je
Moryhe ypaauTu mnoJa3zehn o/ aHaJIOrdje ca MEeXaHUKOM CHCTeMa 9eCTUIA. JeTHATnHEe KIaCH-
YHe TeopHje Cy IpBO pa3dMmoTpene y Jlarpam:keBoj dpopmysanuju, jep ce y ToM (pOpMATUIMY
HajJIaKIlle BPINU TIpejia3 OJi MeXaHWKe YecTula Ka Teopuju nosba. [lopen Tora, Jlopenro-
Ba WMHBAPHUjAHTHOCT, jeJiHa OJ1 (PYHIAMEHTAJIHUX MPHUHIIANA caBpeMeHe (pu3uKe, HajJIaKIe
ce octBapyje y Jlarpamxkesom cdopmasimamy. Takohe, Jlarpankes popmasmzam mpeacTaBba
ocHOBY 3a PajHMaHOB IIPUCTYN KBAHTOBambha KJIACMYHUX cucTtema. Hakon ocspra na Jlarpa-
HKeB (popMasuzam, JUCKYTyjeMO U XaMHUJITOHOB IPUCTYII HA KOjU Ce HACIarba KAHOHCKA
KBaHTU3aIja KJIACHIHUX Teopuja. KonauHno, pasmarpahemo riiodajane cuMeTpuje, Koje BOje
Ha 3aKOHE OYyBarba, Kao M JIOKAJIHE CHMEeTPHje KOje MMAjy BayKHY YJIOTY y BEJIMKOM OpOjy
duznukux Teopuja. Hekn ocHoBu padyna ca (pyHKIIMOHAJINMA, TOTPEOHHU 3a (DOPMYJIHCAIbE
JIUHAMAYKUX 3aKOHA y T€OPUju Mojba, n3jioxkenu cy y llpumory B.

1.1 JlarpauxkeB dbopmMajin3aM y T€OPHUjHU IIOJba

1.1.1 BapwujarmoHu OPpUHITAI 32 KJIACUYHO IT0Jbe U Be3a ca MeXaHMU-
KOM CHCTeMa YecTuiia

VYBOJIHO M3J1arame y OBOM IIOrJiaBsby je mocseheno Jlarpam:keBoM popMaaIn3My y KJIaCUIHO]
Teopuju moJba. Bbyayhu ma ce oBaj mpuias ocjiamba Ha JIATPAHXKEBCKU OIMC CACTEMa MeXa-
HAYKUX 9eCTHUIA, P JIAKIIer Ipejacka Ha OIMUC CHCTEeMa ca OECKOHAYHO MHOTO CTEIeH!
¢J1000/1e, TPBO heMo ce TOJACEeTUTH HEeKHX JleTa/ha Be3aHWX 3a IpuMeHy Jlarpamxkesor ¢op-
MaJIM3Ma, Ha OIHC CUCTEeMa HEePEeJATUBUCTUIKUX YECTHIA.
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14 1. OCHOBHU KJIACUYHE TEOPHUJE IIOJbA

¢ (p) ¢

Cnuka 1.1: KOOp,ZLI/IHaTe IIPOU3BOJ/bHE Ta4dKe P U3 IIPOCTOPa KMHEMATUIKUX CTakba

Kipyuny ynory y reomerpujckoj mocrasiu JlarpanzkeBor ommca mMa IPOCTOP KMHEMATHU-
YKUX cTamba (T3B. [ MpocTop). YKoamko ce N HepenaTuBUCTHYKKEX YecTlia Kpehe y Tposm-
MEH3MOHOM IIPOCTOPY, IIPOCTOP KUHEMATHYKUX CTarba, je 6N IUMEeH3MOHI IPOCTOp. ¥ OIIITeM
CcJlydajy, IPOCTOp KMHEeMAaTHIKUX CTakha Hije BEKTOPCKU IPOCTOP! a/ln Ty KOMIUINKAIUjy He-
hemo y3umaTu y 003up U MpeTrnocTaBuneMo J1a je TpoCTOp KHHEMATUIKUX CTabha je JHOCTABHO
ROV, Koopaunare Ha MpocTOpy KMHEMATHIKUX cTarba o3HadaBaMo ca {q',¢'}, i = 1,2...3N,
u, Oyayhu fa cy mo gedwHUINNjU pa3IndauTe KOOPAUHATHE (DYHKIHje Y IPOCTOPY KUHEMAaTH-
YKUX CTamha HEe3aBUCHE, BaxKe peJsialifje

oq' o oq’ i aq' _ aq’ _
A 9y T dgf 9y

(1.1)

Jlakiie, Gpou3eosna TadKa p U3 IPOCTOpa KMHEMATHUKUX cTama je oapehena momohy 6N
BpeHOCTH HheHux KoopauHarta (Bumern Cor. 1.1)

7qEIN -3N(

¢ ), @), . ), ¢®),. ... ¢ (p)

W, y NPUHIUIY HeMa HUKakBe Bese m3Mel)y OpojeBa qx(p) m x(p) 3a meko dukcao k. Ca
JIpyTe cTpaHe, peliehe IMpodJieMa Olnca cucTteMa dectuiia y JlarpamkeBoMm dopMmaansmy
je dynkumja t — f(t) € RN koja 3amosospasa jemnaumne kperama (Bumern (1.10) mmke
3a jemaH npuMep jeaHaunHa Kperama). OBakBy (DYHKIM]Y MOXKEMO MPEJCTABAUTH MOMONY
BEKTOPa KOJIOHE

[F1) £2t) o PN @) P Y @) (1.2)
HpI/I quy Cy Bpe,ZLHOCTI/I IbEeHX KOMIIOHECHTH JaTe Ca
. . . . df?
Fn=a(rw),  Arw=i(iw) =0 ioia e (1.3)

"Ha mpmMep, IpocTOp KMHEMATHIKIX CTArba 34 ABA CIIOjEHa MATEMATHIKA, KJIATHA, j¢ TAHTCHTHO PACIIOjeHe
qrja je OCHOBa TOPYC.
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Permumo, y cayvajy JauHeapHOr XapMOHHjCKOT' OCITMJIATOPA, jE€IHO PEIIeihe MpodaeMa Y Ipo-
CTOPY KMHEMATUYKHUX CTarba je JaTo Ca

o [ oot | o

r7e je £o BPeIHOCT KOOPIMHATE ¢ y MOYeTHOM TPEHYTKY a w je KpyzKHa dbpeksennja. Jakse,
MakKo Cy KOOp/IMHATHe (DYHKIMje Y IIPOCTOPY KUHEMATHIKUX CTamba Me)yCcOOHO He3aBHUCHE,
KOMIIOHEHTe KJjacudHor pereba Hucy. Ca Jpyre cTpaHe, jeJaH IPUMEDP 3a IPOU3BOJHHY

byuxmujy t — f(t) € R? je

£ s H } (1.5)
U OHA He IIPEJICTaB/ba PEIIeibe IMPodJIeMa JUHeapHOT XapMOHUjcKor ociimiaTopa. ¥ [lormasiby
2 hemo BHUjleTH Jla ce 3a WCHOpaBaH CTATHUCTUYIKU ONUC (MHOTOYECTUIHOT) CHCTEMA y OO3UP
MOpajy y3eTu cBe KoH(puUrypaluje a He caMO OHe KOje 33/I0BOJ/baBajy je/IHaYnHe KpeTama. ¥
HacTaBKy heMo yrnorped/baBaTu CTaHIAP/IHY 3J0yHOTpedy HOTallrje U KOpUCTUheMo O3HaKY
{¢'(t),¢'(t)} xako 3a koopjuHaTHe DyHKIHUje y /i MIPOCTOPY TAKO U 3a pellerba jeHadnHa
Kperama. Koakperan cmucao ou Tpedao ja Oyze jacan m3 KoHTekcTa. ClmdHa KOHBEHIN]ja
he duTu ycBojeHa u KaJia ca cuCTeMa decTulia mpehemo Ha KJjracudHa I10Jba.

3a JIOBOJHHO MIMPOKY KJIACY MEXaHMYKUX CHUCTeMa JIWHAMHUYKa eBOJIylHja je ojpehena
IPUHIAIIOM cTarmoHapHor aejcrBa (Xammrronos npunrui, |[Mummh, B. (1997)]). [Tocmarpaj-
MO HJleasIHu X0JI0HOMHHM cucreM ca N crenenu ciobose (pu yemy ce N He MOpa HOKJIanaTu
ca OpojeM YecTHIa y CHCTEMY) ¥ KOjeM Jieslyjy MOTeHIjaHe Crie nHTepanuje. KuaeMarndako
cTame TAaKBOI' CHCTeMa je o/peheHO Mmo3HaBameM CBHUX I'€HePAJIMCAaHUX KOOD/IMHATA U Op3U-
ma {q*(t),q"(t)},a = 1,2,..N, y cBaKOM TpeHyTKYy BpeMeHa U PENpPEe3eHTOBAHO j€ TAYKOM
y p-tipoctopy. Ilpema XaMuaTOHOBOM HTPUHIINITY, CTBAPHA €BOJIYINja TOCMATPAHOT CUCTEMA
ce OJIBHja IO MyTarmHu y KOH(MUTYPAIMOHOM MPOCTOPY YK Koje XaMUJITOHOBO JI€jCTBO MMAa
CTAIMOHAPHY BPETHOCT:

%ﬂwwﬂzalﬂﬂLwan%mﬁ)zo (1.6)

Y ropmwoj jennaumau ca S je o3HadYeH (DYHKITMOHAT XAMUJITOHOBOT JiejCTBa, t; U lf Mpe/I-
CTaBJ/ba]y TOYETHU M KPAjibll TPEHyTaK y BpeMeHy u3Mely Kojux ce rocMarpa €eBOJIyIIHja
cucrema, JI0K je L({q“(t), ()}, t) Jlarpamxesa dpyHKIHMja Koja 3aBUCU O BPEMEHA U CBUX
reHepaJICaHnX KoopjauHaTa u OpsuHa cucrema. Kaja ce Bapupame dyHnkimonama u3 (1.6)
cupoBejie /10 Kpaja smooujajy ce nozuare Ojmep-Jlarpamxkese jeqHadnte BUMEIECTUIHOT Me-

XaHUYKOr cucrema. [Ipu Tome 3axreBamo jia Bapujanuje dyukimje t — ¢(t) uirdesasajy y
[OYETHOM W KpajibeM TpeHyTKy, 0q°(t;) = dq¢*(tr) = 0,3a cee a = 1,2,...3N.

IIpumep 1.1. VY ciaydajy ujieaJtTHOT XOJJOHOMHOT CHCTeMa Ca TIOTEHITNjaJTHIM UHTepaKITjaMa,
Jlarpamxkesa pyHKIHja je jgaTa ca

L({a"®).q" O} t) = T({g" 0. ®ht) = U ({a"O)t) (1.7)

rre je T ykynmHa KuHeTH4Ka a U TIOTeHInja/THa eHepruja cucreMa. JeJHadnue KJIacuaHe MeXar-
HUKE Ce 32 OBaj CUCTEM J1001jajy n3 XaMUJITOHOBOI IIPUHITUIIA IIpeMa KOojeM je XaMUJITOHOBO
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JIEjCTBO CTAITMOHAPHO Y OJHOCY Ha Bapujallfje reHepaImcaHnX KoopauHaTa. Ipyrum pednma
[Busern jennaunne (B.8)-(B.12)|, Baxu

o0Sfe" W} _ o " a(y) g _ _
s (m) 5qb(7)/ti dtL({q (t),4 (t)},t> =0, b=1.2...N. (1.8)

Nwmajyhn y Buny nedbununujy sapujarmonor ussona (b5.12), kao u gedununujy Jlarpanxese
dyukmje (1.7), BuauMo 1a ce jeIHaYNHe KpeTama J00Hjajy BapuparmeM jejine (yHKIHje
q(7), npu wemy je t; < T < tf, IOK ce ocrajie japxe dukcupane. Tako HAJIA3UMO

05 1

S tifdt [L(qb(t)+ea<t—7>,qb<t>+%e(xt—T>,{qa<t>,qa<t>}a¢b,t)

(ROREGIN]
b 0 0
- /t at {Wft)é(t—ﬂJert)%é(t—T)}

g oL  d 0L
N / « [aqb@)‘&aqb(t)]é“‘”’ (1.9)

pU 9eMy CMO UCKOpUCTIIA Ja je 0(7 —t;) = §(7 —t;) = 0, mro ofropapa paHuje CriOMEHYTOM
yeaoBy 0q°(t;) = dq°(tr) = 0. Hakne, Ojnep-JlarpanzkeBe jeiHaunHe y OBOM CJIydajy TJiace

oL d oL
of(n)  dtor 10

thuxosa anasmza u npumene ce mory Hahu y crangapaaum ypoenunuma [Muauh, B. (1997);
Myumnku, B. (1987)]. |

[Ipesazak ca MexaHUKe CHCTEMa YECTUIIA HA TEOPHjy II0Jba Ce MOXKE U3BPIIUTH Ha CJIeJIe-
hu mauwn [[ud, JI. (1968); Greiner, W. (1996)]. IIpernocraBumo ja je IpoCTOp M3/e/bEH
Ha eJIeMEeHTe 3alpeMuie Koje nmpedpojasa juckpernn BeKTop . Heka ce y cBakom esreMeHTy
3allpeMUHe HAJIa3W TI0 je/THa YeCTUIa dHhje je CTaibe ONMMCAHO IeHepaJIMCaHUM KOOpPIWHATA-
Ma u Opsunama q.(t), ¢, (t) , i = 1,2,3. Y rpannvHoM ciydajy Kajia HOMEHYTH €JIEMEeHTH
3alpeMuHe Texke Hy/u (M Jlajbe UCIyaBajyhu 1meo mpocTop), JUCKPETHU WHJIEKC 7Td MOCTaje
KOHTHUHYaJTHI BEKTOp IMOJIOXkKaja x. AKO ce cajia 3a ONHMC CHCTEMa KAO HEOUTHE MOTY WC-
[yCTUTH JiBé IeHepaJjiiucaHe KOODJWHATE IO eJeMeHTapHO] hemuju (OMHOCHO MO YeCTUIH) U
IbUXOBE oJiroBapajyhe Op3une, m0/1a31 ce JI0 TI0jMa je THOKOMIIOHEHTHOT TOJha Kao (DyHKIH]je
JeduHICAHE Y CBAKO] TAYKHU IIPOCTOPA U BPEMeEHA:

In(t) — qz(t) = d(x,t) = ¢(x), (1.11)

IpU YeMy je yBeJeH BeKTOp?

5= {fc} (1.12)

HJIOT j TaJbHU] JIO>KEHa, KOPUIIIheH JIATUBUCTIYKA HOTAII]ja.
2V 11 ory A je nera. € 00pazJIozKeHa KO hena pena c a HOTalja
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Konauano, ako ce y omaocy Ha Jlopennose Tpancdopmanuje © — Ax mosbe ¢ Tpancdopmuie
kao ¢(r) = ¢'(x) = ¢(A'z), kazkemo na je ¢ ckamapuo nome. Kao mro &u ce MOrIo Ha-
CJIyTUTHU, j6JTHOKOMIIOHEHTHO CKAJIAPHO TI0Jhe Ce€ MOXKE KOPUCTUTH CAMO 3a OIHC MaJIoT Opoja
dbuznuKn nHTEpecanTHUX cuctema. Mako je Moryhe yonmmTuTH mojaM CKaJapHOT 0Jba TaKO
na ce nobujajy pasaunuuru Jlopenn-unapujantau mogenu |Weinberg, S. (2008)], mu hemo
ce y HACTaBKy YeCTO CyCPETaTH W Ca JIBOKOMIIOHEHTHUM HEPEeJATUBUCTUIKAM MO/beM (T3B.
[IIpeauurepoBo mosbe). YMmecro y ojaHocy Ha JlopeHroBe TpaHcdopMarliyje, HepeJaTHBUCTH-
4Ko TI0Jbe ce Jedunuie y ogHocy Ha potamuje: P(x) — '(x) = (R~ 'x), rue je R marpuia
Koja penpesentyje poramujy y R” a D o3HauaBa IPOCTOPHY JAUMEH3HU]Y.

YV MeXaHUIM 9eCTUIA BpeMe je mapaMeTap a JUHAMUYKa [IPOMEhUBA je BEKTOD MO0JIOXKAaja
(omHOCHO MMITyIC gecturie). Ca npyre cTpaHe, Y TEOPHjH [OJba je TUHAMIYKA IIPOMEUBA 10~
be ¢ = ¢(x,t) a mpocTOpHE KOOpAUHATE & MOCTAjy TapaMerap KOjU 3ajeJIHO ¢a BPEMEHCKOM
KOOD/IMHATOM KapakTepuiie mojbe ¢(&,t) y cBakoj Tauku npocropa u Bpemena. ¥ Iloriasiby
2 hemo pazMarpaT KJaCHIHE CTATHCTUIKE CHCTEME KOJ[ KOjUX CKYIl IapamMerapa Caddiba-
Bajy CaMoO MPOCTOPHE KOOPJMHATE W KOjU Ce TakoDe MOTY OIHMCATH je3UKOM TEOpHje I0Jba.
Konauno, y Ilornas/py 3 hemo BujeTn KakBa je Be3a KJIACHUIHUX CTATUCTUYKHU CUCTEMA U
KBaHTHHUX Te€OpHja I0Jba.

Kaxko ducmo 110 kpaja geduHuICAIN KIACHIHY TEOPHjy moJba y Jlarpam:keBom dopmain-
3My, MOpPaMO Ha OJIr0OBapajyhu HAYMH TPUIATOIUTH U TI0jaM JIarPaHKUjaHa KOjU € KOPUCTU
Yy MEXaHWIU CUCTEMA YeCTHUIla. ¥ TOM CMUCIy heMo mohu o T3B. CJI0D0IHOT 0J/ba KOje Tpe/I-
CTaBJ/ba JIUPEKTHY T€HEPAJIM3AIIN]Y cUcTeMa HenHTeparyjyhux decrura. Jlarpam:xujan Taksor
cucremMa je TpocTo 30up Jarpamxkujana mnojeaunux dectuna |Landau, L.D., Lifshitz, E.M.
(2013)]. Ilpmnamkom mpesacka ca cuCTeMa 9YeCTHIA Ha 110Jbe, OBaj 30Mp IOCTaje MHTErpaJt
no mpocropy V = RP y kojeMm ce Hasa3u mosbe, Tako Ja JlarpankeBa (yHKIHja IOCTaje
dYHKITMOHAIT

L({ (0. (0)).t) — Lo, 6(0)) = [ £ (o(a.0)d(2.0) (1.13)

Y ropmeM u3pasdy je yBejeHo cKpaheHO O3HavuaBambe 3a IIPOCTOPHU UHTErpaJl

/dDa:E/m (1.14)

JIOK TadKWIla O3HaUYaBa MaPIHjaTHH U3BOJI M10Jba 110 BPEMEHY

d(x,t) = O,0(x, t). (1.15)

Taxobhe, HOBa yBejeHa BeJWYHHA je IycTuHa Jarpamxkujana’ L koja je dyHKIHja mosba u
U3BOJIa 10Jba 110 BPEMEHY. gb(a:, t) ce nojasipyje y (1.13) kao mocsieuna nIpuCycTBa reHepa-
JINCAHUX OP3UWHA y JIarPaHKUjaHy cuctema decturia. Konadan odJinK rycTuHe JIarpaHKIjaHa
KOjU Ce KOPHUCTU y TeOPHUjaMa M0Jba CAJIPXKU U U3BOJIE T0Jha IO IIPOCTOPHUM KOODIMHATAMA,
V(x,t), koju onmcyjy Bapujanuje mosba oJ] Tadke 10 Tadke. Ipyrum pednma

Lio(0)60)) = | £ (6(e,0),b(a.0). Voa1)) (1.16)

3Yecro ce y TeopHju moba TyCTHHA JIATPAHYKH]aHA jeHOCTABHO HA3HUBA, JTAI PAHIKI]jAHOM.
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npu UMy oOJimK (yHKIUje L 3aBHCH OJ KOHKPETHOI MoJiesia Koju ce kopuctu. ako cmo
dyurnmonan L[p(t), gb(t)] yBeJIn ocyiamajyhiu ce Ha mojam cJI000THOT To/ba, cMaTpahieMo 1a
ce YnTaBa KOHCTPYKIIMja MOYKe IPUMEHUTH U y CJIOXKeHUjuM cutyanujama. Hajuemnthe ce Ko-
puCTe I'YCTHHE JIarpaHXKHjaHa Koje cajpxke camo Vo(x,t) u (b(a:,t) a He W U3BOJE BHIIET
pena, Ja Ou jeHaYMHE KpeTarma 3a IoJbe Omiie qudepeHIyjaane jeIHadnne Apyror peaa. ¥y
NPUHITAITY C€e, TIONOTOBO y e(EKTUBHUM TeOpUjaMa M0Jba, MOTY TIOJaBUTH U CJIOYKEHUje I'yCTH-
He jarpamxkujana [Weinberg, S. (2008); Watanabe, H., Murayama, H. (2014)]. ¥V cayuajy
CJIOOOTHUX TI0Jba TYCTHHA JarpaHXKujaHa je HajBUINEe KBaJ[PATHU MOJUHOM I0Jba ¢ jep ce
Tajla J100ujajy JmMHeapHe audepeHInjaaHe jeqHaunHe KpeTama (Bumetn cienehin omespaxk).
Jormm jesHa mpeTmiocTaBKa je Jla TYCTHHA JIarpaHKUjaHa He 3aBUCH €KCIUIUIUTHO O] BEKTOPa
noJjozkaja U BpeMeHa. BekTop x = [t ] ce MOXKe eKCILIMIUTHO MOjaBUTH Yy I'YCTHHH Jia-
rpaHKHjaHa ako ce pa3Marpa cucreM koju Huje 3aTBopen |Ryder, L.H. (1996)]. IIpucycrso
Vo(x,t) y (1.16) ce Moxke CXBATUTH U Ca CTAHOBHUIITA CIEIUjaIHE TEOPHje PEeJIATHBHOCTH
(CTP). Kako ommc ¢usndkor cucrema He CMe 3aBUCATH O] M300pa WHEPIHjaHOD CHCTEMa,
pedepenrtie, TPUCYCTBO (;5 y TYCTUHU JIaTPaHKUjaHa ca COOOM IOBJIAYM TocTojarbe V¢, jep
ce npuwmkoM JlopennoBux TpancdopMmarmja 0;¢p = Jy¢ MoHaIma Kao KOMIIOHEHTa KBaJIpH-
BeKTOpa (aKo je ¢ ckanapHa dbyHkuuja). Jlopenose Tpancdopmaryje Menajy KOMIOHEHTE
KBaJIPUBEKTOPA TAKO JIa T'YCTHUHA JIarDAHXKUjaHA HAINCAHA Y MMPOU3BOJHHOM HHEPIINjaTHOM
CHUCTEMY MOpa CaJIPzKaTH U3BO/IE TI0 CBe deTupu Koopauaare. OBaj 3aK/bydaK BayKM U 33 M0/ba
CJIOJKeHMje CTPYKType (Ha IMpuMep BEKTOPCKH eJIeKTPOMArHeTHH TIOTeHIwja), jep cy Jloper-
1oBe TpanchopMalmje IuHeapHe Ha ce m3pasu tuia d,A” Tpanchopymimy Kao KoMmonenTe
MEIIOBATOT KBaJIPUTEH30DA.
IlejcTBo 3a moJbe ce JAedUHUIINE 110 AHAJOTHjU Ca MEXAHUKOM CHUCTEMa UeCTHIA

slol = [ ar zio(0.00) = [ at [ £ (o0 020, Vo) (117

pu deMy je caJ oosacT maTerpanmje ) C RP*!. Cimuno ce yommTasa u BapujarnoHn TpUH-
AT KOjU TBP/M Jia hie TIoJbe eBOJIyupaT y MPOCTOPY U BpEMEHY Ha Taj HAYWH JIa JIjCTBO UMa
ekcrpemasity (Hajuernhe MuanMmasny) speguaoct [Greiner, W. (1996); Weinberg, S. (2008)]:

55[¢] = 0. (1.18)

[Ipu Tome ce mpermnocTaB/ba Jla Bapujalldje MoJjba Ha T'PAHUIAMa UHTErpallfje UITde3aBajy,
dolaa = 0. Taxobe, nmonekas hemMo HpeTHOCTABUTH ¥ Jia [10/ba HA T'PAHUIM ODJACTH WMAjy
KOHCTAHTHY BPEIHOCT ¢lgn = const (mo morpedu hemo duparu u ¢lsgq = 0). Y Taksum
curyarujama hemo Mmohu j1a 3aHeMapuMO UHTErpaJie o MOBPIIUHA KOja 00yXBaTa IIPOCTOP Y
KOjeM ce HaJia3u moJbe. Permmmo,

Vo Vo= [ div(eVe) — [ ¢V =— | $V20, (1.19)
: div(ove) - | :

jep ce WHTerpaJl KOjU CaJpKW JIUBEPTEHIN]Y IMTPEBOJN Y TOBPIIMHCKA WHTETpaJ KOju, Ha
OCHOBY IIPETIIOCTABKE O TOHAIAY I10Jba ¢, UITYe3aBa. AHAJIOIHA Pejlalija BaXKu y CJIyda-
jy mHTerpamgje 1mo mpoCTOPHO-BPEMEHCKUM KOOpJMHATaMa W TaJa je MOTPeOHO KOPUCTUTHU
4eTBOPOJIMMEH3NOHY Bep3ujy ['aycoBe Teopeme:

Jauoora= [o,(e00) - [s0,00 = - [ ve%o. (1.20)
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92
rae je 0° = 0,0" derBopogumensnonnu Jlamracos oneparop (Hekaja ce Hazusa u Jlamambe-
POBHM OIIepaTOpoM) & J,, Cy KOMIIOHEHTEe KOBAPUjaHTHOI' KBAJIPUBEKTOPA I'DAII]EHTa

[0, 8, 8, 0.] = [0y 01 By D] = 0. (1.21)

N3 kouTekcTa jesHaunae Tpeda Jia Oyae jacHO KaJjia ce KOPUCTU KBaJIPUBEKTOP IPAJIMjEHTa a
KaJia OOMYaH IapIlidjajJHi M3BOJ, MAaKO Cy O3HadeHn ucTuM cumbosom 0. Takobe, ysemhemo
n JlopeHr-uaBapujanTan eJeMeHT 3aIpeMute y 4-ITMMEeH3MOHOM ITPOCTOPY

d*zr = dt &z (1.22)
TaKo Jia Ce JIEjCTBO MOXKe HAIINCATHA KA0 YeTBOPOCTPYKHU MHTETPAJI

stol = [ ate £(6(@).8,0)) = [ £(60).0,0(0)). (1.23

xT

JIOK XaMUJITOHOB IIPUHITUII ITOCTaje

545@m@¢%m@):0. (1.24)

Buauajua ocoduna dyHnkimonama gejcrsa (1.17), omnocro (1.23) je ma ce cse nndopmarnmje o
JIUHAMUIIM CUCTeMa 3alpaBo Hasase y dyHknuju L. 3001 Tora ce jelHaYrnHe KPeTama MOTY
U3pasuTH MOMONy NnaprujajHux a He Bapujanunonux u3soja [Altland, A., Simons, B. (2010)].
Komnauro, mo morpedu hemo cumbonte 9 i [ KopuCTHTH U KaJa OPOj MPOCTOPHO-BPEMEHCKUX
auMensuja Huje 1 + 3.

1.1.2 QOjaep-Jlarpan>keBe jeHaunHE KJIACUYHE TeOpPHje MOJba

JenHaunne Kperama 3a KJIACHYHO IOJbE Ce JIOOUjajy MPUMEHOM JedUHUINje BapUjaIlOHOT
um3Boza (B.12) ma gejecrso (1.23)

g%% = E%%LLE@@Q+6Mx—y%%W()+e&x—)D—i/ECﬂ) wﬂ@ﬂ
- Pi%%Uxﬁ(ﬂx),@m@))Jr g—¢eé /a queaé y)

- LE@@L@M@)+O@4, (1.25)

upu gemy je 6(z —y) = 0(t—7) §(x —y). Ynan Koju cagpku u3BOJI JesiTa (DYHKIH]e ce MOXKe
peruTu naprmjaﬂﬂo

a 3¢ oo y)‘A<@[aé%éﬁeﬂx—w]—@gﬁﬁimfﬂx—w).OQQ

IIpBu ca6HpaK je MHTerpaJl 1o 3alpeMuHu JuBepreHiuje Kpajpusekropa (L je npasu Jlo-
PEHIIOB CKaJIap, BUJIETU HUYKE) KOJU Ce MOYKe IIPEBECTH Y TOBPINUHCKUA WHTErpaj YeTBOPO-
JIUMEH3MOHOM BapujaHnToM [‘aycoBe Teopeme. Ha rpanumama wHTErpaliyje Bapujaruja moJba
do(x) = € §(z — y) mmraesasa, ma oBaj cadbupak Hecraje. Jakie, moduja ce

08[6] _ s [ 9L oL
@QB_L}( w{w@» mmmwwﬂ' (1.27)
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W3 ycnoBa crammonapuoctu jsejecrBa ce nooujajy Ojep-JlarpamkeBe jegHaunHe KacUdHe
Teopuje 1oJba

oL oL
0,——— — — =0. 1.28
" 3(0,0) 99 (1.28)
PazaBajameM BpeMeHCKe U MPOCTOpHUX KoopauHara, (1.28) monpuma ciemehn odink
oL oL oL
\V4 + 0 ——=0. 1.29
avo)  “o@0) 99 (1.29)

Kao mro je mHamomMenyTo paHmje, jeHAUYNHE KpeTamba 338 KJIACUIHO T0JhE Ce 3anCTa MO-
Iy U3pas3suTu caMo Iomohy ¢yHKIMje rycTuHe Jarpamxkujana. [opma jeJHaunHa je uU3Be-
JIeHa 3a CJIyYa] jeITHOKOMIIOHEHTHOI CKAJIAPHOT I0Jba. ¥ KOJIMKO CKAaJIAPHO I0J/be MMa BHITIE
komronenTr?, koje hemo ozHauuTH ca ¢, MOBE3AHUX Ca YHYTPAlIILUM CTEIeHUMa CJI0D0/IE,

Ojnep-JlarpanzkeBe jeHaYNHE IIOCTA]Y

5 0L oL
"O(0u) 0"

Cayuyajy N = 2 oaroapa peaJiHo 10Jbe KOje e MOKe ITPEJICTABUTU TTOMONY JIBOKOMIIOHEHTHOT
BEKTOPa y YHYTpPAIIlheM IIPOCTOPY

¢(x) = { ¢ (@) } , (1.31)

=0, a=1,2..N. (1.30)

¢*(x)
WM y BUJY KOMILJIEKCHOT II0Jba
1 : 12 1 a2
b(z) = LB T (@) o (z) = L@ Z197(@) (1.32)

v2 oo v2 oo
Kacauje hemo BupeTtn ma KOMILIEKCHA I10Jba OIHUCY]Yy CHUCTEME HAECJEKTPUCAHUX HUECTHUIA.
Taxobe, opes; CKaJapHIX, BaKHy IIPUMEHY UMajy U BEKTOPCKA® MM TeH30pCKa mojba. Haj-
MTO3HATHje BEKTOPCKO TOJbe je CBAKAKO eJIEKTPOMAarHeTHO II0Jhe JIOK je TPpUMep TEH30PCKOT
[0Jba, PEIUMO, TI0Jbe METPUKe KOje ce KOPHCTH y OmiToj Teopuju penarusHoctu [[Tanruli,
M. (2005)].

Haxon mro cMo Bujean Kako HM3IVIEAajy jelHaunHEe KpeTarba JI00HjeHe W3 BapHujallro-
HOI' IIPUHIUIIA, TPUPOJHO ce Hamehe murame ojadbupa rycTuHe JarpaHKujaHa Koja BOIU
Ha KOPEKTHY Teopwujy mosba. CaBpeMeHe Teopuje MoJba OJINOBOP HA TO MHUTAE J1ajy V BUILY

JIOJIATHUX CUMeTpHja Koje ce Hamehy dyHKIUjn ﬁ(qb(m),@ugb(x)) u QYHKIMOHAY JI€jCTBA.
YKOJIMKO ce 3aXTeBa Jia TeOpHUja 0J/ba 3a/10B0OJbaBa IIPUHITAIE CIEIHjalHe TeOPHje PeIaThB-

HOCTH, T'YCTHHA JIarpaHKHUjaHa Mopa outu JIopeHIoB ckasmap. Y TOM CIydajy je jeTHadmHa
(1.28), omrocuo (1.30) naBapujanTra y onHocy Ha Jlopenrose rpancdopmanuje [Weinberg, S.

4CkasapHo mojbe Koje MMa BHIIe KOMIIOHEHTH je CKaAap y KOOPIMHATHOM IIPOCTOPY JOK MCTOBPEMEHO MMA,
CJIOYKEHUjy CTPYKTYPY y OJHOCY HA YHYTPAIllEhe CTENeHe CJI0D07Ie.

®3a mosbe ca KOMIOHeHTaMa V' KaskeMo Jia je BEeKTOPCKO YKOJIHKO ce y ojiHocy Ha JlopeHmose TpancdopMa-
1uje meroBe KOMIOHEHTe Membajy npema VH(z) — A* VY (A~1z). Tensopcka noma cy nedbuHucana TupeKTHOM
rerepasimzarnujom. Bugern [Tpumor A.
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(2008)]. Taxobe, aejecrBo Mopa dutu peasna dyHKImja, dunMe ce 0be3delyje jennak 6poj jes-
HAYMHA ¥ KOMIOHEHTH 1osba. Meljytum, u Ty nmocroje neku uzyzenu [Weinberg, S. (2008)].
Ca npyre crpane, JarpaHKHjaHu KOjU ce KOPHUCTE 3a OIMC HEPEJATUBUCTHIKUX CUCTEMa He
MOpajy MMATHU UCTU OPOj MPOCTOPHUX M BPEMEHCKHX HM3BOJA aJd ce OOMIHO Hamehe ycJioB
porammone cuMerpuje. Takohe, m y peaTUBUCTHIKOM U Y HEPEJATUBUCTHIKOM CIIyUajy ce
IyCTUHA JIarDAaHXKUjaHa OMpa TaKOo Jla BOJIU HA MO3UTUBHO JeMUHUTHA XAMUJITOHOB (PYHK-
[HOHAJ y CJIy4ajy CJI0DOIHOr 1moJba (BuUIETH ojiesbak 1.2).

IIpumep 1.2. HajjemnocTaBHIjOj PEIATUBUCTUYKO] TEOPUJU T0Jba, T3B. CJI0O0THOM CKAaJIaP-
HOM TI0JBY, OJITOBapa I'yCTHHA JarpaH:KNjaHa

Lxa = %(amaﬂqs . m2¢2> - %(nwama,@ — m2¢2) - %(naﬁamaﬁ(p - m2¢2>. (1.33)

ITomTo je

(?EKG 2 8£KG B8
= —m , = n% aa (5'“‘ — N o = au s 1.34
nomohy (1.28) manazumo
8£KG 8£KG m 2 2 2
—_ prm— prm— = . 1.
6“6’(8,@) 90 (8“8 —l—m)qﬁ (0°+m)p=0 (1.35)

OsBa jennaunna je nosaarta kao Kiaju-Iopmonosa (umam penarusucruuka Illpenuareposa)
jemHauMHA W HeKa eHa pelnera cy odpahuBana Ha Kypcy kBanTHe Mexanuke [[Hud, JI.
(1968)]. ITo anamoruju, ¢ ce oznauasa kao Kiaju-I'opmonoso mosbe. Tpeba odparuru nazkesy
na (1.33) nedunuine kaacuwny Teopujy mosba y KOjoj je m jemHocTaBHO mapamerap. Bu-
nehemo na ce y ciy4ajy keaniine Bep3uje TeOpuje mapaMerap 1M WHTEPIpeTupa Kao Maca
eJIEeMEHTApHUX eKCITUTAIAja MoJba ¢. [

IIpumep 1.3. YKOIUKO Teopuja 1Mojba OMUCYje HEPEJIATUBUCTUIKNA CUCTEM, IIPOCTOPHE U Bpe-
MEHCKa KOOPJIMHATA HE MOPajy V/JIa3UTHU y I'YCTUHY JlarpaHKujana cuMerpudHo. Vnax, mopes
TOra Ce 4eCTO MHCHCTHPa CaMO Ha POTAIIMOHO] CUMETPHUjU TPHU]y IPOCTOPHUX KOOP/IMHATA
IIITO OCJIMKAaBa IPETIOCTaB/HEHY M30TPOIHjy ITpocTopa. OCHOBHU MPUMEDP Y OBOM CJIy4ajy je
JaT TYCTUHOM JIaI'DaHXKUjaHa

Ls =000 — 5 Vy* -V, (1.36)

re je cana 1 (x,t) KOMIUIEKCHO KJIACUYIHO MOJbe. JeIHAYNHY KpeTamba 3a 1) MOXKEeMO JOOUTH
BapUpambeM I'yCTHHE Jiarpamkujana mo ¢*. Tako Hajgaznumo

OLs . oLs ocs 1

Kopucrehu caga Ojnep-Jlarpanxkesy jeauaduny y odiauky (1.29), Bugumo ja ¢ 3a70B0/baBa

101) = —%v%. (1.38)

Hobujena jemnadnna yiman Ha [lIpe uHrepoBy jeiHauMHY U CTOTA Ce KJIACUIHO IOJbE 1), KOje
He Upegctiasnma Wanracky Gynkuyujy, oduadasa kao lllpenunreposo mosbe. 3a caMOCTAJIHY
BEXKOY je OCTaBJ/bEHO HaJlaKeibe jeJHadnHe KpeTarmba 3a 1%, [ |
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ITpumep 1.4. Moryhe je nedunucaru u komiuiekcno Kiaju-I'opionoso nosee. ['yeruna sa-
rpamXxunjaHa je

L =0,0"0"p — m*¢*e. (1.39)
Hauraxkeme onrosapajyhux jegHaunna KpeTama je OCTAB/bEHO 33 CAMOCTAJIHY BEXKOY. |

IIpumep 1.5. Ilornenajmo cajia U mpuMep BEKTOPCKOT I0Jba. ['ycTuHA JlarpaHKujaHa Koja
OmHCYje eJIeKTPOMArHEeTHO I0Jbe Y BaKyyMy je

Leym = % (atA + gradV)2 — %(rotA)Q, (1.40)

rie cy V = V(x,t) u A = A(x,t) ckamapHun U BeKTOpPCKH moreHimjai. Ha oBom mecry
HaC MHTEpeCcyje JIarpaHKujaH KOjU OIMCYje CaMO II0Jbe, TAKO Jia NeMO MPEeTIIOCTABUTH Jia Y
JIATOj 00JIACTH IPOCTOPa HEMa HOCHJIAIA HaeJleKTpucama. BapupameM sarpanxkujana (1.40)
ce Jsoomjajy nBe MekcBesoBe jeJlHaUMHE a JApPyre JBE CYy ayTOMATCKU 3aJI0BOJbEHE CaMUM
neduHUIITjaMa TOTEHIHjaIa. 3ancTa, ako je

E = —0,A — gradV, B =rotA, (1.41)
Y3UMamEeM pOTOpa MpPBe OJI OBUX jeJIHAYNHA JTOOMjaMO
rotkl = —8trotA = —8tB, (142)

mTo je Jiokaann odsmk PapasejeBor 3akoHa. CIMYIHO, HAJAaXKeHeM IUBEpreHIje apyre je-
HauwHe JupeKkTHO gooujamo divB = 0, mro je jmokasana ¢gpopma Ammepose xumorese. [lore-
najMo caja Kako ce u3 (1.40) modujajy m mpeocrasie jpe jeanaqune. IIpe cera, BUIUMO ja
(1.40) me campxxu V u 0,V. 350r Tora jejiHa BEKTOPCKA jeIHAUNHA IJIaCH

OLrm 1 0

2
557 =37 5T [atA + gradv} V. [&A + gradv] = 0. (1.43)

Nwmajyhu y Buny penanujy E = —0; A—gradV, ropmwa jeiHaunHa je y CTBAPH JIOKAJIHUA OOJIUK
lNaycosor 3akona, divE = 0. 3a modujame mpeocrae MeKcBesloBe jeHAUNHE 32 IPOMEIbUBE
y (1.30) y3umamo KOMIIOHEHTe BEKTODPCKOI IMOTeHIMjasa. [1omTo BeKTOPCKH TOTEeHIja y
narpanxkujan (1.40) yuasu camo kpo3 0;A u 0; A, Ojuep-Jlarpankesa jeHadunHa riacu

0Lgm 0Lgm
—_— ———— = 0. 1.44
8t8(8tAi)+8]8(8in) 0 ( )

Bekropcku 0dsiuk npsor wiana u3 (1.44) rimacu

Ly 1. 0 2
atm = §8tm 3tA + gradV} = 815 [&A + gradV

= —0,FE. (1.45)
Ba nobujame apyror cabupka u3 (1.44) Tpeda younTn jia ce MPOCTOPHU M3BOM BEKTOPCKOT

noTeHIujala mojaBbyjy camo y cadupky (1/2)[rotA]%. Tlomro je

0 2 o
5, 1] = ZotA- s idien = HOLA - encundi:

zﬂmﬂﬁm, (1.46)
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npyru cadupak u3 (1.44) ce, HAKOH MHOXKeHba Ca €;, MOXKe 3alUcaTh Kao

eié’j% = —e;0, [rotA] meﬂm = €jmi0; [rotA] me,-

= rot rotA = rotB, (1.47)

IJle CMO HCKODHCTHJIA Be3y u3MeDy BEKTODCKOI IOTeHNHjaja M MarHETHOT I0Jba. 3aMeHa
(1.45) m (1.47) y (1.44) naje

—O0FE +rotB = 0, (1.48)

IITO je JIOKAJHU 00K Amitep-MeKkcBesloBOr 3aKOHA 3a €JIEKTPOMATHETHO OJbE Y BAKYyYMY.
Ha ocroBy nednaIIIja ckagapHOT 1 BEKTOPCKOT IIOTEHITNjaIa, JaKo je BUJIETH Jla ce TYCTHHA
JlarpaHzKHjaHa eJeKTPOMArHeTHOT 110Jba MOKe 3aIMCATH U Kao

Ly = %(EQ . B2>. (1.49)

lycruna smarpamxkujana (1.49) je mocra kommaktauja ox (1.40) ajau npukpuBa UUEEHUILY
na cy y JlarpamnzkesoM (opMaau3My 3a eJIEKTPOMAIHETHO II0Jbe IIPABU JUHAMUYKH CTEIEHH
€JI0DOJIe CKAJIAPHU U BEKTOPCKU TTOTEHITUjaT. [ |

ITpumep 1.6. Kao mro je 10dpo nosuaro u3 Kypca kinacudte dusuke [Mumuh, B. (2002)],
MekcBesioBa eleKTpOJANHAMIUKA Y BaKyyMy je IIpBa IIpaBa PeJaTUBUCTUYKA TeOpHja, MAKO je
3a0KpyzKeHa 1mpe (hopMyJIncamba CleljaaHe Teoprje PeJaTUBHOCTU. 3D0T Tora ce U I'yCTHHA
JlarpaHzKHjaHa eJIEKTPOMArHeTHOT T0J/ba MOXKEe 3aIlCATU U Y YUCTO PETATUBUCTUYIKO] HOTA-
muju’ Te ce MpoCTOpHE W BpeMeHCKa KOOpAMHATA TPETHPajy Ha PaBHOIPABAH HAYHH. Y TOM
/by heMo yBecTH KBaJIpUBEKTOD MOTEHIINjaIa

3
Vi) [ A
0= | =[5 | =X (1:20)
M:
KaO 1 aHTUCHUMETPUYIHHN T€H30pD €JIEKTPOMAaIrHETHOI' II0Jba F' ca xoMmmmonenTama
F. = 0,A, — 0,A,, (1.51)
e cy A, = 1,5AP KommonenTe npupyzKeHOr yaJHOr KBaJPUBEKTODA:

a e, Cy BeKTOpH cranzapaHor dasuca y R* [Buuern nonarak A]. EqeKTpraHO 1 MArHETHO 1O
Jb€ Ce MOT'y M3pa3uTu oMoy KoMmoHneHTHn KBaipuBekTopa A. [Torpedno je camo pedbunurmje
(1.41) npujaronuTy peJaTUBUCTUYIKO] HOoTanuju. Tako je

Conuano
(B); = (rotA) = epmiOh(—Ap) = —eamd(An). (1.54)

SBumeru Ipmor A.
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[IpeTxoHy jeITHAKOCT je 4ecTO KOPUCHO UMATH U Y OOJIUKY KOjU ce J00Mja HAKOH MHOXKEHha
ca €;;, U CyMHUpambeM 10 HHJeKcy ¢. Tako ce moduja

€ijk(B)i = —€ijp€imOi(Am) = _<aj(Ak) - 3k(Aj)> = —Fj. (1.55)
Iycruna narpamxkujana (1.40), 1j. (1.49) ce caga Moxke 3ammcaT Kao
1 1
Lev = —ZFWF“” = _ZFWFWWWUW- (1.56)

[Ipeo hemo mokazaru ma je (1.56) exBuBasentan ca (1.49) a 3arum u ga ce omrosapajyhe
Ojnep-Jlarpam:keBe jeIHaUNHE ITOKJIAIA]Y.

HomTo cy y ABocTpykoj cymu F,, F* on Hyse pasnmauTn camo 4iaHosm ca Fy,, Fj, F”
u F, wanaszumo [Bugern (A.9) u (A.11)]
Lem = _i<F°iF0i + Fjo " + FﬂFﬂ) - _%<2E (—E)+ Gkij(B)k(ﬁlij(B)z)>
- i(QE-E—Qékz(B)k(B)O - %(E-E—B-B , (1.57)
y criasy ca (1.49). o ce Tuue jennaumna kperama, u3 (1.56) je
= g (FP ) = (1.58)
ITomrro je 0Lpm/0As = 0, jeanaunna KpeTarma IIacH
—9,F* =0, (1.59)
Axko je 8 = 0, Hajmaszumo
—0uF* = -0, F" = —9;(—E); = divE = 0, (1.60)

mro je jennauwmna (1.43). Ilpu Tome cmo uckopucrmwin jeanaduny (A.9) u (1.53). Cinuno,
ako je B = i, kopucrehn (1.55) u (A.11), mobujamo

—8aFai = —aiji — aQFOi = —8,5(—E)Z — 8J< — EmjiBm>
= O(E); — ¢jmid; B = <8tE - rotB> =0 (1.61)
IITO je {—Ta KOMIIOHeHTa jejnaqnne (1.48). [

IIpumep 1.7. V edexkTuBHUM TeopujaMa I0J/ba Ce II0jaB/by]y T'YCTHHE JIarpaHKUjaHa Koje
3aBHCE OJ] M3BOJ@ BUIIEr peja. Perumo, 3a rycTuHy JarpaHkKujaHa Koja CaJpKU U3BO/IE
npsor, apyror u tpehier pema, L = L(¢,0up,0r,¢,05,,0), tre cy 02,0 = 0°¢(x)/(dx"dx")
uta, Ojiep-Jlarpanxkesa jegaHadnna ce 1o0uja u3

oSlgl _ /{5@_@&—5@—@8 oc

59(y) dg(x) " 9(0,0(x))
0L — 9L r—
3@ T Y a, s Ot Y (1.6
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rie cmo uckopuctuin (1.26). Ilpeocrana jpa wiana, y KojuMa W3BOIM JIeJlyjy Ha jiera dhyHK-
nmje, Mory ce tpanchopmucatu Ha ciaegehn HaunH. AKO JBa IIyTa MPUMEHUMO MAPIHjATHY
UHTETrpalnjy, BUIUMO /& ce YJaH KOJU CaJIpPKM JIBa U3BO/Ia MOXKE 3aIMCaTH Kao

oL oo Y N - Y
5(a2, o) 0 Y 6“(a<a2y¢<x>>a“5< y)) O (5( y)a“awzm(x)))
oL

+ O —y)d2, el (1.63)

Hakon wunrerpanuje he mecrarm pompumHocH TpBa JiBa cabupka jep 00a MMajy CTPYKTYPY
JIMBEPreHIje KBQIPUBEKTOpa U ['aycoBoM TeopeMOM ce MOTY IPDEBECTH Y MHTerpaJie 1o I'pa-
HUIA TTpocTOp-BpeMena MunkoBckor. CyimdaH MOCTYIIaK CIPOBOIUMO W KO cadbUpKa KOju

caJipKu 831,05 (x — y). Konauno momnasumo no Ojiep-Jlarpanxkese jegnadnte

S[¢) _ 0L _, OL g OL o _OL
60(y) 06 10(0.0) T M OBE0) M7 0(05,,0)

OBakaB IOCTyIIaK e MOKe IPUMEHUTHU U Ha T'YCTHHE JIArPAHKUjaHa KOje CaIprKe U3BOJIE IIPO-
u3BOJHHO Bucokor peja. Ojnep-Jlarpamxkese jennaunne ce taja Mory 3anucaru kao E(L) = 0,
rie je E 3B. Ojoepos oneparop [Olver, P. (2000)]. ¥V OjiepoBom omepaTopy napiiyjaTHu n3-
BOJIY BUIIIET Pejia yJase ca IpeasHarmMa +, nomyT uspasa (1.64). [ |

~0. (1.64)

Ha kpajy oBor oie/bka Tpeda 3adeJie?KUTH JONI jeJlaH ODJIMK jeJHAINHA KPeTalba 3a I0Jbe
y JlarpanxkeBom dopmanusmy. Hanme, y Jlarpamxes dyukuuonas (1.13), ¢ u ¢ ynase kao
HezaBuCcHe mpoMersuse [Greiner, W. (1996)],

dop(x,t) _o, op(x, ) _ 5%(w=t) = 5(z — y). (1.65)

56y, ) 5o(y,t) 6y, t)

Taxo na Bapupame L[¢, ¢] mo ¢ naje [Bumern (1.16) u (B.12)]

5(%2;?] — g%% (/ c (gb(:l:) +ed(x—y), Vo(x) +e Vi(x —y), ¢($)> — L[¢, ¢])
— /m {% o(x—1y)+ 8(8V£¢) Vi(x —1y)| . (1.66)

Kana ce y apyrom cadupky mnpumene napiujajgHa uHrerpanuja u [aycoBa Teopema, j100uja
ce

SLIW.00) _ 0L of
so(@t) o@D | OVo@D) 167
CJII/ILIHI/IM IIOCTYIIKOM HaJIa3UMO
SLBW. 0] _ | 1 - SN
POl = i ([ £ (06w, V@), @) + 3w - 9) - Lo, )
_ ot (1.68)

0p(y,t)
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[Topebhemem (1.67) u (1.68) ca (1.29), mosasu ce 10

d 0Lp, 4] OL[p, @]
4 otlod]_sied_, (1.69)

OBaj 00/HK jegHaunHA KpeTarma UMa BayKHy YJIOTY IMPUJIMKOM (DOPMYJIHCAIba 3aKOHA KPeTa-
wa y XammwironosoM npmwiady. Ocum tora, Ojnep-Jlarpanzkese jeqHadnne Haucane HA OBaj
HauYWH HajBuie mnojcehajy Ha jeHavuMHE KpeTama CHUCTeMa YeCTUIla, U3 KOjUuX ce JT00ujajy
dopmamrom 3amenom ¢%(t) — ¢(x,t), 0 — § [lIud, JI. (1968)]. Jlarpamxkes dbopmannzam
y TEOPHUjH TMOJba UMa TY IPEJTHOCT JIa IMPOCTOPHE W BPEMEHCKA KOOPJWHATA YJIa3e CUMETPH-
YHO y jeJIHAYNHE KpeTama, TaKo Ja je y mweMy JIopeHIoBa MHBAapHjaHTHOCT JIAKO BUJIJHUBA.
Ca gpyre crpane, XaMUJITOHOB (DOpMaJIM3aM Ce YeCTO KOPUCTHU y (DU3UIM KOHJIEH30BAHOT
cTama jep Ty cuMerpuja usMel)y nmpocTopHUX M BpEeMEHCKe KOoop/inHare, Kao Hu JlopeHrosa

WHBaPUJAHTHOCT, HACY TOJIMKO OUTHU.

1.1.3 PaBHE Tajlacu M AUCIIepP3MOHA peJialuja

Cse jeHaunne KpeTama HaBeseHe mpuMepuma 1.2-1.6 cy JmHeapHe m 300T TOra MOCELYjy
peliema y BUJy paBHUX TaJiaca. PaBHU Tasiacu 3aJ10BOJbaBajy MPUHITUII JIHHEAPHE CYIIEPIIO-
3UIje U OJIroBapajy cjaodoauM nosbuma. Heke pasiauke namelhy kiracuanor Ipegunreposor
u Kraju-TopoHoBor nosba ce pecnkaBajy Ha KBaHTHE Bep3uje Teopuja (BUAETH JUCKYCU]Y
u3 [lornasspa 3) 300r dera je ojf MHTEpeca JieTa/bHUje PA3MOTPUTHU Pellleha KJIACUIHUX je/I-
naynna. [Ipu Tome hemo kopuctutu meron PypujeoBux TpancdopMalimja KOju ce KOPUCTH U
y cly4dajy KBaHTHUX moJba. IIpermocraBuhemo ja cy cBu @ypujeoBu MHTErpasii KOju ce IOo-
jaBIbYjy y HacTaBKy J100po jedunucanu. Konsennuje 3a OypujeoBe nnTerpase cy HapejaeHe
y Ilpumory A.

®dypujeoB nHTerpaJs 3a IlllpeanuHrepoBo moJbe

Pemmeme jeaaunne kperama 3a Kiaacuano peauareposo nosme (1.38) hiemo Tpazxkutu y Buty
@ypwujeoBor UHTErpasa,

() = |k, w)e® (1.70)
k,w
e ¢y 1(k,w) kommiexcne Oypujeose ammmrye. Byayhn na je

00 (1) = /

k,.w

Wi, w)e ™= () = / K2(k, w)e o (171

k,.w
samenoM y (1.38) mobujamo
/ w— L Yk, w)ekTiwt =, (1.72)
kw 2m ’

[Tormro mopa Surn @(kz, w) = 0 Kaz rof je w # k%/(2m), upu yemy w y3umMa peajiHe BPeJHO-
cru, @ypujeose ammutye ¥ (k,w) cy gare ca’

Y(k,w) = 2ra(k)d(w — w(k)) (1.73)

"T®@axTop 27 je mzadpan 36or sedununuje PypujeoBor uHTErpaIa.
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rie cy a(k) mpousBosbHE (DYHKIHje TATACHOI BEKTOPA a

k2
" 2m

w(k) (1.74)

je T3B. gucnep3uoHa pesnaruja 3a kiacudao [lpegmareporo mospe. Cajia ce OmITe perierme

[Ipenunarepose jegHaqnie 3a KJIACUIHO MTOJbE MOYKE 3AIMUCATUA y BUJLY OCCKOHAYHE CyMe Xap-
MOHUjCKHUX OCIiIaTopa ca amiuiuryiama a(k) u oaropapajyhum Kpy:KHUM (GpeKBeHIIjaMa

w(k)

Y(x,t) = / a(k)ek@-wk, (1.75)
k
[Ipumeruhemo ga je mgucriep3uona pesnaruja 3a I[lpeanHrepoBo 1moJbe jeJTHOCTABHO JaTa He-

peJIATHBUCTHYKOM Be30M m3Mel)y eHepruje u umiryica, kao u ja w(k) — 0 upu |k| — 0.

Awmmurysie a(k) ce Mory dbuKcHpaTH ako Cy MO3HATH [IOYETHU YCJOBU KOje 3aI0BOJhaBa
dyukmmja (x,t) [Stone M., Goldbart, P. (2009)|. Heka je ¥(x) = ¢(x,t = 0) Koudury-
parja [IpeauHrepoBor mosba 3ajaTa y MOYETHOM TPEHYTKY. Y KOJMKO OBY KOHMDUIYDAIU]y
npukaxkemo rnmomohy @ypujeoBor mHTErpasa

() = / (koo (1.76)
k
BUJIMMO Jia ce pererbe (1.75) Moxe 3amucaru Kao
vlat) = [ FRpee i, (1.77)
k

npu demy cy ammsmryae V(k) onpehere nusepsnom rpancdopManujom
(k) = / U(z)e *=, (1.78)
k

®ypujeoB nHTerpas 3a Kiaju-T'opgoHoBo mosbe

ITo y3opy Ha knacuuno IllpeaunrepoBo mosbe, pemewe jeanaqdnte (1.35) hemo TpaxuTn y
BHUJLy WHTErpaJia

¢(x) = / o(k)e ™, (1.79)
k
Bamena (1.79) y Knaju-T'opionoBy jeanauuny mnaje
/ [ N mﬂ d(k)e ke = 0, (1.80)
k

omaxye nagaznmo Oypujeose aMILIITY1e"

P(k) = ¢p(k,w) = 2w A(k)d (w? — w?(k)). (1.81)

8@akrop 27 je mocnenuma nedunnnuje Oypujeose TpamncdopMaImje.
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Osre cy A(k) npomsBosbHe (DYHKIHje TATACHOI BEKTOPA JIOK je
w?(k) = k* +m? (1.82)

nuctep3nona penaruja 3a Knaju-I'opgonoso mosbe. Kao 1mrro ce Buu, Jiuciep3nona pealmja
y OBOM CJIy4ajy MpeJICTaB/ha PEJIATUBUCTUYKY Be3y usMely eHepruje u UMITyJica. 3a Pas/iuKy
oz IIpemunreposor nospa, 3a Kiaja-I'opgonoso nome we Baxkun w(k) — 0 3a |[k| — 0. Y
JKaproHy ce Kazke JIa JINCIIEP3Kja Yy OBOM CJIydajy uMma rei (mporen) oapehen mapamerpom m.
Takobe, u3 (1.33) ce BuaM J1a je 3a Tell OJroBOPaH KBaJpaTHU WiaH m’¢? y JarpaHKujamy.
To je ummeHnIA Koja BayKU W y JAPYTHM Teoprjama mosba’. Permvo, ako ce Jarpam:Kujany
Ipeuareposor moska noaa wian — Vi, nako je Bugeru ma he ce 3a Takas JarpaHKujan
nodoutn gucnepsuja w(k) = k?/(2m) + V. OBo onaxame je dutan Kopak y jokasy Lo/jicTo-
HOBe TeopeMe [Bumern Onemax 1.3.4].

Jla ducmo HaAILIM pelrerme y BHAY paBHHUX Tajaca 3a Kiaju-I'opaoHoBo mosbe, MCKOpH-

cruhiemo mosHaTy ocodbuny genrta dyukimje (Bumern, permo [Pagomesuh, C., Masmu, II.
(2020)])

() =3 % (1.83)

i

IJie Cy x; IpocTe Hyse GyHKIWje f, BUJINMO JIa ce aMILUIATY/Ie MOTY 3allCaTH Kao

o(k) = A(k) ‘5(“2;(‘“,‘;5’“)) ; 5(“2:(";§"’))] . (1.84)
To 3naun na je PypujeoB pa3Boj JaT ca
1 ik-x—iw(k)t —ik-x+iw(k)t
(1) = /k () [A(k)e= 09" 4 A(—g)eriberiat] (1.85)

rie cMo y mHTerpajy koju cajapxku e“ )t ypemn cmeny k — —k. Takobhe, momTo je Knajn-

Top/10HOBO TI0JbE PEATHO, MPOM3BOJbHE AMILIMTYIEe Mopajy 3ajoBosbaBaru A*(k) = A(—k)
300r' Hera ce perierne 9ecTo 3alllucyje U Kao

k)eikm—iw(k)t + A*(k)e—ikm‘f‘iw(k)t]’ (186)

otant) = | [l

OpU 9eMy CMO CKaJMpau aMimryae 3a dakrop +/2w(k). Bumumo ma ce ommire pererbse
y OBOM CJIy4ajy CacTOju OJI CyIEepIO3WIluje JIBe T'PyIle Tajaca KOju ce Kpehy y CyInpoOTHUM
CMEepOBHMA y OJTHOCY Ha ITPaBall IPOCTUPAHA.

Axo cy 3a jaTu mpodJieM MTO3HATH MOYETHU YCJIOBH

d(x,t =0)=V(x), é(w,t =0) = x(x), (1.87)

YKBajipaTHn 4jaH je HAjBUINM WIAH y JArpaHyKHUjaHy KOjH BOJAM Ha JIMHEAPHY jeJHadMHy KpeTama. AKo
KBaJpaTHN WwiaH y Jlarpamkujany He caJpKi U3BOJE M0Jba, JAKO je BIHIECTHU /1a Y PEIIeY jeJHAYNHE KPeTama
momohy @ypujeoBor nHTErpasia TAaKAB WIAH BOIW HA KOHCTAHTAH JOIPUHOC y JIUCIIEP3UjU.
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Koju ce Mory m3pa3utu nomohy PypujeoBux mHTErpasa

() = / B(k)he,  y(w) = / S(k)ee, (1.88)

mozkeMo Halin pememe Kinaju-TopioHose jejHaunte y KojeM aMIUIATY/e HUCY HPOU3BOJbHE
Beh cy onpebene nouernum ycsiosuma. Onmrre pereme (1.86), 3ajenno ca (1.87) u (1.88),

Jaje
A(k) = w(k)@(k) +ix(k), A*(k)= w(k)(f)(—k) —ix(—k), (1.89)

rje cy
(k) = / U(z)e ke, y(m) = / (@)e . (1.90)

Bumre npumvena @ypujeoBor mMeTojia Ha pellaBaibe jeHadnHa KJIACUYHUX TEOPHUja I0Jba Ce
moxke Hahm y [Mwumuh, B. (2002); Arodz, H., Hadasz, L. (2010); Scheck, F. (2018)].

Tpeda npumernTn na aucrnep3nona pesanuja 3a Kiaju-T'opgoroso mosme (1.82) mva 1Ba
perema,

w(k) = £VEk?+m?, (1.91)

Kao W y CJyd4ajy eHepruje 3a peJaTUBUCTUUKY decTuily mace m. Mehyrum, pemrema jen-
HaunHe (1.82) He mHTepnpermpamMo Kao Moryhe eHepruje decTuna mace m, jep y KJacu-
YHOj TEOPUjU II0Jba HIApaMeTap m He IMPeCTaB/ba Macy YecTuiie. 300r TOora Teopuja KJIacu-
gyror Knaju-I'opmoHoBor moJba HEMa ITPOOJIEM Cca HETaTUBHUM €HeprujaMa KOjH Ce jaBJba y
ciyuajy penarusucrudke [Ipenuarepose jennaunne [Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995);
Ryder, L.H. (1996); Weinberg, S. (2008)]. IlIraBuire, mokasyje ce Ja je eHEPruja KJIACHIHOT
Kunaju-T'opnonosor nosba nosurusna [Bugern (1.100)).

1.2 XamwmiaroHoB dpopmMajm3aM

1.2.1 KaHOHCKe jegHauYnHe KpeTambha

Camano kao y mexanuru dectura [Muauh, B. (2002)], npBu Kopak TPHJIXKOM IpeJacKa
ca JlarpamxkeBor Ha XaMUJITOHOB (popMayii3aM y TEOPHUjUA TOJba je JiepUHUCATHE WMITYJICA
KAQHOHCKU KOH]YTOBAHOI' TIOJBY. Y TEOPHUjU I0Jba, IeroBa JieuHUIMja ce Jo0uja 3aMeHOM
odbuuHor uzBoja Bapujarmonnm [Greiner, W. (1996)]

m(x) = OLl$, 4] (1.92)

S(x)

l'opma pesanmja ce MoxKe ynpocTuTn KopumhemeM Jeduaunmuje n3Boja (dbyHKIMOHANA U3
(B.12), upu yemy Tpeda BojuTH padyHa jia cy y Jlarpan:keBoMm hopMaIn3My ¢ U ¢ HE3aBUCHE
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IpOMEmUBE
w(0) =t [ [£(60). Vo). ila) + e bz —)) — £ (6(a). Vo(a). 6(0))
= tin > [ [£(6(a). Vo). (o)) + % e 6(z — y) + O()
— £(¢(x), Vo(2),6()) |
(1.93)
OnnocHo
oL
m(x,t) = et (1.94)

Kana je nedunncan kaHoHCKH WMILyJIC (He TpeDa ra MemaTh ca WMILYJICOM I0J/ba KOjU je
nedbunncan y Ipumepy 1.13), JlexxanapoBom TpanchOpMAIMjoOM ce YBOJM I'yCTHHA XaMILI-
tronujana |Greiner, W. (1996); Weinberg, S. (2008)]

H(z,t) = H(¢(a;,t),v¢(w,t),7r(;c,t),w(x,t))

— n(x,t) d(z,t) — L (¢(w,t)7v¢(w,t),gb(w,t)> , (1.95)

y K0jOj je ¢ euMUHUCAHO y KOpHCT 7. KoHaYHO, XaMUJITOHUjaH CUCTEMa je J1aT (PYyHKIIMOHA~
JIOM

Ho(t), n(1)] = /H((b(a:,t),V(b(:c,t),ﬂ(:c,t),Vw(w,t)). (1.96)

YKOJIIKO TI0Jb€ TOCe Iyje BUllle KoMIoHeHTH, ymecto (1.95) umamo

H(z,t) = ma(,t) (2, t) — L (¢a<m,t),wa(m,t),{pa(x,t)) , (1.97)

rie je m, = OL/ d¢°. Ba pasmuky ox Jlarpamkesor dopMasH3Ma y KOjeM Cy HE3aBHCHE
IpOMembIBe ¢ U ¢, y XaMHITOHOBOM TIpUia3y To ¢y ¢(x,t) u m(x,t) Tako BaKu
5¢($, t) 5¢a(w’ t) _ 57Tb(w7 t)
om(y,t) 0pb(y,t)  Ima(y,t)

IIpumep 1.8. Ilornemajmo kKako u3riefiajy ryctuHe xaMmuiaronujana 3a Kiaju-I'oponoso,
[IIpeauHrepoBo u ejleKTpoMarHeTHo mnosbe. Ako sarpamxkujad (1.33) mpenwminemo Tako Ja

=0, =6d(x —vy). (1.98)

eKCIJTUIIATHO U3IBOUJUMO Oy
1/.
Lic = 5(#* = Vo Vo —m®e?). (1.99)

BUJNMO JIa je T = ¢, TaKo Ja XaMumiIToHOB dyHKIuoHa  3a Kiaju-I'opaoroBo mosme ritacu

1

Hyalo, 7] = %/ <7r2 LV Vot m2¢2> - 5/ <7r2 —oV20 + m2¢2>. (1.100)
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[Ipu Tome cmo y cabupKy Koju cajip:Ku V¢ U3BPIIWINA MAPIUjAJTHY UHTETPAIN]y U UCKOPH-
CTHJIM YUEHEHUILY JIa [0JbE JIOBOJbHO Op30 Texu Hysnu upu |x| — oo [umern (1.19)]. Ipu-
MeTuhemo J1a je XaMuJITOHOB (byHKIMOHAJ KjaacuaHor Kuraju-I'opJioHoBor moska, y ciydajy
m > 0, 7aT 30MpoM JIOIPUHOCA UIAHOBA KOjU HE MOTY OMTH HETaTHUBHHU.

Y cayuajy Hlpenurreposor nosba, omnucanor JjarpanzkujaHoMm (1.36), KAHOHCKH UMITYJIC
NPUJPYZKEH TOJBY 1 je

0Ls

™= —

o

JIOK KQHOHCKU UMITYJIC TIPUJIPY2KEH To/by ¥* urrde3aBa. [Ipema Tome, omrosapajyhu Xammii-
TOHOB (DYHKITMOHAJI je

S (1.101)

mlol = [ (w0 —iwi4 v o)

= / va* Vip = — / iw*v%, (1.102)
= 2m = 2m

rJie CMO OHOBO MCKOPUCTHIN naprujasiny uarerpanujy (1.19). 3a paznuxy on Kuaju-Topsmo-

BOI' 110Jba, Jlejiyje Kao Ja y Xamuaronos ¢gyukmuonas [IIpeaunreposor mospa He ysia3u Ka-

HOHCKU mMiIryJic. HapaBHo, KaHoHCKHM muMmiryJic yiaas3u y Hg jep je m = iy*. IIpema Towme,

Xamuiaronujan [IpeauarepoBor mo/ba y KojeM €KCILTUIATHO (PUTYPHUIle KAHOHCKU UMITYJIC

rjaacu

Hs[y, 7] = % / V- Vi, (1.103)

Mako ce oBaj 00IMK XaMUJITOHHjaHa PeJaTuBHO peTKo cpehie y mureparypu'’, kopucruhemo
ra y Ilpumepy 1.9 na modujemo IllpeaumarepoBy jeaHadnHy y KaHOHCKOM (bopmasu3my. Kao
u y caydajy Knaja-I'opmonosor nospa, u3 (1.102) Buamvo ma je XamuiaroHoB (DyHKIIMOHAT
aaT 36I/IpOM IIO3UTUBHUX qHaHOBall.

Konauno, morpazkuMo 1 XaMUJITOHHjaH 38 €JIEKTPOMArHETHO I0Jhe Y BaKyyMy, Y 00JIacTh
IIpocTopa y KOjoj HeMa HocuJjala HaejleKTpucana. Kao mro cmo Beh marmacum y [Ipumepy
1.5, ocHOBHe auHaMHUYKe IMpoMemuBe y Jlarpam:keBoM (oOpMaii3My 3a €JIeKTPOMArHeTHO
mojbe ¢y A u ¢. 300r Tora o4YeKyjeMo J1a MOCTOje U YeTUPHU IPUAPYKEHA KAHOHCKA UMITYJICA,
Ta 1 Ty MebhyTum, Lpy He canpxu 0y¢ 300r dera je my, = 0. Ca npyre cTpaHe, 3a KAHOHCKI
UMITYJIC TIPUJIPY?KEH BEKTOPCKOM ITOTEHITUjAJTY, HAJIA3UMO

__ OLe
Y]

— A +gradg = —E, (1.104)

IIPU Y€MY CMO UCKOPUCTUJIN Be3y u3Mel)y MoTeHInjasia 1 eJISKTPUIHOT TToJba. ['opiba pesrarmja
omoryhasa ja j1ako euMuHAIIIEMO A

A = —E — grado¢. (1.105)

Y zyzerax je, perumo [[ud, JI. (1968)].
HUHapasno, oBo Bazku mipu m > 0.
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Cagna, nurmiyhin Lgy y odiauky (1.49), 3a rycTuny XaMUJITOHHjaHA J0OHjaMO

. 1
Hem = A-mp—Leyn = (—FE —gradg) - (—FE) — §<E2 - B2)

1
= 3 (E*+ B?) + B - grado. (1.106)

U3 knacuvne eJIeKTPOJNHAMUKE je TIO3HATO JIa je €Hepruja eJeKTPOMATrHETHOT M0Jba Y BaKy-
ymy nara ca [Muuh, B. (2002)]

W:/%<E2+B2), (1.107)

a JieJiyje Kao Jia ce IpUMEeHOM XaMUJITOHOBOT popMan3Ma He J001ja KOPEKTaH pPe3yJsITar.
Nnak, unan FE - grad¢ He JIONPUHOCU TYCTUHU XaMUJITOHHjaHA 3a IoJbe Y Bakyymy. llomrro je

E - gradé = div <¢E) — $ divE = div (¢E> (1.108)

jep je 3a 1moJbe y MpoCTOpy y KOjeM Hema Hocujana HaejgekTpucama divE = 0 g0k mpo-
CTOPHU WMHTErpaJl auBeprenimje unrdesasa |[sugeru (1.19)], Bupumo ma ce 3a XamMuiITOHOB
GYHKIMOHAJ 1T0Jba MOXKE THCATH

1
Hey = / 5 <E2 n B2> (1.109)

IIITO Ce MOKJIaNa ca KjaacuaHuM pesyiararoM. OpaocHo, XaMuiITOHOB (DYHKIIMOHA MOXKEMO
TYMa4UTH KaO €HEPrujy MoJba Y BaKyyMy. |

Jennaunne kperama y XaMUJITOHOBOM (DOPMAIU3MY Ce JI00Mjajy BapuparbeM XaMUJITOHU-
jana y omHocy Ha ¢(x,t) u w(x,t) [Weinberg, S. (2008)]. ITonazehu ox nedununuje Xamui-
TOHOBOT' (DYHKITMOHAJIA

Hlp, ] =/7T(w)éb(w) — L[¢, ¢] (1.110)

U KOHjyrOBaHOI mMITyJica, y3 kopuirhierme (1.98), noduja ce

SH(p, 7| o 0p(x) 0L 0p(m) 6L d¢(x)
sty =0+ @) S 5o o7(w) L5

= o(y) (1.111)

SH(p, 7] N 0p()  OL
50(y) ‘/J( S5o(y) ~ 50(w) /mag’b(w) 50(y)

npu gemy cmo uckopuctmin (1.69) u (1.92). dakse, XaMuaToHOBe (MM KAHOHCKE) jeTHAUNHE
y TEOPHUjU TI0Jba TJIace

OH[p, 7] - ol
- b(x, 1), 5o(z, 1)

0L 0¢(w) 6L -
= ~Sol] = (y,t), (1.112)

= —r(x,1). (1.113)
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Kako je xamuinronnjan n3pakeH moMohy 3alpeMUHCKOT MHTerpaJia I'yCTUHe XaMUJITOHHjaHa,
Bapujanuje u3 (1.113) ce mory crnposectn 10 Kpaja. [locrymak y mormynoctu ofarosapa seh
U3HETOM IpHInKoM jodoujama (1.67). Pesyirar je

SHIG(t),n(t)] oM OH

ot de@n "\ aVewn) @b
oW _ oW o
om(x,t) - On(x,t) \ a(Vr(z, 1)) P(zx,1). (1.114)

[Ipumehyje ce na y Xamuaronosum jemunaumaama (1.113) u (1.114) mpocropHe KoopauHaTe
He yJa3e PaBHOIIPABHO Ca BPEMEHCKOM, Tako jJa JIopeHroBa MHBApMjaHTHOCT OBAaKO (popMy-
JINCaHe Teopuje Huje ouuryeana. nak, oBaj mpmjia3 je YCTO MHOIO HOTOJIHWjUA Y (pu3uIu
KOH/IEH30BaHe MaTepHuje TJie ce BeJUKH OpOj Mojiesia JepUuHUIIE JTUPEKTHO ITOMONY XaMUITO-
HUjaHA.

1.2.2 IloacoHnoBe 3arpajue

Y XaMUJITOHOBUM jeJHAUYMHAMA TOJbe G(T) U KOHjyrOBAHU UMITYJIC 70(X) He HACTYIA]y CHU-
merpuaHo. Takohe, oBaj npuinas (kao uu Jlarpanzkes), He omoryhasa jia ce nupekTHo Hale
BpPEMEHCKa, €BOJIyIHja mpon3BosbHOr dbyHKInoHaa F|¢p, ]. OBu podiemu ce y Teopuju mo-
Jba pelliaBajy CJAMYHO Kao Uy MexaHui, ysohemem [loaconosux 3arpasa [Muauh, B. (2002);
Greiner, W. (1996)|. Tuckycuja Koja cjaeau je orpaHUYeHA HA HAjjeHOCTABHUje CIIydajeBe,
a KOMILIETHHje pasMaTparbe ce Moxe nponalin y cranmapauum ynbenurumva |[Weinberg, S.
(2008); Nair, V.P. (2005); Fecko, M. (2006)].

Ia ducmo Buie M KaKO ce y KJIACHYHO] Teopuju mosba 1mojaBibyjy lloaconoBe 3arpaje,
nocmarpajmo dyukimonan Fo(x,t), m(x,t)] Koju je JaT MHTErpajoM 1Mo MPOCTOPHUM KOOD-
JIMHATAMa,

Flo(a.0) n(@.0)] = [ £(o(e.0).7(2.0). Vo(e, 1), Vo(a.t)) = F() (1.115)
upu dyemy je [ Heompehena dpynkmmja HasHauenux aprymenara. VMako je F mpomssosbHI
dyukimonan noma ¢(x,t) u KaHOHCKOT mMmiysca 7(x,t), OH ce MOKe HOCMATPATH U KAo
dyHKIIja BpeMeHCcKe KoopanHare t. 300r Tora je

d 1
SFb@ 0, m(@ 0] = lm={Flo@,t+ ), m(@,t + )] - Flg(w, ), m(@,1)] |
1 .
= lim- {F [¢ Fed+ OES), 7+ eir + 0(62)} _ Flo, w]} (1.116)
e—0 €
[pU 9eMy CMO Ce 3aJprKaJjid Ha WiaHoBuMa jimHeapHuM 1o €. Kopucrehn cana (B5.30), nana-
31MO
d 5F[¢7 7T] y 5F[¢7 ﬂ-] -
—F = — — . 1.11
ool = [ (50T + 5 it (1117
Konauno, 3amena xkanonckux jegmadnna (1.113) y (1.117) aupexkTHO Bomu Ha
d
_F[(b(w?t)?ﬂ-(w?t)] = [Fa H]PZ (1118)

dt
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npu dyemy cMo gedunncasiu [loaconose 3arpajie y KJIaCUYHO] TEOPUJU TOJbA

[ (6F@) 0G(t)  SF(t) 6G(1)
F.Gles = | (5¢<w> 5r(x)  onla) 5¢<m>) ’ (1.119)

rie je F(t) nedunucano y (1.115) a G(t) uma cauany dopmy. lakie, ysohemem Iloacono-
BUX 3arpajia ce AUPEKTHUM IIyTeM pelaBa IIPOOJIeM JUHAMUYKE 3aBUCHOCTU IIPOU3BOJHHOT
dyukmonana F[¢, 7.

I[IITo ce Tuue acumerpuje XaMUITOHOBUX jeJIHAYMHA Y OJHOCY Ha ¢(x) u w(x), npBo Tpeda
IIPUMETUTH JIa j€

[ (S6(m,t) SH(t) Sé(mt) SH(r)\  SH(Y)
o0, 1) = /y <5¢(y,t) S(y. ) on(y. 1) 5¢(y,t)> = ontmy (120

npu yeMy cy Kopurrhene jennaunue (1.98). Cinuna jegaaunsa ce qoduja u 3a 7(x,t), Tako
Jla XaMHUJITOHOBE jeiHaunHe n3parkeHe nomohy IloaconoBux 3arpajia riace

b, t) = [o(, 1), H(t)]

Y jennaumnama (1.121), kao n y (1.118), H(t) npencrasiba XaMuITOHIjaH cucrema, a (1.121)
je Tpaxena dopMa jeIHaUMHA KpeTama y KO0joj IMOoJbe W KOHjyroBaHU UMIIYJIC HACTYIAjy
CUMETPUYHO.

(1) = [ﬂ(w,t),H(t)} . (1.121)

Pz’ PZ

IIpumep 1.9. Iornenajmo cana kako ce nomohy (1.121) moxke 100UTH jeJHAUMHA KPETaba
3a [IIpeaunreposo nosbe. PopmaJsiHO, OHA TJIaCH

bl@.t) = [v(@.1), Hs()]

Kopucrehu nedpununujy [loaconosux 3arpaja, nmamo

[ (S0, t) SHs(t)  Sb(m.t) SHs(t)
W%”%@L‘L(wmwﬁmw‘ﬁmwwww) (1:128)

Axo 3a XaMuaToHOB (DYHKIMOHAT cajla ucKopucTumo odsmk u3 (1.103), kao u apyry pesia-
mujy u3 (1.114) no kojoj je

(1.122)

Pz

SHs[y(t), m(t)] OHs OHs —i_,
= -V =—-——V t 1.124
srlw.d)  onw.n) | aVeD) om0 (112
jemmaanna Kperama (1.122) mocraje
Ouh(@,1) = 5~V (a,1), (1.125)
mro je [lIpenuarepoBa jeHavIMHA. [ |

Konauno, on unrtepeca je Iloacomosa 3arpaja camMor mojba U KOHjyTOBAHOI HMILYJICA.
Bamenom (1.98) y (1.119) ce namazu

/(5¢(w,t) on(y,t)  do(x,t) 67?(:8,75))

dp(z,t) dm(z,t) dm(z,t) do(z,t)
= /5(m—z) y—2z)=0dx—y), (1.126)

B, t),w(y.0)]
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npu YeMy Tpeda 00paTHTH IaXKby Jia ce cxoaHo pesanujama (1.98) u ¢(x, t) u 7(y, t) yaumajy
y MCTOM TPEHYTKY BpeMeHa. AKO ToJbe ToceIyje Bulle KOMIIOHeHTH, Aedunnimja [Toaconose
3arpajie racu (Iokas3aTu 3a BeXKOY)

() §G()  F() G()
[FGPZ‘Z/ <5¢a ro@)  oma(a) 5¢a<m>> (1.127)

a jennaunna (1.126) mocraje

@Dyt =d@-y) 5. (1.128)
Takobe, HUje TemKO MOKA3aTH & BaXKU 1
[cb“(w,t), cbb(y,t)]PZ = [Wa(w,t)mb(y,t)]m =0. (1.129)

3a caMoCTaJIHY BezKOV je OCTaBJ/beHO na ce, kopumhemeMm nedurumuje (1.119) u ocoduna
)

Bapujanuonux ussoja [sugern Ilpusor B|, nokaxke jga IloacoHose 3arpajie KjacU4He TeO-

puje 1mosba 1oceayjy ucre ocodomue kao IloaconoBe 3arpajie crucremMa MEXaHUIKHX YECTHIA

[Weinberg, S. (2008)]:

[A,Blp; = —[B, Alpyz, [A, B + Clpz = [A, Blpz + [A, Clpz,
[A,BClp, = [A, BlpzC + B[A,Clpy,
[A, [B, C]PZ]PZ + [C,[A, B]PZ]PZ + (B, [C, A]PZ]PZ =0. (1.130)

ITpumep 1.10. Iokaxkumo cajia Kako ce KopuirhemeM ocHOBHUX ocoonHa lloaconoBux 3a-
rpajia moxke jiooutu Knaju-I'opponosa jeanaduna. /la ce mojgcernmo, XaMuITOHOB (DYHKITH-
OHAJI je JaT ca

Hia o, 7] = %/ (72 YV Vot m2¢2>, (1.131)
JIOK KQHOHCKE jeJTHaYNHE KpeTarba IJIace

b(z,t) = [d)(m,t),H(t)] . iz, t) = [ﬁ(m,t),H(t)Lz. (1.132)
Haxie,

: 1

blat) = 5 / (6@ ). 7 (y.1) + Vyoly.1) - Vyoly.t) + m**(y.1)| | (1.133)

npu dyeMy V, O3HadaBa 'PaJIMjeHT II0 KOMIOHeHTaMa BekTopa Y. Ilomro je

(@, 0,7 (y.0)] =2y 1) o0, 7(y. )| = 2m(y, 05 v). (1.134)

1ok Iloaconose 3arpajie mosba ca caMuM COOOM HIITYE3aBa]y, HAJIAZIMO

b, t) = %/QW(y,t)é(w S — (1.135)
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Ca jgpyre cTpane,

iant) = 5 [ [rl@ 0. w0+ Violw.0) - Vyolwt) + miew.0)]

— [ Vyotwt) w0, y0w.0], 4 [ otw.0)[x( .00 (1130

360r (1.129) u ocoduna Iloaconosux 3arpaga (1.130). IloaconoBa 3arpaja u3 apyror uH-
Terpajia JUPEKTHO Jaje d—QyHKIM]y, JOK Ce OHa U3 HPBOI MOpa padyHATH IayK/bUBHU]E.
Kopucrehu pedununujy (1.119), umamo (pagu npersiemnoctu HelieMo eKCIUTMIIMTHO mucaTu
BPEMEHCKY KOODJIMHATY )

r@) Vo), = [ (So AT ene) S

PZ dp(z)  om(z) om(z) do(z)
(v
S X ) (18
Ha ducmo m3padyHam IpeocTaad BapujalliOHU U3BOM, YBEIUMO HOMONHN (DYHKITHOHAJT
Vyoly) = [ 3y~ w)Vadlw) = Flol. (1.138)
Cana je
oF 1
o = e [ (6 - 0 a((w) + @z - ) - 3y~ w)Tuo(w))
= V,i(z —y). (1.139)

Bamena (1.139) y (1.137) maje

@) Vo)), = - — il - p). (1.140
na ce (1.136) cBoau Ha
i) = = [ V0.0 Vydle - y) - mto(e)
= V2¢(x,t) — m?¢(x,t), (1.141)

IIpU 9eMy CMO y IIPEOCTAJIOM HMHTerpaJy mckopuctwim [‘aycoBy Teopemy. KomOmHnoBameMm
(1.135) u (1.141) nobujamo

F(,1) = B, 1) = V2l t) — m2o(a, 1), (1.142)
mro je Knaju-Topmonosa jennadunna 3a KJIaCHIHO 110Jbe P&, ). [

Jenmnaunue (1.118), (1.121) u (1.126), oxmocHo (1.128) u (1.129) omoryhasajy npesrazak
ca KJIaCHYHe Ha KBAHTHY TEOPH]y I[10/ba METOJIOM KAHOHCKE KBAHTH3AIMje, CJIMIHO Kao IITO
ce ca Ibyrrnose npesnasu Ha kBanTHy Mexanuky |[[Ilud, JI. (1968)].
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1.3 Cumerpuje y KJIacU4HOj TE€OPHUJU MOJbA

1.3.1 TI'modasiHe m JIoOKaJ/IHE cUMeTpHje

Ananmsa ciokeHnx (pU3NYIKUX CHCTEMAa je y 3HATHO] MEpU OJIAKIIAHA aKO Cy IO3HATE CHU-
MeTpHje Koje MX KapakKTepunry. Penmmo, Ha OCHOBY 3aKOHa OJprKara MOMEHTA WMITYJICA
MIPOU3UJIA3H JIa Ce KPeTalbe UeCTHUIle Yy I0Jby IEHTPAJIHEe CUJIe YBEK OJIBHja TaKO Jia ce OHAa
CBe BpeMe HaJIa3W y jeJTHOj PABHHM M TO 3HAYAJHO yIpOIThaBa pellaBaibe jeIHAYNHA KPEeTamha
[Muuh, B. (1997)]. Coimano, Ha OCHOBY 3aKOHa OJIpZKarba eHePrije U NMITYJICa MOXKEMO OJIpe-
JINTY HEeKe KapaKTEePUCTUKE CUCTeMa Oe3 NUPEKTHOr pellaBamba jeJHadnHa KpeTama. [Ipema
caBpemennM cxBatamuma |Weinberg, S. (2008); Xudm T. (2011)], 3akonu oxpxkama cy Io-
cienuna cuMmerpuja dpusuuknux cucrema'’. Opo Tepheme je mozHarTo moj HaszuBOM Teopema
Emu Herep. /la ducmo jacHO bopMmyncann MOMEHYTY T€OPEMY, IIPBO MOPAMO IIPEIU3HPATH
1T, TIOIPA3yMeBAMO IO/ CUMETPHUjOM (DUBUIKOT CHCTEMA.

[TpermocTaBuMo J1a je CHCTEM ONUCAH Ca N—KOMIIOHEHTHUM CKAJIAPHUM TI0JbeM ¢ (), a =
1,2...N. JlozBoumo cajia MpoMeHy mosba ¢ — ¢ + d¢. AKo mpomena mosba d¢ Moxke OuTH
MIPOU3BOJ/BHO MaJjia, TOBOPUMO O KOHUWUHYAAHUM CUMETPUjaMa U HhUMa heMo ce DaBUTH Y
HacTaBKy. Pazmarpame nHnduHrTe3NMaIHIX TpaHcdopmalinja He Hamehe HUKAKBa OrpaHm-
Yema TOIITO Ce KOHAYHA TPaHCchOpMAIlja YBEK MOXKe JTOOUTHU HBUXOBOM y3aCTOITHOM IIPUMe-
HOM. Y OIIIIITEM CJIy4ajy, oIpaBKa d¢ je mara ca

8¢ (x) = ' F(x), (1.143)

rie cy {€'} mapamerpu koju nedunumy tpancdopmanujy a Fi(x) y ommTeMm crydajy 3aBUCH
o7 To/ba ¢ U HUXOBUX u3BoAal. Ako mapamerpu € e 3a6uce O IPOCTOPHO-BPEMEHCKUX
KOOD/IMHATA, TOBOPUMO O ZA0OGAHUM KOHTWUHYasnum cumetapujama |Weinberg, S. (2008)].
Tpanchopmarlinjy mosba Kojy pasmarpaMo y OBOM OJieJbKy heMo o3HadaBaTu ca d¢ jep ce 1o
cMucity passukyje ox "obuune" Bapujarmje d¢ Kojy cMo kopuctmim ja y (1.27) ussememo
Ojnep-Jlarpanxkese jennaunne. Hanme, y cayuajy nodujama Ojiep-JlarpamkeBux jegHadnna
CMO TPaXKUJIU KOH(UIypallrje mojba Koje Cy TaKBe Jla IhUXOBa ITPOU3BOJ/HFHA MaJjia Bapujallnja
He Mema JaTo JejcTBo. [Ipu Tome je Bapujanuja )¢ umnriesaBajia Ha rpaHAIAMa HHTETDAIIH]e.
Ca sipyre crpame, Bequuune 8¢ = €' F® cy yHanpeJ 3ajaTe TpancdopMalije 0 0OUIHO He
UITYe3aBajy Ha I'PAHUIU OOJIACTU MHTErpariuje.

IIpumep 1.11. Ilocmatpajmo TpancdopMaIijy jeITHOKOMIIOHEHTHOT CKAJIapPHOT M0Jba Y OJI-
HOCY Ha TPAHCJIAIN]Y TPOCTOPHUX KOOPJAWHATA (pajyl MPErJeIHOCTU He MHUIIEMO BPEMEHCKY
KoopjguHary), € — & + a. Taga umamo ¢(x) — ¢(x + a). Ako je @ TPOU3BOBHO MaJu
KOHCTAHTHU BEKTOD, HAJIA3UMO

¢(x +a) = ¢(z) + a- Vé(z) + Oa?), (1.144)
I1a je y OBOM CJIy4ajy

5¢(x) = a"Opp(x). (1.145)

12Bajubeprosum peunma, symmetries imply conservation laws [Weinberg, S. (2008)].

13y onemky 1.3.4 hemo mapamerpe €' eKCIUIMIUTHO IIOBE3aTH ca ejeMeHTHMA rpyne G u Buzehemo na je
®BUX0B Opoj jennak gaumensuju rpyne G (Buzeru (1.221), kao u (1.145)). Meljyrum, 3a caga Ham je 10BOJBHO Ja
0 BUMA, Pa3MHUIIL/BAMO K0 O PEaJIHUM IIapaMeTPUMA.
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Taxue, 3a npocropue Tpancaanuje je {€'} = {a*}, nok je Fp(x) = Opp(x) n Bemmumna F
3aBHCH CAMO O] U3BOJIa 10Jba (. |

Ilox waGUHUTEZUMATHOM TJIODAJTHOM CUMETPHjOM (DU3MYKOT CHCTEMa II0JIpa3yMeBaMO
ckyn Tpancdopmanumja obimka (1.143), ca KoHCTaHTHUM HapameTpuMma {€'}, Koje He Mema-
jy wHTerpaJs JiejcTBa 4aK W KaJla jeJIHaYNHe KpeTama Hucy 33/0Bosbene. OBa medunuimja
jé o1 BeJINKOT 3HAadaja 3a KJACHYHE CTATUCTUYKE CUCTEMe KOJI KOjUX Ce IMPUJIUKOM padyHa-
a MapTuruone (yHKIMje (CTATUCTHYIKE CyMe) MOpajy y3eTh y 003up CBe KOH(MUTryparmje
a He caMO OHe Koje cy ekcrpeMmaijie oarosapajyher nmejcrsa [Bumern Opespak 2.3 3a city-
vqaj O(N) cumerpuune Teopuje kKao n Onespak 2.5.2 nocsehen mesmueapuoM o mozeny|. Ca
JIpyre cTpaHe, MHPUHUTE3NMAJIHUM JIOKAJTHAM (MM KAJHOPAIMOHNM ) CUMETPHjaMa ce Ha3H-
Bajy Tpancdopmarmje tuna (1.143) ko Kojux mapamerpu TpancdOpMaIrje MOIY 3aBUCE O
IIPOCTOPHO-BPEMEHCKNX KoopauHaTa. OCHOBHU IIPUMEP TEOPHje Ca JIOKAJHOM CHMETPHjOM je
MekcBesioBa enekTpogmHamMuKa. Takobe, JiokaJiHe TpaHchOpMaIyje UIpajy BayKHY YJIOTY Y
['musdypr-JlangayoBoj Teopuju CyneprpoBOIHCTH U MHOTUM JIPYTHM CABPEMEHUM TeOPHUjaMa.

1.3.2 Teopema Emu Herep

Teopema Emu Herep TBpam 1a cBaka KOHTHHYaJIHA TJIOOAJHA CUMETpHUja (DUBUIKOT CUCTE-
Ma, Ha KOH(pUryparujama Koje 3aJ0B0/baBajy KJIACUIHE jeTHAYNHE KPEeTarba, 38 MOCJICIUILY
MMa 3aKOH oJipzKamba. lIpu Tome, o1 cumeTpujoM bU3MYKOr cucTeMa MOIPa3yMeBaMO CKYII
rpancdopmarmja (1.143) koje He Memajy JejcTBo. AKO ce 10J/ba, Ka0 OCHOBHE JMHAMUYKE
BeJIMYnHEe, TPAaHCPOPMHUIILY TIpeMa ¢ — ¢ + ¢, To he 3a 1ocseuily UMaT TPOMEHY J1€jCTBA,
S[¢] — S[¢ + 8¢]. ITomro je, mo mpernocrasnu, TpancdopManuja moba NHOUHATEINMAHA,
mozkemo uckopuctutu (5.30) na mmmenmo

, )
S16(x) + 80(@)] = Slo()] + ¢ [ A Fu(y) 1 oe), (1.146)
y 09 (y)
[To nedununmju, rpanchopmarmja (1.143) je cumerpuja GUNIKOr CUCTEMA AKO BAXKU
. [ 0S[9]
0S|p| = €' F(y) = 0. 1.147
=< | s (1.147)

Axo nospa 3a710BOIBABAJY jenHaunHe Kpertawa 0.5/0¢" = 0, ayromarcku he dutu §S[¢p] = 0.
MebhyTum, Kao mTo cMo peKJn paHuje, o] CHMETPH)CKOM TpaHCcHOPMAaIljoM 0 IPa3yMeBaMO
OHY KOja He MeIba JIeJCTBO YaK U y CJIy4ajy KoHduUryparuja Koje He 3aJ0B0O/baBajy je/IHAUNHE
kperama. HCuCTUpabe Ha OBAKBO] JAMPUHUIN]U CUMETPUjE je HAPOUUTO OUTHO 3a KBAHTHY
(OJTHOCHO, CTATUCTHYKY ) BEP3H]y Teopuje y K0joj ce y 003up MOpajy y3eTH c6e KOH(MUryparuje
1I0Jba, a He caMO OHe KOje 3aJI0BOJbaBajy jeJiHadnte Kpetama. /labe, Tpancdopmarnmje d¢ cy,
3a PA3JINKy O/ Bapujaiuja d¢ y HAIIPE 3a/aTe U OHe Ce MOTY KOPUCTUTHU Ja OU Ce OJIPEJIIa
IyCTHHA JIarpaHzKHUjaHa Koja je HHBapUjaHTHA y OJHOCY Ha TpancdopMammje ¢ — ¢ + e F7.

IIpumep 1.12. I[IpoBepumo ja Jix je HHTETrpaJ

/ 6 ()6 (), (1.148)
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KOJU Ce YeCTO T0jaBsbyje y (PU3NIKN UHTEPECAHTHUM MOJIEJINMA Kao JIe0 JIejCTBa, U Y KOjeM ce
UHTErpalinja BPIIu 110 TiesioM npoctopy (—oo < z# < 00), Tako ja 1oJbe uirde3asa upu r# —
+00, UHBapUjaHTaH y OfHOCY Ha TpaHcdopMmanujy ¢*(x,t) — ¢%(x + b,t). Oxrosapajyha
IIpOMeHa WHTeTrpaJa je

/(b“(x)gba(x) —>/¢“(m+b,t)¢“(az+b,t). (1.149)

JemrocraBHUM yBODemeM cMmeHe Yy = « + b, Koja He Mewa HU JaKOOWjaH HU T'DAHUIE WH-
Terpalyje, BUJIUMO Jia ce MHTerpas jejcTBa He Mema. [lakie, Tpancdopmarmja ¢*(x,t) —
¢*(x + b, t) je cumerpuja nejcrsa (1.148) e3 0db3upa ma jm mosba ¢* 3a70BOJbABAJY WA HE
33/10BOJbABAjY jeTHaUNHE KpPeTarba.

Hapagsno, Tpancianujy je moryhe nuckyToBaTu m Kao WH(MUHUTEINMAJHY TpaHchopMa-
myjy. Ilomo je y Ilpumepy 1.11 nmokazano ma tana Baxku Fj = Op¢®, nmahemo

0(@)0" (1) = (6"(2) + 500" (@) + Ob7) ) (6 (x) + V"D (&) + O?))
= ¢"(2)"(x) + 20" ()" D" () + O(B?). (1.150)
Mebytum,

26%(2)0" 96 () = b9y (¢“(x)q§“(x)) = divA(z) (1.151)

rie je A(x) = ¢%(x)¢*(z)b. To 3naun na je uHIyKOBaHA MIPOMEHA JIEjCTBA JIaTa, Ca

/ divA(z) = 0 (1.152)
x

jep ce omaromapajyhu TpPOJIMMEH3UOHU WHTErpaJsl IpUMeHOM [aycoBoM Teopeme MpPEBOJIU Yy
MIOBPIIIUHCKY UHTErpaJl Koju uirde3aBa. [[oHOBO 3ak/bydyjemMo j1a je TpaHC/Ialja CAMETPUja
nejera (1.148) u y ciydajeBuMa KaJla jeHAUNHE KpeTarmba He BayKe. [

Bpartumo ce caza na jmoka3 Teopeme. Kako ducmo nmokazasin mocTojarme 3aKOHa O/IprKarba,
MPETIOCTABIMO 33 TPEHYTaK Ja IapaMeTpu TpaHcdopMmaliumje HUCY KOHCTAaHTHH, Tj. Ja je

€ = €'(r). Taksa Tpancdopmalmja He MOpa OUTH CUMETPHjCKa, &M y OIIITeM CIydajy he
BaKUTU
§S[g] = / JI (2)0,€ (x) (1.153)

3a meke pemuune J!'(z). Hanmve, ako y (1.153) craBumo €' = const, ayToMaTcKu 100ujamo
dS[¢] = 0, mro 3Haun ma je ruodasnna Tpancdopmarmja (1.153) cumerpuja cucrema. Axo
caJia HCKOPHCTUMO YeTBOpOMMeH3noHy [aycoBy Teopemy [Bumern (1.20)| u mpermocraBiumMo
Jla TI0Jba 33/I0BOJbAaBajy jeJHAYNHE KpeTarba, J00UjaMo

dS[¢] =0= —/ei(z)auJi”(x). (1.154)

Jla 6u ropiba pesialyja BayKuja 3a IIPOU3BOJbHE BPEHOCTU MapaMeTapa {e'}, Mopa outu

8, " (z) = 0 (1.155)
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IITO je YeTBOPOJAMMEH3MOHA jeJHAYNHA KOHTHUHYNUTETa KOja MMILIUIIAPA MOCTOjalhe BeJINdH-
He KOja ce He Mema ca BepMeHoM. Jla ducmo To Jrakie Bujiesiv, pa3BOjUMO IIPOCTOPHE U
BPEMEHCKY KOMIIOHEHTY BeKTOpa .J;

Ji(z) = { 52?) } . (1.156)

Ca oBuM O3HAKaMa, jeJHAYNHA KOHTHHYHUTETa MOCTaje
Opi(z) + divd;(z) = 0. (1.157)

WurerpamujoMm ropime jeHadnHe 110 IPOCTOPHUM KOOPAMHATAMA U TO TAKO J1a 0OJIACT MHTE-
rpargje oOyxXBaTH Ie0 MPOCTOP, JT0OUjaMO

d
— [ pi(z,t) —{—/diin(:I;,t) =0. (1.158)
dt J, »

Unrerpan koju cajapxku divd;(x,t) ce ['aycoBoM TeopeMoM IPEBO/IY y TIOBPIIMHCKHA HHTErPaJT
Koju HecTaje (mperrocrasibajyhin jja cBa 10/ba U HUXOBU U3BOIM JIOBOJBHO OP30 TeXKe HYJIN
up || — 00), na KOHAYHO HAJIA3MMO

d

IIITO 3HAa4YN Ja C€ BECJINYNHA

Qi ::/wpi(w,t) :/wJP(w,t) (1.160)

HE Mema ca BpeMeHOM. 10 je TpaskeHW 3aKOH OJIpXKama W OBUM je TeopeMa JOKa3aHa
[Weinberg, S. (2008)]. Tpeba obpaTuTn nazKiby Ja 3a CBaKH IapamMeTap €' MOCTOjH 110 jejiHa
BesmunHa (Q; Koja ce ouysasa. Taxobe, JP(x,t) = p;(x,t) ce yecto 03HAYaBa Kao TyCTHHA
naboja, be3 0d3upa Ja JIM je BeIUYUHA KOja ce OdyBaBa eJIEKTPUIHU HaDOj WM He.

AKo ce y ogHocy Ha TpancdopMaliije, Iope IejcTBa, He Memba Hi Jlarpamkes (pyHKIIO-
HaJI, Moryhe je Hahu eKCITMIIUTHU 0OJIMK 3a Benmduae ;. a OucMmo mx HAILIN, JTOBOJBHO je
Jla mocMaTpaMo IapamMerpe TpaHcdopMalmje KOju 3aBUCE CaMO OJ BPEMEHCKE KOOpPJHMHATE,
€ = €'(t). Axo je

5[l Z/dtL[@ ok (1.161)
on= [ [sere + oG @oRE). (1162

VesioB Koju Mopa OMTH 33/10BOJ/beH Jia 01 ryiobasiHa Tpancdopmaimja (mpu € = const) ouna
cumerpuja, Tj. 6L = 0, je

5L _, oL d _, ]
/3; |:(5¢“JT—; (.’L‘) + (ST&EE (1‘):| = O. (1.163)
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Yaumajyhin y 063up (1.163), penanuja (1.162) ce mMoxke 3amucaTu Kao

L = [ |re0me + Ll 0R 6+ R )
5L ., . oL d 5L d
- [0 (GFre+ s gme) + iR e)
5L d |
_ /w]—"( e (1.164)

[Tomro je oxrosapajyha Bapujaruja jiejcrsa

)04
59 = /dt/f e (1.165)

nopebhemem ca (1.153) nanazumo J?P. OpHocHo

/JO /f“ S (1.166)

Bemmuuna (); ce 3amcra He Memba ca BpeMEHOM 3a KOHGUIypallije Koje 3a10B0/baBajy jeaHa-
quHE KpeTama. ¥ TO e MOXKEMO YBEPHUTH aKO M3PadyHaAMO U3BOJI

g0 [§(F@) - [ |reg (55) i) (1.167)

Mebhyrum, Ha ocHOBY jenHaumHa Kperawa (1.69), ropwu uspas mocraje

d SL _, §L d B
EQZ:/w [5¢aﬁ(x)+5¢ Fveal (w)} =0 (1.168)

300r cumerpujckor yciaosa (1.163).

IIpumep 1.13. Heka je Jlarpam:keB (pyHKIIMOHAJI 38 CKAJIAPHO IT0/be HHBAPUjaAHTAH Y OJTHOCY
Ha IPOCTOPHe TpaHcaanuje, € — x+b. Y Ilpumepy 1.11 je mokazano na je tana Fy, = Opd(x).
Benuaune koje ce He Memajy ca BEMEHOM CYy

5L .
Q= / S = / o (2)046° (), (1.169)

[IpU Y€MYy CMO HCKOPUCTHUIN JAePUHUIN]Y KAHOHCKOT mUMITyJica. 1'pu Bemmduue () MOXKEMO
CKYTIIUTHU Y jeJlaH IIPOCTOPHU BEKTOD

P=

]

Qe = — / 7a(2) V() (1.170)

k=1

U OH IpeJIcTaB/ba UMILYJIC osba. OBakBa mHTepnperaruja sekropa P u3 (1.170) nonasu o
aHAJIOTHje ca MeXaHUIUM CHCTEMHUMa KOJI KOjUX je YKYITHU UMITYJIC CHCTeMa KOHCTaHTaH aKo
[IOCTOjU CUMETPHja ¥ OJIHOCY Ha Ipocrophe Tpanciaanuje [Mummh, B. (1997)]. [ |
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Konauno, naBapujanTHOCT Tycliure Aaiparacujara oMoryhasa fga ce Hahe eKCILTHITUTHI
00K 3a Beqmuuue J!. Jlakie, HeKa je

Lio.d] = [ £(6.0,0) (L171)

Tpancdopmanuja nosa ¢ — ¢ + 8¢, e je 8¢ = €'(x)FP, UHIYKyje MPOMeHy TI'yCTHHE
JIarpaHKMjaHa

oL oL
oL = 0P +
oo 0(0,9%)
: oL oL oL
= ¢€'(z) [ Fit ———=0,F'| + =——=F0 6( ), (1.172)
9 0(9ug) " 9(0u9°) "

DU 9eMy CMO HCKOPHCTHJIH KOMYTATHBHOCT omueparopa 6 u 0, [Bumern (B.24)]. ¥V ciayua-
jy rnodanmnux TpamcdopMalija Koje He Memajy T'YCTHHY JarpaHKujaHa, u3pa3 y yIvIacToj
3arpa/ii Mopa WIIYe3aBaTH I1a OCTaje

0(8u9*)

oL
0L = ————F0y€ “(z). (1.173)
(0up?) "
[Topenehu modujenu pesynrar ca moguHTerpajHuM u3pa3oMm u3 (1.153), IUpeKTHO YnTamo
oL
J'= —F 1.174
90,0 AT

Kopucrehu (1.68), ako ce Mozkemo yseputu Ja ce J? u3 (1.174) mok/amna ca moJuHTerpasnoMm
pesimanaoM u3 (1.166). CimdnHo Kao u y ciydajy MHBAPUJAHTHOD JIAIDAHXKHUjaHa, MOXKE Ce
OKA3aTH JIa TPOCTOPHE UHTErpaJs of Jy, Ha KoHbUrypnujaMa Koje 3a/10B0/baBajy jeHadnHe
KpeTama, He 3aBucu o] BpeMmena. [IposepaBaibe oBor TBphema je 0CcTaB/bEHO 38 CAMOCTAJIHY
BEXKOY.

IIpumep 1.14. Ilocmatpajmo Jsrarpanzkujan 3a IllpeguHrepoBo mosbe

Ls = i ) — %w* V. (1.175)

JIako je BUeTH Jia je OBaj JarpaHKujaH WHBAPUjAHTAaH y OJIHOCY Ha TpaHcdopMmarumje v —
e %), * — ey, Tlomro 3a mHUPUENTE3NMATHE HapamMerap f modujamo 1) — 1 — b u
Y* — p*+10¢*, mupexTHO YnTamo 8y = —ify u d* = ifY*. Ako nngekc a = 1 npuaApyKUMO
OJby 1 a MHJEKC a = 2 MOoJby 1", nMaMo

Fl = —iy, F? =", (1.176)

Tpeda 0dpaTuTl MaKmy Ja 3a Tpancdopmammje 1) — e 1) u ¢* — el%y) mocroju camo jenam
mapamerap  ma WHIEKC ¢ y3uMa caMo jeaHy BpeaHoctT. [lakie, medununuja Besmaunna J# u3
(1.174) naje

0 _ OLs 1 OLs 2 s 2
oLs _,  OLs _, i .
I = seo” Yot " am (ww b vw), (1.177)
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IITO je cTaHIap/HU pe3yaTaT. Bejnunna [1|? ce MoKe HHTEpIpeTHpaTH KAo TyCTHHA YeCTHIA
[Colussi, V., Wickramasekara, S. (2008); Brauner, T. (2010)], Mmaja T0 mocraje o4urseHo
TeK KaJa ce M3BpIM KBaHTOBame Mojenaa |Bumern Omemak 3.3.2|. Ca apyre crpane, ako
TpancdopmaIujy JgeduHuIeMo Kao

=Y = e, (1.178)

e je € eJIEMCEHTapHO HaeJIEKTPpHUCabe, 3a O9yYBaHy BECJINYMHY HaJIA3UMO

QZ/BWJF (1.179)

U MHTEPIPETUPAMO je Kao YKYIHU eJleKTpudHu Habdoj mosba. Besa mamely Illpemunreposor
0Jba W HAEJIEKPUCAHWX YECTUIA he OMTH J0JIATHO pa3MaTpaHa y HAPEIHOM OJe/bKY KOju
ce HaBu JIOKaJHIM cuMeTpujama. Bymyhu ma ¢ — e %) me Mema MOIY0 KOMILIEKCHOT OpPO-
ja ¥(z), oBakBe Tpanchopmaiuje ce o3nadasajy umenom U(1). 3a camocrasiny BexkOy je
OCTaBJbEHO Jla ce Hahe eKCIUIUIUTHYA n3pa3 3a BejumduHe J# y ciaydajy komiuiekcHor KirajH-
T'oponosor nospa u3 Ilpumepa 1.4. |

VY ommtujem ciy4ajy, Tpancdopmanuja ¢ — ¢ + d¢ MOXKe UHJIYKOBATU IPOMEHY Ty-
crune jarpanxkujana, 0L # 0. Mehyrum, ako je Ta mpomMeHa jeIHaKa JUBEPTEHIMJU HEKOT
KBaJIpUBEKTOpa V;,

SL =€d,VI!'=¢€0-V, (1.180)

nejcTBo ce Hehie mpoMennTH U TakBa TpaHcdopMaluja Takohe He Memba KJIaCUIHe jeTHadnHe
KpeTama. 3ancTa, y OBOM CIydajy je

§S[g] = ei/a Vi=0 (1.181)

jep ce mHTerpaJj AMBEPreHIyje MPEeBOAM y WHTErpasl Mo (XUIEep)IOBPIIUHE Ha KOjOj IOJbe
nmrde3asa [Bugern (1.20)]. Ymecro jennadumne xoutuayurera (1.173) y oBoM ciaydajy modu-
jaMo yCJIOB

oL N\ .o
9, (Wﬁ.) =9,V, (1.182)

IITO 3HAYW JIa je cajla KBaIPUBEKTOP CTPYje JaT ca KOMIIOHEHTaMa

oL
J = ———Fr -V} 1.183
7 a(aﬂ(ﬁa) ( )

" 3a wera Baxu 0 - J = 0.

CamdHO, TIpOMEHa I'YCTHHE JiarpaHKujaHa Koja je odumka 0L = Oy f(p(x,t)) unaykyje
IIPOMEHY JIaTPaHKIjaHa

d dF (¢)

riel 2l + [ of (ol@.0) = Lo+ [ F(ot@0) =Ll + 52 (1sa)
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Kopucrehu ucrn nocrynak kao npuimkom jobujama pesanuje (1.117), Hamazumo

6 dF(t) _ 0 oF . 1) = SF
dp(y,t) dt _5¢s(y,t)/wé¢(m,t)¢( 4 5o(y. 1) (1.185)

Haxute, npsu wian y Ojuep-Jlarpanzkesoj jennauunnn (1.69) npenasu y

d JL d JL d JOF
dt5p(y.t)  dtog(y,t)  dtdd(y.?)
JIOK JIPYTH TIOCTaje
oL oL d JF (1.187)

500y D) | 0o(y.t) | dtde(y.t)

I1a 3aKJbydyjeMo Jla ce jeJHa'uNHe KpeTama KJIACUIHe TeopHje M0Jba He MeHma]y IPU TPOMEHN
0L = 0y f(p(x,t)).

[Tornenajmo, 3a Kpaj oBor ojesbKa, Kako usriena [loaconosa 3arpasa noma ¢*(z) ca ry-
cTHHOM HadOoja y CJIydajy yHYTpAIIbUX CUMETPHja, OJITHOCHO CUMETPHUjCKUX TpaHCc(hOpMaIinja
KOje I0Be3Yjy YHyTpaIlibe CTelleHe CJI000/e CKAJAPHOT I0Jba. Y THM CIydajuMa, Kao M KOJI
U(1) rpanchopmanmja, d¢(x) 3aBucu camo ox mosba ¢(x) [Watanabe, H., Murayama, H.
(2014); Weinberg, S. (2010)]. Ako uckopuctumo (1.94) y nedununuju (1.174), J? = p; Mo-
JKEMO 3aIliCaTi U Kao

J0(z) = %E‘l — o () F2 (). (1.188)

[Monceruhemo ce ma je d¢ = € F(x). Caga TMPEKTHO HAJIA3UMO

lor@ e, wn] = 0@t miy, 080 (w0 = id@ - vy,
= 5¢"(y,t)0(x — y), (1.189)

OJaKJIe HpOI/ISI/I.HaBI/I nu
6@ 1), Q] = / ot 1), 20y, 0)] =80 (w,1). (1.190)
Yy

YupaBo 1odujeHe pesalidje Urpajy BaxKHY YJIOTY y JoKazuBamy [0/7cTOHOBE Teopeme 3a
KBaHTHa 110Jba KaJla ce KJACUYHAa 10Jhba 3aMeHe orneparopuma, a [loaconose 3arpajie xKomy-
TaToOpUMa.

1.3.3 JlokanHe (KamuOparmoHe) cumMeTpuje

Pazmorpumo cajia geraspauje mta ce goraha ako HaMeTHEMO jaun 3aXTEB 38 NHBAPUjaHTHOCT
rycTHHE JIarHpaHzKujaHa, JomymTajyhn jga ce napamerpu {e'} koju gedununy nnbuHnTe31-
masiy Tpancdopmanujy (1.143) Memajy o Tauke JI0 TadKe y IIPOCTOP-BpeMeHy: €' — €' (x).
Tpanchopmarnmje Tumna

86" (x) = €'(2) F{ (x), (1.191)
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KOje OCTaBJbajy TI'YCTUHY JIarpaHXKHMjaHa MHBAPUjaHTHOM ce Ha3MBa]y JIOKAJHUM WJIN KaJIH-
Opammonum cuMmerpujama. Mnak, Tpeba mMaTu Ha yMy Ja JOKaJHE CAMETPHje HEe IpeCTa-
BJbajy IIpaBe cuMeTpuje (BU3UIKOr CUCTEMa Beh TOBOpE O UMBAPUJGHTTHOCTIU HaULel OTUUCA
dusnukor cucrema [Witten, E. (2018); Gross, D. (1996); Beekman, A.J., Rademaker, L.,
van Wezel, J. (2019)].

OBakBa KapakTepu3alnja JOKAJHIX TPaHCPOPMaInja ce JIENO MOXKEe UTYCTPOBATH OCHOB-
HUM IIPAMEPOM TEOpHje Ca KaJIUOPAIMOHOM CUMETPUjoM — MEKCBEIOBOM eJIEKTPOAMHAMUKOM
[Muauh, B. (2002)]. Kao mro cmo Beh muckyroBamau y Ilpumepy 1.5, e1eKTPpHIHO U MATHETHO
nosbe cy nopesanu ca ckagapauM (V) u BekTopckuM (A) HOTEHIHjaIoM peJialjama

E =—-0,A — gradV, B =rotA. (1.192)
Jlako je BusieTH J1a Ce MCTO €JIEKTPUIHO U MarHeTHO I10Jbe J00Mjajy M3 HOBUX IIOTEHITHjaJIa

A’ = A + grady, V=V — 0, (1.193)
r7e je x mpou3BoJbHA (DYHKIHjA HA ITPOCTOP-BPEMEHY. 3aucCTa,

E = -9,A —grad V' = -9, A — gradV — 9,grady + grad 9,x = E, (1.194)

pU YeMy CMO HMCKOPHUCTHUJIM KOMyTHpambe oneparopa V u 0y, 1ok je B’ = rotA’ = B na
ocHoBy mo3HaTor maenturera rot grad = 0. Umajyhu na ymy na ce moreHnujaau y Kjaacu-
YHOj eJIEKTPOMHAMUIIN YBO/Ie Ka0 CeKyHIapHe QpyHKIMje moMohy Kojux je moryhe ofpennTtn
nosba E u B, BujumMo Ja nBa pasinaura ckyna norernujana {V, A} u {V', A'}, noBesanux
rpancdopmarmjama (1.193) otucyjy ucty KouduUryparujy eJeKTpoOMarHeTHOr moJjba. 1 paHc-
dopmanuje (1.193), koje moBe3yjy JBa CKyla MOTEHIHjaJa KOjUMa MPUIAPYKY]EMO jeHy
KOH(MUTypaIujy eJJeKTPOMAarHeTHOT 110Jba, HA3WBAJy ce KaJHOPAIMOHUM TpaHcdOpMaIjaMa.

Bparumo ce caja na Jlarpamxesy dopmynamnujy HIpeauarepoBor nosba u MOKYyIIajMo Jia
OJIPEIMMO YCJIOBE TIOJT KOJIMa je JIarpaHKujaH

1
Lg =i 0pp — — V™ - Vb, (1.195)
2m
uHBapujantan y oxnocy Ha Jjiokasue U(1) Tpancdhopmarimje
P — Y = e @)y, (1.196)

IITO je JUPEKTHO YOIIITeme rodaannx Tpancdopmaruja us [Ipumepa 1.14 na caydaj Jo-
KasHUX TpaHchopmarmja. Oamax youaBamo mpodsem: jiarpanzkujan (1.195) ve moxke durtn
WHBAPHUjAHTaH y OJHOCY Ha JIOKajHe TpaHcdopmarmje jep dakrop exp(—if(x)) 3aBucu o
IIPOCTOPHUX KOOPJIMHATA U YJIAHOBU KOJU CAJIPIKE M3BOJE 110Jba Ce He TPAHC(HOPMHUIILY Kao
caMma 1oJsba. Perumo,

i O — 1e¥@p*d, (e—w@w) — )"0 + P YO0 (). (1.197)

Peremse oBor mpodsiema ce cacroju y mogudukosary JarpaHKujaHa TaKo Ja HOBHU, CJIOXKe-
HUjU JIArPAHKUjaH, Oy/le MHBAPUjaHTaH y OJHOCY Ha JIoKaJHe Tpancdopmanmje. Ilomro va-
HOBH KOjU HapyIIaBajy WHBAPUjAHTHOCT J0Ja3€e OJf JejcTBa m3Boja Ha darrop exp(—if(z)),
pelliere ce CBOJM Ha JlepUHUCAbe HOBUX, T3B. KoBapujaHTHUX u3Boja [Xubm T. (2011)]

0, — D, := 0, +i®, Vo D:=V+iX, (1.198)
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npu demy Besmuanae ¢ u X oxapehyjemo u3 yciosa J1a ce U3BOIU HOBUX I10/ba TPAHCHOPMUTITY
Ha UCTH HAYWH Kao U cama 1oJba. OJHOCHO, 3aXTEBAMO 18 BaXKH

Db — Dl = (8, + id") <e—19<1’>¢) = e 9@,y (1.199)
PacrmcuBamem 4jiaHOBa M3 TOPIHET YCJIOBA, HAJIA3UMO

%) (9 — 0,0 + i<I>’¢> = e (9 + icw), (1.200)
0JIaKJIe BUJIMMO JIa TPaXKeHU yCJIOB TJIaCH

' =P+ 9,0. (1.201)
Caunvno, u3 3axTeBa

Dy - D'y i= (V +iX') (¢ ") = e Dy (1.202)
JiodujamMo 3aKOH TpaHcdopmaliuje Beauanae X

X'=X + V. (1.203)

Jennaunne Koje nedwHUTy TpaHcdopMmaruje BeanunHa X u ¢ mde Ha jeHAUNHE KaJd-
Sparmonux tpanchopmanuja (1.193). Kako du ananoruja duia normyHa, ysemheMo HOBY
Tpancdopmanujy 3a mosbe (1o y3opy na (1.178)

Y(x) = e Dy (1), (1.204)
u HoBe BesmmamHe A u V penammjama ® = —eV, X = eA, Koje ce TpancdopMuIIy Kao
A— A=A+ VA, V=V =V —-09A. (1.205)

Ha Taj HaunH cMo JIonnin JIo JlarpaHKijaHa,
1
L=y (9 —ieV)w - i (V—ieA)u' - (V+ied)y (1.206)

KOjU je WHBApUjaHTAH y OJHOCY Ha KomOumHOBaHe (joKajiHe) Tpancdopmarmje (1.204) u
(1.205). IIpema Tome, 3axTeB 3a sokaaaom U(1) naBapujanTHONINY T€OpHje MPUPOTHO YBOIH
eJIeKTPOMArHeTHO HoJbe Y JarpamKkujan'®. YKOIIKO KeJInMo 18 eJleKTPOMArHeTHO HoJbe Oy-
Jie TIPaBO JIMHAMIYKO 110Jb€, MOPAMO Y JIArPAHKUjaH JIOJATH U WIAHOBE KOjU CAJIPIKe U3BOJIE
MOTEHIIIjaJIa, & KAJUOPAIMOHO ¢y mHBapujanTHu. To cy ympaBo WIaHOBH KOJjU yja3e y Jia-
rparkujan u3 [Ipumepa 1.5. Jakie, U(1) kaandpalinoHo HHBApHUjaHTHU JIATDAHXKUjAH, KOJH
onucyje quuamMuky llIpeguHrepoBor mosba 1) U eJIeKTPOMArHETHOT MM0Jba IJIACU

= n/;*(at . iev)¢ _ zi (v + 16A>¢

m

. %(&A + gradV>2 - %(rotA)Q. (1.207)

YUY tom konTexcry ce gyamnn xBagapusektop A = [V, A] oznauasa kao U(1) kasudpanuono nosbe [Xudm T.
(2011)].
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Jarpamxkujan (1.207) uMa BaskHy IpuMeHy y Teopuju cyneprposogaoctu (Bujgern Oesbak
2.4). Ba kpaj hemo npumeruru ja wianosu tuna A - A wucy mossosbenn y (1.207) jep mucy
WHBapPUjaHTHU y OJIHOCY Ha KaJMOpaIMoHe TpaHcdopMmalidje. Y KOHTEKCTY KBAHTHE TEOpUje
ce Kayke J1a je eJIeKTPOMArHeTHO TI0Jbe 0e3MaceHo (BUIEeTH JAUCKycujy u3 ojgesbka 1.1.3).

Pajin kommieTHucTH n3/arama, mokazahemo kako ce mojiest Komriekcnor Kiajua-I'opmono-
BOI' 110/ba MOYKE YOIIIIITUTH TAaKoO Jia Oyjie MHBapujanTad y ogHocy Ha Jjokajue U(1) Tpancdop-
Margje. Y TOM IiJby leMo IPBO MPUMETHTH Jia ce Kajmopanuone tpancdopmarmje (1.205)
KOMITAKTHO MOTY 3allICaTU Kao

A, — A'H =A,—0J,A. (1.208)
Baucra, momro je Ag = V u 0y = 9, (1.208) 3a p = 0 maje V! = V — 9;A. Cumuno,
3a u = i umamo A; = (—A);, na Kaja WHIEKC p y3uMma BpemHoctu 1,2 mam 3, HAJIA3UMO
—A'= —A — VA. Caga MoXKeMO yBeCTH U KOBapUjaHTHE U3BOJIE

D, =0, —ieA,, (1.209)

TaKo JIa ce€ KOBApPUjaHTHU U3BOJ M0Jba TPaHCHOPMHUIIE KO U CAMO IOJbe:
D¢ — (8, —ieAl) (e W g) = e WD, . (1.210)

Ha ocHoBy ropme jeduHuimje KOBApujaHTHOT U3BOA, 3aTUM JAePUHUIII]jE JTarPAHKIjaHa 3a
komiutekcHo Kuraja-T'oponoso nosbe u3 Ilpumepa 1.4, kao u peatTuBucTudke popMysaiuje
JIarpaHKHjaHa 3a eJleKTpoMarueTHo 1oJbe u3 [Ipumepa 1.6, Bujumo j1a je jgarpamkujan

1
L = D,¢D"¢* — m*¢* — ZF,WFW, (1.211)
upu demy je [Ryder, L.H. (1996)]
D" = (8, +ieA,) 6",  Di¢* = D,¢" (1.212)

uHBapujaHTaH y oxHocy Ha Jiokasgue U(1l) Tpancdopmalmje a mosmba ¢ u ¢* HOCe CyIpOTHA
HaeJsileKTpucama [Buneru u quckycujy us onespka 3.3.1]. Teopuja 3acHOBaHA HA JIarPAHKUjAHY
(1.211) je mo3nara Kao ckanapHa ejaekrpogunamuka [Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)].

Nmajyhn y Buy mpe cBera KacHHUje NMPUMEHE HA TEOPHUjy CYIEPIPOBOJHOCTH, U3JIara-
e Y OBOM OJIeJbKy je orpanmdeno Ha U(1) xasmbparmone cumerpuje. Unax, y Besmkom
Opojy caBpeMeHUX TeopHja KOje OIHUCY]y CJIOYKEHE CUCTEME YIIPaBO Cy OJI MHTEePeCca Pa3jIndu-
Te HeabeJIOBCKe reHepaJsin3anuje Kaauopanuonux cumerpuja [Weinberg, S. (2010); Xubm T.
(2011)].

1.3.4 ToaacTroHoBa TeopeMa y KJIACUYHOj TEOPHUjU I10JbA

JeqHadune KJlacudHEe TeOpHje I0Jba Cy, Y OIIITeM CIydajy HeJIuHeapHe IapiujajiHe aude-
peHIjasHe jeHadnHe npou3Bo/bHOT pena [Bumern ITpumep 1.7], Tako na je remko martu
KapaKTEePUCTUKE TUX jeHAYNHA Yy OIIITEM CJIyd4ajy. Jejan o usyseraka je ['osacronoBa Te-
opeMa Koja perysuile NMUTame JTUCIep3uje y CUTyaljaMa y KOjuMa JIOJIa3| JI0 CIIOHTAHOT
Hapylema cuMerpuje. 3a dopMmyaucame U goKa3 losacTonoBe Teopeme he Ham TpedaTn
Heku ejieMeHTu Teopuje JIujeBux rpyma m asredpu. ¥ joxarky Jl cy HaBereHe HeOIXoOJHE
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nedbuHUILje U TeopeMe, a BHIle jieTasba ce Moxke Halin y [Fecko, M. (2006); Hall, B. (2015);
Isham, C. (1999); Stone M., Goldbart, P. (2009)].
IIpernocrasumo ja je garo jaejcrso S[¢] = [ L(¢,0¢), upu gemy je

£(6,09) = K(99) — V(9) (1.213)

rie K(0¢) o3HadaBa Je0 TYCTHHE JIAarPaHKUAjaHa ¥ KOJeM ce HaJjla3e U3BOJM 1M0Jba (T3B. KIHE-
TUYKY J1€0), JIOK V(¢) mpejcraBba ocrarak (T3B. HOTeHIMjaHA J1e0). Takohe, y3eliemo ma je
¢ : RM — RV, ITomTo hemo auckyToBarn L0/ICTOHOBY TeopeMy y TeHepaJsIHOj (DOPMYJIaIIji
KOja BaXKW W 3a PEJIATUBUCTUYKE W 3a HEPEJATUBUCTUYKE Mojiese, HeheMo crernuduimpaTn
K(0¢). OBaj mpuctyn jecre ONIITHjU, ajld je cama Teopema cjaaduja y CMUCIY Jla He TIPely-
3upa OpOj HE3aBUCHUX (PUBUUKUX CTEIEHU CJIODOJE Y CIIy4ajy Kaja He moctoju JIopeHrosa
cumerpuja [Watanabe, H., Murayama, H. (2014)]. IIpernocraBumo na je (1.213) uaBapu-
jaHTHO y OZHOCY Ha TJIoOaJIHEe TpaHchopMaldje Koje cadnmaBajy rpymny cumerpuja G. Heka
g € G Tako ja je Tpancdopmalmja moba ¢ gara ca ¢ — ¢ = g¢. AKo ¢ npeacTaBUMO KO-
nonom [¢! ¢? ... ¢pN]T, momenyTa Tpancdopmanuja je mara juneapuum jgejcrsom [D(g)]% ¢,
npu 4yemy je D(g) marpuna koja penpesentyje enement g y RY. Ciuuno, 3a ussoje mosmba
umamo 0¢p — 0¢' = d(gp) = gd¢, Te ycIOB UHBAPUJAHTHOCTH TJIACH

L(gp, g0¢) = L(,09). (1.214)

Ca gpyre crpane |[Beekman, A.J., Rademaker, L., van Wezel, J. (2019)], ueka je ® cra-
OUJTHO pelllerbe KIACHIHUX jeJHAYNHA KpeTama (pernuMo, OCHOBHO crame). IIpermocraBimo
najbe Jia je pereibe ¢ muHBapujanTHO y onHOocy Ha rpyny cumerpuja H. To 3maum na je
h® = ®,Vh € H. Ykomuko je H C (G, Kaxe ce Ja je y JaTOM CHUCTEMY JOILIO J0 CUOHWAHOT
HAPYWErsa cumetipuje. Y HACTABKY OBOT Ofle/bKa NeMO pa3MOTPHUTU MATEMATHUYKE MOCJIe -
1le CIIOHTAHOT HAPYIIEeHha TJI0daHe KOHTUHYAJIHE CHMETpHUje He yjia3ehum y camM MexaHu3aMm
KOju JIOBOJI JI0 oBOr peHOMeHa. [IpuMepn pu3myukmx cucremMa KOjU UCIIO/baBajy CIOHTAHO
Hapylieme cumerpuje cy gatu y Ilornasmpuma 2 u 3. Pemema KilacMiHUX je/IHAYMHA Kpe-
Tama KoJ Kojux je ®y = const. ce HazuBajy BakyyMoM jep cy J00po JeduHncana 3a OUIO
KOje BpegHocTu T# 1a ce, y ojpeheHnmM ycjoBuMa, MOTY y3€TH Kao MOJa3Ha TaYKa TPUIUKOM
HCHUTHBAaMa HOHaIama cucreMal’. Taksa peliema 0UYnTIeTHO MOPA]y 3a,10B0/bABATH YCJIOB

V(¢)

_— =0. (1.215)
8¢a =%

losicronoBa Teopema TBpPAM Ja y CIydajy Kaja J0Ja3W JI0 CIIOHTAHOI HapyIllema KOHTHU-
HyaJIHe IJI0DaJIHe CUMeTpHje, Tj. KaJa IOCToje BAKyyMCKa pellleha KOja HUCY MHBAPHUjaHTHA
y OJIHOCY Ha IIyHy I'DYIly CHMeTpHje JejCcTBa, IIOCTOje pelllema y BUJIY PaBHUX Tajgaca U TO
TaKBa Ja JUCIep3uja 3a,10B0/baBa yciaoB w(k) — 0 mpu |k| — 0.

Kako ducmo mokazanmm Teopemy, mpernocraBumo jga je G marpuuna JlujeBa rpyma au-
mensuje dim(G) = n. Ipema Teopemu /1.1, Tana je u H C G Jlujesa rpyna'® numenzuje

CacraBan /1e0 oBaKBe aHAJM3e TIOAPA3yMeBa Jla Ce TOKayKe OMPABIAHOCT TIPETIOCTABKE O MOCTOjarby CIIOH-
TaHOr Hapymema cumerpuje. OBoM BazkHOM TeMoM hiemo ce nosabasuru y Ouebky 2.5.1 nocselienom Mepmun-
BaruepoBoj Teopemu.

16OpaksuM n3dopom omroca m3mehy G u H MO JIO3BOJIIN W TPUBHjATHE CTy4aj y Kojem ce H cactoju camo
oJ1 jenuHuYHOr eniemMenta o1 G.
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dim(H) = m < n. llraBume, axo je g Jlujera anredpa rpyme G, taga je b Jlujesa anredpa
rpyne H u Baxku h C g. Axo ca {X;}, o3HaunMo Sa3uc oi ¢ U3 HEra yBeK MOXKEMO U3-
neojutn ckyn {Y,}" | koju caummana daszuc of . Ocrarak dasucHux egemenara, X 4, TJe
A =1,2,...n—m renepurnry npoctop g/h [Bunern nonarax /I|. Kopucrehu ynpaso yBeneny
HOTAIN]y, TPOU3BOJbHY ejieMeHT o1 (7, y OJU3MHY jeIMHUIE, MOYKEMO 3alMCATH Kao

9(0) = exp [QiXZ} = exp [GAXA +0°Y, |, (1.216)
rie cy koedurujenTtn §° mapameTpu Koju crenuduimpajy Tpanchopmarmjy. AKo ce orpaHu-

YUMO Ha WH(PUHUTE3UMATHY TpaHchOopMaliijy, mTo 3HaYajHO yIpolnhaBa aHaIu3y, MOXKEMO
UCcaTu

g(0) =T+ 60X 4+ 6°Y, + O(6%). (1.217)
Crmano,
h(0) = I + 0°Y, + O(6%). (1.218)

Ycsi0B HHBapUjaHTHOCTH BakKyyMma Py ce caja Moxke 3ammcaTi Kao

By = hd, = (1 +0°Y, + 0(02))<1>0 = By + 0°Y, Dy + O(6?) (1.219)
OJIaKJjIe BHJIMMO Jia DA3UCHU €JIeMEHTH OJ1 ) aHnXuIinpajy BakyyM

Y. ® =0, a=1,2,...dim(H). (1.220)

Ca npyre crpane, V(¢) Mopa durtu nHBAPHjaHTHO y OJHOCY Ha Ipou3BoJ/bHY GG TpancdOpMa-
ujy Kojy, umajyhu y sugy (1.217), moxkemo 3anmcaru kao ¢* — ¢ + 8¢%. OBre je

8¢ = 0'(X,)% #°, a=1,2,...,n (1.221)

ITpu Tome cy ca (X;)% O3HAYEHN MATPIIHU CJICMEHTH KOJI PENpEe3eHTY]y eJIeMeHT aJire-
ope X; y mpocropy RY a 6 cy xoHcTanTHN TapameTpu Koju oapelyjy Tpamcdopmarmjy.
uBapujanTHOCT MTOTEHIIU]ATHOT Jlejia TYyCTHHE JIarPaHKHAjaHa IJlacu

2%

a 2
500"+ 0), (1.222)

V(¢) = V(¢ +80) =V(¢) +

OJIaKJIe Ce JI00Mja YCJIOB KOju BeJudInHe d¢ MOPajy 3a10BOJHUTH:

ov_., av
56:°%" = g

0'(X;)". ¢° = 0. (1.223)

JudepeHuparmeM Topihe pesanyje mo ¢ HaJa3uMo

52V
DD

v
D

o cama cmo sronymiraiu ja ¢ Oyjie npou3Bo/bHa KoHbUrypanuja (He Hy?KHO pelleme Kiia-
CUYHUX jeJHAYMHA KPeTamba — BUJAETH JePUHUIN]Y CUMETPHjcKe TpaHchopMaliije u3 o/ie/bKa

0'(X;)", ¢¢ + —0(X;)", = 0. (1.224)
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0P (x) = 0" (2) X, Po = x(x)

Cumka 1.2: Cynepriosunuja BakyyMcKor perietba Py u mase nonpaske dPg(z) = y(x) unmy-
KOBaHe WHMUHUTEZUMAJHOM JIOKAJTHOM G TpaHcOPMAIIjOM.

1.3.1). ¥Yammmo caga na je ¢(x) xoudurypanuja Koja je jodujena oj Bakyyma Py mpomsBosb-
HOM .10%Ka.AH0M TpaHchOpPMAIjoM HHIYKOBaHOM ejeMeHTHMa rpyne’’ G. Kondwurypamnumja
Oy + 6Py () je mrycrposana na Ci. 1.2.

Pl — O + 60 = DL + 0'(2)(X,)%, @b = (). (1.225)
Y3 oBakaB u3bop Tpancdopmaimje, jennaunta (1.224) mocraje

Y z. ooy
96700 0" (z)(X3)", 5+

Gi Xz - a 92 Xz @
o, 96 |, (2)(X3)" = Mapt" (x)(X5)

¢ =0, (1.226)

C

rie cmo uckopuctusm (1.215) u yBean o3naky

0*V
Mab - 8¢a8¢b

(1.227)

¢=2o
Nmajyhin y Bumy na remeparopu on h) anuxwmiupajy BakyyMm, pejarmja (1.226) ce moxe
3aICATH U KAO

M0 (x)(X 4), ®E = 0. (1.228)

c
Jennaauna (1.226) HaM TOBOPH KOjU YCJIOB MOpPa 3a/I0BOJbaBaTU APYTru u3Boj, G—UHBApUjaH-
THOT TIoTeHNMjata V (¢) y Oausunn BakyyMcKe KoHUrypaliije Koja je MHBapUjaHTHA Y OJl-
Hocy Ha H —Ttpancdopmarinje.

[orienajmo caja Kakse mocseauiie 1o gucrepsujy Hamelie pesarmja (1.226). Ja duemo
HAIIJIN pelllerha y BUJY PABHUX Tajaca, Yy OKOJUHU BaKyyMCKe KOH(MUTYpaIyje, MOPaMO

TOBparurn naxmy na oBakBo JeduHnCame KoHbHUTyparmje ¢(r) He 3HAYM Ja je IIodaTHa CHMeTpHja
JlarpaHzKijaHa HMOJUTHYTa HA HUBO JIOKAaJHe cuMeTrpuje. ¥ oesbKy 1.3.3 je mokazaHo na ce yBoheme JIOKAJIHe
cuMeTrpuje ocTBapyje momMolly KoBapHjaHTHX M3BOJA KOJU 3aMEby]y MapIlyjajiHe U3BOJE Yy KUHETHIKOM eIy
sarpamkujaa K(0¢).
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AIIPOKCUMUPATH MoTeHIjal V (¢) Tako J1a 3apKIMO HAJBHINE KBAJIPATHE WIAHOBE. Y BEJIU-
MO, PaJu IIPerJieTHUjer Mhcamba, 03HaAKY

5®g(z) = 0 (2) X 4Py = x(z) (1.229)
Tako Ja je ¢(x) = ®o + x(z). Y KBaIpaATHO] ANPOKCUMAIIAA je
V(9) 1 s
s £+ 00
5ov |, s X 206000,y X (6°)

= V(@) + HMax" (@) (@) + OF), (1230

V(®o+x) = V(o) +

rye cmo uckopucrmwin (1.215). Mehyrum, na ocnoBy (1.228) je

Mux® (@)X () = M (@) (X )", i = 0, (1.231)
TAKO Jla je KBaJIpaTHa alpoKcuMaryja norernujaina V (¢) y diunsuHu Bakyyma

V(@ + x) = V(®g) + O(6?). (1.232)

[IpakTuvHO, MOTEHIHjaJI ce MOXKe AITPOKCUMUPATH KOHCTATHIM YIaHOM. AKO ce cMeHa ¢(z) =
Oy + x(x) yBeme n y KuHeTHUKN [0 Jarpamxkujaxa, yciaen 0,8y = 0, mamasumo K(0¢) =
K(0x). Jakie, jarpan:kujas y KBaJpaTHO] AITPOKCHUMAIUJU [JIACH

L(x) = K(9x) + V(Po). (1.233)

Kaxo sarpamxujan He CaJp:Ku KBaJIpaTHH wiaH odoauka My, x%x’, Ha OCHOBY IHCKYycHje W3
one/bka 1.1.3, 3akipydyjemMo fa aucrepsuja 3a mosba X (), Koja ce HasuBajy losmcToHOBIM
HOoJBHMA, 3a/10BoJbaBa yciioB w(k) — 0 mpu |k| — 0. OBum je ToscronoBa Teopema Joka3ana
[Weinberg, S. (2010); Nair, V.P. (2005)].

OcBpHEuMO ce caJia MaJio JleTa/bHUje Ha caM Jioka3. IIpe csera, jacHo je 1a K/by9YHU KO-
pak y J0Ka3y mpeJcTaB/ba untbenuna jga je M,x® = 0, ogaocuo penarmja (1.228). Baxkuo
je Ja IpUMETHMO Ja ce He Moyke Hahm IPOM3BOJBHA JIMHeapHa KoMmOmHammja 64X 4 3a Kojy
Baxkn 04(x) X 1Py = x(z) = 0. Hammve, Kao mMTO CMO yCTAHOBU/JIM paHHje, CaMO eJeMeHTH
on b ammxmmmpajy ®g.Yxommko ou oumo 04(z)X Py = 0, To Su 3HAMWIO Ja je JmHeap-
na xombunanuja 04X, € h. MehyTum, To je y CympOTHOCTH Ca IPETIIOCTABKOM 1a cy X 4
reneparopu ox g/h. Ha ocHoBy oBora moxkemo u jma npedpojumo loscronoBa mospa. [Ipe
cera, u3 jedununuje (1.229), Buaumo ja je x BekTop KojoHa u3 R™. UNmax, dpoj Tos-
CTOHOBUX I10/ba je oapehen OpojeMm ejeMeHaTa u3 T€ KOJIOHE KOjU Cy PA3JIUIUTUTHU OJI HYJIE.
[Tomro je x m3pakeHO TOMONy JmHeapHe KoMmOMHanuje DasMcHUX ejeMeHara onx g/h, Tj.
x(z) = OA(JU)X 4D, BummMoO J1a cy mapamerapu Koju crernuduiupajy [osacroHoBa 1mosba
Sam 04(x) a wuxos 6poj je dim(G) — dim(H). IlpakTuano, [o/cTOHOBA MO/bA CE MOTY IO-
ncroserutn ca dynxuujama §4(x). Y ciayuajy JlopeH-unBapujanTHIX cucTeMma, 6poj Los-
CTOHOBUX II0Jba C€ TMOKJaIna ca OpojeM (pU3MYKHX crerenu cjaodoqe. Mmak, To He BaxKu 3a
MUpy KJIacy HEePeJaTUBUCTUYKHX CHCTEMa KOJU MMajy KOMILIUKOBAHU]Y CTPYKTYpPYy UIaHa
K(0¢) [Watanabe, H., Murayama, H. (2014)|. daJbe, gecto je moTpebHO 3apKaTH 1 BUIIE
wanoBe of mHeapunx y (1.217). Yamecro muneapre kombunanuje x (1) = 04(2) X 4 ®g, Tomn-
CTOHOBA II0Jba CE TaJa MOy M3Pa3UTH Kao exp [GA(x)X A} ®. Enementu exp [OA(:L')X A} y
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ONIITEM CJIy4ajy He caummbaBajy rpymy' seh mpoctop kocera G/H jep He yK/bydyjy Tpamc-
dopmarnmje Koje nHIAYKyjy eaemenTu u3 fj. 300r Tora ce Kaxke Jia KJIacCUIHUM [ 0JIICTOHOBUM
nosprMa ofrosapajy enementu ckymna G/H. Takobe, dynyhu na je 6poj omacrornoBux mosba
Mamu o juMensuje rpyne (G, oHU ce He TpaHCGOPMWUIILY JUHEAPHO TpHu nejcTBy g € G.
OBaj ommrTuju mpmiia3 je Mojia3Ha TadKa y KOHCTPYHUCAby T3B. ePeKTUBHUX TEOPHja I0Jba
u nosuar je nox Hasusom CCWZ marpamxkujan [Weinberg, S. (2010); Brauner, T. (2010);
Burgess, C.P. (2000)]. Takobe, momro cMo ce y JI0Ka3y OCJOHUIN HA TUHEAPU3AIH]Y jeIHA M-
Ha KpeTarba, OH He MOYKe OUTHU y TOTIIYHOCTHU CTpOr. Buiie jietaspa, KOju ce TUIY pellaBamba
ojiroBapajyhux HeJMHeapHUX IaplujaJHuX JudepeHIujajHux jeJHadynna y Be3u ca loJii-
CTOHOBOM TeopeMoM, Jato je y [Strocchi, F. (2005)]. ¥ Ognespky 2.5.2 fiemo BujeTn Kako ce
KOHCPYHUIIIE JIArPAHKUjaH 3a CIelujajian cjydaj Hapyema cumerpuje O(N) — O(N — 1) a
y Ilornas/py 3 hemo juckyroBaTn u KBaHTHY Bep3ujy losacronose Teopeme. Ha kpajy ma-
nomumbeMo Jia [osiicronoBa Teopema BaxKu U 3a Mojiesie Koju cy pOPMYJINCAHN Y KAHOHCKOM
dopmammamy |Bumern [Ipmvep 1.16].

ITpumep 1.15. OcHOBHEU HETPUBUjAJHU MIPUMED Ce OJHOCU HA MOjese KOJI KOjuX je CuMe-
tpuja garparxkujana G = SO(3) a cumerpuja Bakyyma H = SO(2). Onu cy mosnatu noj
ommrum HazusoMm O(3) mozen. Ha ocHOBY ropme aHasmse, 09eKyjeMo Jia e y OBOM CIIy4ajy
jase dim(G) —dim(H) = 3 — 1 = 2 gBa losacronosa nospa.

Haxiie, Heka je ¢(r) TPOKOMIIOHEHTHO I10Jbe

)
o(z) = ¢2(g:§ € R, (1.234)

Tako sa je nejecreo rpymne G = SO(3) Ha ¢ gaTo JMHEAPHUM JI€jCTBOM, MaTpPUIAMa TPOJIU-
MeH3uoHe penpesenTammje: ¢° — [D(g)]%,¢". Taxobe, yzehemo na je rycTuna jarpamKkujana

1
L(¢) = 50.0-0"¢ +V(|4]) (1.235)
rie je V(|¢|) norennumjan koju 3aBucu camo ofi |@| = /¢ - ¢ upu demy Taukuia O3HAIABA
cTaHJapJHU cKaJapHu mpoussos y R?. Jemgan npumep TakBor MOTeHIMjala je JaT y ONeIbKY
2.3. Kao mro je Beh peueno, Bakyymcka koudurypanuja ce oapehyje usz yciaosa (1.215), koju

ce y OBOM CJIy4ajy CBOJIU Ha

¢CL
Vil =
9|
Jesno pememe je ounrsenno ¢ = 0 u ono je SO(3) unBapujantHo. Ipyre moryhe Bakyymcke
KoHbuUryparmje cy periema jeauaante V' (|¢|) = 0 u ona mory ja cuenudurmpajy camo |¢|.
Hac tpenyrno unTepecyje pemiemme Koje moceayje SO(2) cumerpujy ma ra MOXKEMO y3eTH y
00JTHKY

0. (1.236)

0
b,=1|0 |, v = const. (1.237)
v

18Camyno Kao mTO, y ommTeM ciIyuajy, BekTopu X 4 He IpecTaBibajy oasuc Jlmjese anrebpe. dedbunnmuje
upocropa G/H u g/b cy nare y Ipusory JI.
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JesHa TpommMensuona penpesenraryja ajnredpe s0(3) je oapehena marpurama

0 00 00 -1 010
X,=|0 01|, X,=|00 o0, Xs=|-100]/, (1.238)
0 -1 0 10 0 000

Ha OCHOBY KOjHUX je Jako BujeTn ga Baxku Xz®) = 0 € R3, nok je X P # 0, u Xo®( # 0.
OuekuBano, BuauMo Jsia je mnojairedpa h = so0(2) renepucana esementom X3 = Y7, 10Kk X

u X, caunmaajy daszuc ox s0(3)/s50(2). Kako je [ X, Xy] = — X3, jacuo je ma s0(3)/s0(2)
nuje JIujea anredpa. Konadno, gsa ['osjicTonoBa moJsba, rpyrmcana y BEKTOP X, JaTa Cy ca
—v6%(x)
x = 01 () X 1®o + 0*(2) Xo®y = | vh'(x) |. (1.239)
0

Hasme, enementu marpurie M, nedunucane y (1.227), y oBoM ciaydajy ce cBojie Ha

sl V(e

My =V"(|o) =5 ; ‘ 200, a,b=1,2,3. (1.240)
@ d=d0 v $=2
OnamocHo,
0 00
M = V”(|q’)\)’ 0 00 (1.241)
=20 | 0 0 1

omaxJie ce jako noouja Mx = 0. To 3uauu ja ce norenrmjan V(|@|) moxe 3ammcaru y 00Ky
(1.232) u jegmaumne kperama 3a [oicToHOBA OB TUIACE

0*0' (x) = 0%0*(x) = 0. (1.242)
Jlako je BumeTm ma je mmcrnep3moHa pesanyja 3a odba mosba Jarta ca w(k) = |k|. Hdaxue,
OCHOBHE OJIJIUKe CIIOHTAHOI HApYIIEHha CUMETPUje OMICAHEe Y OBOM 0JiesbKy, y okBupy O(3)
Mojiena, Jodujajy ce AUpeKTHO u Oe3 crenudunupara norernujaaa V(e). [ |

ITpumep 1.16. Knacuunun O(3) Xajsenbepros dbepomarser y rpaHuiin KOHTHHYyMa je Jie-
dburnnan xammaronnjanom [Haldane, F.D.M. (1986)]

1
H= 5/@-5@,@ 9,8(x,t),  0:S(z,t) = %, (1.243)
rjie KoMronenre Bekropa S(x,t) 3amoBosbaBajy penanuje (a,b,c = 1,2,3)
[Sa(a:,t),Sb(y,t)} = 0(x — Y)€eweS(x, 1), |S(x,t)| = 1. (1.244)

Je,ZLHa‘II/IHy KpeTama ,ZLOsPljaMO KOpI/ICTehI/I HaBeleHe ITocaonose 3arpajze
a b a 0 b
ats(wat) = 2X_ 85 y?) S(aft),a—S( )
PZ

6abc/va S y7 (5( y)Sc(iB,t))
— S (ac,t)VQSb(a:,t). (1.245)
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Opu Yemy CMO MCKopucTuiu aHajnorou pesanuje (1.140). Todujena jemHavunna ce MOxkKe 3a-
[ICATH Y BEKTOPCKOj pOpMH Kao

0,8 =8 x V*8. (1.246)

[IpernocTaBuMO J1a TPaXKUMO pelIeiba Koja ONMHUCYjy MaJja OJCTYIama O KOH(MUIYpaluje
Sy = e.. Byayhu na je Xamunronujan (1.243) nuaBapujanran y ogaocy aa O(3) rpancdopma-
nyje, pememe Sy = e, OIroBpa CHOHTAHOM Hapyllemy cuMerprje 1o odpasiy O(3) — O(2),
Kao u y nperxoaHom npumepy. Ilomro je y oBom ciayuajy S = [S* SY 1], Hamazumo

e, ey e,
SxV:8~| S S 1|~-VS,+ VS, (1.247)
VST visY 0

n JINHEApU30BaHE je,Zl;Ha‘II/IHe KpeTatba I'JIacCe
05" = —V*28Y, 0S¥ = V25*, (1.248)

e jennaumue cy nobujene Kao mocyenuia anmenure Ja je dim(G) —dim(H) =3 —1 = 2.
MebyrTum, 3a pasauky ox O(3) Mozea u3 IPeTXoHOT MPUMepa, jejHadrHe 3a aBa [osicro-
HOBa II0JbAa ¥ OBOM cJjIydajy Hucy He3asucHe. ledunucamwem ¢(x,t) = S*(x,t) + i5Y(x, ),
BUIUMO J1a ce jenpnadnse (1.248) mory 3ammcaTn Kao

op(x,t) = —V3p(x,t) (1.249)

mro je jennaunna [llpeauareposor Tuna u omnucyje jeman Gpusndku crereH cyiodome (depo-
MarHeTHU MartoH). JIako ce mokasyje jia je JuCHep3uOHa PeJIallija y OBOM CJIy4ajy Jara ca

w(k) = k% |

Y Illpumepuma 1.15 u 1.16 cy HaBejieHe jiBe KJIaCUYHE TeOpHje IOJba KOJI KOjUX C€ IIO-
jaBipyje mcra mema Hapymema cumerpuje O(3) — O(2). Unax, dpoj dbusmukux cremneHn
cJ10d0j1e Koju ojiroBapajy losiicToHoBUM moJ/bUMAa Ce 'y OBa JIBa Caydaja pasiukyje. Taxobe,
pa3/IuKYyjy ce U JUCHEeP3NOHe pesaruje. Y KBAHTHUM Bep3WjaMa OBHX TeOPHja ce KAO eJIEMEH-
TapHe eKCIUTaIje 1ojaB/byjy lo/iacTonoBr ODO30HU M CIIEKTap IPBOI MOJE/Ia CAJIPIKU JIBA
Tonacronosa bo3oHa a crekrap apyror jegan [Bumern Iormassse 3|. Ilpema caBpemeno] Ho-
MEHKJIATYPH, ejleMeHTapHe ekcriuraruje onucane y [Ipumepy 1.15 ce nasusajy ['omicronosu
0ozoHM THIA A, JIOK Cy eKCIATaIje KJIACUIHOT Xaj3eHOeproBor ¢pepoMarHera IpeIcTaBHI-
iy 13B. LoicronoBux 6o3ona tuna B [Bumern Opemak 3.7|. Kao mro ce Mmoxe 3ak/byanTu
13 OBa JIBa IIpUMepa, caM oOpa3all Hapyliema cumerpuje G — H Huje m0BOJbaH Jia Ou ce y
MOTIIYHOCTH Ojipe/ino Tutl u 0poj lomcronoBux do3ona y jgarom cucremy. Buie neraba o
kinacudukanuju [onncronoBux ekcruranmja ce moxke Hahu y [Watanabe, H., Murayama, H.
(2014, 2012)].
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JIangayoBa Teopuja dpasHHX IpeJias3a

Y oBoM moryiaB/by heMoO MPUMEHUTH MeTOJie KJIACUYIHe TeOPHje MoJba Ha IIPOOJIEME PABHOTE-
JKHE KJIACUYHE CTATUCTUYKe (PU3MKe MOBe3yjyhu Tako ancTpakTHU (popMan3aM KJIACUIHE
Teopuje Mosba ca (PU3NIKU WHTEPECAHTHUM MpodsieMuMa. KOHKPETHO, M3JI02KEHU CYy OCHO-
Bu Jlamgayose Teopuje ¢pa3zHux mpesia3a ca IPUMEHOM Ha HEKOJUKO Mojesa. Mako Ha npBu
IOTJIE ] PABHOTEXKHA CTATUCTUYKA (PU3MKA HEMA MHOTO JIOJIMPHUX TadaKa Ca KJIACUIHOM Te-
OpHUjOM TI0Jba, Be3y m3Mely WHmUX JUPEKTHO YCIOoCTaB/ba (yHKImoHAJHN (opmanunzam. Ha
npuMep, JlanmayoBa KoHduUrypalmja Koja OIMUCYje PABHOTEXKHO CTalbe CUCTEeMa, J00uja ce
moMohy BapujaloHOr U3BOJa. JOIII jeJiHy Be3y m3Mely oBe jBe odjacTu mpyzka loJiacTono-
Ba TeopeMa. ¥ TPETXOJHOM OJIeJbKY CMO je (pOpMysIucaIn 3a KJIACUIHY TEOPHjy I0Jba, a Y
OBOM IIOTJIaB/bYy heMO BHJIETH KaKO ce OHa MaHUdeCTyje y IOHAIlalby CYCIEeNTHOUIHOCTH U
Kopesiannone JyxkuHe. Takobe, sugehemo n xkako ce U(1) kanmudparmona Teopuja KOPUCTH
3a jeJHOCTaBaH OnuC (peHOMEHA BE3aHUX 33 KOHBEHITMOHAJHY CYHEpIIPOBOIHOCT. V31arame
je 3amodero ca VI3mHroBUM MOJIeIOM 3a KOjU je JOOUjeH NMPHUOINKHU U3pa3 3a CTATUCTHYKY
cyMy moMohy (yHKITMOHAJIHOT MHTErpaJia Ha OCHOBY dera je jao0OujeH JlammayoB Mojesn Kao
U raycoBcKa anpokcuMariuja. Hakon Tora cy yBejeHu Mojiesin ca KOHTHHYAJIHOM CHMETPHUjOM
U 3a IUX Cy JUCKyToBaHe mnocjesauiie Losicronose Teopeme. Konauno, dhopmynucana je u
Mepmun-BarunepoBa Teopema Koja yBOJAM OrpaHMYErba HA MOTYNHOCT CIIOHTAHOT HApYIIECHA
KOHTUHYaJIHE FJIOS&J'[HG CI/IMeTpI/Ije Ha KOHaYHUM TEMIIepaTypaMa.

2.1 ®a3uwm mpesia3u u napamerap ypeheHoctu

360r BeJIMKOr MPAKTUIHOD 3HAYaja, KOju ce (m3mMely ocrasor) orsefia y CHHTE3UW HOBUX Ma-
Tepujasia ca CHeluUIHIM KapaKTepUCTUKaMa, TEOPHUjCKHU ONMuc (Pa3HUX Ipesiasa 3ay3uMa
BayKHO MECTO y caBpeMeHoj dbusuiiu. 3a pasmMarparma y OBOM IOIJIAB/BY, KOja he MoCayKUTn
Kao OCHOBa 3a JlammayoBy Teopujy, JOBOJbHO je Ja a3y jeduHuireMo Kao XOMOTE€HH JIe0
TEPMOJIMHAMIYKOT CUCTEMAa KOJU Ce OJ APYTHUX JIeJIOBA PA3JIMKYje MO CBOjUM (DUBUUKUM OCO-
OMHaMa M KOjH je Y TEPMOJIMHAMUYKO] PABHOTEXKU Ca OKOJIMHOM IIPU OJipeheH0] BpeHOCTHU
pazimuntux napamerapa [Umantsev, A. (2012)]. Memamem napamerapa! Koju KapakTepHIILy
[OHAIIame crucreMa, Moryhe je cucrem mpeBectn u3 jenne (aze y apyry. Oapehene kapax-
TEePUCTUKE CHCTEMa Ce IPU TOME Memajy W Tajia TOBOpPUMO O (pazHoM mpesady. IleraTpastao
Mecto y JlammayoBoj Teopuju mma mapamerap ypebenoctu. To je dbuzmuka BeInmdnHa KOja

'To Mory &urn TemmepaTypa, IPUTHCAK, CIOJHAIILE eJeKTPIIHO I MATHETHO II0Jbe ITH,

95
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Cimka 2.1: Illemarckn npukas dasnor mmjarpama depomaruera [[Ipema Altland, A.,
Simons, B. (2010); Negle, J.W., Orland, H. (1998)].

uIrgesaBa y BHCOKOTeMIlepaTypckoj dasu’. Ilpenusnuje, napamerap ypehenoctu je paszim-
YUT O] HyJle Ha CBUM TeMIepaTypamMa MamuM Oj Temieparype (a3Hor mpesiasa. Y KOJIUKO
mapamerap ypeheHOCTH KOHTHHYAJHO TeXKHU HYJIN KAKO Ce TeMIIepaTypa MPUOJIMKABA TeMIIe-
parypu dasHOr npeJsasa, FOBOPIMO o da3HoM mpesasy apyror peia [Negle, J.W., Orland, H.
(1998)] u wuma hemo ce dasurTu y Hacrapky. Pasuu npesas Koj Kojer HapaMeTap ypehenocrn
TPIIM CKOK Ha TeMmIepaTypu (pasHor Ipea3a ce Ha3uBa IIpeaa3oM IIpBor peaa’.

[Ipumep dasnor aumjarpama depomaraerre cyrcrtanre je npukaszan Ha Cm. 2.1. Crame
cucrema je ozpeheno ca npa napamerpa (Temneparypa T u MarHeTHO 10Jbe B), JIOK je mapa-
merap ypebenocrn marneruzaruja (M). Ilocmarpajmo jeany dbukcny remmeparypy T < Tc.
Kontunyasinum memarmeM MarHeTHOr I0Jba OJ HEeKe BpenHoct —B 1o B, cucreMm ce mpe-
Bogu m3Mmehy JBe dase y KojuMa MarsHeTmsanuja Mera cMep (HapaniacTa jmHHAja). Ilomro
Marserusanuja Tpuu ckok npu B = 0, sunuja [0, T¢] npencrasba auanjy dbasHOr mpesasa
npBor pejga. Hacynpor tome, memameMm Temneparype o 0 qo T, npu B = 0, marneru-
3alyja KOHTUHYAJIHO T€XKU Yy HYJIy U OBAaKBO IOHAIIAIbe OJroBapa (pa3sHOM IIpesasy JApyror
pena. Temmeparypa T, y Kojoj ce 3aBpinaBa juHuja (hasHor mpesa3a MPBOTI pejia, HA3W-
Ba ce kpurnaHoM Temmneparypom [Negle, J.W., Orland, H. (1998); Altland, A., Simons, B.
(2010)].

Hexke ¢dazne npenaze jpyror pejia mnparu MpoMeHa CUMETPHUje — CTambe KOje KapaKTepu-
e HUCKOTEMIIEPATYPCKY a3y mMa HUXKY CUMETPHUjy o XaMUWJITOHUjaHa WU JIEjCTBA KOjU
neduHAITy MOJeT. Y TOM CMUCTY ce ha3HU IpeIa3su MOI'Y TYMAYUTH U Ca CTAHOBUIITA CIIOH-
TaHor Hapymrema cumerpuje’ ysegenor y Omemmky 1.3.4. Axo je G rpyna cuMerpuje fejcTsa
(mmm xamuironujana) a H C G rpyna cumerpuje OCHOBHOT CTakba, TaJa Ce 3a IapaMerap

[Ipenu3nnja gebununuja mapaMerpa ypeheHOCTH, KoOja ce ocIama Ha TeOpUjy CHMeTpuje, naTa je HuxKe y
TekcTy. Popmasiaa gedUHUIN]a je HABeJeHa ¥ 0/1e/bKy 3.6.2.

3TTomexa,1 ce TIOMEHYTH THIIOBH TIpeJia3a O3HauaBajy U Kao (basHu Mpeasn npBe, OJHOCHO ApyTe, BpcTe. Bumre
Jerasba 0 Kiaacudukamujn dasHux npesiasa ce moxke Hahu y [Stanley, H.E. (1971); Negle, JJW., Orland, H.
(1998); Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010); Ma, S.K. (2018); Zinn — Justin, J. (2007)].

4HMaxo je 0BO CTAHOBHIITE OCTA KOPHCHO jep MOBe3yje KIACHIHY TEOPU]Y HOJ/ba U PABHOTEKHY CTATHCTUUKY
dusuky ma omoryhasa Jia ce pe3y/aTaT U3 je/iHe 00JACTH MIPUMEIbY]y ¥ APYToj, Tpeda MMATH Ha YMY Jia ITOCTOje
dasHu mpesasm KoJ KOjUX He J0Ja3u JI0 CIOHTAaHOr Hapyuiema cumerpuje [Negle, J.W., Orland, H. (1998)].
Permo, kon dasuor npesnasa m3melhy TeuHe u racosute (aze He J10J1a37 JO CIHOHTAHOT HAPYIIEHha CHMETPHje
kao #Hu ko7 BKT mnpenaza y IBOJIMMEH3MOHIM CUCTEMIMA.
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Cauka 2.2: [llemarcku npukas V3uHroBOr MOje/ a Ha KBaJAparTHO] permerku. [lpBeHa Kpusa
cuMOoIn3yje KyIuioBambe u3Mely mpBux, nimaBa m3mely apyrux a zenena msmely Tpehwmx
cycea.

ypeheHocTu MOxKe y3eTu OYeKMBaHA BPEJIHOCT HEKe BeJUYNHE KOja C€ HETPUBUJAJHO TPAHC-
dopmurie y onrocy Ha G [Bugern (2.8) u ogesmpax 3.6.2.|. I3bop, HapaBHO, HUje jeiHO3HAYAH
[Negle, J.W., Orland, H. (1998)]. JlangayoBa Teopuja 3a oBaKBe CHCTEMe, HA HAYWH HA KO-
ju je mzoxkeHa y ciydajy cymeprnpoBoiauka |Omespak 2.4|, npencraBiba NpBy edDEKTUBHY
TEOpPHjy y MOJIepHOM cMuCy — mnojasehu o oxpehenor obpaciia Hapyiiema cUMeTprje KOH-
cTpyuie ce ojronapajyhe jejcTBo Ha OCHOBY Kojer ce pasmarpajy pu3ndku (peHOMEHU He
yiazehn y MUKpoCKorcKe Mexanu3Me koju nx nokpehy. Jlanmayosa teopuja dhasnux mpesa-
3a je 3Ha4YajHa W 300r' TOra IITO, HA W3BECTAH HAYUH, IIPEJCTaB/ba MOCT U3MeDy KjacudHe
TeopHje u KBaHTHe edeKTUBHE Teopuje mojba uzjaoxkene y Omnemky 3.8.

Ilonamame cucreMa y OJU3UHA KPUTUIHE TeMIIEpaType ce OIHCYje MOMONy T3B. KPUTHU-
YHUX WHJEKCa (UM ekcrioHeHara). Permmo, mapamerap ypehenoctu kop dasHux mpesasa
apyror peja Texxu y myiny kao (Te —T)%, toe je B onrosapajyhn kpurmann nngexc. OcHOBHI
KPUTHYHNA WHIEKCH 38 MarfHeTHe cucreme cy yeelenn y OmesbKy 2.2.7 U uspadyHaTH Cy II0-
mohy Jlamnayose Teopuje. llusb oBor smesa Tekcra Huje Ja ce J00Ujy Mperu3He BPEITHOCTH 3a
KPHUTUYHE WHIEKCe Beh /1a ce ToKake KaKo HJeja O CIIOHTAHOM HapyIlemy CUMeTpHje pesa-
TUBHO jeHOCTABHO BOJIM HA je/laH CKyT oBUX BejndnHa. CHCTEMATCKO padyHame KPUTUIHIX
UHJIEKCA 33 Pa3/InIuTe MOJIesie ce Mopa BpimuTu Ha apyru Hauun [Kopietz, P., Bartosh, L.,
Schiitz, B. (2010); Zinn — Justin, J. (2007); Ma, S.K. (2018)].

2.2 JlanmayoB dbynkimonas 3a VI3mHroB mojeJt

2.2.1 Hedunurnuja U3uHrosor moaesa

Kao mro je m06po mosuaro (Bugeru, permmo [Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010);
Altland, A., Simons, B. (2010); Nolting, W., Ramakanth, A. (2009); Huang, K. (1987)]) Ws-

HWHI'OB MO/I€JT Y CIIOJballllb€éM MalrHETHOM IIOJbY MHTEH3UTETa B je ,ZI;erI/IHI/IcaH XaMI/IJ'ITOHI/Ij aHOM



o8 2. JIAH/IAYOBA TEOPUJA ®A3HUX IIPEJIA3A

1
iJ i

rie je up Bopos marueroH, a g je Jlanneos dakrop [Nolting, W., Ramakanth, A. (2009)]. Y
HacTaBKy hemo KopucTuTH ckpahenu 3ammc

gusB = h, (2.2)

u BejmunHy h hiemo 3BaTH crospallitbe MarHeTHo nosbe. Ha Taj Haumn xamuironujad (2.1)
rocTraje

1

Juuammake npomemuse y VI3uHroBoM Mojieny cy Kiaacudsae Bejmdune S; (T3B. CIIHHOBH) KOje
MOI'y Y3UMaTHU CaMoO JUCKpeTHe BpemHocTu +1. MHAeKcH KOjUM MX O3HAYaBaMO Ce OJHOCE
Ha YBOPOBE pelleTKe auMmensuje D 110K BesmuuHe J;; JedHHAITY y3ajaMHy HHTEPaKINjy
CIIMHOBA Ca YBOPOBa ¢ 1 j. Y ciydajy Kaja je J;; > 0, roBopuMo o depoMarueTHoj, a Kaja je
Jij < 0 o anTudepomarseTnoj uaTepakiyju. Ilako cy na Kjaacu4HOM HHBOY OBa JBa CIIydaja
€KBUBAJICHTHA, Y HAacTaBKy hemo ce ¢okycuparu Ha (dpepoMarHeTHU CUCTEM. YKYIIAH OpOj
YBOpOBa y pemerku hemo ozHaumntn ca N, mpu 9emy je caM Mojes1 1ebUHUCAH Y TPAHIIHOM
ciydajy N — oo. ¥V HacTaBky hemo mpermoctasBuTu Jia Cy CBe MHTEpaKIuje KPaTKOJIOMETHE,
OZTHOCHO 1a J;; JOBOJBbHO Op30 TexKu HymIH ca nosehameM pacrojama usMmely dBoposa ¢ u j
TaKO JIa je CBaKU CIUH KYILIOBAH CAMO Ca KOHAYHO MHOrO cBojux cyceqma. Ha Ci. 2.2 je mar
meMaTcKu npukas 3uHroBor Momesa Ha JBOAMMEH3MOHO] pererku (D = 2) 3a cirydaj Kaja
je ypadyHaTa MHTepakIyja n3Mehy IpBux, ApyTrux u Tpehux cycena.

Xammrronnjan Vzuarosor mojiesta, mpu h = 0, ”HBapujaHTaH je y OJIHOCY Ha UCTOBPEMEHY
TpaHcdOpMaInjy CBUX CImHOBa npema S; — +1 x .5;. [Ipema Tome, VI3MHroB XaMuJITOHI]aH
je mHBapujaHTaH y OJHOCY Ha ryodasne Zo Tpancdopmaruje. Ca apyre crpaHe, OCHOBHO
cTame MOojesia He MOpa OWTH MHBAPHUJAHTHO y OJHOCY Ha UCTY I'pyiy TpaHcdopmaimja. AKo
je Jij > 0, ocHOBHO cTame MoJieJia je TaKBO Jia Cy Ha CBUM YBOPOBHMA CIIMHOBU yCMEPEHHU Ha
ucru Havw (S; = +1, Vi wau S; = —1, Vi) u oBa crama Cy MHBApUjaHTHA CAMO y OJIHOCY HA
TpuBHjasHy Tpancdopmarujy S; — 1 X S; anm cy, mTo ce THYe eHepruje Kouduryparmuje, y
HOTIIYHOCTH eKBuBaJsieHTHA. Jlakie, y cay4dajy Vsunrosor mMojesna Koju omnucyje dhepoMarter-
HU CHCTEM, I'Pyla CHUMeTpPHUja XaMuITOHujaHa je G = Zy JOK je Tpyla CUMEeTPHja OCHOBHOT
cTama TPUBHjAJHA TPyTa (CACTOjU ce caMo Off jemHIIHOr efaeMenTa). Omadup jemHor ox 1Ba
eKBUBAaJEHTHA OCHOBHA CTala OJI'OBapa CIOHTAHOM Hapyllemy cuMmeTpuje Koj VsmHrosor
MOJIEIA.

Tepmomunamuike KapakTepucTuke VI3MHroBor Mojiesia ce MOry OJIpeJINTU IOMONY ImapTu-
mone GpyHKIH]je’

7 — Z e BH — Z 03 2i; SiKijSj+h Y, S; (2.4)
{si} {Si}

Y HacTaBKy KOPHCTHMO CHCTEM jeIMHHUIA y KojeM je kg = 1.
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pu deMy ce cymupa 1o csux 2V kordurypammja pererke:

=D > > (2.5)

{Si}  Si=%1S8=+1  Sp=+1

Taxobe, y (2.4) cMo yBesin u O3HaKe

h

Jis h
T?

h = Bh =
T B

Koje hemo moBpeMeHo Kopuctutu y HacraBKy. OCHOBHA TepMOAMHAMUYKA (PYHKIHMja, KOja ce
JIodMja JIMPEKTHO U3 MapTUIlnoHe (MyHKINje, je CJI0D0HA eHepruja

F=-ThZ (2.7)

[TosnaBame cyi0doHe eHepruje HaMm oMoryhiaBa ja OofpeauMo MarHeTusanujy (odpadyHary
[0 YBOPY DeIlleTKe) Kao (DYHKIM]y CIIOJbAIEbel MATHETHOT [I0J/ba W TeMIIEPaType

1 1 1 10F 1 1 0F
— - . g - . _/BH _— =
M(h,T) NZZ- %) =7 Z{S} NZZ- Si)e TOhN — Non (28)

Kao U CyCIENTUOUTHOCT

oM

x(h,T) = T (2.9)
Bemmuuna M(h = 0,7) = My(T) je cuonrama MarmeTHsalija U IPEICTaB/ba apaMeTap
ypeberoctu depomarnera omnucanor MzmaroBum momesom. MexanmsaMm CIOHTAHOT HapyIile-
a Zy cumerpuje VIBUMHroBOr MOJIeia JIeXKH Yy MUKPOCKOIICKOM XaMuiaTonujany (2.3). Ilomro
je Ji; > 0, munumym enepruje he onrosaparn KoHMHUrypalyjaMa y KOjUMa Cy CIIMHOBH
OPHUjEeHTHCAHU Y MCTOM cMepy (T3B. (DepOMArHETHO CTalbe) M TAaKaB XaMUJITOHUjaH (hopcu-
pa mocTojame JayrojgioMeTHor ypebema. MehyTtuMm, kajga HeMa CIOJbaIlber MArHETHOT MOJba
(h = 0), crame y KOjeM Cy CBU CIMHOBU VI3MHIOBOI XaMHJITOHHUjaHA yCMEPEHH ,rope’ mma
ICTY €Heprujy Kao W CTarme y KOjeM Cy CBH ycMepeHHU Ha ,jone’. Kako je e #H jenmako y
OBa JIBa CJIy4aja, Ha IPBU IOIVIEJ] OMCMO OYEKUBAJIM JIa Ce OBa JIBA JIOMPUHOCA y CYMH IIO
crambuMa Tuna (2.8) moTpy Tako Ja CIIOHTaHA MarHeTH3allyja WInde3He. Pasperreme oBor
napaJoKca JIeXKH y INasK/bUBHjeM IPUCTYIy TepMoauHammuukoMm Jjumecy N — oco. Hamwme,
oo VIBMHTOBUM MOJIEJIOM 2KEeJIMMO onucaTu (PU3NIKU CUCTEM, TPAHUYHY BpejaHocT h — 0
MOpaMoO y3eTH HaKoH TepMogmHaMUIKOr jumeca N — 0o. Y cuTyanmjm KaJia uMaMo OeCKO-
HAYHO MHOTI'O CIIMHOBA KOjU Cy MOBe3aHU (hepOMArHETHUM MHTEPAKITNjaMa CIOJbAIhEe MOJbe
he, koimko roj duso cirabo, dpopcuparu jeany o JABe KoHUrypaluje jep je nmorpedua dec-
KOHAYHA €HEePruja Ja ce OeCKOHAYHO MHOTO CIIMHOBA OKpeHe Hacylpor nosby h. Ilymrajyhu
HaKOH Tora u juMmec h — 0, cucrem he ocrarm ,3aK/bydaH’ y JaToj KOHPUTYpaIUju jep je
BepoBarHOha na ce cBux N — 0O CHMHOBA OKPEHE OfjeiHOM mirdesasajyhe masa (Mako Taj
,CKOK" He DU 3axTeBao yJaramwe eHepruje). [IpakTudHO ce OBjle OMMCAHU MTOCTYIIAK U37[Baja-
a ojapeheHor ¢pepoMarHeTHOr cTama UMILIeMeHTHpa y3umajyhu jumec h — 0 y KpajmbeMm
uspasy 3a M (h,T).
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[Tpumernliemo na je uzbop marmerusanuje (2.8) 3a napamerap ypehenoctu y ckiaiy ca
nebununujom n3z Opespka 2.1. Hamme, npu nejctBy enementa —1 € Zo, YKYIHH CIUH Ce
TpancdOpMUIlle HETPUBUjATHO:

d S =) S (2.10)

Ciomuna nedunnmja napamerpa ypeheHocru Baxku u 'y kBanTHUM Teopujama [Bugern Oe-
/bak 3.7 3a mpuMep KBaHTHOr Xaj3endeprosor mogena ca O(3) cumerpujom|.

Ersakran n3pa3s 3a cTaTUCTUYUKY CyMy OU OMOT'YHHO U TauHO HAJIAXKEIbe APYTUX TEPMO/IU-
HaMHYKAX KapakTepuctuka. MehyTum, 1aHac je mo3HAT aHAJIUTUYIKU U3Pa3 3& CTATUCTUUKY
cymy VBmHrOBOr MOI€Ta ca CIIOJbaIlIbIM MAarHeTHUM ITOJbEM CAMO y CJIYYajy jeTHOINMEH3H-
one pemerke [Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010), Altland, A., Simons, B. (2010)].
VY caydajy KBaJipaTHe pelleTKe, aHAJIUTHIKN U3Pa3 3a CJIODOIHY €HEPrUjy MOCTOjU 3a CIIEIH-
jamam cay4daj h = 0 [Kogut, J.B. (1979); Schultz, T.D., Mattis, D.C., Lieb, E.H. (1964)].
Nmajyhn y Buty 3Ha49a] alpOKCUMATUBHUX IIPUJIa3a, KOJU je HAIIOMEHYT y YBOIHOM JIeJTy OBOT
IIOTJIaBJ/ba, Y HACTABKY NEMO ce CKOHIIEHTPHUCATU Ha HEeKe NMPHUOJINKHE MEeTO/e MPUMEHhUBE Ha
W3zunros mogen. IIpBa ox mux je anmpokcumaliyja cpember mnojba. Hakon mwe hemo auckyTo-
Baru JlangayoBy Teopujy a Ha Kpajy hemo ce OCBpHYTH M Ha I'ayCOBCKY AIIPOKCUMAIIN]Y KOja
peJicTaB/ba IPBU KOPAK Y CHCTEMATCKO] IIPUMEHN TeXHUKA, PEHOPMAJIU3aIloHe Tpyle Ha ¢
MOJIEJI.

2.2.2 Amnpokcumalizja cpeamber mojba

Nako xamuiaronujan Koju jgedunuiie VI3uHroB Moe1 Jiejyje pejiaTuBHO jeTHOCTaBHO, Beh je
HAIIOMEHYTO JIa Cy MMO3HATa er3aKTHA PeIleha CaMo 3a CJIy4aj jeTHOINMEH3UOHe U JTBOINMEH-
suone pemnterke. OcHOBHA Temkoha y HajlayKerby er3akTHe CTATHCTUYIKE CyMe je MOCJIe/IHIa,
yumbeHuIe Jga 4iaan 9;K;;S5; Kyllyje pasjauduTe CIMHOBE Te cTama Koja cy oipehena Tako
[IOBE3AHUM YBOPOBUMa HUCY MeDycOOHO HE3aBUCHA.

Anpokcumarnmja cpenmer mosba (mean field, MF) Bonn Ha npub/rKHE XaMUJITOHUJAH Y
KOjeM ce Ha ofpeheHN HaYWH eJMMUHUINE KyIJIoBame m3MeDy crnmHOBa. [IpakTmyano, TO ce
IOCTHZKE IIPETIIOCTAaBKOM JIa je CTame CIHHA Ha 4Bopy oapebeno ca S; = M + 4S;, rae
je 05, = S; — M oxacryname crama CIHa OJ Marserusanuje. AKO IPETIIOCTaBUMO Ja je
ojicTyname criuHa o M Majo, MOXKeMO MHUCATH

SiS; = (M +3S;)(M +8S;) = M*+ M(6S; + 65;) + O(55?)
M? +M(S;— M+ S; — M) =—M?>+ M(S; + S;). (2.11)

Paju jennocraBHOCTH, TIpeTmiocTaBuheMo fa y opuruHajnoM VIBMHIrOBOM MOJIesy IOCTOje ca-
MO nHTepakimje udMehy najonmkux cyceqa. Taga cBaka cyma odJmKa ZZ ; AMa N Z, anano-
Ba, e je N 0poj uBopoBa peleTke a Z; 0poj HajOIMKUX cycesa HeKor uBopa. lIpema Tome,
xaMuUJITOHUjaH 3mHroBOr Mojesia Koju yK/bydyje KyIloBame usMmehy HajoOmmkux cycema, y
AITPOKCUMAIIAJU CPEJIIHET T10Jba, TVIACH

J J
g o— _§iZjSiSj_h;Si%_Eizj(—Mz-l-M(Si—FSj)) _h;Si

= Eo—heg Y _ Si = Hur, (2.12)
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pu 9eMy CMO yBeaHu eDeKTHBHO TNosbe heg = h + MJZ, n koncranry Ey = JM?*Z N /2.
[Tomrro y Hyp BUIlle HeMa KyIUIOBamba w3Mely CIUHOBA, JAKO MOXKEMO HalUW CTATUCTUUKY
cyMy u Marsetru3aryjy. V13

N
Iarp = Z o BHMP _ [eﬂEo Z eBhCHSI = PN N [cosh(Bheg)] | (2.13)
{Si::l:l} S==+1

3a MarHeTH3allujy JI00ujaMo

11 1 0Zur

M=-——2M
BN Zyr Oh

= tanh (Bheg) - (2.14)
YKOJINKO TPETIIOCTABUMO Ja HEMa CIIOJballlbel MAarHeTHOI II0Jba, U3 TOPIe peJialuje Ha-
JIA3UMO CcaMOycCarJIalleHy je/IHauuHy 3a o/pehuBare TeMIepaTypcKe 3aBUCHOCTHU CIIOHTAHE
MarHeTHu3alje

Z1Moy(T
My(T) = tanh <J1TO()) : (2.15)
Jlako je Bumern ma w3 (2.15) coemu My(0) = 1, kao u My(Tc) = 0, rue je
Te = JZ, (2.16)

KPUTHYHA TeMIlepaTypa VI3uHroBor Moesa JodujeHa y allpOKCUMAITN]U CPEJTIber mojba. TeM-
neparypcka 3asucuoct My(T'), nobujena HyMepudKuM peniaBameM jegnaqune (2.15) je npu-
kazana Ha Cj. 2.3 u, y oapeheHnM rpaHuiiamMa, pernpoaykyje OUeKHBaHO TOHAIIAE TapaMe-
Tpa ypeherocTu.

Kao mro cmo Beh namomeny/in, alpokcuMaliija Cpe/imber mojba je jgocra rpyda. Mzmehy
OCTAJIOT, TO Ce OTJIea y JOOUjEHOM M3pal3y 3a KPUTHYHY TEMIIepaTypy: OJI CBUX IapaMeTapa
Koju necpunuity mojen, 1o 3aBucu camo ojt J u Zy. IlltaBurie, BpeJIHOCTU KPUTUIHE TEMIIE-
parype J100ujeHe y OBOj allPOKCUMAIINA]U 3HATHO OJICTYIAjy OJ OHUX KOje CJejie U3 er3aKTHUX
pemema niu Moure Kapno cumynanuja (Bugeru Tadeny 2.1), anu ce Ta pasjmka cMamby-
je ca nosehamem D. Pajan nopebhema ca m3pa3zom 3a MarmeTusarujy JIOOMjEHUM Y aIllPOK-
CUMAIIAjU CPEMhEer I0Jba, HABEIINeMO W €r3aKTHO peleme Koje je npsu Hamao OH3arep
[Bunern Schultz, T.D., Mattis, D.C., Lieb, E.H. (1964); Huang, K. (1987); Nolting, W.,
Ramakanth, A. (2009)]

MO(T):{ [1—[w(T>]4}1/8, T <Tc, gdeje x(T)=sinh%,

(2.17)
0, T>Tgc.

Ha Cn. 2.3 je mpukazaHO er3akTHO peIlee 3a CIIOHTaHy MarHerusaiujy V3uHroBor mose-
JIa 3ajeJTHO ca MPUOJIMKHUM peIlerbeM JJ00UjeHUM Y allPOKCUMAIIUjA CPEIIbEr MM0Jba. Y MEeCTO
Jla ce JieTaJbHUje M03aDAaBUMO alPOKCHMAIMjOM CPeJIber 10Jba, Y HACTABKy heMO ce CKOH-
IEHTPUCATU HA HEIITO Jpyraduje Ipucryie mpodsemy. Burne mndopmaruja o anmpokcuma-
Uju cpejmer mojba ce Moxke Hahu y crammapaaum yipdenurma [Munomesuh, C. (1979);
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1.0} -
0.8}
—~0.6
3 ktno resen;
§ egzaktno resenje
04 ———— mean field reSenje
0.2}
0.0f . ‘ ‘ ‘ !
0 1 2 3 4

T

Ciuka 2.3: Cunonrana Marmermsaruja VI3MHroBor mojesia: ersakTHo pemewme (2.17) u
mean field pememe (2.15). Temmeparypa je uspaxkena y jeaunurnama kg = 1, 70K je y3e-
To J = 1.

Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010); Stanley, H.E. (1971); Negle, J.W., Orland, H.
(1998); Wen, X. G. (2007)].

Tadena 2.1: Kpurnuna remneparypa 3a V3unros momen

MF ersakTtHO pememe’ Monte Kapio cumymarmja’

D=1 2J 0
D=2 4J 2J/In(1+?2) (2.2692 & 0.0002)J
D=3 6J (451152 % 0.00010).J

“Bugeru [Schultz, T.D., Mattis, D.C., Lieb, E.H. (1964)].
"Bunern [Binder, K., Luijten, E. (2001); Preis, T., Virnau, P., Paul, W., Schneider, J. (2009)].

2.2.3 Xadapa-CrparoHoBudeBa TpaHcdopMaliija

Y TpeTxXoHOM OJIe/bKY CMO BUJIEN JIa CE€ Y AITPOKCUMAIIAjU CPeJiher IMoJha U3pa3 3a CTa-
TUCTUYIKY CYMy J0OMja TaKO MITO YBOhEeHmeM BeJMUInHE hog J00MjaMO XaMUJITOHUjAH KOjU He
CaJIP2KM KYILJIOBaba CIIMHOBA yCJIe] Yera CyMUpPamkhe 10 CBUM KOH(MUTYypaIjaMa ocTaje TPH-
BujasHO. Takohe, Buiesin cMO Jia je oBa allpOKCHMallfja JIocTa rpyoa. ¥ OBOM OJe/bKY hemo
IPUMEHUTH Jpyradnjy crparerujy. Hajumpe hemo ymecro BesmumHa ca JUCKPETHUM BPEI-
HOCTHMa S; YBECTH HOBE IPOMeIbHBe KOje Y3MMajy KOHTHHYAJHEe BPEIHOCTH HAa WHTEPBAJY
(—00, 00) Koje, mox oxpeheHnM ycsioBuMa, pecTaB/bajy mapamerap ypehbenocru. I[Ipemroct
paja ca KOHTUHYAJIHUM BeJmduHama je Moryhaoct mpuMene Beher Opoja anmpoKCHUMaTUBHUAX
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texHuka. [lomro y 0/iu3nHn KpuTHdHe TeMIlepaType rapaMeTrap ypeheHocTn uirde3asa, Mohn
hemMmo 1a MCKOPUCTUMO Pa3Boj Y Pell 1 33 IpKUMo caMo Hocehe dnanoBe. KoHadHO, TUCKPETHY
CTPYKTYPY pelieTke Ha K0joj je JeduHucan opuruHajHu VI3MHToB Mojes heMo ammpoKcuMu-
paTH KOHTUHYAJHUM IIPOCTOPOM IITO hie HaM OMOryhHuTH /138 MCKOPUCTUMO METOJe KJIACUYIHE
Teopuje nosba yBejgeHe y llornasipy 1.

3a moderak, IPETIOCTAaBUMO Jla Ce pelleTKa Ha Kojoj je AedwunHucan V3MHIOB XaMHUITO-
HUjaH, CACTOjU OJ, KOHAYHO MHOrO 4BopoBa. Ako je Taj opoj N, yseaumo N —1uMeH3u0oHI
BEKTOPCKU POCTop Vi, ca cTaHIapAHuM da3sucom {ei}ﬁl U CTaHJAP/HUM CKaJApHUM IIPO-
u3BogoM u gedunummmo h € Vi u S € Vyy kao

h
~ N . S, N ' i — i ’
}.l = Z(h)lei, S=1 . | = > (S)'e, (8) (ﬁ)f:eﬁ{ﬂ} (2.18)

>
I

>
W»
=

kao u Tenszop tuna (0, 2) Koju, y3 craHgapHy 3JI0yII0Tpedy HOTaIMje IPUKA3yjeMO MATPUIIOM

K11 K12 RPN KlN N
K21 K22 R KQN

. . . . ij—1
Ky1 Kye oo Eywn

[Ipema ToMe, KOMITIOHEHTE BEKTOPA S Cy BPEIHOCTU CIIUHOBA HA TI0jeIMHUM IBOPOBUMA, S; JIOK
je marpuna K cacrasmena on exemenata K. Ilpumernhemo na je marpuna K cumerpudana
(KT = K). V 0B0j, Morsz ducmo pehu reoMeTpujcKoj CIHIM, CBaKo cTambe VI3HHroBor Mojesa
je onpelbeno jemanm o 2V moryhinx N —kommonenTHEX BekTopa S. Kopucrelin crammapimam
CKaJIApHU TPOU3BOJL Y N — IMMEH3MOHOM [IPOCTOPY YHjU CY €JIEMEHTHU BEKTOPH S, TAPTUITHOHY
dyukimjy 3unrosor mojiesia 3a perieTky ca KOHAYHIM OPOjeM YBOPOBa MOXKEMO KOMITAKTHO
3aIMCaTH Kao CyMy 10 ¢BUM Moryhum BekTOpmMa S

7 — Z 03STKS+hT-S _ Z e%sTKseﬁT.s’ (2.20)
s s
npu deMy je Taukumna y S1 - KS u hT.S ckpahena o3naka 3a KOHTpakIiujy. Perumo,
ST-KS =) (K)ii(S)(8) =) KijS:S;. (2:21)
.3 .3

Excnonenmujaaan hakTop Koju caap:ku Marpuity K moxkemo Hanmcarn momohy N — 1uMen3noHor
Iaycosor unrerpasa (11.45):

1 1
exp {§ST . KS] = Vdet K-1 / exp {—507 K'la+a'- S|,

/a . ljj/_z\(j;_ﬁ (2.22)
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npu uemy je K~ unsepsna marpuna on K. Samena (2.22) y (2.20) maje
1 -
Z = Vdet K1 / exp [—iaT - K_la} Zexp [ST (a+ h)} : (2.23)
a s

OBHUM TIOCTYIIKOM CMO €JIMMUHUCAJIN JIAH KOJU KYILIyje CIUHOBE Ca Pa3JIHIUTUX YBOPOBA
TaKO JIa Ce CaJla CyMa IO CBUM KOoHMUTypaljaMa HaJa3u jeJHOCTaBHO. Tako 100mjaMo

2= Ak [ 4o -] o { S e (o4 7)] 221

Jobujenn uspas ce Moxke MaJjo cpeautu. CMena npomemuse a; + h = b; y N —1umensuonom
WHTErpaJly BOJIM Ha

Z = VetKT / e3P
Sb] = —Z 1,02 + Zbi[K Zh[K b Zln[Qcoshb (2.25)

Konauno, nedunncame HOBe IIpoMemuBe TpaHCchOpMaIjoM
b =Ko, (2.26)

unju je jakooujan det K, maje

Z = \/detK/e_g[‘M, (2.27)

Slp] = —Z@K”qu Zhgb, Zln [2(:osh<ZKU¢J) Z[ 1,72,

ij
Baxxso je mpumeTHTH 512, 3a Pa3iIKy Of eIUMHUHUCama dakropa S;K;;S; y anmpokcumaujn
Cpeiiber ToJba, IMPUIHNKOM Jodujama (2.27) HUCMO BPIINIM HUKaKBe anpokcumarmje. Ipy-
ruM peunma, (2.27) je ersakTHa penpeseHTanuja naprunuone ¢yukipje Vsuarosor mMojena
Ha pemerku ca N usoposa. Ilpumermhemo ja je mapTunuoHa (byHKIMja y OBOM CJIydajy
u3pazkena nmomohy N —IMMEH3MOHUX BEKTOPa

b1
b2

b= " |, ¢ €R (2.28)
%
KOJUX, 9aK 1 y ciydajy pemerke ca N aBopoBa, uMa 6ecKoHaaHo MHOro. To 3HauM u J1a je 0poj

crama onpehennx N —IuMeH3MOHMM BeKTopuMa ¢ OeckoHadan. Kommrekcnoct 3uHrosor
MOJIeJIa Ce Y OBOj PeIpe3eHTaIjH OIJIeIa KPO3 IIPUCYCTBO IaHA

3 In [2 cosh (3 K,-jgbj)] (2.29)
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PiER PiER

H-S transformacija
o e e

2 J () J

S; € {£1} S; € {£1}

Ciuka 2.4: Illemarcku npuka3 Xadapa-Crparonosudese (XC) rpancdopmanuje: JIuckpersu
cuimHOBH S; Cy 3aMeIbeHH BeJnmdnHama ¢; € R 10K je MHTEH3UTeT KYyILIOBAamba MPOMEHUBUAX
ca pasMIUTUX YBOPOBA OCTA0 MCTHU (CHBa CTpEJIHIA CHMOOJM3Yje peasiHy ocy). YKyIaH
6poj crama oxpehennx N —aumensnonnm BekTopuMa S je 2V 1ok je 6poj crama oxpeljernx
N —1mMeH3noHNM BeKTOpUMa ¢ GECKOHAYAH.

KOjU OINCYje MHTEPAKIINjy HOBUX KOHTUHYAJHUX ITPOMEILUBUX (); TAKO IITO YTUUE J1a KJIACH-
YHE je/IHAYNHE KPeTama 3a BeJIMYUHE ¢; MOCTaHy n3pas3uTo HejauHeapHe. OCHOBHA TPEIHOCT
OBaKBOI' 3allica MapTUImone yHkImje je Beha MOryhHOCT Pas3IMmyuuTUX alPOKCUMAINja KO-
je ce Mory SoJjbe KOHTPOJIMCATH OJI alpPOKCHMAalluje cpejrer mosba. [lpesnmasak ca (2.4) Ha
(2.27) je y nmreparypu nosHar noj, HazusoM Xadapi-Crparonosuuena (XC) rpancdopma-
muja [Altland, A., Simons, B. (2010)]. Illemarcku npuka3z XC tpancdopmaimje je gar Ha
Cn. 2.4.

[Tornenmajmo caza Koju je cMucao HOBUX IpoMemuBux ¢;. [lo nedununuju, cpeama Bpe/I-
HOCT OJ1 ¢, Y OJICYCTBY CIOJbAIIIHET 110/ba h U 0dpadyHaTa 110 YBOPY PEIIETKE je

1 _laer [ 2 -3l _ -5l
<N;¢i>_§ detK/d)(jT/,;gbi)e , Z =vVdetK ¢e (2.30)
rJe je
= 1
8¢ = 5> 6ikiid; — > In [2 cosh <ZKij¢j)] (2.31)
i, i J
YBohemeM nmomohHe mpoMemuBe Yy MOJNMPUKOBAHEM BEJTMINHA, S (@] u Z xao

S,y = %Z ¢ Kij¢; — Y In [2 cosh (ij@)] -y b
Z(y) = vdetK/eS[‘b’y} (2.32)
¢
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cpeamba BpeaHoct u3 (2.30) ce MOXKe 3amHUcaTH KAo

1 11 02(y)
<Tvz¢i>_/_v% o

Mebhyrum, Besmuuna Z(y) ce Moxe 3ammcaru u Majo apyraunje. JledurnucameM MoHOBO
b = Ko, Bugumo 1a je

Z(y) = VdetK-! /bexp{ - %sz [K_lL.j b + Zln [coshbi] —}—yz [K_le bj}
1,J 7 2y

1
= ) Vet K—l/bexp{ —5%3@ [K‘l]ijbj—i-zijsibi-l—y; (K™, bj}

{S:}

= Zexp %Z <S¢ + Z [K_l}z.m y) K <Sj + Z [K_l]jl y)]

IPU Y€MYy CMO MCKOPUCTHUJIN CyMUPam-€e M0 HE3aBUCHUM CITMHOBUMA TIOMYT OHE KOja MOBe3yje
JBa 00JIMKa cTaTucTHIKe cyMme u3 (2.23) u (2.24). Ha ocnoBy (2.34) u u3pasa 3a Marserusa-
jy Vsunarosor mozeina (2.8) je odnryieiHo J1a BayKu

1 11 0Z(y)
<N§¢’i>—fvma—y

YrupaBo 100MjeHH pe3yJITaT HaM TOBOPH Jla je ¢; KOHTHHyaJHA [POMeNBa IOMONY Koje
ce MOXKe M3padyHaTH CTATUCTHYKa cyma V3uHroBor mozena (T3B. HEMa IPOMEHUBA) M OHA
je HOpMHUpaHa TakKO Jla Ce HheHa Cpe/iiba BPEIHOCT IOKJala ca IapaMeTpoM ypehenoctu.
Y mapeanom one/bKy hemo BujieTn na ce y JlanmayoBoj anmpokcuManuju y WHTEPIPETAI)u
BeJINYMHE (p; MOXKE OTHNU U KOPaK JlaJbe — IMMOUCTOBETUNEMO je ca mapamMeTpoM ypeheHocTH.

(2.33)

= M,y(T). (2.35)

y=0

2.2.4 Amnpokcumalimja KOHTUHYyyMa

Kao mro cMo Busiesin y mpeTxoIHOM 0/Ie/bKY, CTATUCTHIKY cyMmy VI3mHroBOr MOsien1a je Mory-
he ezsaxwrno n3pa3zutn moMohy KOHTHHYAJHUX [TPOMEHUBUAX ¢; KOje Y3UMAajy CBE BPEIHOCTU
Ha uHTEpBaLy (—00,00). Ilpu ToM je cpeama Bpennoct ox (1/N) Y, ¢; ucroserna ca mapa-
MeTpoM ypeheHocTu. YKOJUKO ce OTPAHUINMO Ha 00JIACT TEMIIEpATypa y OJU3UHU KPUTUIHE
TemiiepaType 1¢c, MOXKeMO yBeCTH HeKa T0jeJIHOCcTaB/bemba. [Ipu Tome he BasbanocT m1odujenox
pe3yJiTara CIy>KUTH Kao OIeHa KBaJNTeTa KOPUIITNeHnX arpOKCHMAIIH]a.

[Ipe cBera, mocienmu wian y (2.27) je KOHCTaHTa Koja pejedUHUINE eHEPrujy OCHOBHOT
cTama U y HACTaBKY ra 00nvHO HeheMo y3umaTu y od3up. Cianano Baxku u 3a daxkrop v det K.

OH ce MOXKe HaIMCaTH Kao €Xp [ln Vvdet K|, omakiie ce Bugm ja je oH Takohe KOHCTAHTHU

noupuHoC y S [®)].
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Haspe, Oyayhu na y O/Iu3nHN KPUTHUYIHE TeMIlepaType mapaMerap ypeheHOCTH KOHTHHYAJI-
HO MIITIe3aBa, JeIyje 1a 01 OHJIO OLPABIAHO PA3BUTH S [@] v pen u 3aapKaTh CAMO HAjHUIKE
wWiaHOBe 110 creneHnMa ¢;. OBO omazkarme he Ham omoryhuTy Jjia 3HAYAjHO YIPOCTUMO YIaH
HaBesieH y (2.29) Tako ga 100mjeMo MOJeS M3 KOjer PesIAaTUBHO JIAKO MOyKeMO u3Byhu omuc
W3zunrosor ¢gpepomaruera y OJiM3uHn KpuTUdHE TemuepaType. KonkperHno, To 3naun jga hemo
cabupak u3 (2.29) anpokcuMupaTu ca

Z:ln [2cosh<§j:Kij¢j>] - Nln2+%; <;Kij¢j>2

- % ' (ZKM) +0(¢"), (2:36)

npu demy ¢axrop N J101a3u 0of YKYIIHOI Opoja 4BOpOBa y pemieTku a cadupak N In2 y
HaCTaBKy HeheMo y3uMaTu y o03up.

Konauno, ysenrthemo n ampokcuMarnujy Koutunyyma. pyrum pedanma, cmatpahemo ja ce
BeJINYWHE ¢); He Merbajy 3HaYajHO Ha pacTojambuma peja |i— j|. To nam omoryhasa jia yBeemo
CKaJIADHO 10Jbe (X)) W Jla MPUMEHHMO JIe0 KJIacH4YHe Teopuje mosba yBedeHn y llormasiby
1. ®opmamnso, TO MOKeMo ypasutu Ha caenehu wadumn [Wilson, K.G., Kogut, J.B. (1974);
Wilson, K.G. (1975)|. Ako uBopoBe perrieTke Ha K0joj je Jedbunncan VI3MHIOB XaMUJITOHIjaH
pajii MPErJeIHOCTH O3HAYUMO Ca T, M, ... YMECTO ca i,j..., OypujeoBa TpanchopMmalimja
BEeJIMYUHA ¢y, j€

O =Y pne™ (2.37)

n

IpH YeMy CyMa UJie [0 CBUM YBOPOBUMa pemeTke. MHpBepsna TpancdopMaliyja je 1ara CyMoM
10 TAJIACHHM BEKTOpHUMa calapzkaHuM y I Bpuiyenosoj zonu. Y ciydajy Kaja Opoj 94BOpOBAa
TeXKN OeCKOHATHOCTH, Joduja ce [Bumern Onepak 3.5.2|

-~ dPk T us
= _lk‘n = —_— _— < < B .
AR B b L (2:3%)

e je a, WBHIA ejeMeHTapHe hesmje y npasiy €,. JIpyruM peunma mHTErpas [, ce ysuma
o 1pBoj bpuiyenosoj 30uu ojrosapajyhe permnpoune perierke. Paju jegnocraBHoCTH, Y
HacTaBKy heMoO ce OrpaHUYUTH Ha XUIEPKYOHE PeIleTKe TaKO Ja NeMO CTaBUTH 4 = Gy =

- = ap = a. lIpernocraBuMo caga ga cMo (DUKCHUPAIN HEKY BPEIHOCT TaJACHOT BEKTOPA
A < 7/a, Tako Jja MOXKEMO mmcaTH

Pn :/ Pre* +/ dree k. (2.39)
k<A K[> A

[IpBu mHTErpaJI ¥y rOPIHO] pPesalnju Caap:Ki caMoO OHE JIOIPUHUOCE €A TAJACHUM JIyKIHAMA
sehum o1 ~ A~ a spyru gonpunoce ca TajacHuM jry>kuHama MambuM o ~ A~ (Bugern Cor.
2.5). YKoJIIKO Hac MHTepecyje caMo HOHaIlalbe CUCTeMa Ha cKajaMa He MambuMm o ~ AL
MOKEMO Y3eTH JIa je b, = 0 3a |k| > A u nedbunucaru

() = /k|<A e, (2.40)
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SHE

o3

|
SEE

Cruka 2.5: JIBonumensnona BpuiryeroBa 30Ha 3a KBaJPATHY PEMIETKY ITapaMeTpa a CaJIpKu
ce Tajacue Bekrope —m/a < ki < w/a,—w/a < ky < m/a. Y cpenunn BpunyenoBe 30me
je m3zBOjeH Kpyr mosiynpedHuka A y Kojem ce Hajasze tajacHu Bekropu |k| < A uwmja je
TajacHa Jiy:KuHa MHOro Beha o mapamerpa perterke. Ca jecHe cTpaHe IPTEXKA je IMeMATCKU
IIpUKa3aHa U KB IPaTHa PEIeTKa UBUIIE d.

[Tomrro cMmo ca oBakBOM JeUHUIMOM BenmdnHe ¢(x) m3rydmwin cBe nHdOpMaIuje O moHa-
mamy BeJMYuHa ¢, Ha ckamama < |A|7! u ¢(x) MoKeMO TyMaUUTH U KAO CPEeJiby BPEHOCT
o1 ¢, y3ery no odmactu sesmuaune ~ AP ca nenrpom y x. Byayhu ga je A1 > a mozke-
MO y3€eTH Jia ce BEeKTOp & Mewa Koutuayasno (Bugeru Ci. 2.5). OBUM myTeM CTHXKEMO JI0
uHTepnperanmje ¢(x) Kao cKaJgapHOr mo/ba Koje iemo kopuctuTu y HactaBky®’. Ha ckamapHo
HOJbE () MOKEMO HMOCMaTPaTH U Kao Ha IPAHUYHM Caydaj N —KOMIOHEHTHOT BEKTOpa ¢, IpH
N — oo, yBegenor y (2.26): kao mro je BeKTop ¢ oapehen momohy cBojux N KOMIOHEHTH ¢
TAKO je U CKaJapHO ToJbe ¢ ofpeheHo ca cBojum Bpemnoctuma ¢(x). Heku acrekTn mpesacka
ca N —IMMeH3MOHNX Ha OECKOHAYHO-IUMEH3MOHe BeKTope cy pasMarpanu u 'y lomarky B.

Cay1 HAM je IPeOCTAIo J1a BIIMMO KAKo ce S [¢], Kao u craTucTHYKA CyMa, MOTY U3Pa3UTH
nomohy ckajiapHor nosba ¢(x). Bugenn cmo 1a je, mpe HEro mro CMoO MPENuid Ha IPAHUILY
KOHTHHYyMa, cTame Mojena je omno oapeheno N —mumensmonum sexkropom ¢. Ca npyre
cTpaHe, y TPaHHIM KOHTHHYYMa, jeJHO cTame je oapeheno jemmom dymkmmjom ¢ : RP —
R. IIpema Tome, odekyjemo ma he mapTuruoHa QYHKIMja y TPAHAIHA KOHTHHYYMa OUTH
m3pazkeHna 1moMohy cyme Go ceum moiyhum dynryujama RP — R.

Kao mpBu kopak y mpasiy jedunncama cyme 1Mo CBUM (PYHKIHjaMa, YBEIIheMo jeaHy
pectpukinjy Ha N3unros mozen. Hanme, orpanmaunhemo ce Ha ciydaj kaja cy y suarosom
XaMUIJITOHUjAHy KYIJIOBAaHU caMo Hajoamku cyceau. OBO HUje HUKAKBO CYIITHHCKO OTDAHU-
Jeme jep ce IeJla aHajn3a MOYKe IMOHOBUTH W 3a MOjesle ca MHTepakiujama u3dMehy cycena
BuIer pejia. AKo y MoJiey mocToje KyIjioBama camo u3Mely nmpBux cyceja, MOroiHo je yBe-
CTH CKYII BEKTOpa { A} KOjU yOoueHH UBOD IOBE3Y]y Ca HErOBUM HAjOIMKIM CyCeIuMa jep ce

63ampaBo, cKaJIapHO HOJbe KOje TUPEeKTHO yiasu y JIaHmayoBy Teopujy ce moduja HAKOH jOII jeIHOT CKaJIl-
pama. Ta onepanuja Helie npomMeHnTH cMucao BesmdnHe ¢(x) Koju cMo caza yeraHosuian. TakoDe, ucnocrasulie
ce Ja ¢ 3aBUCHU OJT jOIII HEKUX MapaMeTapa MOIyT TeMIIepaType U MarHeTHOTr mojba. Mnak, pajgu mperjaeHocTu,
y HACTABKY [leMO yIVIABHOM IIUCATHU JeJIHOCTABHO ¢ (&) YKOJIUKO HE MOCTOJU OIACHOCT OJf 3adyHe.
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—@ - ® @
n—aeq n n+ae; n+2ae;

Cruka 2.6: BekTopu Koju Ha jeJTHOAMMEH3UOHOj PEIIETKHU CIIajajy IBOP M Ca HerOBUM Haj-
OJIMKUM CyceJiuMa 1 + ae; U I — aeq, Kao U ca I9BOpoM 1 + 2ae; .

“WIaH KOjH ONHUCYje KyIJIOBamhe BeJIMINHA ¢, MOXKe 3allUCaTH Kao

K Z ¢n¢n+)\ (241)
n,A

rie je K = JB = J/T unrensurer KyioBamba.

IIpumep 2.1. IloryetajMo Kao U3raeiajy BEKTOpU A y HEKUM BasKHUjUM cjydajeBuma. Kojr
jeJIHOIMMEH3IOHE PellleTKe ca MapaMeTpoM a uMaMmo JBa BekTopa {A} = {*ae;} [Buue-
tu Cii. 2.6]. 3a KBaJpaTHy peleTKy Taj CKyIl cauuibaBajy deTupu BekTopa: {tae;, taes}
[Buneru Ca. 2.7]. Tlo mupekTHOj anajgoruju, y ciy4dajy D—auMmeH3uone mpocre KyOHe pe-
IeTKe MOCTOju 4, = 2D HajonmKux cycejia Mpou3BO/LHOT YBOpa 1. 1o cy BEKTOPHU U3 CKyTa
{tae;, taey, +aes, - -+ aep}.

JoImr jenan mosHaT mpHMeEp je 3allPEeMUHCKHU IeHTpupaHa KyOHa perreTka. [IpousBosbHuI
YBOp HA TOj perreTku nMma 8 cycega. OHEM ce MOTy JIOOUTH CliajarbeM IBOpa 1 Ca BEKTOPUMA,
[Bunern Cur. 2.7]

a a a

A = §(el+eg+eg), )\225(—€1+€2+63)a )\3:5(61—62—1—63)7
a a a

o= Gleter—es), As =5 (—e1—extes), As =5 (—e1t+e—es),
a a

A7 — 5(61—62—83)7 )\825(—61—62—63). (242)

Y cranmapaHuM yroeHunmuMa 3 (pu3nKe KOHJIEH30BAHOT CTama je Moryhe nahu Buiie mnpu-
Mepa peIeTKH ca OIMICOM IUXOBUX MeOMeTpPHjcKuX Kapakrepucruka [Jones, W., March, N.

(1973); Ashcroft, N-W., Mermin, N.D. (1976)]. |

Kaxko dbucmo Hajiakimne HAILIN FPAHAILY KOHTUHYYMAa, 3a YJIaHOBE KOjU OIUCYjy KYILIOBAIHE
BesimanHa, ¢, duhe 3rofHO Ja yBeaeMo aucKkperHH Jamnacujad. OBaj omeparop, Koju hemo
osnHaunTy ca V2, nedunncan je kao [Bumern Chow, C.K. (1999)]

Vi, i % 3 [%H _ %} : (2.43)
A

re je Z; opoj Hajonmmkux cycena. Hymepuuku dhaxkTopu Koju yiaze y J1eUHHUIN]Y JIUCKPET-
HOT JIaIJIaCUjaHa Cy OJad0pPaHU TAKO J1a BayKU

Vip(z) = Vi(x) + O(|AF) (2.44)

Ia ce y HAJHUKO] AITPOKCUMAIIMjU KOHTUHYYMAa JUCKPETHH JIAIJIACHjaH CBOJIU HA OOMYHU
JIallJIacujaH.
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® ®
n+aes
€3
a
® ® 5 €2
n—ae; n niae 2 * =
n—aes a
® - 2
a) b)

Cumka 2.7: a) Ksagparna permrerka Koz Koje je pacrojame m3mehy uBopoBa a. CBaku 9BOD
nMa JeTupu HajOamKa cycesa. 0) 3alpeMUHCKY IleHTpUpaHa pemteTka. Eiementapua hesmja
j€ KOTIKa UBHIIE a.

IIpumep 2.2. IIposepunmo ropmwy pesnanujy 3a ciaydaj D—aumensnone Kyone pemerke. Cma-
tpajyhn na je |A| = a mana BeamanHa, MOXKEMO ITUCATH

b+ N) = o) + (A~ V)o(@) + 5(A- V() + Ola?), (2.45)

npu 4emy je ca V o3HadeH D—IuMeH3UOHn XaMUJITOHOB OIEPATOpD

D
V=Y e (2.46)
a=1
[Torro cy BekTOpu A y oBOM ciy4ajy Jaru ca a{te;, tey, +es, - - + ep}, gako je BumeTn

Jla ce Y CyMU II0 CBUM BEKTOPHUMA HYJIAHOBU Ca IIPBUM M3BOJIMMa cKpaTe. Takobhe, momro je
2 2 _ 242
(aey - V)* = (—ae, - V)* = a"05, (2.47)

JIOK je Opoj Hajomkux cycena 4, = 20, nmamo

Vo) = oo [¢<w>+§<x-v>2¢<m>+0<a4>—¢>(a:>
A
. —22{ 020(a) + O(a")| = Vo(a) + Ofa?) (2.19)

IITO je 1 TpedaJsIo MoKa3aTh. 3a CAMOCTAJIHY BEXKOY je OCTAB/HEHO JIa Ce MOKaXKe KAKO peJialiija
(2.44) Baxku 3a 3alPEMUHCKH IEHTPUPAHY PEIIETKY. |
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IIpumep 2.3. Ilopen Tora mro ce cranmap/aau Jlammacos omepaTop mojaBbyje Kao IpaHUIA
KOHTHHYyMa JTUCKPETHOT JIallJIAaCHjaHa, IIOCTOjUA U jeJHa BayKHa IbUXOBA 3ajeTHUIKA OCOOMHA.
Kao mro je ;100po mosnaro, cBojcTBeHe (hbyHKIHMje JlammacoBor orepaTropa Cy paBHU TaJjacu
a cBojcTBene BpemHoctu cy —k2. OBo je maxo mokasatu xopumhemeMm gedununmje V? =
div grad. Ilomro je grad (e*®) = ike**, mamo

Vi3ek® = _2elke, (2.49)

Ha comuan mauun je moryhe mokasaTu 1a Cy paBHU Tajacu CBojcTBeHe (hyHKIUje U 3a
muckpernn Jgamtacujad. [lomazehn on gedununmje (2.43) u ysumajyhu ¢, = explik - nj,
HAJIA3UMO

2 ikn __ ik-(n+X\) 1kn ik-n
Ve = Zl|>\|22[ = Zl|)\|22[ -1

= _k2€1k n, (250)
rge CMO YBeJ'II/I O3HaKe
-, 2D 1 .
2. 22k } k)= — §  oikX 251
AL ®] k) =g e (2.51)

[To anasoruju ca (2.49), Besmuuny — k2 TyMadnMO KaO CBOJCTBEHY BPEIHOCT JIMCKPETHOT
narmtacujana y dazmcy paBHEHX Tajaca. U3 (2.51) ce Bumm @ je CBOjCTBEHA BPEIHOCT JIVIC-
KPETHOI' JIallacHjaHa M3parkeHa NOMoNy T3B. reomerpujckor dakrropa yp(k). Yroauko je
[O3HATA CTPYKTYpa pelleTKe, OJHOCHO, ako je mar ckyn Bekropa {A}, moryhe je ompeauru
reoMeTpujcku pakTop u Hahwm k2. Permumo, y cirydajy mpocrte xurnepkyOHe pererke, Koja je
muckytoBana y IIpumepy 2.1, reomerpujcku dpakTop je

D
1
=5 Z cos(ak,), (2.52)
a=1

JIOK je 3a 3allPEMHUHCKHU IeHTPUPAHy KyOHY PEIIeTKY

v3(k) = cos (%kl) cos (%k?) cos (%k?’) . (2.53)

3a camocrasHy BeKOy je OCTaBJbEHO Jia Ce IPOBEPU UCIpPaBHOCT pejarmja (2.52) u (2.53).
Takobe, 3a camocTasHy BeKOy je OCTaB/BEHO Jia ce ITOKaXKe

lim k2 = k2 + O(k). (2.54)

a—0

y CJydajy KyOHUX peIleTKd IapaMeTpa a.

IlocTojame cBOjCTBEHUX BPEIHOCTU JUCKPETHOT JAIJacHjaHa y Oa3uCy paBHUX TaJjaca
omoryhasa ja ce pelema IIpodJieMa Be3aHUX 338 CUCTeMe HeMHTeparyjyhux 4ecTuria Koj Mo-
Jiesia iedpUHUCAHNX Ha pellleTKaMa WHTEPIIPETUPAjy 10 aHAJOTHUJU Ca CTAHJIAPIHUM MOJIEJIOM
KOHTUHYYMa — y TOM CMUCJIY C€ IeCTO KaKe JIa paBHU TAJIACU OIHUCYjy HemHTeparyjyhe qectu-
e Ha permerkama. IlltaBure, da3uc paBHUX Tajaca 4eCcTO MPEJICTaB/ba OCHOBY 3a MPUMEHY
Teopuje IepTypoaluja u 3a Mojese Jedunncane Ha perrerkaMa. Heke mpumene JTucKpeTHOT
narmtacujana ce mory uahnm y |[Radosevié, S.M., Panti¢ M.R., Pavkov — Hrvojevi¢, M.V.,
Kapor, D.V. (2013); Chow, C.K. (1999); Radosevi¢, S.M. (2015); Gombar, S., Mali, P.,
Panti¢, M., Pavkov — Hrvojevi¢, M.V., Radosevi¢, S.M. (2018)] |
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Bparumo ce cama na BemuuHy S [@]. ¥V cayuajy KyluioBara HajOMMKUX Cycelia M 3aprKa-
BameM UIaHoBa ca Makcumasno ¢! [Bugern (2.36)], (2.27) ce comu Ha

S[¢] - gngnqén—&-)\ - Bngn
n,A n

- %Z (KZ@LH) + = Z (KZ%M) + O0(¢°). (2.55)

Kopucrehu ce cama qucKkpeTHUM JIAILIACHjAHOM, MOYKEMO UCKOPUCTUTHU PeJIaIlnijy

Z (r/)n—i-)\ 1‘ ’ 2¢n + Z1¢n (256)

J1a eJIMMUIHAIIEMO (baKTope KOju eKCILIUIIUTHO CaJIpKe CYMY IO HajONIMKuUM cyceanma. Tako
JI00UjaMo

2
2
Sl¢) = 1KZI|M Zm Vi + - K212¢2 —Z(%vwﬁmmn)

2D
1 KZ|A!? V!
il 1 2 7 6
Opnnocho,
1 1 1 2
Slel = 52D onVon+5a) n—5 ), (av2¢n + a¢n>
1 ) V! "
L ~? ~ 7 6
+ 5 2 (cv bn —l—agbn> hzn:% + O(¢9). (2.58)
e cMo JaepuHUCAT
_ KZ|\|? _
C—T, CL—KZ1. (259)

[Toy mMecoM KOHTHHYyMa caja moapasymeBamo npesa3 [A| — 0, y3 N — oo, npu uemy
JIP>KUMO KOHCTaHTe ¢ U a PUKCHUM. AKO je vy 3alipeMuHa ejeMeHTapHe hejwje, y rpaHuIn
KOHTHHYyMa, BasKH

vy — /w (2.60)

JIOK JIICKPETHH JIallIacujal, npema (2.44), zamemyjemo ca V2 a mHTerpal@ja y UMITYJICHOM
IIPOCTOPY TOCTaje

/ /_ dk"a. (2.61)
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Kounauno, Besimunny ¢, JedUHICAHY HA YBOPOBUMA PelleTKe 3aMembyjeMo ca ¢(x). Tlomro ce
BeJIMYINHA G(&) HAJIA3U [10]] 3HAKOM WHTErpaJia, mheHe JIUMEH3Uje Ce PA3JIUKY Y OJHOCY Ha (p,.
JIaxo je BHJETH J1a je KOHTHHYAaJIHO II0/be 3aIIpaBo JaTo ca ¢(x)/,/Vg, Taxo ja ce daxrop 1/vy
ckpatu ca GakKTOpOM vy KOju yia3u y jgedununujy nnrerpana. Konaano, cmarpahemo ja cy
IPOCTOPHE Bapujalyje mojba (&) peJATUBHO cJiade, TAKO Jia MOYKEMO 3aHEMADUTH UJIAHOBE
KOJU CaJIp:Ke U3BOJIE BUIIE OJI JPYTOT y WIAHOBUM KBaJPATHUM 110 ¢ (&) JI0K hemo jronpuHoce
ca U3BOJIMMA 3aHEMAPUTH YKOJIMKO C€ I0jaB/byjy Y WIAHOBHMA KOjU MMAjy IMPOU3BOJIE BHUIIE
ox Ba dakTopa ¢(x). Y3 oBe anpokcumaryje, u3 (2.58) HamazuMo

Sald] = /ﬁcLW 6.V h) — /¢
o(T)
2

Loaw =

(@) + 5 6 (@) + & [Vo(@)P, (2.62)
npu deMy cMo jiepuHuCcATH’ h = h /+/Vo, Kao n

T-Tc T-T
al)=a—a*=a(l—a)=KZ SN < (2.63)
T Tc

1 MCKOPUCTUJIA AITPOKCUMATUBHU M3Pa3 3a KPUTHUYHY TeMmueparypy V3mHrosor momena Jo-
OujeH y ampoKCHUMAIju cpejmber mo/ba (2.16), Kao 1 YUeHHIly Ja CMO Ce OIPAHUYUIN Ha
y3aHy oOJlacT TeMreparypea 3a koje je T'~ Tc¢. ¥V onepKy 2.2.6 hemo BujieTn j1a je 3a ormc
dazsor npesnasza y Jlangayosoj reopuju KbyaHo ga koedbunujent a(1) mema 3nak vHa T = Tc.
Caunano,

T
b=4a*v? =4 < TC) 02~ Aol (2.64)

c=c¢—2ca=

2D T oDT ~ 2D (2.65)

KZ |\l (1 2TC) N VAE N A2
Y omespky 2.5.1 iemo 3a ¢ kopucrutu uzpas —J Z1|A|?/(2DT) nok hemo y ocraTky noriasiba
ynorpedsbaatu rpyosby anpokcumanujy ¢ = —|A|?/(2D). Konauno, ungexc A y jedununumju
nejerBa (2.62) Hac nozceha ga cmo, mpuinkoMm yBohema 1osba ¢(x) 3anemapuin (IyKTya-
Iyje ca TaJacHUM BeKTopuMa mHTeHsurera Belier om A. Jlejero u3 (2.62) je y smreparypu
nosuaro kKao ['musdypr-Jlannay-Buiconoso (GLW) nejerso. Ilpumerunhenmo na, ocum dakro-
pa KOju OIUCYje KyIIOBahe Ca CIIOJbAIITEUM HOJbeM, Sy[¢] cajpKu camMo 94IaHOBe ca ITapHUM
crerrernMa 1nosba ¢. To je nmocneauna Z, cumerpuje VI3uuroBor moJiesia o K0joj je panuje dusio
pedn.

ITornemajMo MaJgio gerasbHUje KaKo I'pylia Zso Jesyje y oBoM ciydajy. I'pyna Zs ce cactoju
oJ1 JiBa ejieMenTa, Zo = {1, z}, 2% = 1. FbeHo JiejcTBO y MPOCTOPY CKATapHOT MOJba ¢ U U3BOJIA
V¢ je naro ca

z-¢(x) = —¢(x), z-[Vo(x)] = V[z- ¢(x)] = —Ve(z), (2.66)

TV macrasky ce nehemo BpaliaTu Ha Teopujy nedbUHHCAHY Ha PENIeTKH Ia MOXKEMO BeJuuuny h/./vy o3Ha-
gt Takohe ca h jep He mOCTOju OmACHOCT OJ1 3adyHE.
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JIOK je JIejCBTBO JeJIMHUYHOT eJleMeHTa TpuBHja HO. VIHBaApUjaHTHOCT /1€jCTBA

Salg-oll = 5\el (2.67)
h=0 h=0
ce y OBOM CJIy4Yajy CBOJU HA WHBAPUjAHTHOCT MOJUHTErpasine pyHKIHje
Law(g-¢,9- Vo) = Law(d, V). (2.68)

Hpyrum peunma, Lo w y noTnyHocTn Hacaehyje Zo cumerpujy VI3MHrOBOT XaMUJITOHUjaHA Y
OJICYCTBY CIIOJbAIIIbel MArHETHOT' I10JbA.

Jla ducmo omnmc VI3uuroBor mojiesia JIo Kpaja CBeJIM HA KOHTHHYaJIHY TE€OPH]jy, IIOTPEOHO je
jOII J1a BUJIMMO KAKO W3IJIe/Ia M3Pa3 3a CTATUCTUUKY cyMy. majyhu y Buay panuje msnere
OIIACKE 0 KOHCTAHTHHM "WIAHOBHMA y S (@], ka0 u ma je jemHO cTame cucTeMa caja OIMHCAHO
nomohy jenne dbynkimje ¢ : RP — R 3zajzate ca cBojuM BpemHocTuMa @(T), CTATUCTHYKA
cyma (2.27) y rpaHUIM KOHTUHYYMa IPEJIa3u y

Z(h) = / Do (x exp{ / Law (o, Vo) — / o(x } = / D(a)e ) (2.69)

e cnmbont [ Do(z) osHauaBa cymy o ceum motyhum Pynryujama RP — R. Popmasno

Jim H/ dgi = ] / do(x /Dd)(:l;) (2.70)

xcRD

Opy 4eMy 110 IpaHudHoM Bpeanomthy N — oo mompasymeBaMo Ja JUCKPETHH HHICKC i
KOju IIpedpojaBa IBOPOBE pelleTKe Ipeiasd y HempekKuany seqmunny € € RP. Y tom cvmu-
CJIy TIOCJIE/IIbY M3Pa3 38 MAPTUIMOHY (DYHKIHjy Tpeda CXBATUTH KAO CHMOOJUIKY O3HAKY 38
rpaHuIly KoHTuHyyMa. MHTerpast no BeamdnHama ¢(x), Koju geduHHIIE CyMy 11O CBIM KOH-
durypanujama, deCKOHaATHO-INMEH3UOHHN j€ U Y JIATEPATYPU Ce O3HATIABA KAO PYHKUUOHAAHU
unterpan. VcrocraBiba ce jga GyHKIIMOHAJIHI UHTErPaId UTPajy BaxkHy yJory y dajumano-
BOj Bep3Wju KBaHTOBama Kiaacuauux cucrema [Altland, A., Simons, B. (2010); Weinberg, S.

(2010); Ryder, L.H. (1996); Wilson, K.G., Kogut, J.B. (1974)].

2.2.5 JlanmayoBa ampoKcuMaiuja

Y IpeTXOoHOM 0/IeJPKY CMO JOOMJIM U3Pa3 3a CTATUCTUIKY cyMy VI3mHTOBOr MOjesna y TpaHu-
1 KoHTHHYyMa. Vako cy yBohemeMm KiiacuaHOr mosba ¢(x) m3dernyre moremkolie ca pady-
HambeM MapTUINOHE (DYHKIUje Y BULY CyMe IO JUCKPETHUM ITPOMEHUBUM S;, DYHKIIMOHATHI
uaTerpai (2.69) je u nabe BpJo KOMILIHKOBaH. Kao mpBuM KOpak y MOKYIIA]y pasyMeBarba
cuCTeMa OMHUCAHOr (DYHKIMOHAJIHUM uHTerpayioMm (2.69) yuumauhemo rpydy ampokcumarujy:
npernocrasuhiemo na je moryhe nponahu jegny korduryparmjy ¢o(x) Koja MoxKe 1a OIMUIIe
CHUCTEM TAaKO IITO he 3aMeHUTU DECKOHAYHY CyMy IO CBUM (PYHKIIHjaMa.

[Tos mpermocraBkoM Jia Hema criosbanimber no/ba (h = 0), Kao u j1a je 3ajprKaHa camo
jenna KoHdUrypalmja mosba ¢, CTAaTUCTHIKA CyMa Cce 3HATHO yIpOIhaBa

7 = / Dop(x)e 520 5 e=Saldo] (2.71)
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mro HaM oMoryhasa Jia Johemo j10 jacHe mHTepHperaiyje moba ¢o(x) u Bpegaoctu Sy [dol,
kao mro hiemo caja Bugeru. IIpe cera, va ocHoBy (2.7) m (2.71) aupexkTHO BHIUMO Ja je
T'S\[¢o] crobonna enepruja MsuuroBor Mojesa. ¥ ToM KOHTEKCTY Besmdauny 1'Lgiw MOXKEMO
CXBaTUTH Kao I'YyCTUHY cJI00ojHe enepruje. HapasHo, oirosapajyhum ckaauparmeM Koeuiim-
jenara y Lgw yBeK MoxkeMo moctulin jia crpukTHO Baxku F' = Sy[¢o], Tako na y HAcTaBKY
noneka 1 Heliemo npasutu paziuky usmehy T'Sy [pg] u Sy[éo] Koja je u onako masa y obiactu
T — Tc. Nmajyhu y BuIy a2 ¢MO 3aHeMapHJIM HeKe KOHCTAHTHe® JIOIpHHOCE, Be3a u3Mel)y
Salpo] m cnodonme enepruje F je mara ca

F = Fy(T) + TS|¢o], (2.72)

rie ce y Fo(T') Hama3e ¢BU 4IaHOBH KOjU He 3aBHCE AUPEKTHO OJ1 10sba ().

Kako ducmo gonumm g0 wHTEpHperanuje mojba ¢(x), nojcernheMo ce Hajupe MOJEa Jie-
dunmncanor Ha pemerku. Kao mro je mokaszano y OmespKy 2.2.3, BEIUIHHY ¢, CMO yBEJIN Kao
HEMY IPOMEILUBY MTOMONY KOje padyHaMO MapTUITHOHY (DYHKIIU]Y, &l CMO je 0Ja0paJsid TaKo
Jla ce HeHa CPeJiha BPETHOCT IMOKJIalla ca CIIOHTAHOM MarferusanujoM VI3mHroBor mozesna

s V=L (LS ) e =y, 7= [0 2.73
<N§nj¢> z/¢</v;¢> m. z= (2.73)

YKOJIMKO 07 CBUX BEKTODPA @, IIOMONY KOjUX padyHAMO CPE/iby BPEIHOCT, 3aJIPKUMO CAMO
jeman ¢y, o he ce OYUIJIETHO TIOKJIANIATH Ca COICTBEHOM cpeamuM BpemHorrhy. Ipyrum
pednMa, BEKTOp ¢y Mopa OuTu

My(T)
o = MO:(T) : (2.74)
My(T)

Kako ducmo ce yBepuin y 0BO, MPETIIOCTABUMO JIa je JIaT jeJlaH OJf BEKTOpa ¢

,
o= 9|, (2.75)

(bN
0
ompeben, 3a cana HemosHATHM, KOeQUIMJEHTIMA @) KOJH ONHUCYjy CTame BeJuduHe ¢ HA

uBopy ¢. OrpannyaBarbe CTATUCTUYKE CyMe Ha CTAhe OIUCAHO BEKTOPOM Py je eKBUBAJIECHTHO
pejedunncamy N —IUMEH3UOHOr HHTErpaia | ¢ OJABAIEM nenrta-pyHKImje:

/¢ — /¢ 5(ch — ho). (2.76)

CraTucTudka cyma caja mocTaje

Z = / §(¢p — gp)eS1# = g~ Sleol, (2.77)
o]

8KoucTranTHu cy y cMuciIy fa He 3aBuce o ¢(x).
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a cpemba BpegHocT (2.73) ce cBoau Ha

My(T) = = [ 5(6— o) i2¢ es[d)]:iigbi. (2.78)
’ ZJs TV n " N ’

Kako cy y paBHOTEXKHUM CTamMMa CBU YBOPOBH €KBUBaJIeHTHHU, u3 (2.78) cienu na je ¢ =

My(T),Vi. OBum je nokazana ucupasaocT TBphema (2.74). To, npyrum pednma 3Haun j1a ce

KOMIIOHEHTe BeKTOpa ¢ IOKJamnajy ca mapamerpoM ypehenocru Mzunrosor momena’.
Curyamnuja je MaJjo Jpyraduja y TPAHUIM KOHTHHyyMa. 1aja, ymecto pesnarmje (2.73),

MOPaMO TTHCATH

(3 [o@) =5 [pow (5 [o@) e =), 2= [ Do, 19)

rae je V = Ny 3anpeMuna cucTeMa a CIIOHTaHa MarHeTH3alldja je 00padyHaTa 0 jeIMHAIH
zarpeMuHe. AKO, 110 y30py Ha MOJIEN JAedUHUCAH Ha PENeTKH, U3/IBOJUMO jeJIHO CTambe Koje
ofrosapa Koudurypanuju ¢o(x), Mmopamo MoauduKoBaTH (PyHKIIMOHATHI HHTETPAJT

/ Dé(z) — / Do) [6(x) — dol)] . (2.80)

rJie je yBejeHa 13B. pyHKimonasna jgenra pynkmmja [Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)]

N
5[0(@) — do(@)] = [] 3(#(@) — do()) = lim Ta(6: - 0}). (2.81)
Tana, ymecro penamnuje (2.78) numamo
1
V/w%(w) = My(T). (2.82)

Axo je byuknuja ¢g(x) xoncantinag, 3a mMTa je HeonxoaHo Jda uian |Vé|? oncycrsyje uz Loiw,
BUMMO J1a Mopa doutn ¢y = My(T'). Ipyrum pednma, y ciydajy XoMOreHe KOH(PUTYpAIU-
je ¢o = const, mome ¢g(x) jecwmie mapamerap ypeherocru. 3a cBe ocrajie KOHMbUTYpAIH]e,
crporo rosopehin, nome ¢g(x) ce Moxke cmarpaTu rycTuHOM napamerpa ypebenoctu. 1 mo-
peJl oBe jacHe uuentudukanuje, 3a ¢o(x) ce y aureparypu decro cpehy ojpemnurie momyrt
Payrxmyupajyher uapamettipa ypehenociv [Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010)| win
upoctmopHo 3a6uchol tapametipa ypehenocwiu [Hohenberg, P.C., Krekhov, A.P. (2015)] ko-
je mory dutu nonekse 30ymyjyhe jep ce uz medununmje napamerpa ypeherocru (2.8) Bumm
Jla oH He MoxKke uMaTu npocrophy sasucHoct!’. Ca npyre crpane, neku aytopu [Negle, J.W.,
Orland, H. (1998)] noceduo medunuity ziodasnu [mro du oarosapaso Haioj JeduHUI]I
(2.8)] a moceduo sokau napamerap ypehenoctu Kao cpeby BpeaHoct (S;).

90Ba KoHCTaTarMja HaM, 3a caja, He Jaje Heke mHMOpPMaImje o TemnepaTypckoj sasucuoctu Mo(T). Houx
MOpaMO MPUOABUTHU JA/HOM AHAJIM30M MOJEJA U TO NeMO YPaJUUTHU Y HACTABKY.

10 Mecburummja (2.8) je mara 3a cucrem JedpUHUCAH Ha PEIIETKH AU CE OBA ONACKA OJHOCH M Ha MOZEJe
neduHICAHE Y KOHTUHYYMY.
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Jlakye, uctakHyTy KOHMUTYpAIUjy ¢p, KOjy 3aJpzKaBaMo npu onucy V3uHroBor Momesna
y amnpokcuMmaruju Jlanmaya, MOKe€MO CXBATHUTH KaO TYCTHHY Iapamerpa ypeheHOCTH 0K
Sil¢o] mpencraBma onrosapajyhy ciaobomny eneprujy. Casa HaMm ocTaje 3a/1aTak HaJIaKemha
KpuTepujyma onadupa dyukiuje ¢y. Heka je ¢y Tpaxkena xouduryparmuja. [IpoussosbHa
kouduUryparmja ¢() yBek Moxe HammucaTu Kao ¢(x) = ¢g + n(x), rue je n dyHknmja Koja
ommcyje ojcryname oj Kouduryparmje ¢g. Cama, npema (B.30), moxkemo nucaru

S
Saldo +n] = Sa[o] +/—A n(x) + ... (2.83)
T 5¢($) fo
rJe ... O3HavYaBa dYJaHOBe ca (DYHKIIMOHAJHUM HU3BOJIUMA BHIIEr pejia Koje hemo 3a cajia

saneMapuTu. [IpuimkoM nucama (2.83) ¢MO MMITMIIUTHO MPETIIOCTABUIIN JIa CY OJCTYNAhA
7) 01 paBHOTeKHe KOHMdUTryparuje ¢y Ha ojpehenn HaumH Masa. ¥ CKJIOIy OBAKO U3JIOXKEHE
TeopHje TO je caMO IIPETIIOCTaBKa KOja MOXKe OUTH olpaBjaHa atociepuopu. [lapTurmona
dyHKIIIja ce cajia MOXKe 3alMCaTi Ka0 CyMa MO CBUM KoHurypanujama 7)(x)

6S
Z a e~ Salool / Diy()e 4= 70 16" (2.84)

YKOJIUKO je KoH(purypaluja ¢y TaKBa Jia BaxKu

3Sa
ip(x)

=0, (2.85)
(o)

npeocTta/ i (pyHKIIMOHAIHA WHTErpaJs he gatum koHctanTy C' Koja He 3aBHCH HHU OJT TeMIepa-
Type HU OJ1 CIIOJbAIIIbEr 10Jba, & HU 0J] Kouduryparmje ¢y. Apyrum peanma, kouncranta C' ne
yTude Ha onuc dasHor npesasa y Jlanmgayosoj Teopuju. Bynyhu na ce maprurmona dbyHnkimja
caJia MOXKe 3aIucaTi Kao

7 — (e 5ldol — g=Sal¢ol+InC (2.86)

kouctanta C' ce, 3aje/lHO ca paHUje 3aHEMAPEHUM KOHCTAHTHUM JIONPUHOCHUMA, MOXKE Ce
CMaTPaATH eJIEMEHTOM aHAJIMTUYIKOL Jiesia cjiodosue enepruje Fo(T).

Ha cymumpamo, cymrura JlanmayoBe ampokcumaliyje 3a CTaTHCTUYKY cymy VswmHroBOr
MOJIesIa je Jia ce Of] CBUX MOryhux kKoHduryparuja kKoje JiedbuHUILy MapTUIHOHY (DYHKIU]Y
3a/[p’KU CaMo OHa Koja mpejictaBiba ekcrpemairy GLW nmejersa, Tj. oHy 3a Kojy Baxkn (2.85).
OBumMm ce mpodJieM padyHama MapTUNHOHe (DYHKIMje, gaTe (PYHKIMOHATHIM HHTErPAJIOM
(2.69), cBeo Ha paszmaTpambe K.AacuuHe TeopHje mosba ofpehene dyukimonamsom Sy[¢] (win,
Salé] + Fo(T')). HapasHo, oBakBa anpoKcHMallija je pelaTHBHO TPyda U EbeHe mocjeuie he
IIOCTaTH jacHe KaJia ce npeBuhama JlangayoBe Teopuje mopejie ca eKCriepuMeHTHMA.

2.2.6 CnooHTaHO HapyIlllelkhe CUMEeTpPHuje

Paszmorpumo najupe xomoreny koudurypanujy ¢o = My. Taga ce Lgw cBOAM HA YUCTO

MIOTEHITNjaJTHU JI€0

a(T)
2

MZ(T) + %M&(T) (2.87)

»CGLW — V(MO) =
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AV(M A V(M
_/—8a _6a
b b
I 0 =¢ _/M0>
0 ¢ = Mo
a) b)

Cmuka 2.8: GLW gmejctBo ce y ciaydajy XoMmoreHe KOH(pHTypaldje CBOIU Ha ITOTEHIH]aJI
V(My). Ha ninycrpanuju a) je npukazas obiauk noreHnmjana 3a T < Tc a Ha mwirycTpanuju o)
za T > 1¢.

u JlanmayoBo nejcTBo je jemnoctaBHO Sy [do] = V(My)V, tae je V 3anpemuna cucrema. Ycjios
cTanuoHapHOCTH JiejcTBa (2.85) ce y OBOM CjIydajy CBOJIHU HA
aV b

=a(T)My + — M3 = 0. 2.88
aMO a’( ) 0+ 3' 0 ( )

Pemema oBe jemnaunue 3asuce ox 3unaka dynkumje a(T). Axo je a(T) > 0, mro mpema
(2.63) omrosapa Bpemnoctu T > Tc TpocTpyku Kopes jeanaunte (2.88) je My = 0. lakue,
Oynyhu nma mapamerap ypehenoctu urrdesasa, OBO peliee onrosapa neypebenoj daszu. Ca
npyre crpate, ako je a(T') < 0, mro oxroBapa temieparypama HUXKUM OJ1 Tc, mopes jeIHor
pemiewa My(T) = 0, mocroje u perema ca napaMerpoM ypeleHOCTH pasjmauTuM o HyJie.
Ona cy mara ca

My(T) = My = —@, My(T) =My = — —%bT). (2.89)
Jlako je Bumeru ma pememwe My = 0 omroapa munumymy oz V(My) xana je T > T,
OJTHOCHO J1a periera u3 (2.89) npeacrasibajy muaumym ox V(M) 3a T < Tc. Takobe, pereme
My(T) = 0, koje mocroju u y caydajy I < Tc, He onroBapa MEHUMYMY CJIODOJHE €Hepruje.
I'paduuakn npukas byuxmuje V(M,), y ypebenoj u neypehenoj dazu je nar na Cu. 2.8.

ITorsnemajmo cajga Kako ce ypaBo JI00njeHa pellema yKJalajy v JIlanmayoBy c/mKy CIIOH-
TaHOT Hapymema cumerpuje. [Ipe ceera, y obiacru Bucokux Temmneparypa (1 > T¢), mocroju
jemuucteno perebe My = 0. OBo permieme moceayje ucty Zs CUMETPHjy KaO U JIejCTBO
Salé] = V(¢)V. Tpauncdopmanuja peinema y oBoM ciaydajy Tpubmjagna [Bugeru (2.66)]:
1-My=1-0=0= My, ka0ou —1-My=—1-0=0= M. Ca apyre crpane, y cjiydajy Kaja
je T < T¢, cuMmeTpuja pellema je Mamba OJl CHMEeTpHje [ejcTBa. 3anucTa, JaKO BUIUMO 12 je
[Bumern (2.66)]

—1- M = M,;, —1-My = M. (2.90)
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Aviar)

" Ty

h=0 B0

Cmuka 2.9: GLW jnejctBo ce y ciydajy xomoreHe KoHUrypallyje CBOJU Ha ITOTEHITH)aJ
V(My). Ha wiycrpanuju a) je npukasas odyink morenmujajia 3a T < Tc a Ha wiycrpanuju O)
za Tl > T¢

Haxke, y ommreM Caydajy, eJIeMeHT I'pyIe Zo MPEBOH JeTHO PEIIEIbe Y JIPYTo a He OCTaBJba
ra maBapujanTHuM. [lomTo je cuMeTprja OCHOBHOT CTalba TPUBHjaJIHA & CUMETPHja JIejCTBA
je Zs, cnydaj HaJlazKeha paBHOTEeXKHe KoHdurypanuje mpu 1’ < T omucyje mojaBy CIIOHTAHOT
Hapymema cumerpuje. [IltaBurie, 10 HapyIema CUMETPH]e JI0JI1a3u dalll Ha TeMueparypu 1 =
Tc Koja oaroBapa KpUTHUYHO] TeMileparTypu V3uHroBOr Mojesna J00MjeH0j y alnpOKCUMAIIIju
CpeJIber MoJba.

Ako ce cucreM Hajla3u y CIOJbAIBEM TO/bYy h, CIOHTaHA MArHETHU3AIM]a je 3aMEerheHa
maraerusanujom M (h,T) n norernujamau geo GLW nejersa ce cBomun Ha

V(M) = @M%,T) - %M“(h,T) — hM(h,T). (2.91)

OBaj obsuk morenryjata je ckurupan Ha Cii. 2.9. Y oBOM ciiydajy HOCTOjU jesiaH cTadbuian
MUHUMYM, KOjU OJroBapa ypehemy CIIMHOBA y CMepPY CIOJbAIIHET T0Jba, 14 He JI0JIa3U 0
CIIOHTAHOI Hapyllema cuMerpuje. Memwamwe cMepa crosbanimbeM 1moky (b — —h) y oBoM
ciydajy naje jeaHocraBan npumep dasuor npenasa npsor peaa [Negle, JW., Orland, H.
(1998)].

2.2.7 KputuyHu eKCOoHeHTHu «, 3, ¥ U 0

Bynyhu 1a cMo y mperxomHoM o/1e/bKy HAILIM Pellerba y CAydajy XOMOreHe KOH(MUIYpaluje

¢o(x) = My, upu uemy y Jlangayosoj anpokcumanuju GyHKIuoHag Sy [¢] nHTEpIpETHPaMO

Kao0 CJI0DOJHY €HEPIH]y, CaJla MOKEMO /14 OJPEIMMO U KPUTUIHE €KCIIOHEHTE Y OBOM IIPUIIA3Y.
ITpe cBera, ua ocuoBy (2.63) u (2.89) BuamMoO 7a je y ypebenoj daszn

MF(T) ~ (Tc — T)"2, (2.92)

omaksie Hasazumo S = 1/2. CaudHO, YKOJIUKO je CHCTEM y CIOJbAIIEHEM ITI0JbY, DABHOTEKHA
KOH(bUryparmja ce 100uja MuHIMu3upameM noreniujaaa (2.91). Tako ce moduja jeaHaunna

a(T)M(h,T) + %M?’(h, T)—h=0, (2.93)
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U3 Koje Haja3umo, 3a 1 = T¢,
M(h,Tc) ~ h'/3, (2.94)

mro 3Haun ga je 0 = 3. Haspe, Oyayhm ma je cycrenTuOMIHOCT jedUHUCAHA Kao X =
OM (h,T)/Oh|n=o, mudepenuparmem jeaaaqdunne (2.93) no h HaIaA3UMO

b
() + AT | =1, (2.95)
OJTaKJIe je
X~ |T —Tc|™". (2.96)
Opnocuo, namasumo v = 1. Komauno, kopucrehu Besy mamely TomjaoTHOr KamamureTa U

ciodonue enepruje [Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010)]

O*F
oy =-12F (2.97)
a1 |,

npu demy je, npema (2.72), ciodogana enepruja y JlanmayoBoj alpoKCUMaIUju IaTa ca

F = Fy(T) + Sa[My] = Fo(T) + VV(My) = Fo(T) +V @Mgm + %M{}(T) . (2.98)
OxnocHo,
Fo(T), T>Tc,
FO = g+ %a?(T), T <Te. (2.99)

Ha ocuoBy (2.99) u (2.97) nodujamo ja TOIIOTHN KanaluTeT y Oiu3uHu T¢ TpIu CKOK

24V
lim Cy — lim Cy = ——.
T—Tg v T—TZ v blc

(2.100)
To 3Haum na je a = 0.

[Ipe mero mro ynopeaumo npensubama Jlanmgayose Teopuje ca BpeHOCTHMA KPUTHIHUX
eKCIIOHeHaTa JIodujeHnM y ciydajy 3unrosor momesa ersaktauM peremeMm (2D momen) u
HyMepudkuM Merogama (3D mozmern), y HapeaHOM O/e/bKy heMO pasMOTPUTH M KPUTHIHH
eKCIIOHEHT TIOBE3aH Ca KOPEJIAITMOHOM JIyKIHOM.

2.2.8 dDiaykKTyaluje u rayCoOBCKU MOJeJI

CrarucTiyke Kopejallfdje BeJIndnHa ¢, Koje cy OUTHe 3a JeTa/bHHje pa3yMeBaibe CHCTEMA
omucaHor mapTuinuoHoM dyukiujom (2.69), He mory ce nupektHo Hahwu y JlaHmayooj Teo-
puju. Pazjor ToMme je dumbeHUIA j1a CMO OJ CBUX MOryhnxX KoH(pUrypaluja 3aJpzKaal caMo
OHY KOja 3a/10BoJbaBa ycioB (2.85). IIpema Tome, jma ducmo pomwin 10 mabOpMAIHja O CTATH-
CTUYKO]j YCJIOBJbEHOCTH I10/ba (@ y PABJIUUUTUM TadyKaMa, MOPaMO HAIIyCTHUTHU CTPOre OKBUPE
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JlanjayoBe anmpokcuMaliije u JIOMYCTUTH Ja [0Jbe ¢ Y3UMa Pa3JIMUNUTe BPEIHOCTU Y Pa3iiu-
quTuM Tadkama. OCHOBHA BeJIMYMHA KOja MEPU CTATUCTUYKY IIOBE3AHOCT I0J/ba (¢ Y TadyKaMa
x u y je T3B. (IBouecTuuHa) Kopesaimona dyuknuja [Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B.
(2010)]

Gle,y) = {(6(z) - My) (6(y) = M) = 5 [ Do(2) (6(@) ~ M) (6(y) — M) e,

Z
(2.101)

pu ueMy je My BpeJHOCT mapamMerpa ypeheHoctu Koja ogrosapa JlamayoBoj paBHOTEXKHO)]
KOH(DUTYPAIUjU OIHICAHO] Y O7e/bKy 2.2.6. 3a XOMOTeHe CHCTeMe, KOjU OJIroBapajy I'PaHuIln
KOHTUHYYMa yBEJIEHO] y O/eJbKy 2.2.4, KopesanuoHa (DYHKIMja 3aBUCH CAMO OJ PEeIaTUB-
HOI' BEKTOpa Tojioxkaja jse taduke, G(x,y) = G(x — y). YKOIUKO je IOpeJl TOra CUCTEM U
M30TPOIaH, Kopesanuona GbyHKIHja 3aBUCH caMo of moxyna | — y|. Ilomro cy crarucru-
4yKe QUIyKTyaldje 1mojba ¢ y TadykamMa & U Y HE3aBHUCHE aKO Cy OHE jaKO y/aJbeHe jeJIHa OJf
napyre, 3a ouekupatu je ga G(x,y) — 0 mpu |z — y| — oo. 3anpaso, mocroju oxpehena
nyKuHa &, KOja KapaKTepHIlle OOJIACTU Y CUCTEMY y OKBHUDPY KOjUX Ce KOpeJalldje He MOTY
zanemaputu. OHa je mo3HaTa MO/ HA3WBOM KOpeJalnoHa JykuHa. Kao mrro hemo Bumern,
KOpeJIanuoHa Jy2KuHa 3asucu oji remueparype. [lrasure, £ — oo npu 1T — T mTo 3Ha4YN
Jla Cy Y OKOJIMHU KPUTUYIHE TeMIiepaTrype OuTHe (JIyKTyallje ca CBUM TAJAaCHUM Iy KIHAMA
0 < A < oco. Bynyhu 5a je JlanmayoBo JiejCTBO YBEJIEHO TaKO Jia je TPAHUINA KOHTHUHYYMA
yBeJleHa y OJIHOCY Ha KapakTepucTuany gyxuny A~ (Bugern Ojesbak 2.2.4), 1uBepreHImja
KOpeJIaluone JIy:KUHe HYXKHO J10Boju 10 Kpaxa Jlammayose Teopuje [Wilson, K.G. (1975)]
IIITO Ce OIJIEJIa Y BPEIHOCTUMA KPUTUIHUX €KCIIOHEHATA KOje OJICTYNAjy OJf OHUX JI0OUjEeHUX
€r3aKTHUM PEINIaBalbeM MOJIEIA, HYMEPUIKAM CUMYJ/IAIjaMa Ul Y €KCIePUMEHTUMA.

Ocum y crierujasHOM citydajy Kaja Sy [¢] nma wiaHoBe KOju Cy HajBUIIIE KBAJAPATHU O ¢,
urrerpas (2.101) ce He MoXKe U3padyHATH aHAJIUTHYKHA. /I€jCTBO KOje cajpun camo daaHOBe
KBaJIpaHe 10 ¢, 0e3 003upa Jia JIn Ha HUX JIeJIyjy U3BOJU WU He, JedUHUIIe T3B. TayCOBCKU
Mozes1. Ha je3uky Teopwuje moJsba, rayCOBCKH MOJIEN ojiroBapa Hennreparyjyhem mospy. Umak,
jeIHOCTABHI TayCOBCKH MOJE] KOjU ce J0O0Hja IPOCTUM O/I0alnBameM daaHa bot /Ay Law
je mpesuirie Tpyd jga OM J1a0 KBAJIMTETAaH ONKC y 00e (pha3e — paBHOTEXKHA KOHMUIYpAIUja
onpebena omguocom a(T')/b [Bumern (2.89)|, mro 3HaYM na je modujeHa y3 IPETIOCTABKY
b # 0. 350r Tora hemo, yMecTo jeHOCTaBHOT 3aHeMapuBamba 4iaHna bg* /4!, usspmuTu passoj
dyurnuonana Sy [¢] y pes oko paBHOTERHE KoHbUrypamuje ¢g = My, 3aapkasajyhu ce na
KBaJIpaTHO] anpokcumanuju. /la Ou HacTaBak m3jiarama yINHWIN jaCHUjUM, WIycTpoBahemo
OTIMCAHM TIOCTYIIAK Ha jeHOCTaBHUjeM IpuMepy — aooujamy CTHPIMHTOBE arpOKCHMAIIT)je
3a nl.

ITpumep 2.4. Kao mro je no6po nosuaro [Pagormesuli, C., Mamu, I1. (2020)], n! ce moxe
n3pa3uTu moMohy rama (yHKIHje

nl=T(n+1)= / dt e "t". (2.102)
0

Kaxko ducmo nHampasuin jacHUjy aHAJIOTH]y €& OPUTHHAJHUM IPOOJIEMOM padyHaha MapTH-
nrone pyHKIHje, mpenncaheMo ropmu HHTErpaJ Kao

n! = / dt e—[t—nlnt} _ / dt e—n[t/n—lnt]' (2103)
0 0
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[Tomrro mpu n > 1 ekcnonenmujaana yHknuja exp(—nx) Op30 onaja, 3a OYEKUBATH je Jia
ce TPHU BEJUKHM BPEIHOCTHUMA N TOPHU WHTErpaJ MOXKe Ha HEKU HAYWH aIllPOKCUMUPATH.
YBeJieMO JI O3HAKY

t
fult) = — —Int (2.104)
n
BU/IM Ce J1a HajBehu TONPUHOC MHTETPAaJLy J1a]y BPEIHOCTH IIPOMELUBE ¢y OJU3MHI MUHUMYMA,
dyukmje f,. AKo TauKy Koja onroapa MEHUMYMY o1 f,(t) o3HaunMo ca ty, Tejaopos pa3soj
dyukImje f, y okoauHu ty je

fult) = Bolto) + S -t #5500
= falto) + %ddté” to(t —t0)>+ O ((t —t)?), (2.105)

upu demy, to onpehyjemo u3 yeaosa df,/dt = 0. Tako Hamaszumo ty = n, Kao u

d*fn
de?

_ 1 (2.106)

n2

fn(tO) =1- 1Il’fl,

to

Bamemyjyhu (2.106) y (2.105), Hasa3uMo anpoKCHMaTUBHA U3pa3 3a uarerpas (2.103)
n! ~ e_”f”(tO)/ dt e~ 2/ (t0)(t=t0)* (2.107)
0
YBohemeMm cmene t — tyg = x, TpeocTaan UHTErpaJi mocraje

e [ g et (2.108)
—to

Nwmajyhm y Buny na je to = n > 1, 1omy rpanuily mHTerpaj hemo anpokcumuparu ca —oo. Ha
Taj HAYMH J100ujamMo mHTerpas ['aycoBor Tuma m KoHadaH pe3y/rar je nosuara CTUDPJIMHTOBA

dopmyna

2w 1
~ A—nfn(t _ —nn+3;
n! &z ¢ n(to) ) V2me "n" Tz, (2.109)

OBaj nocrynak 3a jgooujarme CTUPJIMHIOBE AITPOKCUMAIIK]E je CIIEIUjaJTHU CJIy4aj T3B. allPOK-
cuMaryje crarmonapuux dasa. Buire nerasba 0 arpokcuMaIiyju cTaliioHapHux da3a ce MoxKe
Hahu y Kmusu [Zinn — Justin, J. (2007)]. [ |

Bparumo ce cajia OpurmHaJHOM TIpodsieMy pasBoja (yHKImoHama Sy[¢] 10 KBajpaTHuX
YJIaHOBA y OKOJIMHU paBHOTeXXHEe KoHbwurypaimje ¢g = My. Ha ocuosy (B5.30) u (B.31) u
YUELEHUIIE JIa je paBHOTeXKHA KoHburypamuja oapehena yciaosom (2.85), MoxkeMO mmcaTu

Sal¢o + 1] = Sal¢o] + %/ W

) n(z)n(y) +On*), (2.110)
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rie n(x) onmcyje ofcryname of paBHOoTeXXHE KoHurypanuje. [Ipernocrasuhemo ga n — 0
npu || — oo. Iomro je Sa[¢] = [ Loww, mmamo

05y _ O0Law ' OLcw . b o
5ot~ ot~V avigy ~ “D0W)  50°®) — Vo), (2.111)
5(}5(253) 5(;2) o [a(T)é(a: —y)+ g¢2(y)§(w —y) — cVio(x — y)] ¢

— (a(T) + M&;T)b) 5z —y) — cVii(z — y). (2.112)

[TomTo ¢Mo oApeauIn JPyrd BapUjallioHU M3BOJ M U3PAdyHAJM I'a 38 PABHOTEXKHY KOHQU-
ryparmjy ¢o = My, MokeMo Hali ¥ eKCIUIMIIUTHU M3pa3 3a pa3Boj GyHKIMOHANA Sy [¢p] u3
(2.110). ITpu Tome, maxkmwy Tpeba jma odparumo Ha apyru cabupak u3 (2.112). ITomrro je

/my n(@)n(y)Vid(z —y) = /my \ (n(w)n(y)vyé(w - y)>
- [ Vi () viate -
- _/m n(@)Vyn(y) - Vyo(@ —y), (2.113)

Py YeMy WHTeTrpaJl JTUBEepPTeHIje Unrie3aBa KaJa ce MPEeTBOPU y MOBPITMHCKN, HAKOH jOIIT
jeJiHe mapIjaJiHe HHTeTrpalfje U 0I0aINBaha, jOIII jeIHOT TOBPIITMHCKOT HHTETPaJIa HaJIa3uMO

/ n(@)n(y)V26(e — y) = / (@) V2n(y)6(x — y) = / () V2n(z). (2.114)

Bamenom (2.114) u (2.112) y (2.110), xoHavyno 100MjaMO KBaJIpaTHY anpokcumarnmjy Jlania-
yOBOT' (DYHKITOHAJIA

Saléo 1l = Sulnl + 5 [ @A) = Sxlon] + 5L, (2.115)

xr

pu 4eMy je omeparop A jedunucan ca
A=a(T)—cV? (2.116)

a HoBu koedunujent a(T') je

a(T) =a(T) +

bME {a(T), T>Tc, 2117

2 a(T) —3a(T) = -2a(T), T <Tc.

Nmajyhin ekcrmmnuThy u3pas 3a KBaJIpaTHy anpokcumarmjy dbyHKIuoHasa Sy [¢], ckoH-
nenrpucahemo ce Ha padyHame Kopesanuone dyukimje (2.101). Byayhu ga je paBHorexHa
KoHburyparuje ¢y = My xomorena, jako je sumgeru ja je Do(x) = Dn(x), 3a ¢ = n + M,
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TaKO JIa ce KopesalroHa (pYHKIMja MOXKe U3PAa3UTU caMo IMOMONy ImoJba 1) Koje omucyje oji-
CTyIIaba O] PABHOTEXKHE KOH(MUTYpAIlHje

1 _ _g(@
Gle,y) = @) = 5 [ Dolz)n(a)n(y)e o5, (2.118)
rJie je caja
Z = / Dij(z)e~Sakéo=55"ln] (2.119)

Hanomumemo ma pesynrar (2.119) Bazku n Ha TemrepaTypama Koje Cy BHUIIE KaO U Ha OHUM
Koje cy Himke o Tc. 3a pauyname kopenaruone G(x,y) dyHKIHje MOKEMO MCKOPUCTUTH
nocTynak Koju cmo seh kopuctmm y (2.32) u (2.33). Homasamem jejcrBy wiana [ B(x)n(x),
rie je B(x) momohno mosse, o anasoruju ca (11.51), nmamo

1 ) )

Z|B] éB(x) dB(y) Z18]

G(z,y)

)
B=0

218) = [Dat)exw | 5001+ [ B (2.120)

z

jep ce KOHCTAHTHU 4iIaH Sy @] mokparn y nedunnmju kopenarmone dynkiuje. Cara Bum-
MO J1a ce padyHame Kopesalnuone OyHKIIje JOOPUM JIeJIOM CBOJIM Ha PadyHarme (DyHKIIMOHA-
na Z|B] koju ce MOxKe M3padyHATH 1[I0 y30py Ha WHTerpaJie ['aycoBor Tuma [BUIAETH IPUJIOT
11). Koukperno, unrerpas 3a Z|[B] u3 (2.120) je qupekTHa rerepaiusamuja narerpada (11.45)

—laT. : (2m)™2 % S
g(b):/e satAartla _ (" oon | 25T A LD (2.121)
z VdetA 2

Kako ducmo nHarmacuiu anasorujy usmely oBa jBa uHTerpasa, npumeruliemo na ce Z|B]
MOXKe 3aICaTh Kao

Z[B] = / Dep e— 4 nAn-+(Ba) (2.122)

rie (,) o3HavaBa ckagapHu pousBof y Lo(RP) Koju 3amersyje ckajapHn HpousBoj y RN u3
(2.121). Byayhu na je dyskimona s wHTErpas JeuHICAH Kao TpaHnvHa BpeaHocT (2.70),
nvajyhu y Buny u muckycujy u3 Homarka B, 3a padyname raycoBcKux (pyHKITHOHAJTHUX
MHTerpaJia ce MOXKeMO OCJIOHUTH Ha KOPECIO/IeHITN]Y

N
a’ - Aa — (n,An), ommocHO Zai(Aa)i e /77(:1:) [An} () (2.123)

i=1

TaKO JIa MMaMO

1 1
Z|B] = /Dqﬁ e~ 3(MAN+(BM) exp {_ (B,A—lB)} ) (2.124)

1
v DetA 2

Y ropmoj peaanmju DUIneMo 3HaK IPOHOPIIMOHAJIHOCTA, YMECTO CTPOre jeIHAKOCTH, 3aTO IIITO
) )
je KoHCTaHTa Koja mpeacTasba aumut (270)V/2, mpu N — 0o, Geckonauna. Taj (Seckonadmn)
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KOHCTATHU (DakTOp he ce cKapaTuTH y CBUM KpPAJbUM pPe3yyJTaThMa padyHarma Ia 300T
tora nehemo obpaharu naxkmy Ha mwera. Takohe, kopuctumo cumbdos Det 3a merepmunanTy
omepaTopa (2.116) u3 Lo(RP) xako 6u npasmmm pasamky y oJHOCY Ha JIeTepMIHAHTE MATPUIIA
tumra N X N koje ozHagasamo cumbosom det. Komaumo, A~! oznagasa omeparop mHBep3aH
3a A.

Kaxo ce y (2.124) nojassbyjy A~ u DetA, CKOHIIEHTUIIMMO ce 3a TPEHYTaK Ha OIepaTop
A = a(T) — ¢V2. Kao mro je omepatop A y Konaunogumensuonom mpoctopy RY oapebhen
kommonentama (A);; = (i|A]j), oneparop Ay Lo(RP) je 3aman 'komnonentama’

Alz,y) = (z|Aly). (2.125)

rie je (xly) = 6(x — y). YBohemwe KOMIOHEHTH orepaTopa HaMm omoryhasa ja HAIDABUMO U
dbopmaHy aHaJIornjy ca perpesenToBameM oneparopa y Lo(RP) 'Marpumom’

SO (A i) (] — / Az, y)le) (Y. (2.126)

1,J

Ha ocnoBy ropmer passoja y Lo(RP) nedbununiemo n 'KoMmmoHeHTe HHBEP3HOI OllepaTopa
Kao0

D (A i(A)y =65 — /A—l(m, 2)A(z,y) = d(xz —y). (2.127)

1,J

I/ICKOpI/ICTI/IMO JIM KOMIIOHEHTE, MHBEP3HU OIIEepaTOpP MO2KEMO 3alluCaTHu 1 Kao

A= / A @, y)le) (], (2.125)

)

TAKO JIa Ce CKaJIApDHU [IPOU3BOJ U3 eKCHoHeHujane dyuknuje y (2.124) ceomau Ha

(B.A'B) = (BIA|B) - |

Yy

A ey (Bla)lB) = [ A ey)B@)B(). (2129
:1:7y

OBo je Tpaxkena pelpe3eHTallnja CKaJapHOT MPOM3BOJA jep €€ V 0] JUPEKTHO I0jaBIbYjy

komronenTe oneparopa A~!. Cana, no ananoruju ca (I11.62), najaszumo Kopeaanuony QyHK-

11jy u3pazkeHy moMohy KOMIIOHeHTH omeparopa A~!

1 ) )

Z[B] 6B(x) 6B(y) =A"(z,y). (2.130)

G(z,y) Z|B]

B=0

Onpemumo casa 1 KoMmmonenTe og A~

IIpe cBera, 106po je nosnaro [Weinberg, S. (2012)] na cy y RP pasuu Tanacu csojcTsene
dyHKIHje JaliacujaHa U IMpeCcTaBibajy O0a3uc Koju ce Kopuctu 3a Jedunucame Pypuje-
rpancdopma. To 3naum ma Moxkemo nucaru [Bugeru u [Ipumep 2.3|

Vi{x|k) = —k*(x|k), rmeje (x|k)=*® (2.131)

[oGpaTuTn naxkjy Ha HopMmupame!| u jemunuuanu oneparop y Lo(RP) moxkemo npejcraBuTu
K

= [, e w.w) = (allly) = [ @lk)kly) = 3@ -y). (2132
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Kopucrehin A(z|k) = (a(T) + ck?) (z|k), namasumo
Aw.y) = Galitly) = [ G@lk) kAl aly) = [ @0 (a(r) + ok?) (kg
k.q k.q

— /keik'@—y) (a(T) +ck2>. (2.133)

Caja je Jako BUJETH JIa Cy KOMIIOHEHTE WHBEP3HOI OIepaTopa JaTe ca

A l(x )—/M (2.134)
Y= AT + ok '

3aTo mTo Baxku (2.127). 3ancra,

a(T k2 . ,
/A_l(my Z)A(Zy y) = / (111—_|—CQ elq-w—ﬂc-y / elz.(k_q)
# kq Q1) +cq .

(T)
(T)
_ / aET;—“LCk’(%)Da(k Q) v *Y = 5 —y).  (2.135)

Gla.y) = @) =27 [ Din@n(y)e 0™

elk'(m y)
= Al =/ — 2.136
@)= [ (2.136)

ITpumep 2.5. Byayhu na he mam TpedaTtn y HACTaBKY, Kaja Oy/JeMO padyHAJU TayCOBCKY
KOPEKINjy HAa KPUTUIHU E€KCIIOHEHT (v, TOIJIe/IajMO KaKO Ce CJAUTHOM METOJIOM OKe Hahu u
DetA. 3a nedununujy pyHKIHOHAIHE JeTepMUHAHTE NEMO y3eTH pesialiujy

Dete” := ™™, (2.137)

Koja IIpeJicTaB/ba IeHepaJn3alujy HosHare pejamnuje det e = e U3 KOHAYHOAMMEH3HOHIX

upocropa |[Pamgorresuli, C., Masu, I1. (2020)]. IIpu Tome, omepuujy Tpara Tr geduHumemo
y UCTOM O3amcy Koju je kopuiiiheH 3a PypujeoB pa3Boj jep Cy KOMIIOHEHTe oreparopa A
Beh m3pazkene momohy @ypujeoBor nurerpasa |[Bumeru jeqmaunny (2.133)]. Ilpema Tome, y
HaIlleM CJIY4ajy je

DetA := e™"nA (2.138)

IIpU 4eMy je
TrinA = /<q| InAlg), InA =) A" (2.139)
q _

Mebytum, Kako je

A?:/m Az, 2)A(z, y)|a) (y| = /M/ +ck2 @) ) (] (2.140)
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JIAaKO ce IoKazyje ja he dutu u

InA = / /ln <d(T) + ckQ)eik’(m—y)|w><y|. (2.141)
xzy Jk
OxnocHoO,

TrinA = / / ln(a(T)+ck2>e““'(“"y)<qlfv><qu>
kqJxy

- /k In (d(T)+ck2> /w el (k=a) / ol (a—k)
=V /k In <a(T) +ckz2>. (2.142)

VYKOJIMKO JIOIYCTHMO CB€ BPEIHOCTH TaJacHUX BeKTOpa, —oo0 < k, < oo, mHTerpaJ IrinA
je oumriiesHo IuBepreHTaH. JeJaH of HauWHA Ja ce MHTerpaJj yuuHH KoHauHuMm'!' je ma ce y
003up y3my camo tajgacau Bekropu |k| < A [Bumern auckycujy usz ogespka 2.2.4|. Hapasno,
QypujeoB da3uc HUje YBEK MOTOJAH 33 pPadyHame (DYHKITMOHAJIHE JeTEePMUHAHTE 300 Yera
cy passujern u npyru Merogu [Nakahara, M. (2003); Elizalde, E. (2008)]. [ |

[Tocroju Bumre Hauwmna ga ce u3padyHa uHTerpas (2.136). Jeman ox BUX ce 3aCHUBA HA
nozuaToM peayirary [Pamgomesuh, C., Masu, I1. (2020)]

eik-m 1 e—a\m\
_— 2.143
/k a>+k?>  Arm |z ( )

TaKo JIa KOHAYHO JI0OUjaMO

a eik‘(w_y) 1 e_‘w_ny 5 144
(w’y)_/k&(T)—i—ck2_47rc lz—y|’ (2.144)

IIPU Y€MYy CMO YBeJIM T3B. KOPEJAIUOHY JTy2KUHY

c

oy T Tl (2.145)

£ =

u npernocrasmim cMmo Ja 0 < |k| < oo mro oarosapa ciaydajy A — 00 y TpaHUIM KOHTHHYY-
Ma. KpuTudHn eKCIOHEHT KOjH OIHUCY]je JTUBEPTEHIN]Y KOpesallnoHe JTyKUHe ce O3HadaBa Ca
v. [lakie, y OKBUpY rayCOBCKe allpOKCHMAaIije, Haia3umo v = 1/2.

IlornemajMo cama meTtajbHEje KAKO Ce 3aKJbYUIM O KOpeJjalldjaMa M0Jba ¢, Y 3aBUCHOCTU
Ol TeMIepaType, MOTy u3BecTH u3 Jedununuje kopenarpone dyukimje (2.101) u pemema
(2.144). Ilpe cBera, Ha OCHOBY YHIbEHHUIIE /1A je cucTeM XoMoreH, jedununujy (2.101) moxkemo
3aIIUCATH U KAO

G(z,y) = (¢(x)o(y)) — Mg(T) (2.146)

UTlocTynak enuMuHnCAba TUBEPrEHIUjE Y PASIMIUTHM HHTEIPATINMA KOjU Ce HOjaB/byjy V¥ TEOPHJH IOJba je
ITO3HAT TOJT HA3UIBOM DPETYJIAPU3AIIT]a.
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T — y|

Cinka 2.10: @yukuuja (¢(x)d(y)) v ypebenoj u neypehenoj daszu

TaKo Jia u3 perema (2.144) Hamazumo

Lo R 2.147
(Pp(x)o(y)) = P Pe— + My (T). (2.147)
Axo je T > T¢, 3namo na je My = 0, ma ropmu u3pas jaje
lim (¢(@)é(y)) =0 (2.148)
|z—y|—o0

jep KopeJialje oraJiajy eKCIOHEHIMjaHo U 32 |& — y| >> £ noHarame moba ¢ y Tadkama &
1 Yy je craTucTuaky He3aBucHO. OBO MOHAIIAILE OJITOBAPA YUCTOj T'ayCOBCKO] allPOKCUMAIIH]H.
Cauano, 3a T < T¢ Hama3zuMo

lim (g(x)o(y)) = My (T). (2.149)

|e—y|—o00
Bunumo na y oda ciiydaja Kopesaligje 1moJba ¢ y JIOBOJHHO YIa/beHUM TadKaMa & U Y UIrde-
3aBajy. Jpyrum peunma, y ode dase, IPaAKTUIHO BAXKU

(p@)o(y)) ~ (o)) (¢(y))- (2.150)

|z—y[>¢

OBo nonamame dyukuuje (¢(x), ¢(y)) je ckurupano Ha Ci. 2.10. lakie, modujenun uspas
3a G(x,y) 3amcra 0JroBapa OYEKMBAHOM IIOHAINAKY HABEIHEHOM HA TOYETKY OBOI' OJIe/b-
ka. nak, pememe npukazano y (2.147) Huje JOBOJBHO OMINTE Ja OM Ce MOIJIO y3eTH KAao
reHepa/Hu 3aki/bydak. Kacuuje hemo BuieTn ma je y ciaydajy cucreMa ca KOHTHHYAJHOM
YHYTPAIIHOM CHIMETPHjOM TOHAIIAEe KOpesaruone (byHKIje HEIITO Jpyraduje.

Ha kpajy hemo npumernru ja ce (2.101) moxke 3amucaT u Kao

Glavy) = (6lz)oly) — (B 600) = 55tz
T7e je

Z[B] = / Dep(z)e NI BE9() (2.152)

nZ[B]| (2.151)

Osge je Takohe B(x) momohuo mosbe anu ce, 3a pasuuky oz (2.120), cpeame BpeaHOCTH
padyHajy ca YKYIHUM JI€jCTBOM a He Ca HeroBOM KBaJIPATHOM aIlPOKCHMAIII]OM.



2.2. JIAHIAYOB OYHKIIMOHAJI 3A U3UHI'OB MOJIEJT 89

2.2.9 Iloysmanoct JIangayoBe Teopuje

Y nperxomHa JiBa OJleJbKa CMO OJIPEJIMJIM KPUTUYHE €KCIIOHEHTE KOjU Ce, OCUM EKCIIOHEHTA
v, cTporo modomjajy y okBupy Jlammayose Teopuje. OBe BpemnocTtu cy cymupane y Tade-
g 2.2. Jla ducMo MOTJIM JIUCKYTOBATU U KBAJIMTET KOPUIINEHUX aIlpOKCHUMAaIlfja, Y HCTO]
Tabesin Cy HaBeJleHe BPEIHOCTH KPUTUYIHUX EKCIIOHEHATa KOje Ce JaHaC CMaTpajy HPUJIH-
qno noyzzaanuM. [lrtasurne, 3a 2D usuaros mojes cy, Ha ocuoBy Owuzarep-Janrosor pe-
metba, [Schultz, T.D., Mattis, D.C., Lieb, E.H. (1964); Kogut, J.B. (1979)], mo3nare Tta-
YHE BPEJIHOCTH KPUTHIHHX eKcroHeHaTa. Osnaka 0(In) ykasyje ma TOIJIOTHH Kallarurer
y Caydajy ABOAMMEH3MOHOr VI3mHTOBOT MOJIlesia JIOTOPUTAMCKH JUBeprupa. BpemHocTn ek-
cionenata 3a 3D Usunros mogesr cy pobujene ma ocuoBy Monte Kapio cumymnaruja u
BUCOKO-TEMIIEPATYPCKUX pa3Boja u upeysere cy u3 [Pelissetto, A. Vicari, E. (2002)]. Ko-
Ha4vHO, BpemHocTu 3a 3D Xaj3eHOepros Mojies1 Cy, OCUM €KCIIOHEHTa «, UWja jeé BPEIHOCT
npeysera u3 |Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)], rakohe u3 [Pelissetto, A. Vicari, E.
(2002)] u modujene cy kombuuOBarbeM MonTe Kapio cumysanuja u jorr HEKUX TEOPUjCKUX
Meroma. Mako hemo Mozeste ca KOHTUHYa THUM cuMeTpujama pasMmarpartu ek y Oespky 2.3,
ucriocraBuhe ce Ja ce BPEJIHOCTH KPUTUYIHUX €KCIIOHEHATa, JOOMjeHnX y oKBupuma Jlamma-
yoBe Teopuje, Hehe mpoMeHuTH. 300T TOTA je KOPUCHO HABECTU HA jeTHOM MECTY KPUTUIHE
eKCIIoHeHTe Koje jaje JlanmayoBa Teopuja 3ajeJlHO ca IPEIU3HUM BpeHocTuMa 3a VI3uHTrOoB
n Xaj3eHoepros MoJe.

Tabena 2.2: Kpurtnanu ekcrionenTu 3a zuaroB u Xaj3eHOepros mMosiest

o} 154 ~y ) v
Jlannay 0 1/2 1 3 1/2
9D Wsnnr O(m)  1/8=0125 7/4=175 15 1

3D Msnar  0.110(1)  0.3265(3)  1.2372(5) 4.789(2) 0.6301(4)
3D Xajsenbepr —0.115(9)  0.3689(3)  1.3960(9) 4.783(3) 0.7112(5)

IIpe cBera, yodaBamo 3HaATHY paz3/jnKy u3Mely eKCIIOHeaTa KOjU KapaKTepPUIy JIBOJIU-
MeH3noHu V3uHTOB MOJies, TpoguMeH3noHn VI3MHTOB MOJIe/T M TPOJANMEH3NOHN X aj3eHOeproB
Mogiest. [Ipema jmanac ycBojeHOj TEPMUHOOJIOTH)UA, CBAKK OJI OBUX MOJEJIa MPHUIAIa 3aCEOHO)]
Kaacyu yrusepadasnoctiu. Te Kitace ce, y TPUHIUILY, PA3JIUKY]y IO YHYTPAIIbOj CUMETPHUjI
MOJIeJIa M JUMEH3MOHAJTHOCTU MIPOCTOPHE PeIleTKe Ha KO0joj cy nedunucanu. Tako, perummo,
2D u 3D U3unHroB Mojies UMajy MCTY YHYTpallltby cuMeTpujy (Zs) aau ce pasjiuKyjy 1o Jiu-
mensuju perterke. Canano, 3D Mzuuros u 3D Xajzendepros mojesr Mory outu jiedpuHUCaAHT
Ha MCTO] PENIeTKH, ajli Ce PA3JIMKYyjy 10 yHYTPAIlboj CUMeTPUjU [3a KiaacudHu Xaj3eHdbepros
mozest, cumerpuja je O(3)].

Taxobe, srako je BujieTu 1a je ojcrymname Jlanmayose teopuje najsehe y cayuajy 2D Usz-
WHT'OBOI' MOJIeJIa, JIOK je cjlarambe ca eKCIIOHeHTuMa Koju Kapakrepuiny 3D Mawunaros m 3D
Xajzendepros mogzen oosbe. OBO HHje CIydajHO jep ce IPUMEHOM PEHOPM-TpyIe IOKa3yje
[Zinn — Justin, J. (2007); Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010)] na cy kpurnyau ex-
CIIOHEHTHU KOju KapakTtepuiry V3umHroBy Kjiacy yHUBep3aJHOCTH 3a D > 4 @WavHo OHU KOje
upensuba Jlanmgayosa Teopuja 3ajemno ca ['aycoBckom anpokcumarmjom. IlTo je oxcrymname
on D = 4 Behe, Beha je u paziuka m3mehy TauHUX BPEJIHOCTH KPUTUIHUX E€KCIIOHEHATA U
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oHUX Koje npesBuba Jlanmayosa reopuja. Texnuke peHopM-Tpyre oMoryhasajy J1a ce KOpek-
nuje y oxnocy Ha JlanmayoBe BpeIHOCTH KPUTUIHUX €KCIIOHEHATA PAUyHAjy CUCTEMATCKU U
ca 3HAYAjHOM IIPEIU3HOIINY Kao NepTypOaTuBHUA pa3Boj no napamerpy € = 4 — D. Mu hemo
y caesiehem 0J1e/bKy BUJIETH KAKO TJIACH FayCOBCKA KOPEKINja Ha KPUTUIHU €KCIIOHEHT (.

MNako KpuTwIHN eKCIIOHEHTH Koje mpensuba JlaHmayoBa Teopmja o/ICTyHajy OJ TaYHUX
BPEHOCTHU, OBU €KCIIOHEHTH 3ajeJIHO 33JI0BOJbaBajy ojpeheHu Opoj pesaruja 3a Koje ce 3Ha
na cy ersaktHe. To cy T3B. HejemHakocTu uaMel)y kpurmanux excrionenara [Stanley, H.E.
(1971)]. Ha oBom mecty hemo HaBecTH JiBe TakBe peJaimje:

PambpykoBa Hejemmakoct : o +28++">2
Ipudurcosa Hejennakocr : o + B(1+9) > 2 (2.153)

rje o u v/ o3HaUaBajy BPEIHOCT KPUTUIHOT MHIEKCA KOJU OIHCYje IMOHAIIAILE CHCTEMa IIPU
T > Tc. YV Jlanpayosoj Tteopuju je o = « u 7' = « [Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B.
(2010)]. BuTHO je mpuMeTUTH Jia 33 €r3aKTHO pelerhe VIBUHroBor Mojieia, Kao U 3a BPEJIHO-
cTu eKcrnoHeHara y JlanayoBoj Teopuju, ropme pesaliije Baxke Kao jeguaxoctiu. To ykasyje
Ha ofipeheny yHyTpalmy KOH3UCTEeHTHOCT JlaH7ayoBe Teopuje M YMHU je TIOTOTHOM 3a IIep-
TypOaTHBHE padyHe 3aCHOBaHEe Ha TEOPHUjU PEHOPM-TDYIIE.

2.2.10 T'aycoBckKa KoOpeKIinja HA KPUTUYHE €KCIIOHEHTE

Y IpeTxXo/IHOM OJIE/bKY CMO BUJIEJIM KAKO BPEHOCTU KPUTUIHUX €KCIIOHEHATa Koje IpeiBuha
JlamnayoBa Teopwuja croje y nopebemy ca ganac nmpuxsahenum Bpegnoctuma. Kao mro ce
BUIM m3BOhema mpesentoBaHor y Oxeprmva 2.2.7 u 2.2.8, JlanmayoBa Teopuja j1aje eKCIo-
HEHTe KOju He 3aBHce OJ JIMMEH3Hje IPOCTOpa Ha KojeM je jedunucan mojen. Mehyrum,
HCIIOCTaBJba Ce Jla TayCOBCKU MOJIEJI YHOCH IOIPABKY Ha KPUTHYHU €KCIIOHEHT (¢ TAKO Jia OH
noctaje dyHkInja napamerpa D.

Jla ducMo HAIIN €KCIOHEHT (v y TayCOBCKO] allPOKCUMAIju, KpeHyheMo o] arrpokcuMa-
TUBHOI KBaJPATHOT M3pa3a 3a JejcTBO Sy [¢] Kojer cmo Hanum y y (2.115)

Saléo 1l = Salnl + 5 [ @) = Sxlon] + 5L, (2154)

x
npu gemy je Sy [do] = V'V (M) xomorenu jieo jiejcTBa moMohy Kojer ¢MO OJPe/IIIN eKCIIOHEHTE
a, B,vudy Onemprmma 2.2.7 u 2.2.6, a 7 je mosbe Koje omucyje IyKTyalmje OKO paBHOTEKHE
kouduryparuje oo = My. Bynyhu na Baxku D¢ = D7), craructudky cymy MOKEMO HAITUCATH
Kao0

7 — o FIT / Dy e~ FoT)/T=5l60]=5 0] _ o= Fo(T)/T =S5l / Dy e~ 40nAn) (2.155)

rJie Cy Pa3indIuTH KOHCTAHTHU JonpuHocu ckyiubern y Fy(T') a omeparop A je nedunucan y
(2.116). Kopucrehu (2.124), nanasumo

_ _ _ 1 Fo(T) 1
F/T Fo(T)/T—Sx o] 02 J g — ZTrl A} 2.156
e x e X ex 10} rin .

npu yemy cMo uckopuctuian (2.138). lakie, kopucrehu (2.142), Hanasumo 1a je mompasBka
Ha €JI00OHY eHeprujy VM3mHIroBOr MoJiesia KOjy YHOCH rayCOBCKa allpOCUMAallfja jIaTa ca

T T
6F = 5 TrinA = Ev/m (a(T) + ck;?). (2.157)

k
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Opnrosapajyha mnmpomMeHna TOIJIOTHOT KalallUTeTa je j1aTa ca

0*F¢
Co = Tom

= (dig)) /,c a(T)1+ et (dZ?)Z /k a(T) ; e (158)

[Toriro je a(T) nuueapha dyHKIMja TemIeparype, jaCHO je J1a eBeHTyaJlHa JIMBEPTEHIIN]ja
esmannae Cg npu T = Tc moxke ma johe camo of uHTerpasia Koju durypymry y (2.158).
Pazmorpumo nx 300r Tora naxkJjbuBHje.

Onena mHTErpasa

ITocmaTpajmo Hajupe MHTErpaJI

1
Iy = /km (2.159)

[Tomro y nomunTerpainoj dyuxknuju durypume k?, unrerpasa hemo padyHaTu y chepHUM
koopaunatama y RP. Unrerpanuja o yriosuma maje daxrop |Pamomesuh, C., Masm, I1.
(2020)]

~ DnP/? QD
Op=—""—"_ Qp=—P_ 2.160

rre je I o3naka 3a rama (QyHKIH]y, TAKO Ja OCTaje

A D—1
dkk
Ip =9 S 2.161
P D/O a(T) + ck? (2.161)

jep cmo y nejerBy S [¢] 3aapxkanu camo daykryarmje 3a koje je |k| < A. Yeogehu cmeny
ky/c/a = x, npeTxomHu MHTErpaJl ce CBOJIU Ha

QOp @ a\2" [AVE deaP ! 1NE N3 s
= e () [ T = (p) () (2102
rie je A = Ay/c/a n
L f\dxfol
Tn(R) = /0 = (2.163)

Y mamecy xaga T — Tc n a(T) — 0, Tako ga Tpeda Ja MCIUTAMO IMOHAIIAME TOPHHEr
unTerpaJa 3a jako Besmko A. Kana je D = 1, Bunmumo 1a je

TLi(A — 00) = g (2.164)
Takobe, kaga je D = 2, nodujamo

I(A) = %m []\2 + 1] . (2.165)
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3a pauyHame nnTerpasa upu D > 2, ysegumo npso cMmeny 1+ x? = p. Tako jgobujamo
(ceTuMo ce Jla T y3uMa camo IMO3UTUBHE BPETHOCTH )

L 1 A2+1 d 3 1 1+A2 1 %
=5 [ Lo-vT =3 [ atr(1-7) (2.166)
1 1

[Tormrro p y3uma Bpemroctu Behe o 1, m3pa3 y 3arpajy MOXKEMO HAIMCATHA TTOMONY XHUIepre-
oMeTpujcke (byHKIM]je

D—2
1\ 2z 2-D 1 >~ 1/2—-D 1\"
1—= = F [ =—=1:1:~) = — (== - 2.1
( p) ’ 1< 2 ”’p) Zn‘( 2 )n<p) (2167)

n=0

rae (...), o3HauaBa Iloxamepos cumbos [Pamomesuh, C., Mamu, II. (2020)]. Samemyjyhu
TOPILY PEJT y MHTETrPaJl, JAKO JTOOMjaMO

oo D A2+1

-1 1 /2—-D pz 1"
bih =335 (557) 7

(2.168)

n 92 1

[lomro cMmo BUaenu Kako u3rJiefajy pemiema 3a [ D([\), BpPaTUMO Ce OIleHU IIOHAlllaiba
uarerpasa I. Kaga je D = 1, na ocHoBy (2.164) je

~1/2
I (a(T)) o |T — Te| V2, (2.169)
Caunano, kaza je D = 2, umamo
cA? 1
Lxxln|{l+ —| ~In|—| ~In|T —T¢|. 2.1
o1 ] o |~ i -1 (2.170)

Jame, mueprentau jgonpunoc mpu 1 — Te 3a D > 2 moxkemo wHahu mocmatpajyhu npBux
HEKOJIHKO "WIaHoBa 13 pega (2.168) sajesmo ca daxropom (a(T))2 ! Ako HyMepHiKe Koe-
dbunmjenre Koju ce nmojaBibyjy y3 paznmaute wianose 1/p ozmaunmo xkao A, B, C..., 3uajyhu
1a je A? o< 1/a(T), mamasmmo

o (am)” [a (@) e n (R)

~ (a(T))2_1 [A @) 2 + B @(T)) 22+ C @) 7" + .. ]
~ A+ B|T —Tc|+C|T —Tc|* +--- (2.171)

Nls]

I1a BUJIMMO JIa JIMBEPIreHTHU JIONPUHOC o1 Ip m3octaje 3a D > 2.
Ca apyre cTrpaHe, IMaMO U WHTETPAJI

1
Jp :Lm. (2.172)

I[Ipenazehu na cdepne koopaunare y RY u ysonehn cmeny x = ky/c/a, nanazumo

D
2

1\ 2
JD == QDC <—)
C

(a(1)) ), (2.173)
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e je monoso A = A\/c/a, 1ox je

Tp(A) = /O %. (2.174)

Wurerpaur :TD(]\ — 00) je koHavan 3a D = 1,2, 3,

- - 1 -
Ti(A = 0) = % To(h = 00) =3, Ty(A = o00) = % (2.175)
oK 3a D = 4 Hajma3zumo
J (]\):1 —1+ +1In [1+[\2} (2.176)
b 2 14+ A2 ' '

3a pauyname naTerpasa upu D > 4 ce TOHOBO MOXKEMO IMOCIYKUTH XUIIEPTEOMETPU)CKOM
dyukimjom. Tako HaIa3UMO

00 D A24+1

S 11 (2-D\ pE
JD(A):EEEH( 2 ) D_9_p

n 2

(2.177)

1

Ha ocuoBy (2.175), (2.176) u (2.177) mMokemo orieHuTH MoHAIIAake uHTerpasa Jp npu T — Tc.

—2

Nwmajyhu y Bumgy dpaxTop [ZL(T)]% , BUJINMO JIa je

Ji~|T =T, o~ |T =T, Js~|T -T2, (2.178)
KaoOo 1

Ji~In|T — Tc|. (2.179)

Kana je D > 4, kao m koj pa3marparma uHTerpana Ip 3a D > 2, 10BO/BHO HaM je Jia
OCMATPAMO TPBUX HEKOJHMKO wianoBa u3 (2.177). Tako modujamo

7o o (am) A ()T e (1) e (1)

o< <a(T)> K [A @) 7" + B @) 2 o @T) T 4 ]
~ A+ BT —Tc|+C|T —Tc|* +..., (2.180)

I1a BUJIMMO JIa JIMBEPreHTHU JIOIIPUHOC Of1 Jp m3ocTtaje 3a D > 4.

KpI/ITI/I‘{HI/I €KCIIOHEHT «

Haxkon ananuse mHTErpaJia, MOXKeMO Ce BpDATUTHU IPBOOMTHOM 33/IaTKYy HaJIayKeHhe KPUTUIHOT
ekcrionenTa «. [lomTo cmo namm 11a je

I~ |T —Tc| 2, Ji~|T = Tc|2, (2.181)
Ha OCHOBY (2.158) modujamo

Co~|T—Tc|2, 3a D=1. (2.182)
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Canvno, Kako je

I ~In|T —T¢|, Jo ~ | T — Te| ™ (2.183)
HaJIa3UMO
Co~|T—-Tc|™', 3a D=2. (2.184)

Husepreatan nonpuHoc ox Ip m3octaje 3a D > 2, ma tako Hasazumo Cg ~ Jp. Konkperno
Co~|T—Tc| 2 3a D=3, (2.185)
Kao 1
Co~In|T—Tc|, 3a D=4 (2.186)

JIOK JIMBEPTEHIINja y MOTIIYHOCTH HecTaje 3a D > 4.
Cywmupajyhu nperxojHe pesy/arare, MOXKEMO HAIMCATHU JIa je Y OKBUPY IrayCOBCKE allPpOK-
cuMaryje

0, D >4,

o= D 2.187
2-5, D<4. (2.187)

Haxkite, kayma je D > 4, nuBepreHiimja TOIJIOTHOT KallallUTeTa M30CTaje — JIyKTyalmje Koje
YHOCH TayCOBCKHU MOJIeJI HUCY 3HavdajHe 1 JlaHgayoBa mpeTnocTaBKa O MMOCTOjamby JOMIHAHTHE
(paBHOTEXKHE) KOHDUrypanuje ¢o = My je onpasnana. Ca npyre crpaHe, BUAMMO JIa TO He
Baxkm 3a D = 1,2 u 3. Y TOM KOHTEKCTY ce TpaHNYHU caydaj D) = 4 o3Had9aBa Kao KpUWuYHa
JUMEH3UJQ.

Ca mpyre crpaHe, TayCoOBCKa alpOKCHMAIlMja HE YHOCH KOPEKIje Ha OCTaJie KPUTUIHE
eKCIIOHEHTe, 1IITO je Jiako poepuTh. Perumo, kopucrehn (¢) = My+ (1), kao n byHKInOHAT
Z|[B] nedunucan y (2.120), unju je ekcrmiurau 0dauK gar y (2.124), Hamasumo

1 o 1 1pa1p O -1
<?7(Z)> = m(SB(Z)Z[B] BOOCZ[B]GQ( )(SB(Z)(B’A B) o
= Sa A @ wB@Bw)
= z/Al(m,z)B(;c) =0 (2.188)

Tako Ja je (¢) = My y OKBEUpUMa rayCOBCKOT MOJIEJIA.

Jla Oucmo mokaszam Jla rayCoBCKa allPOKCHMAlldja He Memba HHU BPEJJIHOCT HMHJIEKCA 0,
noredHo je na Habhemo (@) npu h # 0 3a mTa MOpPaMO MMATH IayCOBCKY AIIPOKCUMAIIU]Y
JIejCTBa Yy TPHUCYCTBY XOMOI'€HOT CIIOJbAIlIber MoJ/ba h. 3a Ioderak, npuceTulieMo ce Ja ce
pasHOTekHa KOHMburyparuja M (h,T) y mpucycTBy crospalimber mojba h 1001ja pernaBamem
jenmaunne (2.93). Cnenmjanno, kana je T = T, Ta jeanauuna rnacu 2 M?(h)—h = 0, onaxie
je M(h) = (h3!/b)'/3. TlomTo je raycoscka anpokcuManuja Jlamaayosor jgejcTsa oapebena ca
(2.110), 3a ciyuaj h # 0 u T = Tc, nodujamo

SA[M(h) +n] = SA[M(h)] + l/n(a:)An(m) (2.189)
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IIpu 9eMy je

M2(h)b
2

A= —cV2 (2.190)

Cpenma BpemHocT durykTyupajyher mospa 7 y MPUCYCTBY TO/ba h, Y OKBHPUMa T'ayCOBCKE
aIrpoOKCcHMalifje, jgaTa je ca

=27 [ Data)uty)exp | ~ssba(h] - 5 (n.An)| =0 (2101)
jep je
/Dn(m)n(y)e—SA[M(h)]—;(777'5«17) — 5B5(y) /Dn(m)e—SA[M(h)}—;(n,An)—i-(B,n) -0 (2.192)

Kao U y ciaydajy uHrerpasa us (2.188) [Bujern u aHaJOrHM KOHAYHOAMMEH3MOHU UHTErpaJl
(11.45)]. TIpema Tome, (@), = M(h) + (), = M(h) < h'/3, na BumuMO 1A TaycOBCKa alpoK-
cUMAaIlja 3aucTa He Memba HU UHJeKC 0. V3 oBuX pasmarparba JUPEKTHO CJIE/IN U

_ 9

_ OM(h,T)
= oo )

T — T2 2.193
e T (2193)

h=0

TaKO /& je y OKBUPUMA TayCOBCKe alpokcumarnuje n gabe v = 1. OOparutn naxmmy 1a je,
kopucrehu (2.190), moryhe Hahu u raycoBCcKy HONPaBKY Ha CJIODOJHY €HEPIHjy 3a CHCTEM Y
CITOJBbAIIHEM T10JbY h Kao

T - T 1 2/3
§Fg = 7CTr mA =2V [ F <h—3> + ck?
k

5 5 . (2.194)

MebyTum, osbe h He yaasu juHeapro y (2.189) u 300r Tora ce mompaBKa Ha MArHETH3AIIU]Y
Y T&yCOBCKO] allPOKCUMAIIU)U He Mootce padyHaru nomohy O(dFg)/Oh.

Cywmupajyhu, moxkemo pehu j1a ypadynasaibe hIyKTyalyja y OKBUPUMa I'ayCOBCKE allPOK-
cuMaImje Mema caMo BpemHocT KputudHor ekcrnonenTa « [Ma, S.K. (2018); Kopietz, P.,
Bartosh, L., Schiitz, B. (2010)]. Takobe, pesyarar (2.187) jacro yka3syje Ha mocedHy Ba-
JKHOCT 4eTBOpoauMeH3uonnx (D = 4) Momesa KOju TpeJCTaB/bajy TPAHUYHU CIydaj KOju
paszBaja cucreMe Ha Koje je npumersuBa Jlamgayosa anpokcumarja (D > 4) ox OHUX KO
KOjux cy (pIyKTyallije IIpeBulille 3HaYajHe J1a OU ce MOIJIe 3aHEMapPUTHU WJIU OIKUCATH I'ayCOB-
ckoM amnpkcumariijom. Kao mro je Beh HAOMUILAHO, METO/IM PEHOPM TI'pyIie Cy pa3BUjeHU
Tako Ja ce edekTr GIYKTyalrja y CIydajy 3MHIOBOT MOJIe/Ia CUCTEMATCKHU YPAIyHABA]Y I0-
nazehu of] pesynrara 3a derBopojumMensnone cucreme |Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B.
(2010); Wilson, K.G., Kogut, J.B. (1974)].

2.2.11 KopeaamnuoHe yHKIMje BUIIIEr peaa

Y Opebky 2.2.8 ¢MO BHUeNHM jelaH HAYUH JIa Ce MPOOJIMKHO ypadyHa yTuiaj gaxropa
bopt(x)/4!. Ouexusano, Hamazxkeme eheKTHBHOT [ejCTBA Yy I'ayCOBCKO] AIlPOKCUMAIUH HUje
jeJIMHY MIPUCTYI U 9eCTO Ce KOPUCTHU PA3BOj €KCIIOHEHIHja/IHe (DYHKIHje YnMe ce pOpMasIHO
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JIOJIa3M JI0 U3pa3a y KOjeM ce CJI0D0JIHA eHepruja WJIn KOpesaluoHa (DyHKIHja PasBujajy y
crerrean pef 1o daxropuma b. On K/bydHOr 3HaYaja y OoBOM mpujialy je Bukoa Teopema
Koja je muckyrtoBana u Hlomarky I1.4.

Kao npumep, mponahumo npBy nornpaBky Ha cjaodoany eneprujy F'= —T'In Z, rae je
_ —Sald] - @42 _ Cpv2 b
Z = | Do(z)e , Salg] = §¢5 - §¢V ¢+ Z¢ : (2.195)

Y nejerBy Sp[¢] hemo uzapojuTm KBajpaTHH J1e0 U Oo3HaunheMo ra ca S/(\O) [¢] mok hemo
ocraTak, Iponopiuonaian ca b osuauntu ca S¥[¢]. Cama naprumuony GyKHKIM]Y MOXKEMO
pas3BUTH y pej 110 Koedunujenty b. AKo ce 3aapKUMO Ha, JIMTHEAPHO] allPOKCUMAIIA]H, IMAMO

2 = [ Doz V150 [ Do(ege (1 - spfe)
= ZO—Z0<%/Z¢4(z)>O+O(b2) (2.196)

rie (...)o O3HAUABA CPEJIEby BPEIHOCT U3PAYyHATY HOMOLY

1 1
sV = 5(6.80) =5 [ s@rdl@).  A=a-ev? (2197)
a Zy je onroapajyha craructudka cyma. I3 ropme pesanuje HAJIa3UMO CJIOO0HY €HEPTrujy
u3padyHaTy /10 WIAHOBA JIMHEAPHUX 110 b

IIpU 4eMy je

OF = —T% <¢4(z)>0. (2.199)
u3pazkeHo moMohy Kopesaimone pyHkImje 9eTBpTor peja. Cpema BpeIHOCT Koja hurypu-
1€ y TOPIbOj jeIHaYnHE ce MOKe n3padyHatu nomohy Bukose Teopeme. 1o y3opy na Ilpumep
0.2, Bugumo ja ce Jgodujajy TpH UiaHa KOja MMajy UCTY BpeaHOCT ((OpMasHO, CBA YeTHU-
pu unjiekca u3 [Ipumepa 1.2 y3aumajy ucty BpeaHOCT jep O/roBapajy je/IHOj MHTErPAIlUOHO)]
npoMennBoj z). Jdakie,

F = —3T£ [<¢(z)¢(z)>or. (2.200)
[Ipeocrasa cpeimba BPeIHOCT je
(o210, =5 [ Dot@o@oe 08 — Atz = [ @)

npu yemy cMo uckopuctuin (2.134) u kourunyanuu anasoron pesanuje (11.62). lakie, npsa
[IOITPABKa Ha CJIODOJHY €HEepPrHjy je Jara ca

b 1]
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npu gemy daxTop V 107a3u 01 HHTErpalmje fz.

Naxko je monpaBKa eKCILIMIUTHO M3padyHaTa, JIOOUjeHU PE3yJITaT je HopdJIeMaTudaH jep
peocTas WHTerpas auBeprupa upu |k| — oo [Bugern (2.144)]. Paznor auseprennuje jexu
y IMIEHUIN /13 CMO IIPETTIOCTABHU/IN Ja je JIMMeC KOHTHHyyMa KopeKTan u npu A~1 — 0
[Buneru Onesmpax 2.2.4]. 360r Tora ce monpapke Ha CJIODOIHY €HEPIHjy MOPajy PadyHATH Ia-
JKJBIBO U y Ty CBPXY Cy Pas3BHjeHe pasIiduTe TeXHUKe perylapu3anuje n peHopMasmsarmje?
[Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010); Weinberg, S. (2010); Zinn — Justin, J. (2007);
Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995); Ryder, L.H. (1996); Negle, J.W., Orland, H. (1998);
Zee, A. (2010)].

2.3 O(N) mognen

Y npeTxoHuM OJiesbITuMa CMO BHJIe U Kako ce ['ma30ypr-Jlanmay-BuiconoBo siejcTBo 1001ja
y TDaHWIM KOHTHHyyMa MOJesia KOju Mocejyje yHyTpaliwy Zo cumerpujy (13B. V3uHros
Mmozen). JupekTHOM renepannsanujom Zo cumerpuje Ha O(N), mosaszumo 10

£="Digp s Svop+ Lot - n-o (2203
Osge je ¢ : R™ — RY a noswe h je yemepeno jy»x npasna sekropa e, = h/|h|, a(T) o« T—Tt,
JIOK je b mosuTuBHa KoHCTaHTa. Jlarpamxkujan (2.203) je moryhe modurtu m ananusupajyhn
JuMec KOHTUHYYMa [N —BEKTOPCKOT MOJIEJIa Ha PEIIeTKH.

Kao u y ciyuajy Z, mopena, paBHOTEXKHY KOHMUTYpAIUjy JT00MjaMO MUHUMHU3UPAHHEM
noreHnujaIHor nena garpanxkujana, V(@) = (a(T)/2)|¢* + (b/4!)|p|* — ¢ - h. Ako ca M,
O3HAYMMO TParKEHY PABHOTEXKHY KOHMUTYPAIH]jy, BUIUMO Jia je oHa oapehena ca

b

Kama je T' > T¢, mito oarosapa Heypehenoj dasm, jeITMHCTBEHO peIIemhe Y OACYCTBY CIIOJba-
mmer nosba je My = 0. Mebhyrtum, 3a T' < T m h = 0, Haja3uMo J1a je MOJIyO PABHOTEYKHE

koHwuryparuje oxapehen ca

~3la(T)
b 9

| M| = (2.205)
JIOK opujeHTanuja BekTopa M, ocraje mpoussBo/bHa. CHOHTAHO HAPYIIEHEe CUMETPUje ce Y
OBOM CJIydajy orJena y u3dopy jesse ox dbeckonadHo Moryhux opujenraruja sekropa M, [Bu-
nern Ogepak 2.4 3a cnenujaman caydaj U(1) ~ O(2) cumerpuje|. Heka je, paau jeanocras-
nocrtu, My = |M|en. I'pyna cumerpuje O(N) nma N (N —1)/2 reneparopa koju JeduHunrry
poraruje y ogroapajyhum pasauma. Ca jnpyre crpane, mocroju nojackyn o (N —1)(N —2)/2
resepaTopa Koju anuxmimpajy sekrop My = |Mylexn jep ompebyjy poranuje y paBHIMa KO-
je mucy nedunucane nmomohy oce ey. Ckyn oBux rexeparopa cadmmasa ajredpy o(N — 1)
a omrosapajyha rpyma cumerpuje Koja octasiba BekTop My = |Mj|ey unBapujanTHuM je
O(N —1). Jaxe, ogrosapajyhn obpaszar napymema cumerpuje je O(N) — O(N —1).

12 Tupeprennuje mpoy3pokoBaHe MOHANIAEM HHTErpaja Mpu k — 00 ce Hasmbajy yaTpasmsyomuacte (YB)
JIUBEpreHImje.
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ITpumep 2.6. Ilorsenajmo KOHKpeTaHn npuMep 3a Hapylieme cumerpuje tuma O(4) — O(3).
Jlarpamxujan je odmuka (2.203) a ¢(x) € R?. Heka je ocnoBHO cTame jgaro ca M, =
[000v]T. Tpyna O(4) uma 6 remepaTopa U OHH ce MOTY M3abpaTH TAKO Ja Oy/Iy pelpeseH-
TOBAHU MATPUIAMA

0 000 0010 0100
0 010 0000 —-10 0 0

Xy = 0—100’X2_—1000’X3_ 00001’
|0 00 0| | 000 0| | 000 0|
00 0 0] [0 00 0] [0 0 0 17
00 00 000 —1 0000

X1 = 00 01’X5_0000’X6_ 0000'(2‘206)
|0 0 -1 0| (010 O] | —-1.0 0 0 |

Jlako je Bumern ma Baxku X My = XoM, = XsM, = 0 € R*, tako ga cy X, X, nu X3
reHepaTopu Tpyle Koja He Mema ocHoBHO crame M. [omro je [ X1, Xo| = X5, [ X, X3] =
— X n [Xy, X3] = Xy, summmo ga { X, X, X3} renepumy o(3) u rpyma Koja He Memba
Bektop M, je O(3). Ilpeocrana Tpu rereparopa Memajy BekTop My U OHU cadumbaBajy
H6asuc npocropa 0(4)/0(3) = o(3). |

CKOHIIEHTPHUIIIIMO Ce caJa Ha HeKe TePMOJUHAMHUYKE KapaKTepUCTHKe OBOT Mojena. U3
(2.205) mupexkrHo Hasmaszumo [ = 1/2; nok jemmaumna (2.204), za T = Tc, naje § = 3.
Takobhe, monas/bajyhu mocrymak 3a aHagusy crenuduydHe TOILIOTe y OKBupy Jlammayose
anpokcumanuje, Hanasumo o = 0 [Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)].

Cneneha wHTepecaHTHa BeJIMYUHA je cycrenTrOmIHOCT. Bynyhu na je napamerap ypebe-
HOCTH BEKTOP, CYCIENITUOMITHOCT Ce, 9aK U y CJIy4dajy H30TPOITHOT CHCTEMA, MOpa JTePUHUCATH
Ka0 TE€H30pPCKa BeJndrnHa. KOMIIOHEHTe TeH30pa CYCHENTUOUIHOCTHA CY Xim = OM,;/Oh,y,. I1o-
rozHo je pasnoxuru ux npema |[Hohenberg, P.C., Krekhov, A.P. (2015)]

Xim = X|(€n)i(€n)m + X1 |0tm — (en)i(er)m (2.207)

TaKoO JIa X| OIICYje OJ3UB CHCTEMa y IpaBILly 10/ba h (T3B. TOHIUTYMHAJIHA KOMIIOHEHTA) &
X1 Jy?K IpaBalia KOju Cy OPTOrOHAJIHHU Ha mpaBal] BeKTopa h (T3B. TpaHcdep3aiHa KOMIO-
HEHTa). YKOJIMKO n30epeMo KOOP/MHATHH CHCTeM Tako ja je h = |h|ey, cycuenruduinoct je
pelpe3eHTOBaHa MaTPHIIOM

[ x. 0 ... 0]
0 XL .- 0
x=1 3 1. (2.208)
0 e XL 0
| 0 0 X”_

Takobe, nmedbunucahemo u MaTpuyHe ejieMeHTe OJiroBapajyher MHBEP3HOI TEH30pa Xz_ni =

Oh,/OM,, ca

Xim = X[l(eh)z(eh)m + X1 |0 — (en)i(en)m]- (2.209)
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ITpernocrasumo cana na je T < Tc. Ilomro je h = |hley, Ha ocHoBy (2.204) HamazuMo
Xt =a(l) + g|M0]2 = —2a(T), X' =0, T < T, (2.210)
rje cmo uckopucrmwin (2.205). Ciauuno, 3a T > T, nmamo
X =x1' = a(T), T > Tc. (2.211)

Ha ocnoBy oBux pesynrara, Buaumo pa x| ~ |1 — T c|™!, mok x. muBeprupa y 1eso] ypehenoj
dasuu x| ~ |T —Tc|™ upu T > T¢.

Paznuka nzmehy monruayTuHaiHe n Tpancdep3asHe KOMIOHEHTE CYCHENTHOMIHOCTH CE
OCJIMKAaBa 1 y TMOHAIIAKY Kopesarunone ay)uHe. Kako OucMo HAIm KOpeannoHy Ty KUHY
3a O(N) mozen, nocrynuhiemo kao u 'y Ozepky 2.2.8. [aycoBcka anmpokcumarnuja 3a J1ejCTBO
O(N) je nara ca

S\ My + 1) = SA[My] + - 95 ' (2)1m() + O) (2.212)
AltVEo T N = oAV 5 s o~ )N Y n)- .
2 z,y 5¢l(w)6m¢(y) My
rjie BEKTOPCKO TI0JhE 1) OIHCYje OJCTylama OJ paBHOTeXKHe KoHdbwurypanuje M. Anaim-
3y hemo orpanmunTn nHa ypehemy dasy (jep cMo Ty youmnam pasnamky usmeby x| u xi) u
npernocrasuhemo ja je My = |My|ey. Ilomro je

L = (a(T)—|—£|¢|2) 5z — )—|—é¢ ()b (2)0(z — y)
3¢ ()dme(y) m 3! Y) + 30(x)Pm y
- omVyo@ —y), (2.213)
nMamMoO
525,

b b
= 5(:1; — y) |:(CL(T) + 6|M0|2) 5lm + §|M0|26lN5mN

— o Vyo(x —y).

6¢1()0m(y) ‘Mo

VKomko 1oske 1) mapamerpusyjemo kao [n 1y|', rae . € RY"! raycocko amejerso 3a

O(N) mogzen y ypebenoj dasu riacu

1 1
SlMo -+ ) = S(Mal + 5 [ mu(a) - ACmu (@) + 5 [ @Ay (@) (2.214)
rjie cy
AL = V2 Al = ¢ (i@) - v2) : (2.215)
C

Kaxo cajia Ha pacrosiaramy IMaMO KBaJPATHO JI€jCTBO, JIAKO HAJA3UMO TPAYKHE KOPeJIaluoHe
dbyukuuje [Bugern (2.136)]

Gily) = {(6x(a) — [Mo])(6x(y) — M) = my(@)m () = [AD(.9)]

1 e~ l==9l/§
= — 2.216
e |z —y|’ ( )
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IIpU YeMY je KOpeJIallMoHAa JIy?KIHA J1aTa Ca

c 3¢ _
8T =\ “garmy = \oge ~ e v T < T, (2.217)

mro ce ciaaxe ca (2.145). Ca japyre cprane, 3a TpaHcdep3aiHe KOMIOHEHTE HAIA3UMO

~1
Gilwy) = (@) = AV (@ y)
= i#, £ (T) — oo, upu T < T, (2.218)
dre|x — y

[JIe CMO Ca 1) O3HAYWIN jeJIHy Of KOMIOHeHTH BekTopa 7). Cpeme Bpeanoctu y (2.216) u
(2.218) cy pauynare nomohy sejcrsa (2.214). Jaxiie, CIMIHO K0 X | U KOPEJAIUOHA Iy KUHA
KOja ojiroBapa TpaHcdep3aHIM KOMIIOHEHTaMa JIUBeprupa y mesioj ypehenoj daszu. OBa mo-
jaBa je camo jorr jesHa manudecranuja ['omacronose Teopeme. Hanme, 6poj Tpancdep3asHux
komrioHeHTH je N — 1 mro onrosapa N — 1 'onjicTtonOBOM 1I0JBY 3a HapyIIeHme CUMETPHje 110
obpacity O(N) — O(N — 1) [Bugeru Ipuior [I|. Takobe, uz (2.214) u (2.215) Bugumo na
JiejcTBO 3a 1), He caapxku "macenun" wimaH M -1, y cKaamy ca anajau3om u3 Ogepka 1.3.4
KOja ce MOXKe IIOHOBUTHU W y OBOM CJIYYajy, JIOK Ce JOTMPUHOC TOT THUIIa II0jaBJbyje y Jarpa-
HKHjaHay 3a 7). KoHavHO, BHAMMO ma mocToju KopectozeHmmja m > ' Koja ynormymyje
anasiorujy usamehy Jlanmayose Teopuje dasuux mnpesasa (0JHOCHO, PABHOTEXKHE CTATUCTHYKE
dbusuke) u kiacuune reopuje nosba [Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)].

2.4 TI'muz3dypr-JlanmayoBa Teopuja cyneprnpoBOJIHOCTHU

Y one/bKy 2.2 cMO Bujean Kako ce, y okBupy Jlanmayoe Teopuje, VI3uHroB Mojes onucyje
momohy GLW nejerBa 10k je y 2.3 mokaszaHO Kako ce Zo cumerpuja VI3mHroBOr MOmesa
renepasnzyje na O(N) cumerpujy. Y oBom oesbKy hemo Bumern kako ce Jlanmayosa uieja
O CIIOHTAHOM HAPYIIEY CHUMETPHje MOyKe WHKOPIIOPUPATH y OIHUC CUCTEMa Ca JIOKAJHOM
cuMeTpujoM j1ajyhu Tako eeKTUBHU onuc (heHOMEHa BE3aHUX 3a CYIEPIIPOBOITHOCT.

2.4.1 OObpazal HapyIielha CUMETPHje

Ha ocnoy IIpumepa 1.14 3naMo j1a ce cucTeMu KOjU CaJIprKe HAEJIEKTPUCAHE UEeCTHIIE OIUCY-
jV KOMILIEKCHUM TIoJ/beM 1)(x, 1) U TO TaKo Ja je 3aKOH OJIPXKarba HACJEKTPUCAIHA MTOC/IE I
riodbasne U(1) cumerpuje nejcrBa. Y edEKTUBHOM OINCY KOHBEHIIMOHAJIHE CYIIEPIPOBO/I-
HOCTH ce TpeTnocTas/ba jJa je npu 1 < T oBa 1yi0daHa CUMETpUja CIOHTAHO HAPYIIIEHA
IOCTOjalbeM BaKyyMCKOT pellerba 3a 10Jba KOja HOce HaeJleKTpucarme ¢* = 2e, rJe je e Ha-
eJIEKTPUCAbe eJIeKTPoHa, ¢° T3B. eeKTUBHO HaeJeKTpucame a 1o Temmeparypa Ha KOjoj
CHCTEM IIpejia3u U3 HOpMaJiHe y cyrnepupoBojany ¢azy. Ipyrum peunma, mpermnoctaBuhemo
Jla TIOCTOje TPOCTOPHO-BPEMEHCKN HE3aBHCHA peIleha KJIACHYHUX jeITHAYMHA KpeTarha Koja
cy mehycodno nmosezana U(1) rpancdopmanujaMa ajm Tako Ja IMOCTOji HEKU MAFbH CKYII OTle-
paruja Koju He Merba oBakBa crama |Bumern Onesmpax 1.3.4 nocsehen crioHTaHOM HApPYIIEHY
cumerpuje y KiaacuaauM Teopujamal. Ilosba Koja y CymneprupoBOIHUIINMA HOCE HACTEKTPHUCA-
a 2e cy no3nara Kao Kymeposu naposu. Mexanuzam Koju JOBOJIU 0 HUXOBOT (pOPMUPAHA
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je mocreauia ereKTpoH-(OHOH MHTEPAKIje U JIeTa/bHO je odjarrmen MuKpockorckom BCS
reopujom [Altland, A., Simons, B. (2010)].

Osznaunmo gejerso U(1) Tpancdopmarmje Ha KOMILUIEKCHO Hobe ca 1) — e 9 ). 3a ca-
Ja heMo 3aHEMApUTH YUEHEHUILY JIa y CIydajy JioKajaHe cuMerpuje A Mopa dutu dyHKIHja
IIPOCTOPHO-BPEMEHCKNX KOOP/IMHATA W CKOHIIEHTprcaheMo ce caMO Ha o0pasal] HapyIlema
cumerpuje. CaMa dumeHUIA 12 je ¢* 1meJ00pojHI yMHOXKAK OJ € OTpaHnvYaBa Moryhe BpeHo-
ctu 3a A Tako ja ce BpeaHoct A+ 2w /e mopa unentudukosaru ca A. Saucra, ako je ¢* = en,
r7e je n 1eo dpoj, HAJIA3UMO
—ig* (A-&-Qf) —iq*Ae—i27Tn — e—iq*A (2219)

(§ =e

oJlakJjie ce jacHo BuiM Ja A mapamerpuine Kpyzkuauiy. OIHOCHO,

27

A+ = A (2.220)

e
Hasme, npernocraBuhemo s1a ipu 1' < T IOCTOjU TPOCTOPHO-BPEMEHCKU HE3ABUCHO PEIIEHHe
1y (mapamerap ypeheHocTH), Ipu YeMy HOJbe 1 HOCH HaeJeKTpHCame ¢* = 2e, Tako ja je
19| = v # 0. OBo peleme je MHBAPUjAHTHO Yy OJHOCY Ha Zy TpaHcdOpMallije Koje OMIcaHe
ca €90 i e 7/¢ Jla oBe TpancdhOpMaImje 3aKCTa PEIPE3EHTY]Y I'PYIy Zg, MOXKEMO I3 Ce
YBEPUMO Ha, OCHOBY peJIallyja
ef1q Oeflq 0 — e
i P 9% ik P
e la 7r/ee ig*n/e _ e i2¢*m/e _ el (0+2m/e) _ e 4 0, (2221)

—iq 07 e 14 Oeflq w/e — o4 7r/e,

npu demy cmo uckopucrmwin (2.220). Jlakse, mpermocraBka 10 KOjOj IMOCTOjU KOMILJIEKCHO
I0Jh€ KOje HOCU HaeJeKTpHUCcambe ¢° TaKo Jla BaKyyMCKO DPeIleme 1y HapyliaBa CUMETPH]Y,
maje G = U(1) u H = 7Zy. Ilpu Tome, rpyna G jeinyje HAa BaKyyMCKO CTame 1y Kao Uy —
e~ M)y a crame 1)) je MHBApUjaHTHO y OJHOCY Ha TpaHchopMmanuje'® remepucane ca A = 0
u A = m/e [Weinberg, S. (2010)|. ITorennujasnu geo rycruHe JarpamzKujaHa KOjH MOXKe
Ja omurre obpasar Hapyiiema cumerpuje U(l) — Zp Mopa OuTu MHBapHjaHTaH y OIHOCY
Ha U(1) tpancdopmarmje [Bunern Onepak 1.3.4] u n1obuja ce IUPEKTHOM IeHEPAIA3AL]OM
GLW mnorennujana 3a U3unros mozer (2.87)

V() = a(T)|w]* + g|¢|4, e je a(T) < T — Tc. (2.222)

Osaj norennujan je npukasad Ha Ci. 2.11. OcHOBHO cTame 1)) HAJA3UMO MHUHAMUA3UPAHEM
norenrujana V (1)), OTHOCHO PEIlaBambeM jeTHATIHE

a(T)yg + blapo|*5 = 0. (2.223)

Ba a(T) > 0, masaszumo jenno pememe Y§ = 1y = 0 Koje oroBapa BHCOKOTEMIIEPATYPCKO]
(neypebenoj) dazu. Ca apyre crpane, npu a(T) < 0, nanazumo ycios || = —a(T') /b xoju
dukcupa caMo MOJYO KOMILIEKCHOT Opoja vg. Hakie, mpu T° < T, Hama3uMo KOHTHHYYM
pelrema Koja cy MehycodHo ekBuBaJsieHTHa jep MuHuMu3upajy V(¢) a mehycodHo cy nosesana
U(1) Tpanchopmarmjama: ako ¢y Y U Y, JBa TakKBa pellema, Be3a udMely mux je v, =
e M) [VropeauTu ca ananusom u3 2.2.6).
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Cunka 2.11: Tlorennujanau neo narpanxkujana (2.222) 3aa) T < Tc u d) T > T. Crama iy
1 15 Cy eKBUBAJICHTHA OCHOBHA CTamba mosesana U(1) Tpamcdopmarmjon 1, = e~ M),

YKynHU JlarpaHzKujaH, KOju heMo MCKOPHUCTHTH Jia ONUIIEMO HeKe (heHOMeHe Be3aHe 3a
KOHBEHIIMOHAJIHY CYIIEPIIPOBOHOCT, nodujamo cadupamem U(1) marpamxkujana (1.207) u mo-
Tenrjata (2.222)

Lo = " (at - iq*v)¢ - %‘ (v n iq*A)¢‘2 + %(@A + gradV)2 _ %(rom)2
+ V). (2.224)

Tpeba obparuTn maxmy na jarpamkujan (2.224) mocenyje kamuopamnuony U(1) cumerpujy:

Y(x) = e TAy(a),

A(x) — A(z)+ VA(z),

V(z) — V(z)—0A(x), (2.225)
aJ Jia je 3a PEHOMEH CyNepIPOBOJAHOCTH KJBYIHO HAPYIIEHHE TA00aANE CUMETPU]E IO 0OPACILY

2.4.2 Tlapamerpusarmja u 'o1acToHOBO TOJbE

[Tocroju Buille HAYMHA Ja ce apaMeTpu3yje KOMILIEKCHO T0Jbe 1 (jeJlaH o] IbUX je HaBeJeH
y (1.32)). Ucnocrassba ce 1a je 3a Ja/ba pa3sMaTparmba MOTOHO 3allUCATH TI0Jbe Y KA

() = p(x)e 4 (2.226)
Tako Ja ce, y ognocy ua U(1) aejerBo, Besmauna ¢ TpaHCHOPMHUIIE KAO

¢ — ¢ —A, (2.227)

Bela"m/eq)y — 2™ = o), 10K je mejerso 3a A = 0 TpEBHjaIIHO.
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1ok ce p(x) He Mema. MehyTum, yKOIMKO [0Ja31 JO CIIOHTAHOT HAPYIIEHA [JIOOATHE CH-
MeTpuje, KoHdUryparmje 1) cy MHBaApUjaHTHE Y OJHOCY Ha Zo TpaHcdOpMaIidje U Mopa ce
U3BPIIATUA UIAEHTU(DUKAIII]A,

¢+ g ~ ¢, (2.228)

[osme ¢ Taga mapamerpusyje npocrop U(1)/Zy n upesncrasipa (jeano peanso) LoscTonoBo
[0J/be KOje OjroBapa CIOHTAHOM Hapyllewmy TodajHe cumerpuje mo obpaciy U(l) — Zs
[Bunern Oznerpak 1.3.4].

Buauajue nadopMalrje o MOHAIIAKY CUCTEMa OIMCAHOL JarpaHKujanoM (2.224) MozkeMo
JIOOUTH AHAJM3UPAEeM CIEeKTpa, OJHOCHO CTPYKType HemHTeparyjylier (KBajparHor) mesa
narpamxkujana. Kopumhiemem mapaverpusanmje (2.226) Hagiazumo

<V+iq*A>¢ — <Vp+iq*pv¢+iq*pA> ol1"d. <8t—iq*V>¢ _ <p+iq*pgb—iq*vp) ¢7'? (2.229)
u jgarpanxkujag (2.224) mocraje

. . ok y o % 1 * * *
Lsc = lp(p +iq"pg — ig Vp) - %(WPP + (0P |V +2(¢")°p*A- Vo + (g )2p2|AI2>

1 2 1 2

+ 3 (@A + gradV) -5 (rotA) +V(p). (2.230)

IIpernocraBuMo caJ1 1a je JOULIO JI0 CIIOHTAHOT HapyIIeha IJI0DAIHe CUMETPHje IO 00pas3ILy
U(1) — Z,, Tako ja je OCHOBHO CTae 10Jba 1 KOHMbUryparmja ¥y. AKO ce OrpaHuINMO Ha
KoHMUTYpaIyje Koje OMUCYjy CHCTeM y OJU3UHU 1)y, MOkeMo mmcatu p(z) = |o| + n(z) tae
n(z) omucyje mpoCTOPHO-BPEMEHCKe BapHjalyje MoyJia nosba ¢ (x) y Oau3uHN paBHOTEXKHE
koHduryparnuje Yy. Takobe, y nacraBky hemo yzeru V = 0 jep ce mcrnocrasba ja je 0O

Ipecy/IHOT yTUIaja MoHalmame BeKTopekor norennujaial! [Beekman, A.J., Rademaker, L.,
van Wezel, J. (2019)]. SBamenom p(z) = [1ho| + n(z) y (2.230), Hamazumo

1
Lsc= — %<V77 VN4 (4[| *V - Vo +2(q7)? [o* A - Vi + (¢7)?[1ho]* A - A)
1 2 1 2 1d?y )
+ 5 (@A) ~3 (rotA) + éd—w d}:won
+ WIAHOBH BHIIET DEJA. (2.231)

Kao mro ce Buau uz (2.231), KBajpaTHu JarpaHKujaH cajpKu 1mo/ba A, 7 U ¢ U TO TaKO
Jla T0Jbe 1) yJa3u HE3aBUCHO JIOK cy ¢ n A KymnjoBanu Kpo3 4ian V¢ - A. YV KBaJpaTHOM
JarpamzKujaHy ce II0jaBJbyje JOMPHHOC X 7 MITO 3HAYHU /I JUCHEP3Uja 3a II0/be 1) CaJpiKi
ren [Buneru omemax 1.1.3]. Takobe, narpankujan cagpku u Heobnuan cadupak x A - A.
Y Opemky 1.3.3 cMO 3ak/by4IW/In Jla TaKaB WiaH HUje KAJMOPAIMOHO WHBAPDUjaHTAH W Jia
ce M3 TOI' pazJjiora He MOXKe II0jaBUTHU y JArpDaHKUjaHy 3a eJIeKTPOMarHeTHO mosbe. Umak,
narpamxkujan (2.231), kao u (2.224) u (2.230), caap:Ku JomaTHE CTEIEHe CJI000/e KOjU e
y OJIHOCY Ha KaJuOparmoHe TpaHchopMalrdje Membajy Ha TaKaB HAYWH Jia Ce KOMIIEH3Uje
neo koju motude ox A - A. Koukperno, ped je o wianosuMma ca V¢. lakie, kajmunOparnmona
cUMeTpHja JarpaHKujaHa Huje HapylieHa mojaBoM cadupka A - A u , Kao mro hemo Bumern,

Y Terasauja anammsa Koja y3uma y 003Up U CKaJapHHu ToTeHmjal, gata je y |Greiter, M. (2005)].
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yIIPaBO je Taj JOIPUHOC OJIrOBOPaH 3a odjalrmkemne MajcaepoBor edekTa. Y KOJIUKO KB IPaTHA
JarpaHXKujaH He Ou cajp:kao wian A - V¢, Morim OucMo oMax J1a 3aKJ/byIiUMO J1a, BEKTOPCKO
nosbe A mocesyje remn y cuekTpy. Takohe, oBaj wian HaMm oHeMoryhasa U jia carjie/[aMo 3Hataj
1oJba .

Jacuujy cimky o uU3MYKHM HpOIecMMa KOje OIHCYje KBaJPATHU Je0 JIarPAHKUjaHa
(2.231) mMoxkeMO J0OUTH MpeIacKOM Ha HOBe crereHe cjiodoje. Hamme, Kao mro ¢cMo yTBpIu-
o, jgarpamkujan (2.231) je kasubpanuono uaapujantan. COpHU YIaH KOjU KYILIyje [0/ba
¢ 1 A MOxKeMO eluMUHACATH TOrogHuM onadupom dbyuknuje A(x). Konkperno, dupajyhin

A(z) = ¢(z) (2.232)

1 Jle(DUHUCATHEM

A(x) = A(z) + Vo(z), V=V-—0, (2.233)
narpamxujan (2.230) nocraje
Y 1 . i
Lsc = 1p<p—1q Vp) - %(WP\? +(q )202|A!2>
1 - N2 1 N2
+t 3 (@A + gradV) —5 (rotA) +V(p) (2.234)

1 KBa IPATHU JIOIIPUHOC OJIM3UHU OCHOBHOT CTama, y3 n3dop V = 0, usHocu

1 1d*y M? o - 1/ \2 1 2
2= - —Vp.Vp+-S2 ey B —(aA) ——( tA) 2.235
IpU 9YeMy CMO Jie(DUHHUCATT
*\2 2
M? = M. (2.236)
m

JakJie, MOrofHOM KaJIMOPAITMOHOM TPaHCHOPMAIIjOM CMO MOTIYHO €JIUMHUHUCAJIH I0JbE ¢.
MNako cMmo Buaenum ma cy WiaHOBH ca V¢ omoryhaBajn KaJuOpallMOHy WHBAPHUjaHTHOCT Jia-
rpaHKujaHa Koju caapxku A - A, narpamxkujad (2.235) u gajbe nocejyje JOKaJIHY CUMETPU)y
jep je moJbe A KaJIMOPAINOHO UHBAPUJAHTTHO

A=A+Vp—>A+Vx+Vop—-Vx=A (2.237)

rje je x HOBa (mpom3BosbHA) Kasmbparmona dyukimja. [Ipema Tome, mpermocraBka O CIIOH-
TaHoOM Hapymiewy riodasne U(l) cumerpuje y JarpanKujaHy KOju MOCEyje KAJIUOPaIuony
U(1) cumerpujy nam omoryhasa ja cucrem omurremo momohy "macuBror" BEKTOPCKOT 1M0Jba
A upu yemy je loscronoBo ¢ mosbe enumununcano. OBaj (eHOMEH je MO3HAT IO HA3U-
BoM AHIepcoH-XHUrcoB MexaHH3aM'® U Kao BarKaH ce I0jaBJbyje y BEJHKOM OPOjy Teopuja

[Weinberg, S. (2010)].

15y smreparypu ce AHIEPCOH-XHUICOB MEXaHH3aM HUECTO ONHCyje Kao (peHOMEeH y KojeM "KasMOpalloHO
nosbe oduja Macy" [Ryder, L.H. (1996); Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)]. Unax, osa unrepnperaruja
HUje CACBUM KODEKTHA jep, Kao 1mTo ce Buay u3 (2.237), MacuBHO nojbe A je KajudpalnuoHO UHBAPUjAHTHO

[Greiter, M. (2005)].
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2.4.3 MajcHepoB edeKaT n HeCKOHAYHA ITPOBOJTHOCT

[omro je B = rotA = rotA, nonamame MarHeTHOI I0Jba Y YHYTPAIIbOCTH CyNePIPOBO/I-
HUKa MOYKEMO OIHCATH TIOMONy BeKTOpCKOr nosba, A u sarpamxkujana (2.235). Oxarosapajyha
Ojnep-Jlarpamxkepa jejHaunta ce Hajasu candHo Kao y [Ipumepy 1.5. Kako je

() - (2) ~
m@Jz—Mﬂa OLs = 0;A, (2.238)
0A 6(8tA)
JIOK je
or? ~ ~ ~
ezﬁj—sg = —610]- |:I'OtAi| €jim = Gjmiaj |:I'OtAi| e, = rot I'Otz47 (2239)
jeTHaYNHA KpeTama TJIach
rot rot + 02 + MQ} A=0. (2.240)

JenHaunHy Kperama 3a MArHETHO TOJbe J0OMjaMO Y3UMameM pPOTOpa Tope pesanuje (y3
kopuriheme yciaosa divB = 0). Tako jgonazumo 1o

M’B +0?B — V*B = 0. (2.241)

YTunaj npBor 4iaHa y TOPHOj jeTHAYNHN ce HajIaKIle BUJIN aKO IOCMATPaMO BPEMEHCKU
HE3aBUCHO T0Jbe KOje Cce IIPOCTUPE JIY2K 2z IIPaBIla TAKOo Ja je 00J1acT mpocTopa 2z > () ucmnymeHa
cynepupoBogHuKoM. Jennaunna (2.241) ce Taja cBOAM Ha JBe jeHAUNHE

d*B

dz; = MQBZ" 1= x,y, (2242)

anja cy pemema B;(z) oc exp [—z/AL], tae je A, = M ™! 13B. Jlongonosa myxuna. Jlakie,
MHTEH3UTET MarHEeTHOT M0Jba €KCIIOHEHIIMOHAJIHO OIa/a ¥ CYIIEPIIPOBOIHUKY U OHO e(PeKTBHO
MOKe J1a IIPOoJpe caMo 10 ayonHe peaa Ar. IIpema Tome, mojasa "macenor" waana 3a BEKTOP-
CKO 1oJbe A JI0BOJII [0 TIyIIerba [0Jba y CYNEPIPOBOIHIKY dnMe ce odjarmmasa MajcHepos
edekar.

3a JIUCKyCHujy O MPOBOJHOCTU HaM je morpedbHa derBpTa MekcBesoBa jegnaunna rotB =
O E + J u nedunniuja nposopnoctu J = oE. MekcpesoBy jelHauuHy HajJaKIle MOXKEMO
JIOOUTH aKO KPEHEeMO O/ jesHaunHe Kperamwa (2.240) kojy cMo jgoduin y3 uzdbop V =0, mro
je exkBmBaseHTHO ca Oy = V. Yaumajyhn y o0sup na je A = A + V¢, wian 82A MOXKEMO
3aITMCATU Kao

wAz—a(—@A—@v@:>ﬁ4—&A—vv):—@E (2.243)
Jennaumna (2.240) caga mocraje

rmB:@E—M%A+v@, (2.244)
OJTaKJIe BUJMMO JIa je TYCTUHA CTPYje y CYyHepPIIPOBOTHUKY

J:—M%A+v@. (2.245)
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Canuka 2.12: CynepnpoBOJIHUK CaBHUjeH Y TOPYC.

[IpernocTraBuMo cajia Jia OCTOjU CTadMJIaH, BPEMEHCKU He3aBUCaH TOK cTpyje. a O6m oBo
dusio moryhe, u3 (2.245) Bugumo ja A u ¢ He CMejy 3aBUCUTHU O] BpeMeHa. A, Taja je

DA+0Vs=0A+VV =—E=0 (2.246)

1 Ha OCHOBY JeduHunmje npoBogHoctu J = oF BUAUMO 7@ y OBOM CJIy4ajy MOpa BayKATHU
0 — 00 HMITO O/IOBapa HYJITOj OTIIOPHOCTH.

2.4.4 KBaHTOBame MarHeTHor Jykca

[TpermocTaBuMo /1@ je CymeprpoBOIHEK caBujeH y obauky Topyca [Bugern Cir. 2.12] u Heka je
L 3aTBOpEeHa KOHTYpPa KOja IPOoJIa3u JIyOOKO KPO3 YHYTPAIIEHOCT CYyIIePIPOBOIHUKA. Y KOJUKO
je nebspuHa cyreprpoBojHuKa MHOTO Beha o Jlonmonose jykube, y mpocToOpy Kpo3 KOjU
nposiasu KouTypa L nehe dutu marnernor nosba. Takobe, y ciaydajy BpeMeHCKH HE3aBHCHOT
TOKa CyIepIpoBOHE CTpyje, dyeTBpTa MekcBenoBa jennaunna riacu rotB = J. Jlakie, y
CJIy9ajy CTAIMOHAPHOT CYMEPIPOBOIHOT TOKA, JIYOOKO Yy YHYTPAIIOCTH CyHEPIPOBOTHUKA
He Teue crpyja |[Weinberg, S. (2010)]. [omro je y yayTpammoctu cyneprpoogauka J = 0,
Ha OCHOBY (2.245) BujmMo s1a je y JayOOKO y CylepIpoOBOIHUKY

A = —grade. (2.247)

OIHOCHO, BEKTOPCKHU IOTEHIHjaJl je y TMOTIyHOCTH ojapehen rpaaujerTom mosba ¢. Piyke
MarHeTHOT 110J/ba Kpo3 moBpiuny S odyxsaheny koutypom L = 0S je

<I>:/B-ds=7{A-dfr, (2.248)
S L

rie je dr enement jayka kouType L. Ako caja mckopuctumo Besy (2.247), Buaumo ja ce
Mar"HeTHu (PJIYKC Kpo3 S CBOJM Ha WHTErpaJi TOTAJIHOT JTudepeHIujaia o ¢,

@:fﬁ¢ (2.249)
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WNaxo Ha nipBE 1OTUIE] Jleyje Jla 0Baj MHTETrpaJ UITde3aBa, MOpaMO UMAT! Ha YMY Jla IIPH I0-
CTOjarby HapyIlleHe CUMeTpUje MoJbe ¢ 33J10BoJbaBa yciaoB (2.228). To 3naun Jja ce mpuImKoM
obmIacKa KOHTYpe, Y OIIIMITEM CJIy4ajy, BPEJIHOCT II0/ba (¢ MOXKE ITPOMEHUTHU 3a IEJI00POjHU
ymuokak on 7/e. Jakie [Burgess, C.P. (2020)],

d = f d¢ = N®,, D, = (2.250)
L

s
e
rze je N neo 6poj. Benuuuna @y npecrasiba HajMamy MOTyhy BpeaHOCT Tj. KBAHT MAarHeTHOT
daykca. Uzpaxkena y Sl jenunuiiama, oBa BeJIMIUHA IJIACH

Py = 2—7: c= mch = h_c (2.251)
q e 2e

Cramgnu pe3y/raTi 3a KBaHTOBarbe (JIyKCa ce MOy JIOOUTH U KaJia Cy F€OMETPHjCKU OJTHOCH

MarHeTHOI [oJba ¥ CyIeprnpoBojaHuKa apyradnju [Lévy, L.P. (2000)].

Y 0oBOM 0O7IeJbKY CMO YKPaTKO ONUcaIn JBa (heHOMeHA KOju IpaTe MPUMeHY MarHEeTHOT
oJba Ha, MaTepUjasl KOju ce HaJIa3u y CynepipoBoaHoM ctamy. Curyaliyja je, HapaBHO, MaJIO
CJIOXKEHUja jep He Pearyjy CBU CyIePIPOBOJIHUII MTO/jeIHAKO Ha CIIOJbAIIbe MATHETHO OJbE.
Marepujammn ko1 Kojux ce jaB/ba nmoTiyHu MajcHepoB edekaTr ce HA3UBA]y CYIEPIPOBO/IHU-
nmuMa [ Tuma m KoJl BUX ce CYyHepIpPOBOJHO CTame 3aJprKaBa CBe JOK MarHeTHO IIOJbe He
JIOCTUTHE HeKy KPUTHIHY BpegHocT. MehyTum, mocroje u marepujanu (T3B. CyHepPIPOBOJI-
auny [ Tuma) Koj KojuxX MArHeTHO MOJbe JIEJIMMUYHO TPOJUPE Y YHYTPAIIHOCT ([IPOUPA:e
MarHeTHOr 10Jba Y YHYTpaImocT cynepiipoogauuka II tuma je moryhe camo ymnyrap ompebe-
HOI' MHTepBaJjia WHTEH3UTTa MarHeTHOr 1oJka). 1o ce joraha kpo3 mocedHe Kouddwuryparuje
nosba 1) HaszBaHe BoprTekcuMma |Greiter, M. (2005); Lévy, L.P. (2000)]. Boprekcu y cymnep-
IPOBOJHUKY (DOpPMUPAjy MPABUJIHY perreTKy (T3B. pemeTka AOPHKOCOBA) MPUIMKOM Yera
JIOJIa3u 0 KBAHTOBama MareTHOT (urykca. Boprekcn, Kao pelnrema jeTHAUNHA KpPeTama 32
[I0Jba TIOCTOje KOJI 00a TUIla CyNEePIPOBOIHUKA, aJId CYy CaMO KOJ cylneprnpoBogHuka Tuma 11
oBa pelema eHeprercku nososbHa [Weinberg, S. (2010)].

2.5 CrooHTaHO HapyIlllelhe CUMeTpHje y KJACUYHHM Te-
opujama

2.5.1 Mepmun-BaruepoBa Teopema

3a Kpaj OBOT TOIJIaB/ba CMO OCTABUJIM JUCKYCHjy O CIIOHTAHOM HAPYIIEHY CHUMETPHUje y
kyacuaauM Teopujama. ¥ Omespky 1.3.4 mocsehenom [osacToHOBOj Teopemu cMoO U3 TpeT-
IIOCTABKE O CIIOHTAHOM HAPYIIEHy CHUMEeTPHje JTOOWIN pe3ysIrare KOju ce TUUY JHUCIep3uje
pelemna KJIACHYHUX jeJIHaYnHa T0/ba y JIMHeapHOj ampokcumanuju. nak, nurame ornpas-
JIAHOCTHU OBE IIPETIIOCTaBKe je OJIOXKEHO 3a KacHHje jep ra je Hemoryhe JUCKyTOBATH CAMO
y OKBHPHUMa KJIACUYHE Teopuje moshba. Hamme, y ciiydajy cucrema ca KOHTUHYAJTHOM CHUME-
TPHjOM MOCTOju DECKOHAYHO MHOIO OCHOBHHX CTama Koja cy MelycobHo ekBuBajieHTHa (y
CMHUCJTY JIa je BPEIHOCT JIejCTBA U3PAYyHATa 3a CBAKO O WuX jeaHaka). [lurame moryhino-
CTH 0/1IadWpa jeJIHOT O THX PEIIerba OUUIJIETHO MOPa y3€TH y OO3UP IMOCTOjarhe CBUX & TO
3axTeBa onpehen Bum craTucTuyke anajuse. Ykparko, Mepmun-Barueposa Tteopema TBpu
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Jla He MOKe JohM JI0 CIOHTAHOr Hapyllema KOHTHHyasHe cumerpuje Ha 1T # 0y jemHOmIH-
MEH3MOHUM U JIBOJMMEH3UOHUM CUCTEMUMA, ¢4 KPATKOJOMETHOM uHTepakiujoM [Altland, A.,
Simons, B. (2010); Zinn — Justin, J. (2007); Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995); Zee, A.
(2010); Tsvelik, A.M. (2003)]. Pagu jennocrasrOoCcTH, anamu3y hemo orpanmuantu Ha O(N)
Mojiesi. Takobhe, TIOIITO »KeJTMMO J1a ITOCEOHO HAIJIaCMMO pa3juKy u3Mmehy cucrema uHa 1T = 0
u T # 0, y oBoM 07ie/bKy hieMo ckaqupaTn KoeduiujeHTe y JIejCTBY TAKO Ja je MapTUINOHA,
dyHKIHja gaTa ca

7 = /ng(w)e%sm, (2.252)

ITO 3Ha4U Ja ¢Mo y3eau a — a/T u ¢ — ¢/T [Bugern (2.63) u (2.65)].

Haxue, monasumo ox O(N) unBapujanTHOr Jarpamxkujana (2.203) u napamerpusonalie-
Mo mosbe p(x) ca [ni(x) ny(x)]". Hame, npernocrasuhemo na je ocmosno crame M, =
|Mylen = const. kKao u ja cy oJcTylarma 0J] OCHOBHOT CTamba MaJia. 10 MPAKTUIHO 3HAYH JI&
hemo npernocrasutn Ja |¢(x)| ~ | M| Tako mga mosba 1 (x) onucyjy mMaje IpoOMeEHe IPABIA y
onuocy Ha BekTop M) [Bumern Cor. 2.13]. Y oBoM citydajy 1 onucyje Bapujarje mapameTpa
ypebhenocru. Mehyrum, 1 1 . cy caj nose3anu ycaoBOM

(@) + () (2))* = [Mo|* (2.253)
OJTaKJIe J00UjaMo
n) () ~ [ M| — mm(a@) -1 (x) (2.254)
TaKo JIa je rmapamMeTap ypeheHocTn
N-1
(my(x)) ~ [ M| — M(m(w)m(aﬂ)% (2.255)

rre je 1, omao koja ou N — 1 kommorerTe BeKTOopa 1), . Kao mrro cmo Beh nmokazanu y OmaesbKy
. (1) —1

2.3, xopesanuona dynxmmja (0. (x)n. (x)) sanpaso npeacrasmwa [AD] " (z, ). Ha ocrosy

(2.215) u (2.134) mamasumo

1 T eik'(mfy)
AL (z,y) = ZAT' (2.256)

[Ipu Tome hemo, y cknamay ca muckycujum n3 Ojespka 2.2.4, JIOMyCTUTH Jia Ce Y UHTETPAITY
[0 TAJACHUM BEKTOPHMA Y3MMajy caMo JionpuHocH Koi Kojux je |k| < A. Jakne, mapamerap
ypebeHocTH je ampoOKCUMAaTUBHO JIAT Ca

N -1 A dkEP-t
x)) ~ |My| —T Q _— 2.257
@) ~ M| = Tgmon [ S (2:257)
upu gemy je (2p gedbunucano y (2.160). Buaumo ga, 5e3 063upa Ha ropiby TPAHUILY, TPEOCTAIIH
uHTErpaJi Huje m100po aedunucan 3a D = 1 u D = 2. KOHKpETHO, UHTErPAJIN JTUBEPrUpPa]y
npu k — 0 kao

1

— D=1 2.2
- (2258)
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Cmuka 2.13: Wnycrpamuja ocnoBHOr cramba M U MaJIOT OJCTyIAama OMUCAHOI BEKTOPOM
¢ =[n. " 3a O(3) mozen.

Ink, D=2. (2.259)

Jaxte, Hamra 1oja3Ha IPETIIOCTaBKA O HOCTOjamby ImapaMerpa ypehenoctu (n(x)) (1j. nper-
[OCTaBKa O MOCTOjamy JyrogomerHor ypebema) na T # 0, Tako ja cy Maja OJCTYNaba
o/ paBHOTeXKHE KOoHurypanuje M, onucana mospuma 1), (), je morpemsa. cmocrasiba ce
Jla Cy TIONpaBKe, M3padyHaTe y3 MPETIOCTaBKY O MOCTOjaiby JyrojoMeTHOr ypeherba, mpo-
M3BOJBHO BeJsimke. [pyrum pedmma, KOJ jeIHOJUMEH3UOHUX U JIBOJIMMEH3MOHUX CHCTEMa Ca
KOHTHHYaJTHUM CUMETPHUjaMa He MOKe Ja Johe 710 CIIOHTAHOT HapyIlemha CUMETPHUje Ha KOHa-
gauM Temieparypama. [lpu T = 0, Kopekiuja npoucteksa o/ 7, (€) uiruesasa u 3aK/byIaK O
[IOT'PENTHOM OJIadUPY CTAadUTHOT OCHOBHOT CTalba He BaxKu. /{MBepreHiiuje momyT oHux Koje ce
H0jaBJbyjy y uHTerpaanMa u3 (2.257) ce HasuBajy nHQPAIPBEHNM jep Cy MPOYy3POKOBaHE I10-
HAIlIakheM HOJAUHTerpaaHx (byHKIMja MPU MAJINM BPEIHOCTHMA TaJACHOD BEKTODA,/MMITYJICA.
Nndpanpsene guseprennuje'® cy curnan some onadpanor ocHosHor crama |Tsvelik, A.M.
(2003)] u Tpeba uxX pas3JUKOBATH O] YIATPaJ/byOMIACTHX JUBEPreHIja Koje ce MOojaBibyjy y
neprypdaTuBHuM nonpaskama [Bugern Opespax 2.2.11].

Baxkno je mpumerutu ma Mepmun-BaraepoBa Teopema He M3HOCH TBP/IHH-€ Y BE3W CUCTEMA,
ca JIMCKpeTHOM cuMeTpujoM. Ha mpumMep, Ha OCHOBY €r3aKTHOI PENIEHa je MO3HATO JIa KOJI
JIBO/IMMEH3NOHOT VI3MHTOBOT MOJIe/Ia MOCTOj! CIIOHTAHO HAPYIIIeHhe cuMeTpuje (Tj. TyrogoMer-
HO ypehemwe) npu T > 0. /lasbe, oBjie je IpuKasaHa JUCKYCHja 33 KJIACHYHE CHCTEME Ca KOH-
THUHYaJTHOM CUMETPHjOM aJIU ce OHA, Y3 oJiIroBapajyhe ckajmparme apaMeTapa MOJesa, MOXKe
[PEeHeTH U Ha KBaHTHe Bepsuje Mozena [Auerbach, A. (2012)]. Takohe, Mepmun-Barueposa
TeopeMa, ce OJIHOCU caMO Ha cucteMe Ha Temueparypama 1’ > 0. ¥ cienehem nornasby hemo

16Tepmun "undpanpsene" anryaupa Ha UMBEHUIY 2 Cy TaJacHe Iy:KuHe oarosapajyhux koHduUryparmja
maste. Ha je3uky KBaHTHE Teopuje TO 3HAYH Jla TaKBe KOH(MUrypallije Hoce MaJly eHEPIHjy U Ka0o TaKBe OIHUCY]Y
JIOKAJTHA OJICTypama Of mpasia BekTopa M.
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BUJIETU JIa JyrojoMeTHO ypeheme nocroju Ha T = 0 y ciydajy JIBOJUMEH3UOHOT (KBAHTHOT)
Xajzendeprosor depomaraera u antudepomarunera. Opurunnainu goka3 Mepmun-Barnepose
teopeme [Mermin, N.D.;, Wagner, H. (1966)] ce omnocu Ha kBanTHU Xaj3endepros dpepomar-
HeT U aHTH(dEPOMArHeT W 3aCHUBA Ce Ha NpHMeHH BorosbyboBibeBe HejennakocTu |Bumern
u Nolting, W., Ramakanth, A. (2009)|. Xoxeudepr |[Hohenberg, P.C. (1967)| je mpe Mep-
MuHa 1 Barsmepa mcKopucTuo HejeaHakocT BorosbyboBa Jia JoKake OJICYCTBO JIyTOJIOMETHOT
ypebema y ciyuajy asBogumensuonor cynepdiynaa. [lpumena Borosbybosibese Hejemmako-
ctu oMoryhaBa Jia ce CTPOro IOKaxKe KaKo Iapamerap ypeheHOCTH uide3aBa a HE caMo Jia
nonipaBke Ha M, nueprupajy. Takohe, mocToju m TpeTMaH KJIACUYHUX MOJIEJIA 3aCHOBAH
Ha BorosbyboBibeBoj nejesnakoctu [Mermin, ND. (1967)|. Konauno, Kommen [Coleman, S.
(1973)] je nokazao amanoruo TeBpheme y ciaydajy 1+1 numensuone JlopeHI-uHBapujaHTHE
KBAHTHE TEOpHje I0Jba. 300r OBOra ce pPe3yJITaT U3 OBOI OJe/bKa O3Ha4YaBa m Kao Kosmen-
Xoxendepr-Mepmun-Barneposa (CHMW) reopema.

Nako Mepmun-BaruepoBa Teopema HCK/bydyje MOTYRHOCT CHOHTAHOT HPYIIEHHa CUMETPU-
je Ha KOHAYHUM TeMIlepaTypama y CIydajy JIBOJIMMEHU3UOHUX CHCTEMa, OHA He UCKJbYIyje
moryhnoct neke Bpcre dasuor npesasa. [loznar npumep je dasuu npesnas y O(2) momery
y JIBe NPOCTOPHE JIMMEH3Hje KOjU He YKJbydyje CIOHTaHO Hapylleme cuMmerpuje (Tako3BaHU
BKT mnpena3z). ¥ oBoM ciaydajy cucreM mpesasu u3 Heypehene daze (y K0joj KOpeaarpuoHa
dyHKIMja onajia eKCIOHEHIU]AIHO) Y HICKOTEMIIEPATYPCKY a3y ca KBa3HU-LyTOJOMETHUM
ypebemem (daza y K0joj Kopesanuona ¢yHKnuja omnaga kao |x|~Y). Pa3uum npesaszu oBor
THIIa Ce O3Ha4vaBajy Kao TOIIOJIONIKA W He MOry ce onucatu nomohy Jlammayose Teopeuje

[Wen, X. G. (2007); Altland, A., Simons, B. (2010); Herbut, I. (2007)].

2.5.2 O(N) HenuHeapHUM 0 MOZEJI

Y Onemky 2.3 emo yBeaun O(N) Mozen 4mje je OCHOBHO CTarbe KOHCTAHTHH N JIHMEH3NOHU
BekTop Mjy. Mehyrum, Ha ocHOBY cTpyKType camor Jyiarpanxkujana O(IN) Mozesia ce He MOXKe
M3BECTHU 3aKJbydaK O IpaBily u cMepy BekTopa M. [Ipema Tome, clioHTaHO HapyIIIeHhe CrMe-
TPHUje y OBOM CJIy4ajy ce MOKe IIOCMATPaTh U Kao 01adup jeaHe tadke Ha N — 1 TUMEH3UOHO)]
cdepu SV7L. Takobe, na ocoBy penanuja (2.214) u (2.215) cMo BUe/N Ja JarpaHKujaH 3a
JIOHTUTYAMHAIHO Tobe 7)) canpxu "macenn" wian —2a(T)/c = |My|*b/(3¢) mok oarosapa-
jyhu KBajpaTHU JOIPUHOC 7)) - 1), He YJIa3W y JIarpaHKUjaH 3a TpaHcdep3asHa 1moba 1) .
Ocnamajyhu ce na anasornje u3 Omepbka 1.3.4, 3aK/by9IuaIn CMO J1a TpaHChep3aHa I10/ba
oxrosapajy LosicToHOBIM HOJBIMA 38 HapyIIewe cumerpenje o oopaciy O(N) — O(N —1).
Cazia hemo BujieTn Kako ce nmoduja O(N) MHBapHjaHTHA CTATHCTHYKA CyMa 3a KOH(MUIYPAIi-
je xoje oxrosapajy L'onmcronoBum mossuma. Mogesn Koju onucyje yturaj ['onacToHoBUX mosba
ce, U3 UCTOPUjCKUX pasJjiora, HasuBa HequHeapHu o mojen [Weinberg, S. (2010)].

[Ipe cBera, Ha ocHoBy jaucKycuje n3 Omespka 1.3.4 3HAMO J1a ce KOH(MUTYpaIje Koje Oaro-
Bapajy [oJJIcTOHOBUM TIOJbMMa MOr'Y J100uTH JiejcTBoM eneMenata rpyie O(N) Ha BaKyyMCKY
kouduryparujy M. Ilomro ce BekTop M, Koju onucyje ogadpaHo OCHOBHO CTambe MOXKe I10-
ucroserutu ca taukom Ha S 1 a nejerso rpyne O(N) na SV71 je rpamsutusno [Bugeru
Onemaxk /1], Buaumo 1a he nejerso mpoussospHOr estementa o1 O(N) HA OCHOBHO CTambe MOJIE-
7a (Koje HapylllaBa CUMeTPHUjy) TIOHOBO JIaTH TauKy Koja Ipumaja npoctopy SY1. Makie, y
ciydajy Hapyiema cumerpuje o odpacity O(N) — O(N —1) npocrop xoudwurypanuja [om-
cronosux nosba je SN =2 O(N)/O(N — 1) [Isham, C. (1999); Arvanitoyeorgos, A. (2003)].
To 3naun na narpankujan 3a Losacronosa nmosba Mopa dutu O(N) uaBapujanTHa GyHKIMjA
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ca moJbuMa Koja y3uMajy spexsoct Ha SV 1. Kako 6memo mparmim crangapaay Hotanujy'’,
Tonacronosa mosba hemo y HaCTaBKY O3HAYUTH ca 7T yMecTo ca 1), u yseru My = ey (1j.
’M0| =1).

Hajjennocrasumnju mauun ga [omacTonosa mosba 7 orpaganmMo Ha cdepy SV 1 je ma yse-
JIEMO JI0JIATHO 1I0/be 0 (KOje Urpa CJIMHUHY YJIOTY Kao 7)) ¥ Ja KOHCTpyuieMo N JuMEH3UOHO
BEKTOPCKO I0JbE 7% KAO

n(zx) = [w(x) o(@)]", (2.260)
[Taprunuona dyukiuja 3a [ogcToHoBa mosba ce cajia MOXKe 3alMCATH U KAO

Z = /Dn(m)é [n*(x) — 1] e TSIl (2.261)

rae je § [n?(x) — 1] "dynknmonanuna’ nenra dbynkmuja [Bugern (2.81)] koja 0desbebyje ycion

In(z)]? = n*(x) + o*(x) =1 (2.262)

y cBakoj Tauku & € R", 1ok je /ejcTBO mM3parkKeHo MOMONy JiarpaHKujaHa KOjU je CJIUTHOT

00/IMKa, Ko 1 JIArPaHzKHjaH 3a Tpancdepsasna nomka 1, (moacernhenmo ce ga je AlY) = —cV?)
1 (L) c 9

Sa[n] = 5(n,A n) =5 [ [Vn@)P. (2.263)

Uzpazkenu momohy mosba n, jejecrso (2.263) u maprunuona dyuknuja (2.261) cy ounrsesHo
uHBapujaHTHU y oxHocy Ha ryodanne O(N) rpancdopmarmje. Ako O € O(N), Baxku n —
On,na Vn - VOn =0Vn u

(n,A(L)n> — <On, OA(L)n) = <n,A(L)n). (2.264)

Taxobe, 36or |detO| = 1, e mema ce Hu daxrop Dm(x) y (2.261). Nako aejcrso (2.263)
noyiceha na wennreparyjyhin neo O(N) nejcrsa, Hesmueapuu yciaos (2.262) yBoau HETPUBU-
janmy maTepaknujy® meby Tommcronosum nosbuma. 3a D > 2, KaJia HOCTOjH TyrOJ0OMETHO
ypebheme, yTuiiaj nHTEpaKIje ce MOXKe JUCKYTOBATH MEPTYPOATUBHO, 110 y30py Ha Oje/bak
2.2.11. IIpu ToMe je HEOIIXO/IHO Ha HEKHM HAYMH €JITMMUHUCATH 10Jbe 0. HapaBHo, e TuMuHAIIT]a
[oJba 0 Ce& MOpa YPaJUTH MayKJBUBO Kako He dou jonuio o ryburka O(N) cumerpuje. Pe-
mumo, y [Radosevié, S.M., Panti¢ M.R., Pavkov — Hrvojevi¢, M.V., Kapor, D.V. (2013);
Radosevi¢, S.M. (2015)| je mokazano Kako Heke crangapne arnpokcumanuje’ y ciayaajy O(3)
depomarnera yHoce rpemke yupaso jep mapymasajy O(3) cumerpujy mejcTBa M CI00OIHE
eHepruje.

I"He Tpeba MemaTi KAHOHCKH HMITYJIC IOJba, T, KOjI CMO YBEIN Y HPETXOJHOM HOIJIABIBY, ca L0JIICTOHOBIM
IIOJBEM.

¥Hemmeapun ycnos (2.262), ajeano ca mapamerpusanujoM (2.260) u rpymioM cuMeTpHje jJaje mMe MoJey.

YMucu ce na anpokcumarujy xaornanux dasa (RPA), Kanenosy u Kongo-Jamalhu anpokcumanujy; BueTn
pedepenne murupane y [Radosevié, S.M., Panti¢ M.R., Pavkov — Hrvojevi¢, M.V., Kapor, D.V. (2013);
Radosevié¢, S.M. (2015)].
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Hakse, mpeTnocTaBuMo Jia je D > 2 m s1a je JOIIJIO JIO CIIOHTAHOT HapyIIemha CUMeTpHje.
Onadepumo 3a 0CHOBHO cTarbe Tadky 7 = 0 y3 ¢ > 0 1m1ro oaronapa ,ceBepHoM oy cepe
SN=1. Tana je

o(x) =+y/1—m3(x) (2.265)

U JIejCTBO, M3ParKeHO caMO MOMONY IIo/ba 7T OIHUCYje MHTepakimje ['0JiICTOHOBUX II0J/ba Yy
Oy3HHE OBaKO o/adpane paBHOTexkHe KoHburyparmje. [laprurmona dyuknuja (2.261) cana
rocTraje

Z = /Dﬂ'(m)Da(m)é[ﬂ'Q(w) +o?(x) — 1 e~ TSalmol (2.266)

[Mumyhn dbysknuonanny genrta dbyuknujy kao 0[f(o)], tae je f(o) = o2 — (1 — w?), y3
kopuiihemwe ocodute (1.83) u uHTErpanujy 1mo o, Hajga3uMO

_ Dr(®)  1m
7 = — L e T , 2.267
V1 —m?(x) ( )
rJie je
Salw] = g / [&ﬂ' O + 0\ /1 — w2(x)0;\/1 — 71'2(:1:)} : (2.268)

pu YeMy cMO Kao Heduran urnopucaiau daxrop 1/2 y3 Dm(x) nok je i = 1,2,... D. Ha oBaj
HAYMH CMO TApPTHUINOHY (YHKIN]y n3pasmim camo nomohy losacronoBux mosba. MehyTum,
nomro w(x) € SV ocrano je jga moxkaxkemo Ja je mapTuioHa (DYHKIMja MHBAPUjaHT-
Ha y oxHocy Ha ryodanre O(N) Tpauchopmarmje. IIpu Tome hemo O(N) mrBapujaHTHOCT
napTuInnoHe (GyHKIMje TUCKYTOBaTH Ha HuBOYy ajredpe o(N), mo ysopy Ha Ogespak 1.3.4.

Asiredpy o(N) MOXKeMO IOJIEIMTH Ha JIBA JeJIa: €JIEMEHTe ajredpe KOju aHUXUJIUPA]y
OCHOBHO CTamhe 1 ocrarak. Kiementu anredpe o(N) Koju aHUXUIMPAjy OCHOBHO CTaHe YMHE
bazuc asredpe o(N —1) u numa ux (N —1)(N —2)/2. Fbux hemo y nacrasky oznauntu ca {Y,}.
ITpeocranu esementu renepunty npocrop o(N)/o(N — 1) numensuje N — 1 n dulie o3nadenu
ca {X}. Y onmrem ciayuajy, nundunuresumasia riaodanna O(N) rpancdopmarmja BEKTOpa
n(x) € RY je nara ca [Bumern (1.221)]

dn(x) = 0%(Y,)%nb(x) + 04(X 4)%nb(x), a=1,2...N, (2.269)

ojlakje Tpeda Ja HaheMo 3aKoHe TpaHcdOpMAIHje 3a 7T U 0.

[Tocmarpajmo npBo TpancdopMmalyje Koje uHIAYKY]y eaementu on o(N — 1). Ilomro je
Y,ocey = 0, zakmyayjemo ga je do = dnY = 0. Takobe, ekcroneHIUpameM OBUX eJIeMeHaTa
asnredpe ce oduja rpymna O(N —1) [Bugeru Teopemy /1.1]| koja je perpesenToBana MaTpuiiaMa
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obmka?.
0
O 0 (2.270)
0 0 1
rie je o) MaTpHIa Koja penpesentyje rpancdopmanujy uz O(N — 1). HpeMa Tome, O(N —1)
Tpancdopmalmja Bekropa m(x) je ymueapua w1 — Om u &7t = 0%(Y,)"378, e A, B =

1,2... N — 1. UuBapujantHocT cratuctudke cyme (2.267) y oguocy Ha O(N — 1) rpancdop-
Malje, Koje He Memhajy OCHOBHO CTaibe, je CaJla OUUTJIETHA.

Tpanchopmarnuje Koje unIyKyjy eemenTu X 4 ojrorapajy porarujama N JTUMEH3MOHOT
BekTopa n(x) y pasauma 1N, 2N, 3N, ... (N—1)N. Ilomro cy Te MaTpuiie aHTHCUMETPHYIHE,
YBEK UX MOXKEMO M3adpaTh TaKo Ja jeJWHH €JeMEeHT pasJInduT oj Hysie y N-Toj BpcTu Oyje
—1 a ogrosapajyhu esement y N1oj konoru na oyzae +1 [Bugern I[pumep 2.7|. To 3naun 1a
MOXKeMO OmpaTu

(Xa)% =1, (XY, =1, (6e3 cyme mo A) (2.271)

JIOK OCTaJIi MATPUYHU eJeMeHTH uimuesasajy. Taxo, uz dn’(x) = 04(X4)4n’(x), 3a a =
A=1,2...N — 1, nasmasumo tpancdopmaimje JuHeapue 1o 64

ot = 08 (Xp)nY =040 = 0*V1 — =2 (2.272)
Cimuno, 3a @ = N, umamo [Zinn — Justin, J. (2007)]
V1 — w2 = on = 08(Xp)Nn = 08 (Xp)ynP = —0878 = —0 - 7 = 50 (2.273)

IIpumep 2.7. Ilocmarpajmo crernujainu ciaydaj Hapymema cumerpuje O(4) — O(3). Ba-
3UCHU eJieMeHTH 0J1 0(4) y je/IHO] YeTBOPOJMMEH3NOHO] PEIPE3EHTAIIUjU Ce MOI'Y I'PYIUCATH
Kao

[0 0 0 0] [ 00 1 0] 01 0 0]
0 010 0000 10 0 0

i =19 13002 1000/ B 0000/
(0 00 0| | 000 0| | 000 0|
[ 00 0 1] 0 0 0 0] [0 0 0 0]
0000 0 001 00 00

X1 = 0000 , Xo = 0 000 » Xs = 00 01} (2:274)
~1.0 0 0| |0 -1 0 0 | 00 —1 0|

rie {Y1,Ys, Y3} aune bazuc ox 0(3) a { X1, Xo, X3} caunmanajy dasuc ox 0(4)/0(3). Jlako
je Busiern ja renepatopu {Y;,Ys, Y3} anuxusupajy sexrop [0 0 0 1]T u renepunry poraiuje
y papanma 1 — 2,1 —3 u 2 — 3, nok { X1, Xs, X3} renepurnty porarnuje y pasauma 1 —4,2 —4
u3—4. [

20Bo ce maxo Mozke BujeTH Ha ciaegehu mauun. Marpune Y, aHIXIINpAjy BEKTOp €y IITO 3HAYH [a Cy CBH
€JIEMEHTH y MOCJIEH0] BPCTU M HOCJIE/H0] KOJOHU OBUX MATPUIlA jeJHAKU Hy/IH, Tj. 32 buX Baxku (Yy)en =
(Yo)nae = 0, 3a cBako a = 1,2,...N. IIpema tome, (YoY3)an = (Ya)ac(Ys)en = 0, ka0 u (Yo Y3)ne =
(Yo)ne(Y3)eq = 0. Ipyrum pednma, 1 IPOU3BOAY OBHX MATPULA MMajy CBe HyJE y IOCJENH0j BPCTU U KOJIOHH
na HBUXOBO eKCHOHeHIupambe faje enement rpyne O(N — 1) obnuka nasegenor y (2.270). Bugern u Ipumep
2.7.
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Nmajyhu npasuia 1mo KojuMa ce Tpancdopmuiry 7 u v/ 1 — 72, MOXKEMO IIOKa3aTU MHBA-
pujanTHOCT siejcrBa (2.268). [IpBu cabupak ce TpancdopMurie Kao

o - O — 0y (ﬂmﬁ)@ <7rA+57TA)
= O - O +20; (7 - 0) V1 — 72 + O(6?) (2.275)
na ocroBy (2.272). Cimaro,
V1 — m20/1 — w2 — ai(m— 9. w)ai(m— 9. 7r>
= 9;V1— 7201 — 72 —20; (7 - 0) ;V1 — w2 + O(H?), (2.276)

npu demy cmo uckopuctmin (2.273). UuBapujantHocT nejctBa Sp[w| y omHOCy Ha TpaHC-
dopmarmje u3 noackyma O(N)/O(N — 1) ce cama mokadyje 3amenom (2.275) u (2.276) y
(2.268).

OcraJio je J1a moKakeMo HHBaPUjaHTHOCT CTaTUCTUIKe cyMe ['o/1acToHOBUX 1o/ba. Bymyhn
JIa CMO BHJIEJIN JIa je [AejCTBO MHBAPUjaHTHO, IIpeocTaje camMo Ja HaheMo 3aKOoH TpaHchopMa-
mje dakropa D /v/1 — w2, Kako ducmo Hanum 3akoH TpancdopMmarmje 3a D7, npumern-
hemo na je on medunucan 1o ysopy sa (2.70)

N oo o0
. N—-1 — N—-1 pr—
J&I_I)I;O J:ll /_Ood ™= E|R|D /_Ood m(x) = /Dﬂ'(m), (2.277)

npu gemy je dV o enement unrerpanuje mo SV 1.V omHocy Ha cMeHy IPOMERUBHX, T — @,
re je ot = 14 4+ 674 a 674 je maro y (2.272), dV!m ce Tpanchopmmmre Kao

N—1 N—1 a@A N-1
ITomTo je
A A
I a_ 077 (2.279)

R
onB P T g2
kopucrehu noznatu unenturer det(l + eM) = 1 + etr(M) + O(€?), nobujamo
-0
V1—m?

Ha ocuoBy (2.273) cneau na

dVlr — (1 - ) d¥ "l + O(0%). (2.280)

w0
V1—m?
Ia M3 HOCJe/be JBe pejandje BUaAuMO jga je u dakrop D7w/v/1 — w2 uHBapujaHTaH IITO

3HAYM Ja ce HU naprTunuoHa GyHKmja (2.267) He Mema TPUINKOM HHMOUHATE3NMATHUX
O(N) rpancdopmarmja [onpcroHoBIX 110/bA

V1—72 = V1 -2 (1 - ) +O(6?) (2.281)

t — 1 4 ond, ot = 041 — w2 + 0*(Y,) 57", (2.282)
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[Ipumernhemo na Tpancdopmanuje (2.282) mucy nuneapre jep SV ™! Huje BeKTOPCKHM HpoO-
crop. Yupaso 350r Tora je norpedan dbaxrop (1 — 72)~!/2 Koju ocurypasa uHBapHjAHTHOCT
craructudike cyme. Konauno, gejerBo (2.268) ce MoxKe 3ammcaT U Kao

c (7 - Oym)(m - Opr) c A B
re cy
TATB
Gap(m) = 0ap + T (2.284)
kommonenTe O(N) uHBapUjaHTHOT METPUYHOT TeH3opa Ha npocropy O(N)/O(N —1) = §N-1

|Zinn — Justin, J. (2007)]. ¥V oxmocy ma O(NN) aejcTBO, KOMIOHEHTE METPHYKOI TEH30Da
ce Tpancdopmuiy kao Gap — Gap + 0Gap + O(60?). 3a Tpancdopmanuje uz O(N — 1),
koedbunujeatu 0G op Cy JaTn ca

7TA(57TB + 7TB57TA

§Gap(m) = ) (2.285)

y3 dma = 0°(Y,)B, mp. Comuno, 3a Tpancdopmarmje nz O(N)/O(N — 1), mpomena KomIo-
HEHTU METPUYKOI TEH30pa je

A0y + TROT 4 2T AT R
1— 72 [1— m2]3/2

0Gap(m) = 0, (2.286)

rjae je dmq = 041 — w2, Kopucrehn 3akone tpancgopmanuje I'oaacTOHOBUX MO/ U KOM-
IIOHEHTU METPHUYIKOT TE€H30pa, AUPEKTHO Ce MOKa3yje MHBAPHjaHTHOCT JI€jCTBa

/ 81'(7TA+67TA) (GAB(W>+5GAB(7T))@-(WB+57TB) - / A AG 4 ()0 +O(62). (2.287)

IIpema ToMe, mHTErpas Koju je m3padyHarT OoMoNy TpaHchOPMUCAHUX KOMIIOHEHTH METPH-
YKOT' Te€H30pa U TpaHcdopmucannx ['0JICTOHOBUX T0Jba jeJIHAK je ca MHTErpajioM U3pady-
HATUM MOMONY OPUTMHAJHHUX T0/ba W KOMIIOHEHTH MEeTPUYIKOr TeHsopa. llomro cy TpamHc-
dopmarmje mo/ba ¥ KOMIIOHEHTH METPUYKOI TEH30pa UHjyKoBaHe eneMeHTrMa rpymne O(N),
0Baj MeTpUYKHU TeH30p ce ozHadaBa kao O(N) maBapujantan [Arvanitoyeorgos, A. (2003)].
ITomohy jerepMuHAHTE METPUYKOr TEH30pa je MOryhe M3pasuTu U MHTErpanujy y QyHKImIo-
HAJTHOM WHTerpaJjy 3a naprurnuony dbyuknujy. Hamve, Ha ocHoBy (2.285) n mo3HaTor nspasa
3a JleTepMUHAHTY MaTpuaHor oneparopa [Pagomesuh, C., Masmu, I1. (2020)], umamo

detG - EAlAz...AN_lGlAlGQAz A GN_laAN—l

T A T A TN-1TTApN_
€Ay As. An_1 (51,41 + 1_ 7;2> ((SQAQ + T 7:2) .. <5N17AN—1 + —1 — Trf;’ 1) .

AKo ce merasbHO pacIuiie ropmbu IPOU3BOJ, BUMMO Jia C€ CACTOjU OJ TPU BPCTE IAHOBA.
Hajope, Ty je cabupak koju cagpku camo mpou3Boj, Kporekeposux cumodosa. Kaga ce mo-
MHOKHI €& aHTUCHUMETPUIHHM CHMOOJIOM €4, 4, Ay_,, Jahe dakrop 1. dame, nmamo N — 1
cadupaka Koju cy kKBajpaTHu 1o l'oscronoBum nossuMa. OHE CBU MMajy UCTY CTPYKTYDPY:
npousBoj, o1, N — 2 KponekepoBa cumbosia u nBa [osicToHOBa 10/ba O KOJUX j€JIHO UMa
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dukcan a Ipyro Hemu uHjieKc. Ycien KponekepoBux cuMoOosia, HeMu HHJEKC [oJincToHoBor
[I0Jba Y TOM CAOUPKY MOPa y3€TH BPEIHOCT KOjy mMa (pukcHu ungekc. Perumo,

USYUS!
1— 72’

1A,
€A1 Ay An_ 11_—52,4253,43 .. -5N—1,AN,1 =

VKyIan JONpUHOC CBUX cadupaka KBaJIpaTHuxX 1o LojjcronosuM nobuMma je w2/(1 — w2).
Konauno, mmamo cadbupke Koju cajpxke mapan 0poj losjcronoBux mosba Koju je Behm o
2. IlomTo cBu T cabupru UMajy OOJIMK KOHTPAKIlFje MapHOI W HEIapHOI TEeH30pa, OHU
nrnrye3anajy. Ha nmpumep

TITA, TTQT A, TT3TT Ag

T 7273
€A1 A2 A5 ANn_1 N3 54A4 e 5]\1-1,AN,1 = €ABC4..N—-1TTAT BT C
(1—m?) (

Ay 0

jep cy KoedUInjeHTn €4pcy. N1 AHTUCUMETPUIHHU & IPOU3BOIU T AT BT CUMETPUIHU Y O/I-
HOCy Ha mepmyTarmje ungekca A, B u C. Jlakie,

72 1

=1 = 2.2
detG + =1t (2.288)

u naprunuona dbyHknuja (2.267) ce MoxKe 3ammucaTi y KOMIAKTHOM OOJIUKY

Z = /Dﬂ'\/detG(ﬂ')e%SA["],
Salw] = g/8¢7TA(Q3)GAB(7r(a:))8i7rB(a:), (2.289)

IIpH YeMy je mHTerpanuja 1o losicronoBuM nobpuMa gedruHrcaHa Kao

/Dﬂ' detG(m

u nHBapujantHa je y onnocy Ha O(N) Tpancdopmarmje.

Jluckycuja u3 oBOr o/ie/bKa ce MOXKe IMIPOIIUPUTU U Ha CIIOHTAHO HAPYIIEHE€ CUMETPHje 110
oopaciy G — H. IlpermocraBumMo J1a je KOH(MUTYpaIMoHu TpocTop 3a ['oaacToHOBA HOba ¥
OBOM CJiy4ajy MHOTOCTPYKOCT M m Heka p € M mpejicTaB/ba IPOU3BOJLHO OJIADPAHY TAYKY KO-
ja ofroBapa OCHOBHOM cTamby. Kako ce dmiio koja apyra taduka u3 M moxke modoutn G aejcTBoM
Ha p, To 3Ha4u ja G jenyje na M tpansutusHo. /lasbe, 110 JedUHUNIjA CIIOHTAHOT HAPYIIe-
ba CUMeTpHje, 0JadPaHO OCHOBHO cTarmbe Mopa outu H umuBapujanthHo. Ha ocHoBy mosnartor
pe3ysiTara 3a TpaH3UTHBHA JejcrBa ciaeau na je M = G/H [Bunern Arvanitoyeorgos, A.
(2003); Isham, C. (1999), xao u Joxarak /I|. To snaun na je sarpamzxkujan 3a Lomgcronosa
10Jba, (HaJOHmTHJa) moryha G mHBapumjanTHa (QyHKIHja n3parxkeHa momohy [osgcroHoBHX
noJba Koja y3umajy Bpeanoctu u3 npocropa G/H. Oxrosapajyha maprunmona dyHKImja
U JIejCTBO MMajy WCTH OIIINTH OOJMK HaBejeH y (2.289), upu dyemy cana G4p(7m) npemncra-
BJ/bajy KoMItoHeHTe (G mHBapujanTHOr MeTpudkor tersopa Ha G/H [McKane, A., Stone, M.
(1980); Honerkamp, J. (1972)|. Takobe, y mejcTBO HeJMHEAPHOT CUTMa MOJIEJIA Ce MOTY YKJbY-
YUTHA W YJIAHOBU KOJHU IIOCEIyjy BHIIE OJ JBa U3BOJ/A, KAa0 W YJIAHOBU KOJU Cy MHBAPHUjaHTHU
(y omrocy wa G Tpancdopmainmje) caMo J10 Ha TOTadHu W3BoJ. HapaBHo, Mory ce JomaTu
U YWIAHOBH KOjU caJpike m3Bojsie ['0/ICTOHOBUX TOJba 110 BPEMEHY M TaKBa JI€jCTBA OIUCY]Y
KjaacudHe Teopuje mosba [Bugeru [Ipumep 1.15 u Opespak 3.8].

-~ 11 / A () /det G () (2.290)

xzeRP
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Henuueapuu curma Moze/Id UMajy BEJIMKY YJIOTY Yy OIUCY HUCKOTEMIIEPATYPCKOT TOHAIIA-
& BEJIMKOI Opoja cucreMa moryT dpepoMartera, anTudgepoMartaera, cynepdiynia, cyep-
IPOBOJHUKA, (POHOHA y KpHCTAJIUMA U (DJIyHIUMa, KA0 U PA3JIMIUTUX [IPOdJIEMA U3 HyKJIe-
apae dusnke u dpusnke exemerrapunx decrurna [Burgess, C.P. (2000); Tsvelik, A.M. (2003);
Zinn — Justin, J. (2007); Weinberg, S. (2010); Brauner, T. (2010); Auerbach, A. (2012);
Watanabe, H., Murayama, H. (2014)].
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3

KaHnoHcko KBaHTOBame KJIAaCUMYHUX
CuUCTEMa

Y oBoM norJiaBsby je naT u Tpehu morsie s Ha ['o1cToHOBY TeopeMy — HAKOH KJIaCUYIHE TeOpHje
nosba u Jlangayose reopuje 3a O(N) momesn, auckyroBaliemMo KBaHTHY BEp3Hjy y KAHOHCKOM
dopmasnusmy. ['oicToHOBA TeopeMa y KJIACUYIHO] TEOPHUjH T10Jba, Jaje OTPaHrvIeba Ha, JIUCIIeP-
3UOHY peJIaliijy U PaBHE Tajace KOju Cy JIOOMjeHU KAO PeIeha JUHEeAPU30BAHUX jeHATIHA
kperama. Ca apyre crpaHe, BUIAEIN CMO U Ja ce oHa MaHudecrtyje y JlammayoBoj Teopuju
KpO3 JIMBEPTeHIn]y TpaHcdep3aiHe CyCIeNTHOMIHOCTA. ¥ KBaHTHO] Teopuju [osmcrornoBa
TeopeMa TBP/IH JIa Ce y CIEKTPY eJeMeHTApHUX eKCIUTAIldja MOjaBJby]y JecTHlle dumja eHep-
ruja mema rem. OBe decture ce HazuBajy [0JACTOHOBH DO30HU W MMajy MPECYIHY YJIOTY Y
HUCKOEHEPT'eTCKOM CEKTOPY JiaTe Teopuje. ¥ 3aBUCHOCTU OJI 0OpacIia HAPYIIEHa CHMETPHje
U TPUPOJie OCHOBHOI' CTaba, MOryhe je mpeaBujieTé HEKe OImTe Kapakrepuctuke [osacTo-
HOBUX OO30HA TOIYT IOHAIIAa JUCIIEP3UOHE peJlalifje y JyroTaJacHO] allpOKCUMAIUjU U
opoja paszamunTux [0/IICTOHOBUX YecTHIa. ¥ TOM CMUCY PE3YJITATH IMPE3EHTOBAHU Y OBOM
[IOTJIABJBY TPEJICTaB/ba]y CBOjJEBPCHY CHUHTE3Y CBEra M3JIOXKEHOT Y IPETXOJIHOM JIeTy TEKCTa
— paBHUM TaJjIaCUMa U3 KJIACUIHE TeOpHUje I0/ba HAKOH KBAHTOBAIbA IIPUIPYKYjEMO YECTUIIE
4qnje 0codMHe, ca Jpyre crpane, ojpelyjy TepMOoIuHAMUYKE KAPAKTEPUCTHKE MAKPOCKOIICKOT
cucreMa. Ha mouerky morjiaBjba je yBeJieH hopMaim3aM KaHOHCKOT KBAHTOBAha KJIACUIHIX
nosba. Kao m y ciydajy KBaHTHe MeXaHUKe, IPBO hemo JiedmHICATH BEKTOPE Y OJIrOBapa-
jyhem XuibeproBoM mpocropy (T3B. cTama CHCTEMa) KA0 U OIepaTope KOju JIeNyjy Ha EUX
(muHAMUYKe mpoMemuBe — 1moJba). Ilpu Tome fiemo neo nmocrynak cuposectu y XajseHbep-
rosoj caunu. Hakon ocBpTa Ha Mporeaypy KaHOHCKOT KBaHTOBama KJIACUYHUX CHCTEMA U
YeCTUYHE WHTEPIIpeTalje KBAHTHOI I10Jba, JIMCKYTOBaHA je KBaHTHA Bep3uja loJiacTronose
teopeMe. OMIITu pe3yaTaTi KOju Cy IIPU TOME JOOUjeHH Cy Ha KPajy MOIVIaB/ba WIyCTPOBAHU
npuMepuMa Xaj3eHoeprosor dpepomMartiera u aHTugepoMarteTa.

3.1 IllpeaunrepoBa m Xaj3eHOeprona cJjJmkKa

Y KBaHTHO] TEOPHjU T0JhA, KAO M y KBAHTHO] MEXaHWIW, KOPHUCTE Ce TPU €KBUBAJEHTHA
omuca BpeMeHcke eBosynuje cucrema. 1o cy IlIpenumareposa, Xaj3eHOeproBa u cjanKa WHTEP-
aknuje (Koja ce mekay nasusa u JIupakosom cimkom |[Greiner, W. (1996)]). Byayhu na y
OBOM IIOIVIaBJby HelieMO pasmarpaTu Teopujy neprypdaruja, ouhe jgaro KpaTko nopeherme

119
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Ipenunarepose n Xaj3eHOeproBe CaUKe ca IMUJBEM JIa Ce YKayKe Ha pasJjor ynorpede Xaj3eH-
OeproBor MPUCTYIIa ¥ KBAHTHO] TEOPUjU T10JbA.

3.1.1 IIIpenunrepona cJjuka

V¥ llpenunareposoj dpopMynanuju KBAaHTHE TEOPHje THHAMIIKA €BOJIYIHja CICTEMA Ce OTJIe/a
y BPEMEHCKO] IpoMeHu (DYHKIHje CTamba, JIOK Ce OIepPaToOpPh KOjU IPEJICTaB/bajy (PU3UIKE
BeJIMUMHE He Membajy ca BpeMeHom'. @ynkmuja crama [1)(t)) 3amosobasa Ilpeaunreposy
jeTHaYnHY

.d A
1a|’¢(t)>s = Hp(t))s, (3.1)

e je H XaMUITOHMjaH CHCTeMa KOJU IO IMTPETIOCTABIM He 3aBUCH O BpEMEHa a WHJIEKC g
o3nadaBa Besjmaune y Ilpeauareposoj couiu. AKo je mo3narta GyHKIMja CTalba Y TPEHYTKY
to, oHa he y mpou3BO/bHOM TPEHYTKY t > to Outu nara popmaanum perrembeMm [IIpeaunrepose
jemnaunne [ud, JI. (1968)]

[(t))s = exp [ =i H (t = to)|[0(to)) = T (L, to)l(to))s. (3.2)
Kao mro Buaumo, omepartop U (t,tp) omucyje BPEMEHCKY €BOJIYIH]y CHUCTEMa jep MPEeBOJIU
crame |Y(tg))s y crame |1)(t))s upu t > to [Weinberg, S. (2008)].

3.1.2 Xaj3enbeprosa ciuka

Hacympor [IpeaunrepoBom npusiasy, pyHKIIMja CTamba je KOHCTaHTHA y Xaj3eHOepProBoj CJIH-
1A, JIOK OTepaTopu (PU3MIKNX BEJIMUNHA 33/I0BO/baBajy Xaj3eHOeproBy jeTHAUNHY KpeTarha

[MIud, JI. (1968)]

.dOy B .90y P
it =i+ [OH,HL, (3.3)

npu wemy cy Oy(t) u H namucanu y Xajsenbeprosoj cimmi a |, | o3nauasa KoMyTaTop. Y
CBUM CJIy9ajeBUMa KOJU Cy pa3MaTPaHU OBJIe ONIEPATOPH He 3aBUCE eKCILITMIUTHO OJT BPEMeHa,
Taxo je 0y /0t = 0. Ciimuno xkao u Illpenunreposa jeqnadnta, Xaj3eHOeprosa jeHadnHA
(3.3) uma dopmasino pemerse |Greiner, W. (1996)]

On(t) = =10 Oy () e H10) (3.4)

IITO Ce JIAKO ToKa3yje mudepeniupameM. Besa mamehy nuHAMUYIKAX BeJMYnHA Y Xaj3eH-
oeprosoj u IllpeanHrepoBoj CIUIN ce MOXKE YCIIOCTABUTH HA OCHOBY 3aXTeBa Ja MaTPUIHU
eJIEMEHTH orepaTopa (Koju MpeicTaBibajy hU3NIKI Mep/biBe BeJIMIIHE) He 3aBUCe 01 m350pa
ciuke. Kpenumo o Ilpeaunreposor npuiasa. OyHKiumja crama ce Mema npeMa (3.2), 10K
je omeparop pu3NIKe BEIUIUHE Og KOHCTAHTAH, IIa Ce MOKE HApaMeTPU30BATH IIOUETHUM
TPEHYTKOM g, Tj Og = Os(to). Ha oBaj mauun ce 3a MaTpuvne ejieMeHTe J00Uja

s((6)|Os(to)[(1))s = s{t(t) [0 Og(to)e HE) |y (t))s, (3.5)

1OCI/II\/I €BEHTYaJIHE CKCIJINIIUTHE BPEMEHCKE 3aBUCHOCTH.
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rje je uckopuimihena sesa u3 (3.2). Ilpermocrasumo caga ja ce Illpenunreposa n XajzeH-
OeproBa cJnKa TOKJANajy y TPeHYTKY to, HakoH dera y IlIpeawmHrepoBOj CJIMIM €BOJIYH-
pa BEKTOp CTama a y Xaj3eHOeproBoj ollepaTop mocMaTpaHe (pu3ndke BeanduHe. Tako us
Os(to) = Oulte) u [1h(te))s = |1h(to))u, xao u (3.5) u (3.4), mamasumo sese usmehy Ipeum-
repoBUX M Xaj3eHOEPrOBUX BEJIMYNHA Y ITPOU3BOJFHOM TPEHYTKY t > g

W(t))s = ey (te))n,  Oslty) = Os = e 0Oy (t)e 1), (3.6)
OJITHOCHO
) = [(to))n = e p(t))s,  On(t) = &) Og(tg)e 1), (3.7)

W3 nodujennx Be3a ce BUIM Ja je XaMHUJITOHUjaH HCTU Yy 00a (popMain3Ma, IITO OIPaBIaBa
HCIYIITAe HHICKCA CIuKe y3 H.

OcHoBHE pa3zjor 3a kopuiiheme Xaj3eHOeproBor MPMIa3a y PeJaTUBUCTUIKO] KBAHTHO]
TEOPUjH TI0Jba je Taj IITO Ce Y IheMy OYHUIJIEIHO OcTBapyje JIopeHIioBa MHBApMjaHTHOCT paB-
HOIPABHUM TPETMaHOM BpPEMEHCKe M IpOCTOpHuX KoopjauHata [Weinberg, S. (2008)]. Mako
JlopeHII0Ba MHBApUjaHTHOCT HUje OJI TIOCEOHOT 3HA4Yaja Y HEPEJIATUBUCTUIKO] TEOPUjH I10JbA,
Xaj3eHOeproB NMpUKa3 W Taja uMa BuIle npeaHoctu. Pernmmo, omoryhasa jsa ce g00ujy mnpu-
OJTMYKHA PEeIehba PA3ININTUX WHTEPECAHTHUX MOJIe/Ia TaKO IIITO Ce BPpIe alpOKCHUMAIAje Y
jemnaunnama Kperama [Nolting, W., Ramakanth, A. (2009)|. Takobe, pasaBajamem HenHTe-
paryjyher m maTeparyjyher neia y XaMUJITOHHjaHY Ce MOXKe KOH3UCTEHTHO yBECTH TeOpHja
neprypdanuja [Abrikosov, A., Gorkov, L., Dzyaloshinski, 1. (1963); Fetter, A., Walecka, J.
(1971); Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)|. Konauno, ucnocraBjpa ce Jia HEKH HEpPe-
JIATUBUCTUYIKY CUCTeMHU (HOIMYT M30TPOIHOr Xaj3eHOeproBor antudepoMartiera) y rpaHuiiu
KOHTUHYyYMa MOT'Yy OUTH ollncaHu e(eKTHBHOM TeOpujoM Koja jecte JIopeHI-uHBapujaHTHA
[Auerbach, A. (2012)] na ce y TakBOM cJIy4ajy MOI'Y KOPUCTHTH HEKH TOTOBH DE3yJITATH U3
peJlaTUBUCTHYKe Teopuje mosba. [lomro hemo y HacTaBKy MmorsiaB/ba UCKJbYINBO KOPUCTHTHU
Xaj3endeprosy CJIUKY, nHAEKC y Hehe duth mmca.

3.1.3 JemHouecTWYHA M BHUIIIEYECTHUYHA CTamkha

HpI/I,HI/IKOM pejiaCKa Ca KJIaCUIHE Ha KBAaHTHY TeOpI/ij II0Jba, JWHaAMHWYIKe BeJIMINHE N3 KJla-
CHUYHE Teopuje neHTH(UKYjeMO Kao omeparope y KBaHTHOj Teopuju. Ca Japyre crpaHe, de-
CcTHUIle Y KBAHTHOj TeOpHUjU UJIeHTUMUKYjeMO ca cramuMa y ojarosapayhem XuiadeproBom
pocTopy. Bynyhu na verupu KoMIioneHTe KBaJIpUBEKTOpa uUMIryJica MehycodHo KomyTupajy,
HOTrOJIHO je TajiacHe (byHKIMje (Tj. cTama) U3pasuTh HOMONY HUXOBUX CBOjCTBEHUX BEKTOPA
[Weinberg, S. (2008)]. Jennouectuano crame je, mo meduHUmjn, BeKTOp XUIOEPTOBOT PO~
cropa H koju uma 106po JeduHncany BpeIHOCT UMITYJICa (TaJacHOD BEKTOPA), OJHOCHO TO
je CBOjCTBEHH BEKTOpP OIEPATOPa KBAPU-IMITYJICA>

Pt|p;o) = p"|p; o), (3.8)
rjie 0 O3HaYaBa CKYyIl JIOJIATHUX KBAaHTHUX OpojeBa (penumo cuuu decrute). [lpu Tome, y
KBaHTHO] Mexanunu, P|p;o) = p'|p;o), i = 1,2,3 npejacras/ba CBOjCTBEHH IIPODJIEM OIllepa-
Topa —id/0x", nok je P°|k;o) = p'|p; o) cBojcTBeHM npobseM xaMuaTOHUjaHa (KOHCTPYHCA-
HOr o V U &) a He cBOjcTBeHH mpodsieM of J/0t. Koncranty Hopmupama je yBek moryhe

’Hekama je moromHuje KOPUCTHUTH IPYTH Oa3UC 33 XUIOEPTOB IMPOCTOP jeIHOUCCTHYIHHX CTAIbA; BUICTH

Ogneipak 3.3.3.
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u3abparu Tako na Baxku [Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995); Ryder, L.H. (1996)]
(p;0lg;0") = (27)°6%) (p — q) G500 (3.9)

[TpumkoM npeJsiacka Ha KBaHTHY TEOPHUjy ToJba, jemHadaune Pilp; o) = p'|p; o) mocrajy cBoj-
CTBEHU TIPOOJIeMH ollepaTopa UMITyJica moba 1ok ce PO|p; o) = p°|p; o) ceomn Ha ceojereenu
npodsieM oreparopa eHepruje mosba [Bugern Ogesmar 3.2.4|. Ilpema crasmapiaaum mpaBu-
muMa kBanTHe Mexanuke |[[Iud, JI. (1968); Altland, A., Simons, B. (2010); Negle, J.W.,
Orland, H. (1998)], crame cucrema xoju ce cacroju ojx N HeunrTeparyjyhiux gecruna je ee-
MEHT IIPOCTOPA

HY=H®oH---®H (3.10)
—_———
N puta
u Oa3mMC OBOI' IPOCTOPA CAYMIbABA]Y BEKTOPH OOJIHKA |v1)|aw) ... |aN), Tje cMO yBeau cKpa-

heny osnaky (p;,0;) = ;. Y 3aBUCHOCTH O] TOTa Jia Jin Cy decturie 0o30HU (hepMuoHn),
BUINIEYECTHYHA CTarhba MOPajy OMTH CHMeTpUIHA (AHTHCHMETPUYHA) Y OJHOCY Ha IepPMyTa-
muje gectnta. Axo puxcupamo penocies sektopa y HY na Taj maamn mro hemo Kpajmn 1esn
KeT | ); pesepBucaTH 3a CTama IpBe decTurle, ciejielin Ker | )o 3a JPYry U Tako peioM Jio
Kpajiber JeCHOr KeT-BeKTopa | )y Koju hie Hocuru crama N—re decrure, Hasuc GO30HCKOT
mwm depmuonckor npocropa HY ce mMoxke y3eTu y odsmky

1
|Oél, g, .. .OzN> = WZCP|QP1>1|QPQ>2 e |(1/79N>N, (3].].)
P

rJie ce cyMa y3:UMa 110 CBUM IIepMyTalldjaMa y OJHOCY Ha OCHOBHY KOH(UIypaIujy
lan)i]ag)s - Jan)y (3.12)

a dakrop (¥ ypauyHapa 3HaK £ IPUIMKOM 3aMeHe MeCTa YeCTHIA: OUJIO KOja HepMyTaIlH]ja
DO30HCKUX YECTHUIIA HE MeHha 3HAK CTarba JOK CBaKa 3aMeHa MecTa JBe (DEPMUOHCKE YECTHUIIe
yrocu 3uak —. Paxrop 1/v/N! obesbeljyje mopmupame y cumucry ma saxku [Negle, J.W.,
Orland, H. (1998); Weinberg, S. (2008)]

N
<61, 52,. ..6N|CY1, Qg, .. .OéM> = 5NMZCPH5(51 - Oépz.), N,M = 1,2,3. e (313)
P i=1

rIe je
w(Bilap e = 6(Bi — ap,) = (27)35(q; — PP.)00i0p, zasvako k =1,2...N. (3.14)

UcnpasuocT oBe pesaiuje ce Moxke BUJeTH Ha cjejehu wmauun. [Ipernocrasumo na je N =
M > 1 u ga cmo dpa-BekTop dbukcupann y ocHoBHOM 0biuKy [Bugern (3.12)]. Tama mocroju
N cadupaka Koju ce 1001jajy KOHTPAKIMjOM CTaHaapAHor opa BekTopa 1(f1] 2(f2] ... n(On|
ca N! paszinauTux nepMmyTalyja o; CTamba U3 KeT-BeKTopa |aq)i|ag)s . .. |ay)y. [lpu Tome, y
cay4ajy bepMUOHCKUX CTarba, apHe TIepMyTallije CTamba (v; yJIa3e ca 3HAKOM + a HelapHe ca
3HakoM — (y CJIydajy DO30HCKUX CTamba, CBe IIEPMYyTAIH]je YIa3e ca HO3UTUBHUM IPEI3HAKOM ).
Yamumo cajsa ciegehy mapHy mepmyTtarujy 3a KerT BeKTOp. IlapHOCT cBake oJ1 J0OMjeHUX
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KOHTpaKIuja he Tajga MOHOBO 3aBUCHTU OJI ITAPHOCTHU IiepMyTalnje Ker-BekTopa. IllTaurre,
JioduheMo nCcTU pe3y/ITaT Kao M 3a OCHOBHY KOH(MUTypaIujy Opa-BeKTOpa jep MOCMaTpamo
ceux N! mepmyrammja crama o; npu demy je i (Bilap)r = 1(Bilap;)i, 3a cBako k,l =
1,2... N. [lakJje, TOIpuHOC CBUX KOHTPAKIHja KOje CaJip:Ke TapHe rnepmyTaruje [J; cTama u
CBUX IIepMyTallfja (v CTamba je

Nl 1 al
- X MZCPH(S(@' — ap,). (3.15)
TP i=1

[Tocmarpajmo casa jefHy of HemapHux nepmyranuja 6pa Bekropa (Permmmo, ony y Kojoj cy
IPBO U JPYTO CTamhe 3aMeHuIn Mecta). Kajla M3BpIIMMO KOHTPAKIM]Y Ca TapPHOM IIePMYyTa-

IIjOM KeT-BeKTopa, goduhemo uzpas3 odimka (—1) X 1(Bz|ap, )1 2(f1]ap,)s . ... Mehyrum,
1{Balap )1 2(Bilapy)a - = 8(Ba — ap,)0(B1 — ap,) -+ = 0(B1 — ap,)d(B2 — ap,) . ..
= 1(Bilap,)1 2{Balap ). ... (3.16)

IITO Cce MOKJala ca CadDUPKOM KOjU OJroBapa IapHOj MEePMYTIHjH Opa-BEKTOpPa U HEIapHO)]
HepMyTalliju KeT-BeKTopa u Takas ce Beh Hasmasu y 36upy (3.15). pyrum pedunma, yKymHuU
JIOIIPUHOC YJIAHOBA Ca HEIapHUM IepMmyTaljama [; cTama je UCTH Kao U JIOTPUHOC 1IaHOBA
KOjU CaJIp:Ku MapHe nepMyTanuje [; crama u Takobhe je gar ca (3.15). Konauno, konTpakiumja
je jemnaka mymu ako je N #% M jep cy Taja ojgrosapajyha crama pernpe3eHTOBaHaA Opa U
KeT-BeKTOpuMa curypro pazimmaura. Kaga je N = M = 1, Baxu penammja (3.9). IIpema
ToMe, ucrpasHOCT pearyje (3.13) je mokasana.

ITpumep 3.1. ITocmarpajmo ciayuaj N = 3 u yBeaumo o3Hake o = (p1,01), 8 = (p2, 02),

v = (p3, 03). Bummedectnano crame Koje omnucyje Tpu 6030Ha (dbepmuona) je

1

G
1

V6

rje ce CBM IO3UTHUBHU 3HAIE OJHOCE HA CJIyda] TPU OO30HA & CTalbe Ca TPU IO3UTUBHA 1
TpU HeraTuBHa cabupka onucyjy depmuoncku cucrem. Ako je o = (p,0}),8 = (ph, ),
v = (p4, 04), KOHTPaKIHja /1Be CTarba OBOT THUIIA je

(o, 8 ]a, By) = d(a' —a)é(B' —B)o(y —v)+d(a" —7)0(B8 — a)d(y' — B)
+ 0(a = B)o(B =)y —a) £ (e = B)d(B —a)i(y —7)
+ 5 —a)d(B' —7)o(y = B) £ (e —7)o(B — B)o(v — ), (3.18)

IIPU YeMy ce TOPIbU 3HAK OJIHOCU Ha DO30HE a JIOU Ha (hPepMUOoHe. |

o, 8,7) (Ia)118)2)s + hiladelBhs + 18)117)zla)s

£ —=(1nladals + [ahaalB)s + P Balads), (3.17)

e R

3.2 KaHOHCKO KBaHTOBamh€ CKAJIAPHOTI I10Jba

3.2.1 Omneparopu no/ba M XaMUJITOHUjAH

Jla du meka Teopmja Omja y CKJIAJy Ca CIEIUjaJTHOM T€OPUjOM PEJIATUBHOCTHU IOTPEOHO je,
n3Mehy ocTaJior, Jia ce y 10j BpeMEeHCKa U IIPOCTOPHE KOOPJAMHATE TPETUPAjy PABHOIPABHO. Y
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KBaHTHO] MEXAHUIIM TO HUje CJIy4aj jep ce BpeMe TpeTHpa Kao nmapamMerap, J0K Cy ITPOCTOpHE
KOOp/IMHATE JIUHAMUYIKE Bapujadse mpeiacTaBibeHe oneparopoM &. /lakie, ma Ou ce KBaHTHA
TeopHja YUMHWIA PEJATUBUCTUYKN KOPEKTHOM, TTOTPEOHO je WJIN IPOTJIACUTU BpPEMe Olepa-
TOPOM WJIM TPOCTOPHE KOOpJMHATE JOBECTH HA HWBO mapamerpa. KBanTHa Teopuja mospa
ce 3aCHMBA Ha OBOM JIpyroM mpuiasy. CIMIHO Kao y KJIACUIHO] TEOPHUjU T0Jba, JTUHAMIIKA
IIPOMEmUBa MI0CTaje M0Jbe, a Ha jJe3UKy KBAHTHE TeOPHje TO 3HAYU JIa Ce II0Jbe IIPOrjIaliaBa
oneparopoM. [IpocTopHe-BpeMeHcKe KOOpANHATE IIPEJICTaB/bajy IapaMeTap KOju KapaKTepu-
e oreparop, ofHocHO mosbe |Srednicki, M. (2007)]. 3dor Tora ce KBaHTHa TeOpHja MOJbA
o0buvHO (hbopmysuiiie y Xaj3eHOeproBoj CJUIA.

[Tommro je nosbe ¢(x) ynanpeheHo y oneparop, OHO MOpa Jia 3a/10BoJbaBa ojpeheHe je1Ha-
quHe Kperama. [10 y30py Ha npesiasak ca KjiacudHe Mexanuke Ha kauthy [[1Iud, JI. (1968)],
jeTHaUMHEe KpeTamha 38 KBAHTHO MO0Jbe Y KAHOHCKOM (popManu3My ce (pOpMYJIHIILY Iojaszehn
071 jeIHAYHHA KpeTarba 3a KiacudHo nosbe [Bumeru Onemax 1.2|. [Ipema npasuinMa KaHOH-
cke kBanTu3anuje [Weinberg, S. (2008); Ryder, L.H. (1996); Peskin, M.E., Schroeder, D.V.
(1995); Zee, A. (2010)], npu mpesacky ca KjaacudHe TeOpHje Ha KBaHTHY, IOCTYJIUPA Ce 3a-
MeHa KJACHYHHUX BeJIMYHHA olleparopuma’ ¢ — g}b, T — T KOju Jenyjy y XuadepToBOM
npocropy usrpabenom nomohy crama (3.8) u (3.11), mok IToacoHoBe 3arpaje KIacuIHUX
BeJIMYNHA IIpejia3e y KOMyTaTope mpemMa

1) a0

1

OcHOBHe je/HaYNHEe KBaHTHE TeOpHUje M0Jba, Koje ceje W3 KiacuuHux jepnaduna (1.118),
(1.121) u (1.128) u npasmia (3.19) riace

, %&(m) - [b@o.i] . %fr(m,t) = [#G@.0). ]
(}S(w, t), 7 (y, t)} = id(x —y) (3.20)
i %F[qb(w,t), m(x,t)] = [ﬁ’(:mt), ﬁ[] -

IIpU 9eMy TOCJE/Iba jeIHadnHa IpeICTaB/ba 3aKOH KpeTama 3a HeKy BeanmduHy F' Koja je
dyHKIIja 1M0/ba ¢ U KOHjJYTOBAHOT UMITYJICA 7 & HEe 3aBUCU €KCILIUIUTHO O BpeMeHa. AKO
CKAaJIAPHO T0JhE UMa, BUIIIE KOMIIOHEHTH ¢, KOMYTATOP I0/ba M KAHOHCKOT' MMITYJICA HABEJIECH
y (3.20) mocraje

0@, 1), oy, )| = id@—y) . (3.21)
Hapesienn ckyrmr pesaiuja je moTpeOHO JIONYHUTH W OYUTJICHUM JIOJIATHUM YCJIOBOM, KOjU
Takohe uMa ymopurre y KJaacudHO] Teopuju mosba (1.129)

6(2,0,8w,0)] = [Fala,0), Roly, )] =0, (3.22)

Tpeba obparutn naxmy Ja ce y (3.21), kao u y upBoj jennaunuu u3 (3.20), y KoMmyTaTopumMa
[I0jaBJbyjy OIEPATOPH KOJjU ce y3WMajy Y ICTOM TPEHYTKY BpeMeHa. Y HAcTaBKy heMo IoJ-
pasyMeBaTH Jia Cy I0Jbe, KOHjyrOBaH! MMITYJIC M XaMHUJITOHHUjaH OIlepaTopH, Ia he cuMdos

‘5He TpeSa MeInaTh KaHOHCKHW HMIIYJIC 7T Ca FOI[,ZLCTOHOBI/IM IIOJbEM M3 IIPETXOAHOTI IIOIVIaBJ/ba.
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ourtn ucnymreH. /InHaMuKy KBAHTHOT TI0Jba ojipelyje cTpyKTypa XaMUJITOHUjaHa. ¥ CIIy4ajy
CKaJIADHOT T10Jba, OH je JIaT ornepaTopckoM Bep3ujom u3pasa (1.100)

1
2 2 42
Hyalo, ] = 5 <7r +v¢-v¢+m¢>. (3.23)
X

Caza hemo BuieTn J1a ce HAKOH KBAHTH3AIMje apaMeTap 1m MOyKe MOUCTOBETUTH Ca MAaCOM
eJIeMEHTapHUX eKcIuTalyja mosba. [Ipuimkom Hastakema jelHauMHa KpeTara, KOPUCHO je
3HATH Jla KOMYTATOPH IIOCE/lyjy MCTe OCHOBHE KapakKTepucTuke kKao u IloaconHoBe 3arpaje
[Bunern (1.130)]

[A,B]. = —[B,A], [A,aB|_=a«a[A,B]_, « = const.
[A,B+C]_ = [A B _+[AC]
[A,BC|_ = [A,B]_-C+ B[A,C]_,
[A,[B,C].] + [C,[A.B].] +[B,[C.,A] ] =0, (3.24)

mro ce jgako nokasdyje [Pagomesuhi, C., Masu, I1. (2020)].

3.2.2 JemHauymHa KpeTamba

Hakon 1mro je moJbe mporiaiieHo omneparopom, norpeduo je wahu Be3y usmely (omeparopa)
oJba U jeJIHOYeCTHIHNX crama (3.8). Y Ty cBpXy, Hahumo jenHavunny Kpertarma 3a M0Jbe KOoja

ceqm u3 (3.20) u (3.23)

2

1. =5 [ [ow 0. 7@t)+ (Vadla, ) + mio(et)] (3.25)

ITomrro je (Buaern (3.20))

($(y. 1) 7@, 0)| = 2in(@,) d@—y),  [6(y.1), Vad(@,t)] = Va|o(y,0).6(@,t)] =0

(3.26)

JI001jaMo

P(y,t) = m(y,t). (3.27)

Jorm jenoMm Tpeda HArJIACUTH J1a je y KBAHTHO] TEOPUjH MOJbe JTUHAMUKA CHCTEMa CaJIpyKaHa
y oIepaTopy IoJba. 3aTo JudepeHImjaj Hn ornepaTop V caMo OIUCYje IMPOCTOPHY ITPOMEHY
[I0/ba U HEMA Be3e ca KOOPJAMHATHOM PeIpe3eHTaIlljOM OllepaTopa MMILYJICa YECTHIe Koja ce
KOPHUCTHU y KBAHTHO] MexaHui. CJINTIHO ce J0JIa31 U JI0 jeJHAUNHEe KPeTabha 38 KOH]yTrOBaaH!
UMITYJIC

i#(y,t):%/ 7y, 8), (@) + [Vao(@,0))” + m*6*(@,1)] . (3.28)

Kaxko komyTaTop mo/ba 1 KAaHOHCKOT UMITYJICa HEMa OIEPATOPCKY CTPYKTYPY, MOXKe Ce IMUCATU

[ [rw ). ¥a(w.0] = 2 [ Vaslon) [sw.0), Vst )]

— _92i /quzﬁ(a:,t)-vxé(m—y). (3.29)
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IIpeocrann uaTErpas ce MOXKe PENIUTH TapIHjaJTHO,

/m Vo(z,t) Vo(x — y) :/m div(d(m _y) ng(a:,t)) —/ Sz —y) V2(z,t).  (3.30)

T

[IpBu urTerpas ce 'aycoBoMm TeopeMoM IpeBON Y TOBPIIMHCKY & TaJla Ce JIAKO BUJIH J1a 300T
x # y unrerpaJ umdesasa’. Jakie, qoouja ce

7.T(yvt) = VZ¢(y7t) —m’ ¢(y7t)‘ (331)

Kowmbunosamem (3.27) un (3.31) ce gomasu 110 jenHadnme KOjy 3a/10BOJbaBa CKAJIAPHO IOJBE
( vy, m2> o, 1) = <62 + m2>d)(w, £) =0 (3.32)

mro je HapaBHo Kiraju-l'opsionosa jennaduna. Vako je oOUK je/iHaYMHE UCTU KAO U Y KJla-
cuaHoM cay4ajy [Bumern (1.35)], mrro cyrepurire ja du ce perrera MOTJIa TPAXKUTH Y GOPME
pPaBHUX TaJjaca, YMIbEHUIA J1a je ¢ Y KBAHTHOj TEOPHUjU OIEPATOP MEHha CMHCAO PEIIEHHA.

3.2.3 KomyTalimoHe peJjanuje 3a aMILIUTY/Ie TT0Jba

Kao u y Ozespky 1.1.3, pememsa Kiaja-I'opmorose jernatnne 3a omepatop ¢ hemo Tpazkutu
y oonuky ®ypujeoBor narerpasa. MehyTum, Kako je caj mojbe ornepaTop KOju Mopa 3a10BO-
JpaBaTu KoMmyTanuone pesanuje (3.20), ammsmryae y PypujeoBom uHTErpasy Mopajy npehu
y oneparope. ITo y3opy nua (1.86), pemere oneparopcke jeauadnte (3.32) mumemMo y oOIuKy

o(x,t) = / \/2_ ag e * 4 al eik'x), k' =w(k) = VEk2+m2,  (3.33)
Wk

y3 [Bumern (A6)] k-z = k% — k- 2. Y (3.33) cy ag u a, 3a cama meompebenn omneparo-
pu (aMILTUTYJE TI0Jba) MMOBE3AHU YCIOBOM [aL]T = aj, Koju 00e3delyje ma ckamapHO mOJbE
Oy/ie peastHo, OJHOCHO Ja omepatop ¢(x) oyne epmutcku (¢f(x) = ¢(x)). da du ce npasu-
HO TPOTYMadno CMECA0 OBUX OIEPATOpA, HEOIXOJHO je Hallm KOMyTalmoHe peJaryje Koje
38J10BOJbABA]Y AMILIHTY/IE j U G M JOBECTH UX Y BE3y CA CHEPrUjOM U HMIIYJICOM IOJbA.
Ha ocnosy IIpumepa 1.8, 3namo J1a je UMITyJIC KAHOHCKH ITPUJIPYKEH CKAJAPHOM TIOJBY ¢

nar ca m = 0;¢p, Tako ma u3 (3.33) HaIA3ZUMO

m(x,t) =7 /”wk —ap e * 4 ql e“”), (3.34)

Bamenom (3.33) u (3.34) y komyrarop [¢(x,t), m(x,t)], HATAZHMO

[gb(m’ t)’ ﬂ-(y’ t)} B l/ o <[ak7 ag] elk@igy—i(wr—wg)t + |:a¢I7 CLL} eiq.y—ik.m—i-i(wk—wq)t)
— 2 Jkq V Wk _ )
+l/ ﬂ ([aq,ak] eik.m—i-iQ'y—i(wk—l-wq)t + [azaaj]} e—iq-y—ik-m—i(wk+wq)t>
2 Jrq V Wk - B

4OBaj yciIoB je IUPEKTHO Hpey3eT U3 KJIAacHIHe TeopHje mosba; sumern Omemax 1.1.1.
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Ha du Baxkwmwio [p(x,t),m(x,t)] = i0(x — y), aMmmwIuTyme 1moba MOpajy Jia 3aJ0BOJbABA]Y
penaruje
aay| = @)k - q), (3.35)
[ak,aq}i = [aL,aL]i = 0. (3.36)

To cy mo3HaTe KoMyTaIoHe peJsialuje 3a 0030HCKEe OIepaTope KOju ce M0jaB/by]y V KBAHTHO]
Teopuju xapMmouujckor ocrmiaropa [[Iud, JI. (1968); Weinberg, S. (2012)]. Viora 5030H-
cKkux oreparopa he dutu jacHuja kKaJ ce ToMONy IbUX M3pa3e eHepruja U UMILYJIC TOJba.

3.2.4 Emneprumja mu uMITyJIC KBAHTHOT CKaJIAPHOT MOJba

Omneparop eHepruje cKaJapHOr HoJba 1odujamo 3ameHoM (3.33) u (3.34) y (3.23)

1 k- q—wpw : : : .
H = _/ / q k %q (ak e ik _ CEL elk'l‘) (aq e law _ aj‘] elq~$>
2 Jkqlae 20k Wy

1 m’? —ik- ik- —ig- ig-
+ §/k’q/wm<ake kz—kaLek””)(aqe qz—kageq’”). (337)

[TomTo je y ropwmum unterpamuMa ¢° = w(q) u k° = w(k), npu yemy je w(k) = Vk2 + m?2,
MOXKEMO YIIOTPEOUTH pesIaliujy

/ expliz - (k= q)| = (27)°5(k = q)exp [i e £ wg)]. (3.38)
Ja XaMUJITOHUjaH CBEJIEMO Ha jeJIHOCTABHUJU OOJIMK

1 2 1)36(0
H = 5/(J{‘;k [a}; ar + ag a};] = /wk |:aL ap + %] , wr = +Vk?+ m2, (339)
k k

IpH YeMy CMO MCKOPHCTHJIN U KOMyTaiuoHe pesarnuje (3.36).
WNako HaMm je MpBEHCTBEHU /b Jla TPABUJIHO UHTEPIPETUPAMO OIEPATOPCKY CTPYKTYPY
xammrrorrjana (3.39), npumerulieMo Jia OH cajp:Ku OECKOHAYHU KOHCTAHTHY YJIaH

& = /kwk(Z W)3M = /kwk(Z 7T)3@. (3.40)

KOjU IIPeJICTaB/ba aHAJIOTOH HYJITE eHePTHje XapMOHI]CKOT OCITJIATOPa Y KBAHTHO] MEXAHUII.
Y meMmy ce 3allpaBoO KpHje JIBOCTpyKa JuBepreniiuja. lIpsa morude om jiesta pyHKIHje ca
aprymenToM k — k = 0. OBom mpodJsiemy je Moryhe JOCKOYUTH TaKO IITO Ce CHCTEM 3aTBOPU
y xkouky usuie L. Tana je [Zee, A. (2010); Srednicki, M. (2007)]

3 L/2
(2 7T)3 5(0) = (2 7T)3 d(k — k)= lim H/ dxjeffj(Pj*Pj)
L—o0 - —L)2
7j=1
3 L/2
- doj =L =V. (3.41)
J

L—oo ey ~L)2
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Hakne, semauna (2 7)° §(0) npeacraB/ba caMo Jpyraduje 3alicaHy 3allPeMUHY CHCTEMA.
Cama ce & MoxKe 3ammucaT Kao

& = K/wk, (3.42)
2 Jk

1 DECKOHATHOCT Koja je mocsjeuiia ¢ - (OYHKIHje ce MOXKe jeTHOCTABHO 3a00MNH aKo ce CBe
BeJIMYMHE 0OpavdyHaBajy IO jeIMHUIA 3allpeMUHE

%W:l/%, (3.43)
2 Jk

OsBaj perenT Tpeda NPUMEHUTH y CBUM H3pa3uMa y KojuMa ce nojassyje (2 m)35(0), kao mro
Cy YKyIlHa eHepruja u uMiyJc nosba |Bugern jeanauuny (3.58) nuxke y tekcry|. [Ipeocranu
unrerpai y (3.43) meorpanumdeno pacre 350r ropme rpauuie (0 < |k| < oo), mro je noce-
JINT@ TIPETIIOCTaBKe Jia je KBAHTHA TeOpHhja MCIPAaBHA HA IIPOM3BO/BHO MAJUM PACTOjAbUMa
(0ZTHOCHO, Ha TPOM3BOJHHO BHUCOKMM eHeprujama). T3B. ynrpabydbumdacra JuBepreHImja us3
(3.43) ce MOXKe YKJIOHUTH yBODEHmeM HEKOT MAaKCHMAJHOT TAJACHOD BEKTOPA KOjU OCJIUKABA
MUHAMAJTHO (MHBEP3HO) pacTojame (WM MaKCUMAJHY €HEprujy) /10 Kojer Baxke mpesuhama
kBaHTHe Teopuje [Zee, A. (2010)]. Beckonaunu KoHCTAaHTHE WwiaH & ce HE MOXKEe OLNA3UTH Y
eKCIIEPUMEHTY jep Ce eHepruja yBeK Mepu y OJHOCY Ha OCHOBHO crame [Weinberg, S. (2008);
Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)], Tako ma ra moxemo u3dehu jemnoctaBHUM pejiedu-
HHUCAEM eHepruje cucrema. Vet pesynrar ce MOXKe TOCTUNY 3aXTEBOM J1a OIEPATOPH OYLy
Hopmannao® ypehern [Ryder, L.H. (1996)]. Mako koucTaHTHN Wian & HE MOXKE Ja Ce ONa3m
y eKCIIEPUMEHTY, IIPOMEHe eHepruje OCHOBHOT cTamba A&y, HacTase yces n3MeHa I'PaHuIHIX
ycJi0Ba 3a 1osbe ce Mory uameputu (138. Kasumupos edexar, [Weinberg, S. (2008); Zee, A.
(2010); Elizalde, E. (2008)]). ¥ nacraBky hemo jegroctaBHO HrHOpHCcaTH 4iaH &.

mMmmyic KigacudIHOT CKaJlapHOr IoJba je m3padyHar y Ilpmmepy 1.13. 3a pasauky on
XaMUJITOHUjaHa, JIe(PUHUIIAjA UMITYJICa T0Jba CAJIPXKU MIPOU3BOJI, OIlEPATOpPA 10/ba U KaHOH-
ckor mMmysica. OBe JBe BemamHe Me)ycOODHO HE KOMYTHPajy TakO Jia je HUXOB PeIocye]
y KBaHTHO] Teopuju durtan. Hejemnoznaunoct koja 300r Tora HacTaje TPUJIMKOM IIPEJIACKa
ca KJACHYHUX I10Jba Ha OINEPATOPCKa Ce MOyKe pemmuTh BejmoBum ypebhemeMm oreparopa
[Cheng, T.P., Li, L.F. (2000)|. IIpema ToMm mocTynky Tpeda y3eTn CHUMETPUIHY KOMOWHA-
IIAjy TPOU3BO/Ia OIePATOpPa, TAKO JIa je MMITYJIC TI0Jba Y KBAHTHO] Teopuju oapehen ca

Pz—%L@@jNM%ﬂ+WM@Mw@@) (3.44)

Kopucrehu yenos w(k) = w(—k) u nporenypy cimdy oHoj Koja je mosera 10 (3.39), moduja
ce

P:/kk [aL ak+(2ﬂ)2ﬂ] :/kka;rc ag, (3.45)

STlox, mopMasHO ypeheHnM OHepaTopoM ce MOApasyMeBa H3pa3 Y KOjeM Cy CBH aHIXIJIAIIOHH OINEPATOPH
HAINCAHU Ca JIeCHEe CTPaHe CBUX KpeanuoHux oreparopa. Ha nmpumep, oneparop a;rca:flapak je mopmautno ypehen

a a,tapa;r aqay Huje.
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jep wian koju campxu (2 7)°§(0)/2 ormana 35or anTucumerpuje marerpanna’. Y Hekum
cuTyaljaMa ce KOPEKTaH PeJoC/Ie]] olepaTopa MOXKe OJIpeJIUTH Ha OCHOBY mopehema pe-
3yJITaTa KBAHTOBAaIba Ca €KCIIEPUMEHTAJHUM De3yJITaTHMa, CUMYJalnjaMa, Ul TeOPHjCKUM
npeBuhamuMa 3aCOBAaHIM Ha HEKMM JIpyradujuM npuiasuma [Bumern Onepak 3.7.3 3a coy-
Taj n3bopa pejiociea HO30HCKIX allPOKCHMaITdja S omepaTropa y cIydajy Xaj3eHoeproBor
anTH(depoMarteTa).

3.2.5 YectmuHa mHTEpHpeTanunja KBAHTHOT MOJba

Hedunrummmo oneparop [Ryder, L.H. (1996)]
(27)°6(k — k) N, = VNg := a), ag. (3.46)

Jlako ce mmokasyje ga omeparopu [V OKapaKTepPUCAHU PASTUIYUTUM HUMITYJICUMa KOMYTHUPA]y,
I1a ce HUXOBE CBOjCTBeHE (DYHKIIMj€ MOT'Y UCKOPUCTUTH 38 Da3UC

Nin(k)) = n(k)[n(k)). (3.47)
VI3partyHaBabeM KOMYTATOpa

V[Nk, a;} C=aldk—q). V [Nk, aq] = —ak bk —q), (3.48)
MOKe Ce TIOKA3ATH 1 BaXKH

NiajIn(k)) = [n(k) + 1] al|n(k)), Nyag|n(k)) = [n(k) — 1] ax|n(k)). (3.49)

U3 (3.49) ce Bumm ma cy af|n(k)) u ag|n(k)) Takohe crojcrBenm BekTOpH omeparopa N,
amu ca cBojcrBeHuM BpearoctuMma n(k) + 1 u n(k) — 1, pecniekrusno. To 3Ha4YM 18 MOKEMO
nmcaTu

a [n(k)) = cx(n(k))[n(k) + 1), a [n(k)) = c-(n(k))[n(k) — 1), (3.50)

rJe cy ¢+ 3a cajia Heogapehenn koedpunujentu. Bpegnoctu oBux Koeduriimjenara, kKao u Moryhe
Bpennoctu 3a n(k), y mormyHocTH cy ojapeheHe CKaJapHUM TPOM3BOIOM y XUIOEPTOBOM
npocropy Bektopa |n(k)). Ilpe csera,

(n(k)laj, axln(k)) = Vn(k)(n(k)n(k)) = 0, (3.51)

Bamo Ja Mopa ouri (k) > 0. Peraruje (3.49) rosope 1a al, neyjyhn na |n(k)) mosehasa
n(k) 3a jenan a ai cmamyje n(k) 3a jeman. Jla du ycios n(k) > 0 510 yBeK HUCIIyEeH, MOpa

HOCTOjaTI/I TaKBO CTalbe 3a KOje BazKn
ax|0) = 0. (3.52)

U3 passora koju he ydpso mocratu jacau, crame |0) ce HA3UBA BAKYYMOM.

6]To (3.45) ce morno nohin u Se3 Bejinopor npasuia, kopucrelin unmenyy aa je |, . K ara_g expli2wit] = 0,

opn 9eMy CjandaH UHTerpaJi KOjI/I CaAp2KU aL orepaTope TaKObe OoTIaga 300r aHTI/ICI/H\leTpI/Ije IIOAUHTErPaJIHUX

dynkuuja [Greiner, W. (1996)]. V KOMIUIMKOBAHUUM CJIydajeBUMa ce 0OUIHO KopucTu Bejios pererr.
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AKo ce mohe o1 BaKyyMCKOI' CTarba, CYKIIECUBHUM JI€JI0BAFHEM aL orrepaTopa, CBOjCTBEHA
BpeanocT of Ny ce nosehasa 3a jesan, Tako Ja cy Bpeguoctu n(k) menodbpojue. [Ipermocra-

BuMO 12 je n(q) = 1 u o3Ha4NMO TO CTambe ca

1(q)) = a}|0) = |q). (3.53)

(KOHCTaHTa HOPMEpamba Koja 3a cajla Huje crueruduimpana hie dutu onpehena Huke U He
yTude Ha pe3yarar koju he duru uzseseH). JleoBameM oreparopa UMITYJICA HA TAKBO CTAE
ce moduja

Plg) = (27)5(0) /k k Ny al]0) = /k B [a 2 6k — q) + (2 7)° 5(0)a} Vi [0

= @) [ kélk- a0 =g a) (3.54)
k
CramgHo ce mokKasyje u
H |q) = wqlq) (3.55)
na 3akspydyjemo na je |1(q)) = |q) jemnouectnuno crame (Bugeru nedurunmjy us (3.8))

KOje OIMCYje YeCTHIly ca UMILYJICOM ¢, MAacoM m u eHeprujoM w(q) = ++/q> + m?. lakie, y
cJIy4ajy KBaHTHE TeopHje, mapaMeTap m KOjH yJIa3’ y JarpaHKujaH U XaMUJITOHI]aH ce MOYKe
OUCTOBETUTU Cca MacoM decturie. Jecruie eHepruje w(q) HA3MBAMO KBAHTUMA CKAJIAPHOT
nosba. Ha ciimyan Ha4YWH ce MOXKe IMOKa3aTHU Jla BayKh

P |qp)=I[q +pllgp), H |q p) = [wq + w4lla p), (3.56)

TIe je

lg p) = af, a}|0) = |q)|p) (3.57)

T3B. JIBOUYECTUYHO CTame KOje ONHUCYje /Ba KBaHTA I0/ba y CTAHHUMa Ca UMIIYJICOM g U P.
[TocTymak ce j1ako yormraBa Ha CJIy4aj JUPEKTHOT TOPU3BO/IA BUIIE J€THOUYECTUIHUX CTAbA.
Nwmajyhm y Busy na ce eHepruja u UMILYJIC TI0Jba MOTY 3aIllUCATH Kao

H = (2 w)?’(s(o)/

k

P = (27°(0) /

k

Wka:V/Wkaa

k

k N, = V/ k N, (3.58)
k

jacHo je ma Ny, IpeCcTaBIba OmepaTop Opoja gecruna y cramy ca umiyiacom k. Bakyywm |0)
j& OCHOBHO CTarbe CJI0DOJIHOT Tj. HeMHTeparyjyher mojba u He CaJpKU decTuile. Jecturie Koje
CTBapa KPearuoHu OIepaTop aL, a YHUIITABA aHUXUJIAIIMOHU OIIEPATOP (f CE HA3WBAjy KBAH-
THMA TI0Jha U Y CJIYYA]y CKaJapPHOT 1M0Jba TO Cy DO30HU. JeHOUYeCTHYHA CTambha Cy HOpMUPAHA
y CKJIaJy ca panujoM gedurumjom (3.9)

(plg) = (0lap a}|0) = (0lafa, + (2 7)*(p — q)|0) = (2 7)*3(p — q), (3.59)

npu deMmy cy uckopuinheHne KoMmyTalpone pesanuje (3.36) m OUUIJIEHO HOpMUDAarhe BaKy-
ymckor crama [Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995); Srednicki, M. (2007); Weinberg, S.
(2008)]

(0]0) = 1. (3.60)
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Hame, koeduuujente ci(n(k)) MOKeMO opesuTH U3 yC/I0Ba Ja crama al, [n(p)) u ap [n(p))
Oymy mopmupana. Ilomro cmo |k), modujeno 3a n(k) = 1, upenrudukoBaan Kao jegHoUe-
cTudaHO crame ca "mHopmom"(3.9), crama 3a n(k) > 1 hemo HOpMupaTn o y3opy na (3.13).
Oxmocno, 3axresahemo na Syzne (n(k)n(k)) oc V), Tana nodujamo

(n(p)lay af, In(p)) = les(n(p))* (n(p) + 1n(p) + 1) = (2 7)*5(0)(n(p)|1 + Np|n(p))
Vin(p) + 1[{n(p)In(p)), (3.61)
(n(p)lal, ap [n(P)) = le-(n(®))]* (n(p) — 1|n(p) — 1) = (n(p)| Np|n(p))(2 7)°5(0)
= Vn(p){n(p)In(p))- (3.62)

Opu YeMy Cy y HocjeamuM jennakoctuma u3 (3.61) u (3.62) uckopumiliene 5o3e KOMyTaIuoHe
penanuje (3.36), nedunnnuja oneparopa N, u3 (3.46) u mweros cBojcrBenn mpodieM (3.47).
[Topehemem koedunujenara uz (3.61) u (3.62) namaszumo

ci(n(p)) = vn(p) + 1, c—(n(p)) = V/n(p), (3.63)

OIHOCHO

al » In(p)) = \/[n 1|n(p ap In(p)) = V/n(p)|n(p (3.64)

Yaumajyhu y 0631/1p (3.64), MOXKEMO KOHCTPYHUCATHU OIINTE BUIIEYECTUIHO CTam€e KOje ca-
npxku n(k;) gectuna ca mmmyncom ki, n(ks) dectuna ca umiyiacom ko,... TakBo crame ce
MOYKe M3rPaJIuTH Toja3eln o7 BakKyyMa y3aCTOITHUM JIeJIOBAFeM KPEAIMOHUX OIepaTopa

[Ryder, L.H. (1996); Altland, A., Simons, B. (2010)]
H ”(kZ)
Byayhin na He mocToju NPUHIMNNjEHO OIPAHUYEHE HA OPOj YECTHUIA Yy CHCTEMY, OBa KOH-

crpykiuja Ham omoryhasa na Xubepros mpocrop usrpajumo kao [Altland, A., Simons, B.

(2010); Negle, J.W., Orland, H. (1998)]

In(ky),n (3.65)

F= é H" (3.66)
n=1

e H" oznagyaBa XujidoepToB IpocTOp 3a n dectuiia. baszuc nmpocropa H" caunmanajy BeKTO-
pu obimka |n(ki),n(ks),...), Tako ma je n(k,) + n(ks) + - -- = n. Xmrbepros npocrop F ce
HazuBa QOKOBUM IIPOCTOPOM & 11e0 hOpMaIM3aM y KOjeM Cy OlepaTOpH MOJba MIPEICTAB/HLEHN
nomolly KpealmoHUX U aHUXUJIAIMOHNX OllepaTopa Kao pellpe3eHTallija O0poja MOy HheHOCTH .
Besa uzmebhy crama (3.11) 3a ciyuaj 6o3e craructuke u (3.65) ce MOXKe yCIIOCTABUTH Ha, CJie-
nehn waanu|Negle, J.W., Orland, H. (1998)]. Hajupe hemo crame (3.11) uspasuru momohy

KPeaIoOHNX OllepaTopa KOjH JIeIyjy Ha BaKyyM

1
ki,...ki, ko, ky...) = — Plep )kp,) - |k 3.67
ki, ke, Koy kgl m;cmn ) |kp,) (3.67)

n(k1) puta  n(k2) puta
k) oy k)
= Job |7 fak] 10 = Ink) ke, ) (3.68)

"Tlomexa, ce, W3 UCTOPUjCKUX PA3Jiora, KOPUCTH U JIOHEKJe 30ymyjyhin Hasup penpesenTaImja Apyre KBaH-
TU3AIHje.
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npu gemy je (¥ = 1 jep je ped o bozonckum cramuma. Taxobe, saxku u n(ky)+n(ks)+- - = n.
Casa jeTHOCTABHO HA JIPYTraduju HAYUH MIPeOpPOjaBAMO CTamba: YMECTO Jla BOIUMO PadyHa O
MOjeTMHAYHUM YeCTUIlaMa Pelpe3eHTOBAHNM BeKTopuMma k;, mpumeTumheMo Jia je eKOHOMHU-
JHUjU (/11 eKBUBAJIEHTaH) HAYMH HyMepHCamba 3aCHOBaH Ha OpojeBuMa momymwenoctu n(k;).
IIpu Tome je cmMmeTpHja BUIIEYECTHIHOI CTama ayTOMATCKU 33JI0BOJbeHA 300T KOMYTAIHO-
HUX pesalyja DO30HCKUX KPeaIMoHuX orneparopa. VlcroBpemeHno, peociie s KpearmoHuX Orle-
paropa oxpebyje unkenc crama Koju je excrmnuTHO HaBegeH y (3.11). YBomehu daxrop
HOpPMUpPAarba, UMaMO

|n(k1)7n(k2)v> = '|n(k1)7n(k2)7"'}' (369)

1
ITpema Tome, crama (3.11), (3.65) u (3.67) cy cymruncku ekBupajenTHa. Mu hemo, ocum
jesHOT M3y3erKa, y HacTaBKy Kopuctutu crama (3.65). Konauno, nojasa dakropa V' y medu-
aunujun Koedunmjerta c_(n(k)) je mociaenura HOpMUpamba jeJHOUCCTUIHUX CTama |Bumern
(3.9)]. Permumo, 3a jenmodectudno cramse |k) nmamo

(Olarlk) = V = (2)*(k — k) = (klk) = ((0la,) k), (3.70)

e emo uckopuctmia |k) = al|0). OxmocHo,
axlq) = (2m)*3(k — q)[0), (3.71)
pu deMy cMo uckopuctmin (3.36).

ITpumep 3.2. Kopucrehu pernpesenraiyjy BuiiedecTHIHOT cTamba u3 (3.67) MokeMo Ha oI
jeslaH HaYMH TOKa3aTh MCIpaBHOCT pesaryja (3.64) koje, y ciydajy JejcTBa KpealnuoHUX u
AHUXWJIAIMOHNUX OIlepaTOpa Ha IIPOM3BOJBHO CTaHEe IJIace

al [n(ki),n(k2),....n(p),...) = /n(p)+1n(k),n(k),....,n(p)+1,...),
ap |n(k1),n(ks),....,n(p),...) = V/n(p)|n(ki),n(ks),...,n(p)—1,...). (3.72)

[TocmaTpajmo J1ejcTBO aHUXHUIIAIMOHOT OrlepaTopa. 300r KoMy TalnoHux pesanuja (3.36), anu-
HUJIAIIMOHU OIIEPATOP @ IIPU JIEJCTBY (Ca JIeBe CTpaHe) Ha CTAIE KOje je PEIPe3eHTOBAHO Ca
(3.67) Moke Jla 3aMeHM MeCTa Ca CBHM KDPEAIMOHUM oOllepaTopuMa Koj Kojux je k; # p.
Kana tako crurne ;10 npousBoga o n(p) omeparopa ai,, oH he Ha WBUX JEJIOBATU CXOJHO
KOMYTaTOpPY

(ap, (a})"P] = (27)*6(p — p)n(p)(a})" " (3.73)

Ha Taj naxun hemo gobutn penamujy ap(al)"® = (al)"®a, + (27)*6(p — p)n(p)(al)"® L.
ITpBu cabupak, Koju caJIp K aHHXUJIAIINOHN OLIEPATOP A, Ca JecHe crpaHe he nasbe Mohu na
3aMEHU MeCTa Ca CBUM OCTAJIMM KpPealnmoHUM oleparopuMa 3a k; # p u Ha Kpajy he johu
JI0 BAKyyMCKOI' cTamba. [Ipema ToMe, OH He JONPUHOCH HOBOM BUINEYECTUIHOM cTamby. Ipyru
cadbupak, Koju caapzku jenata Gynkimjy, nahie dpakrop (27)30(p—p)n(p) = Vn(p) xoju moxe
Ja uzabhe UCIpel 1ejeTBa OCTAJNX KPEAMOHNX OllepaTopa Ha BaKyyMCKO crame. Jlakie,

ap|n(ki),n(ks),...n(p),...} = Vn(p)|n(ki),n(ks),...n(p) — 1,...}. (3.74)

Ypauynasajyhu daxrop Hopmupamwa u3 (3.69), modujamo apyry ox penanuja u3 (3.72). Ha
CIMYaH HAIMH Ce MOXKe JIMCKYTOBATU U JI€jJCTBO KPEAIMOHOT OIlepaTopa. |
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[TpumeTnmo jour Jia ce JiesioBameM orneparopa mosba (3.33) Ha BAKyyMCKO CTambe J100uja

o@) = [ = e allo) = [~ e k. (3.75)

OBo je MuHEapHA CYIEPIO3UIIN]ja je THOYECTHIHNX CTaba ca J00pO AeUHUCAHIM UMITYJICHMA.
[Ipema crangap HOj MHTEPUpETAIMjU KBAaHTHE TEOPHUje OBY CYIIEPIO3UIU]Yy TYMAaIUMO Kao
YeCTHIly JIOKAJN30BaHy y Tauku & = [t,x]. Apyrum peunma, nesyjylin Ha BaKyyMCKO cTambe,
oneparop nosba ¢(r) Kpempa 4ecTHily y TadyKH €a IIPOCTOPHO-BPEMEHCKUM KOOpJAUHATAMA T

[Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)].

3.2.6 Beza ca peslaTUBUCTUYKOM KBAaHTHOM MEXaHUKOM

o cama cmo Buzenn ja ce Knaju-I'opponosa jegHadnHa 1ojaBibyje Kao jeJHaunHaA KOja OIUICY-
je KJlacudHa 1 KBaHTHa 1oJba. [Ipu ToMe ce cmucao mapamerapa KOju yjase y XaMUJITOHUjaH,
Kao 1 HHTepIpeTaryja perema jjooujennx Oypujeosom Tpancdopmarmjom |jeanadnse (1.86)
u (3.33)] mocra pasmukyjy. Meljyrum, nocroju jom jegna teopuja y KOjoj ce mojaBbyje jeji-
HAYMHA UCTOT OOJIMKA & Uhja Ce pelllemha TyMade Ha HAYMH KOjU JI0 CaJa HUCMO CIIOMUIHAIIN.
Peu je o pesaruBucTuykoj (jeJHOYECTUIHO]j) KBAHTHO] MEXAHUIM Y KOjoj ce pemiere KiajH-
lopnonoBe jemnavnHe TymMadnm Kao TaJlacHAa (DYHKIHja KOje OMNCYjy CTarbe je/IHe YeCTHIIe.
WNaxo osaj norsen na Kiaju-I'opoHOBY jeanaduny ca cOOOM HOCH BHIIIE TTOTENTKoNa, MoXKe b
HO je YKa3aT! Ha HUX jep ce CIUYHA CUTyallfja jaB/ba U Y HEKUM CTATUCTUYIKAM MOJEINMA
[Bunern Oznermax 3.7.3].

Ocnamajyhu ce Ha Kopecnomenmujy F — i0;, p — —iV u peraTuBHCTHYKY Be3y HU3Me-
by emeprmje u mmmyaca, E? = m? 4+ p?, MoxKeMO JJOOUTH PeJATHBUCTHYKY T'eHepaIH3aIl]y
[Ipeaunrepose jemnadunne

Olp(x,t) = —mPp(x,t) + V3o(x, 1), (3.76)

Koja uMa ucru obauk Kao Kiaju-Topmonosa jeanaanna [Bugern (1.35), (1.142) wim (3.32)].
[Tomro cana jemnaduny (3.76) TymMaumMo Kao KBAHTHOMEXAHWYKY jEeJHAUUHY, BEJIUIUHY
¢(x,t) uaTEpIpPETHPAMO KAa0 KOMILIEKCHY TajacHy (DYHKIW]y KOja OHHCYje jeJHY YEeCTHUILy
Mace m. ¥y CJaydajy CJI0D0/HE UeCTHIe TaJacHy (PYHKIINA]Y MOXKEMO TPaXKHUTH y OOJIUKY PaB-
HEX Tajaca. 3aMeHOM OBOr periema y (3.76), Hamazumo morylhie eHepruje KBAHTHOMEXAHUIKE
peIaTUBUCTHYKE YeCTHUIIE

E(p,m) = £y/m? + p%. (3.77)

Takobe, mosnazehn on jennaunne (3.76) MOXKEMO KOHCTPYHCATH jeHAYMHY KOHTHHYHUTETA, 32
rycruny crpyje BepoBaruohe, 0,J* = 0, rme je J' x ¢*Ot¢p — pot¢* [Ilud, JI. (1968)].
[TpeMa cTaHIapIHOj KBAaHTHOMEXaHIYKOj HHTePIPeTaIji, KOMIOHeHTY J* uHTepnpeTupamo
Kao T'YCTUHY BepoBaTHONe HaJjlakerba YeCTHUIle Y HEKOM eJIEeMEHTY 3alpeMuHe. ¥y Caydajy
jennaqnne (3.76), oBa BeJMUMHA je JaTa ca

JO = C (¢ 0 — $0,9") (3.78)

npu UMy HaM u3dop koncrante C' TPEHYTHO HUje OUTAH.
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Yrouuko jennauuny (3.76) 3aucra KeIMMO Jia MHTEPIPETUPAMO Y JIYXY jeTHOUECTHYHE
KBAHTHE MEXaHWKe, HAWJIa3UMO Ha JIBA HempeMocTuBa podsema. [IpBu ce Tuvue neraTuHOr
KopeHa jeauaqante (3.77). Heratusan kopen E = —y/m? + p? ce mojassbyje U y KJIACHIHO] Pe-
JIATUBUCTUYIKO] MEXAHUIIN aJIN C€ TaJa jeTHOCTABHO MOXKe OJ0AINTH KAa0 HEe(DU3UIKO pererne.
Hanwme, y kyiacuanoj (Tj. He-KBaHTHO]) MEXAHUIM C€ €HEPruja YeCTHUIle Mema KOHTUHYATHO
U He IIOCTOjJW HEIPEeKHUIaH IPOIeC KOju OM 1oBe3ao JiBa KopeHa I = £+/m? + p? jep je us-
mehy mux ren AE = 2m. Ca apyre cTpaHe, OBAKBO PE30HOBAE Ce HE MOYKE IIPUMEHUTH Ha
KBAHTHY TE€OPHU]jy jep je J00po MO3HATO Jla Ce €HEPrHja YECTHUIle MOYXKE MEHhATH Y CKOKOBUMA
U He MOXKe Ce aUpuopu UCKJBYUIUTHU IIOCTOjarbe IIPOoIleca KOju OU IPEeBeO YECTHUILy U3 CTAHA]
ca eHeprujom /m? + p? y crame ca eHeprujom —+/m? + p?. Kako Hema orpanuderma Ha
Opoj crama ca HEraTUBHOM €HEPTHjoOM, OBAKBOM HHTEPIIPETAIINjOM OU C€ TEIIKO OOjaCHUJIA
cTaDMTHOCT cUcTeMa onucaHor KkBantuoMexanniakoM Kiaju-I'oponosom jegnatuunnom. Ipyru
npodseM ce Twue mHTepuperarmje J° Kao TycTmHe BepoBaTHONe jep, Kao MITO ce BUIH U3
(3.78), Bemmuuna JO nuje nmozutusHO-nedunuTHa [Weinberg, S. (2008)].

Iloryterajmo cajta Kako ce HaBeJleHU TpodJieMu pertaBajy ako Kiaju-l'op/ionoBy jeqnadauny
MHTEPIPETUPAMO Kao jeJHAYNHY 3a KBAaHTHO moJbe. lIpe cBera, eHeprujy eKCIuTalmja mosba
JebUHUIIEMO KA0 CBOjCTBEHY BPEIHOCT XaMUJITOHUjaHa (3.58) Ha jeJJHOUeCTUIHUM CTARbIMa
k) = al|0) [Buzern (3.55)]. Kao mro ce B, emepruja eementapre ekcimrammje (Tj. crarmba
|k)) ckamapuor mospa je yBek mosmrtusHa, w(k) = ++/m? 4+ p?. Takobe, u3 (3.56) ce Buam
U JIa je eHepruja JBOYECTHYHOr cTamba |k)|q) mo3uTHBHA a CIMIHUM IOCTYIIKOM Ce MOKa3yje
Jla je eHepruja cTarma Koje CaJIp2KU IMPOM3BO/HLHO MHOI'O €KCIIMTAINja YBEK o3uTHBHA. [Ipema
TOME, IPOOJIEM HETraTUBHUX €HEepruja yoIllTe He rmoctoju. U mopes Tora miTo je eHepruja
jeJIHOr KBaHTa 110Jba YBEK MO3UTHUBHA, ONEPATOP T0Jba CaApKU exp|—iwy t], Kao u expliw t].
Y KTII ce oBa jgBa periema 03HaUYaBajy Kao MO3UTUBHE W HETATUBHE MOJie. 3a/IpyKaBAbEe U
MMO3UTUBHUX U HETATUBHUX MOJA Y OIEPATOPY I0Jba je HEOIIXOJIHO jep Ce CaMO Ha Taj HAYUH
001ja MCIpaBHO pelllere jeJHaYnHe Koje 3a/10B0oJbaBajy aMIumTy/ae nosba |[Bugern (1.81) u
(1.84)]. Ca npyre crpane, XuidepToB MPOCTOP y KBAHTHO] TEOPHJH T0Jba CAUNELABA]Y BEKTOPH
(3.65) koja caapzke ozxpehen 6poj vecTuna y crambuMa ca JATOM BpeJHOIIy uMirysca. AKo
ce U3BPIIM Mepeme HaJl CUCTEeMOM KOjU ce Haja3u y HekoM cramy |W), BepoBarHoha ja ce
cucreM Oyjze y cramwy ca n(ki) dectura okapakrepucanux uMmiyiacom ki, n(ky) dectuma ca
umiryjicom kso,... je jpata ca

P(n(ki),n(ky), ) = |(n(k1),n(k2), - [¥)]* (3.79)

U TO je OYHUIJIeTHO MOo3UTUBaH Opoj. IIpodjem HeraTwBHUX BepoBaTHOhA HE MOCTOjU jep CY
pemema Kiaju-I'oponose jeqnadnie omepaTtopu KOju Memajy Opoj KBaHATA MOJbA Y OJIpe-
hennm cramuma a He aMIUTUTYZe BepoBaTHOhe (jeHOYeCTHUYHE TajiacHe (DYHKIHjEe) Kao y
HepeJIATUBUCTHYKO] KBaHTHO] Mexanurm |Weinberg, S. (2008)].

3.3 KowMmIiuiekcHa moJpa

Y oBoM 0/1eJbKy heMO pa3MOTPHUTH KOMILIEKCHA I10Jba 4YHje KBAHTHE TeOPHje IPEICTaBIbajy
JITPEKTHY TeHepaJIn3alinjy pe3ysiTaTa JOOUjeHnX 3a CKaJlapHo mojke. Byayhu 1a KoMmIiekcHo
[I0Jb€ OIHCYje CUCTEM O] JIBa CTEIleHa CJIOD0IE, MOJIEJI 3aCHOBAHN HA FhbUMA MOCE/Y]Y 3aKOH
onpxkama [Bumern Opemax 1.3.2 u IIpumep 1.14|. Kao mro hemo Bugeru y omesbky 3.7,
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kBaHTHO IIpeanHTrepoBO M KOMILJIEKCHO II0Jbe C€ MOy KOPHCTUTH 3a OIUC Xaj3eHOeproBor
depomaruera u anTrudepoMarsera y HemHTeparyjyhoj aipokcuMaIijiu.

3.3.1 /IBOKOMMIOHEHTHO CKAJIAPHO ITOJbE
Kiacuuno nosse

Jlarpam:kujaH JTBOKOMIIOHEHTHOT CKAJAPHOT T0Jba (MM KOMILIEKCHOT T0Jha) CMO YBETH Y
[Ipumepy 1.4 u oH je nmaT ca

L=0,0"0"p — m2" . (3.80)

JluHaMUYKH CTeleH cJI0DoJIe 3a OBaj MOJIeJl je JBOKOMIIOHEHTHO Tojbe ¢ = [¢p! ¢?] koje ce

MO2K€ €KBUBaJICHTHO OIINCAaTU U1 HOMOhy KOMIIJIEKCHOT HOJbaS

_ ¢1 +1¢2
_—\/5 ,

(bl _ 1¢2

¢" = 7z

¢ (3.81)

Ha ocrosy (3.80) mamasmmo KaHoHCKe mmiyiice, m(z) = ¢*(z), 7 (z) = ¢(x) 1 XaMuITOHOB
dYHKITMOHAIT

1= [ [r@i@ + = @@ - )
= /w [W*(w)ﬂ(w) +[Ve'(@)] - [Vo(x)] + m*¢" (z)d(z)|. (3.82)

Jlako je BuzeTn ja ¢, Kao u ¢*, 3ajioBosbaBajy Kiaja-I'opsioHoBy jeHadunny

(0% = m?] ¢(z) = [0* —m?*] ¢*(x) = 0. (3.83)
Jlarpamxkujan (3.80) je mHBapujaHTaH y OJHOCY Ha IVIODAJHE TpaHChOpMAITje

¢ — e g, 9" — o, (3.84)
IITO 3a HOCJIEAMILy UMa jeHaYnHy KoHTuHynTeta O0,J" =0, y3

Ji(z) =1(¢" 0"p — ¢ 0"¢") (3.85)

1 O49yBalb€ BEJIMIUHE

Q= /w J(x) = i/w (¢ 0% — ¢ 8°¢") . (3.86)

8V macraBky hemo KOPHCTHTH MCK/BYIHBO KOMILIEKCHO Hojbe ¢ = (¢ +i¢?)/v/2 ma He mocToju omacHocT o
3adyHe 300r KOpuInhema UCTe O3HAKE 32 JTBOKOMIIOHEHTHO PEAJTHO U KOMILIEKCHO IOJBE.
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KBaHnTOoBame KJIaCHUYHOI I10Jba

IIpebumo cajsia Ha KBaHTHY Teopujy KoMILIeKcHOT mosba. [Ipmmarohasajyhu mnpasmia kaHoH-
CKOT' KBaHTOBaIba M3JIOXKEHA Yy IPETXOIHUM OJIe/bIIUMA, T0Jha ¢ U ¢*, Kao U ojrosapajyhe
KaHOHCKe WMITyJice T W 7* IIpoTJialiaBaMoO 3a OllepaTope KOjU 33/10BOJbaBajy KOMYTAITMOHE
pesarje [Weinberg, S. (2008)]

pat.ry.t)] = ¢t @] =ide@-y)

st o] = [r@0.x5w0)] = |s@ @] =
S = |pl@nrw| = [r@rey] =
T@n.owy] = |[F@rwn] =[o'@n.own] =0 (3.87)

npu demy cMo ca ¢! (7)) osmaummm omepaTop mpuApy¥KeH KaacmaHoM oy ¢F (7). Ko-
pucTeh oBe KOMyTaIIOHE peJialje, HaJIa3uMo Ja ¢ 1 ¢! 3amoBosbaBajy Kiaju-I'opmroHoBy
jenmHaunHy. Pemema oBUX jeHaumHa TpaxkKuMo y odimKy PyprjeoBor MHTErpaJsa ca orepa-
TOPCKHUM aMIIuTyJama. Kako omeparop ¢ HHje epMUTCKH, MOPaMO JOIYCTHTU IIOCTOjarbe
JIBe BPCTE OIEPATOPCKUX aMILUIATYJa. AKO OBe oreparope O3HAUNMO Ca (p U by, pereme
Kanaju-T'oponose jeqnatdnne ce y 0BOM CIydajy MOYKE 3aIllUCATUA KAO

1 : .
¢($, t) = (]5(.’13) = / \/ﬁ (ak eilk'x + bL elk'”), ]{}0 =W =V m2 + kz,
k k

oz, t) = of(x) = /k \/21_% <GL ™ 4 by, e_ik'x), (3.88)

Onarosapajyhn KaHOHCKN UMITYJICH CY

@) = é@) =i /k 7(—% emikT 4 pl ei’”>, (3.89)

npu 4demy ce, kao u 'y (3.88), mompasymena na je k = wp = vV/m? + k2. Samenom (3.88) u
(3.89) y (3.87) HaIA3UMO Jla AMILIATY/E 33JI0BOJbaBajy cjejehu CKyl KOMYTaIlMOHUX peJia-
mja

[ak, aq = [bk, bg] = (2n)%(k - q). (3.90)
[ak,aq}_ = [aL,aT]_ = [bk,bq]_ = [bL,b:;]_ = [ak,bg}_ = [bk,afl}_ =0.

Eneprujy nospa modujamo momohy (3.88) u (3.82), 10k ce mmirysic goduja camdno kao y (3.44).
Pesynrar je

H = /k i [ahan + Bl + 2 7)*5(0)] = V /k o[ Ni(a) + M) +1],

P - /kk[azak—i-b;cbk +(2 w)35(0)} - v/

¥ [Nk(a) + Nk(b)], (3.91)
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IpU YeMy Ce OECKOHAYHM KOHCTAHTHU YJIAH y U3pasdy 3a €HEePrujy I0oJba MOXKE HM30CTaBUTH
300r pasJiora KOju cy HaBeJIEHU IPUIUKOM Pa3MaTparbha eHEPrUje CKAJIAPHOT T10/ba (jeIHAINHA
(3.39)), moxk cy

(2 7)%6(k — k)Ny(a) = a.ax, (2 7)%6(k — k)N (b) = b by. (3.92)

[Topehemwem (3.91) ca (3.58), MoxKe ce 3aK/By9IUTH Jia Y OBOM CJIydajy IIOCTOje JiBe BpPCTE
DO30HCKUX eKcIuTaryja (KBaHaTa) KOMILJIEKCHOD [0Jba: YECTHUIE TUIA ¢ U YeCTHUIle TUna b.
OcHoBHO crame cucrema (BakyyM) je jneduHUCAHO ca

10) = [n"(k) = 0)|n"(k) = 0), (3.93)
Tj.

ax|0) = bg|0) = 0. (3.94)
OBe BpcTe uecTuna MMajy jeqHaKy Macy m u nosurusny emeprujy w(k) = +vk2 +m? u,
Kao U y CJIy4ajy CKaJapHOTI I10Jba, MOryhe je KOHCTPYUCATH je/ITHOYeCTHIHA WJIA JIBOYECTUIHA,

crama. Permumo, ako crame Koje CaJIpKU JeJIHY G —YIeCTUILY Ca UMITYJICOM P U jeHy b—uecTuiry
ca ummyscoM g osuadumo ca [p(a) q(b)) = af, bt10), naxo ce noxasyje ja Bazku

Plp(a) q(b)) = [p(a)+q(b)llp(a) q(b)),
Hlp(a) q(b)) = [wp +w4llp(a) q(b)). (3.95)

IIo aHaJ'[OI"I/IjI/I Ca CKaJIapHUM II0JbEM, MOI'Yy C€ U3I'DaJUTU U IIPOU3BO/bHA BUIIECYICCTUIHA CTalba

[aL no(k;) [bzi]nb(ki)

i

)
\/na(kz)' \/nb(k,)'

rie n(k;) osHauaBa Opoj YecTHIa THIa a y cTaiby ca umiryicoM k; a nb(k;) ozmagasa Opoj
yectunia tumna b y cramy ca ummyicom k;. Konauno, n Besmunna () u3 (3.86) ce moxe
U3PA3UTH MOMONY KpearmoHnX U aHUXUJIAIMOHUX OIlepaTopa

[ (k) 2 (k2), ) = ] | 0)- (3.96)

Q :/wJO(;C) - 1/36 (¢ 8% — ¢ O°%T) = V/k [Nk(a) ~ Nu(b)] = N(a) = N®). (3.97)

Jlako ce mposepasa Ja je [Q, H]_- = 0, mrro 3Haun na je () odyBaHa BeJIMYUHA U Y KBAHTHO]
teopuju. Oneparop () maje pa3auky u3mely KBaHTa 10/ba ¢ THIA @ U TUNA b. YKOJIUKO OUCMO
(peumo) wecTurnamMa THIA @ U b NPUIKCAIA HAEJTEKTPUCAE,

Qua@) = e [ [Nela) = Nu(b)]aflo) = cla(a).
Quab) = eV [ [Niula) = Nu0)]t410) = ~cla(b). (3.99)

BUJIMMO JIa, OTlepaTop omneparop @ maje yKyIIHO HACJIEKTPUCAIHE TOJba ¢, IPH YeMy UECTHIIE
TUIIA @ HOCE TIO3UTUBHO & YECTHIE THUIA b HEraTUBHO HAEJIEKTPUCAIbe. Y OIIITeM CIIydajy,
Moxkemo pehu omepatop () omnmcyje 3aKOH OJip:Karba pas3jinKe Opoja YecTUlla W KOjU je Io-
cnemuria U(1) cumerpuje [Brauner, T. (2010)|. Hapasuo, y ciay4ajy c0001HOT KOMILIEKCHOTD
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nosba Baxku [N (a), H|- = [N(b), H|- = 0. MehyTum, yKoIHKO ce yK/byUIn nuHTEpaKiuja (Koja
je onmcaHa YJIAHOBMMA JIATPAHXKMjaHy KOJU CaJprKe MPOM3BOJE BUIIE OJ JBA I10Jba), Olle-
paropu N(a) u N(b) y ommrem ciaydajy Hucy odyBanu amu () jecre [Weinberg, S. (2008)].
Ha mpumep, y ciaydajy ckajapHe eJeKTPOJIMHAMHUKE Koje je jeduHUCcaHa JIAarpAHXKUjaHOM
(1.211), mocroju mHTEpaKImoHn wiaH obmmuka ¢lpA,A*. Ou ommcyje mponece y Kojuma Jio-
JIa3W JI0 aHUXUJIAIUje jeHe MO3UTUBHO HAEJEKTPUCAHE M jeJlHe HEeraTUBHO HAEJeTPHCAHE
cKaJlapHe JecTulle y3 Kpearujy jasa ¢dorona. Takohe, Ha ocHOBy pemema (3.88) Buaumo sa
crama ¢(x)|0) u ¢f(x)|0) onucyjy wecrune, JoKaIU30BaHe Y TAUYKU T, KOje HOCE HACJIEKTDPH-
cama CyIPOTHHUX IIPEI3HAKA.

3.3.2 Cuaodomno IllpeamHrepoBo 1mmoJbe

Y Onempky 3.2 cMo BuJEIN Jia ce TPHU IPEJACKy Ha KBAHTHY TEOPHU]Y CKAJApPHO II0Jbe
[IOHAINA KAO CHCTEM OO30HCKHUX peJaTUBHCTUYKHX decturia. llojaBa DozomHcke crarucTu-
K€ je OIIITU pe3yaTaT PeJaTUBUCTUYKE KBaHTHE Teopuje mosba. Hamme, ckajlapHO TOJbe
noceqyje cuma S = 0 (TpuBmjaigHO ce TpaHCcOpPMHUIIE y OIHOCY Ha pOTaIlyje) a IpeMa
TEOPHUjU O BE3W CIIMHA U CTATHCTHKe, JIOpeHIIoBa WMHBAPHUjaHTHOCT, 3aj€/IHO Ca 3aXTEBU-
Ma O IO3UTHBHOCTU €HEpruje eKCIIUTAIMja M HOPMe YeCTUYHHX CTarba, y3 YCJIOB He Hapy-
IMaBarmba Kay3aJIHOCTH, HYKHO BOJU HA OO30HCKY CTATHUCTUKY dYecTuiia ca cuuaoM S = 0
[Peskin, ML.E., Schroeder, D.V. (1995); Weinberg, S. (2008)]. Ca apyre crpane, orpanu-
Jema Koja Hamehe JIopeHIOBa MHBapUjaHTHOCT HE IOCTOjE y CJAyYajy HEPEJTaTUBUCTHIKOT
[MIpeguarepoBor mosba. 300r TOTa MPUIMKOM KBaHTOBAHHA MOPAMO JOMYCTUTH MOCTOjAhe 1
bozoHCcKe 1 depMuoOHCKe cTarucTuke. Vlcnocrasspa ce Jla je TPUJINKOM KAHOHCKOT KBAHTO-
Bama cucreMa depmuona, [loaconoBe 3arpajie HEOIXOIHO 3aAMEHUTH AHWUKOMYTLATLOPUMG
[Weinberg, S. (2008); Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)].

Jlarpamxkujan Ipenuareposor nosma je ysenen y Ilpumepy 1.3 a y Ilpumepy 1.14 je
JIMCKYTOBaHA WHBAPHMjAHTHOCT JIarpaHKujaHa y ofaHocy Ha ryodasue U(1) Tpancdopmarnmje.
Twmo je mokazaHo je Jia oBa CUMeETpHja UMa 3a IOCJIeUIly jeaHaduny Koutunyunrera divd +
Op = 0, rze je p = Y* rycruna U(1) vaboja xiacuunor Ipegnreposor nosba. Takobe, y
[Tpumepy 1.8 cmo HamIm Kako U3LJIEajy OAroBapajynn KAHOHCKHA UMITYJIC U XaMUJITOHWjAH.

IIpumukom npenacka nHa KBanTHY Teopujy IlIpeamHrepoBor mosba ycBajamMo mpaBuja Ka-
HOHCKe KBaHTHu3aruje. lakie, mospa ¢ u Y*, OJIHOCHO ™ U T* MOCTAjy OlepaTopu KOjUu 3aJ10-
BOJbABAjy pesalyje

Wl 0wy 1) = [0l 0.7 (w0 =id(e —y). (3.99)

:F

JIOK OCTaJM KOMyTaTopu/aHTukomyTaropu urrdesasajy |[[Hud, JI. (1968)]. ¥V (3.99) cmo
yBeJIn HOTAIM]y 338 KOMYyTaTOp/aHTUKOMyTaTop Besmdnta A u B

[A, B} _=ABFBA (3.100)

Kojy hemo kopucTutu y HacTaBKy. Byayhu jga cy KAHOHCKHM UMITYJIC U KOHjyI'OBAHO IOJHE
jeJTHOCTaBHO MOBe3aHM, T = iY*, y HacTaBKy hemo cBe pe3yaTare uspasutu nomohy ¢*. Tako,
ymecto (3.99) mmamo pesiaryjy

Yol@ 1), 05y, 1)| = 6@ = )50, (3.101)
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r7le UHJIEKC 0 O3HAYaBa IPOjEKINjy CIuHa U y3uma jeany o 2S5 + 1 Bpeanoctu. Yecto hemo
YMeCTO 1), ucaTu camo 1 u cmarpahemo j1a je 1 Kojona ca 2S5 + 1 komnoneanrom. Kopucrehu
OIIepaTopCKy Bep3ujy xamuaTonujana (1.102)

[ Lot oy _ [ L o2
H_/w2mw Vi) — Lmevw, (3.102)

HAJIA3UMO jeJIHAYUHY KpPeTarba 3a oreparop 1 (pajy IpPerjaeHOCTH He IHIIEMO BPEMEHCKY
KOODJIMHATY; [OJIpa3yMeBa Ce Jia Cy CBH OllepaTopu JIepUHICAHU Y UCTOM TPEHYTKY 1)

ih(y) = [W,) =5 | [P Vot @) [Vavie)] (3.10)
= / ). 61@)]_ [Vabl@)] = 5 [ Vable — ) - [Vav(a)
= Qm/v (x — y)Vatb(z ——/5sc— )V2h(x). (3.104)

jep ¥(x) m ¢¥(y) xomyrupajy. [Ipumenom laycoBe Teopeme Ha UpBH HWHTErpaj M3 IOPHE
jemHaunHe y3 Kopumilieme unmenure na je 6(x — y) = 0 Kaa & pemnpeseHTyje TadKy Ha
I'PAHUIU ODJIACTU MHTETrPAIMje a Y TadKy U3 YHYTPAIHOCTH, JOOUjaMO jeHAYNHY KPeTamba
3a [lIpemuHrepos moswe

0y, 1) = 5 Vib(y, 1), (3.105)

Kao u y caydajy KjaacmaHOT CKaJapHOT T0Jba U3 MIPETXOTHOT OJIeJbKa, JTOOUIU CMO jeTHAUNHY
Koja opMaJsIHO U3IJIeJIa UCTO KA0 U Y KJIacCUIHOM cirydajy. Ilomro je qucniep3uona pesrarmja
3a [lIpeaunrepoBo 1nosbe jara ca (1.74), peieme jeHadnHe 33 OMEpaTOp 1) MHUIIEMO TOMONY
@ypujeoBor mHTErpATIA

. . k2
P(x,t) = /kak eike—iwk)t w(k) = Dy (3.106)
JIOK je aJijyHIOBaHU OIlepPaTop
Yi(x,t) = / a, e7kativ(k) (3.107)
k

Ha ou pemema (3.106) u (3.107) 3amoBo/baBasa (anTu)komyranuone pesanuje (3.101), am-
IJIATYJIE TI0Jba MOPajy JIa Oy/ly TaKBe Jia BayKu

[aw,a)aa&,w]; = (27)°0(k - q)0s0, [a(k,a),a@,a/)L = [az o g ,)} = 0. (3.108)
opy deMy HWHJIEKC o y3uMa 2S5 + 1 BpeHOCT M O3Ha4YaBa HPOjekIiwjy crnuHa. OdeKuBaHO,
JOOWIIM CMO /13 y KBaHTHO] Bep3uju amiumuryae [IpeauarepoBor moska MOTY 38/ 10BOJbABATH
1 0030HCKe 1 (DepPMHOHCKE KOMYTAIIMOHE pesialifje.

Exkcrmmuran u3pas 3a eneprujy un nmiysic ciodomnor Ipeaunreposor mospa y 0acyCcTBy
CIIOJbAIITELET TIOTEHIjasta gooujamo 3ameHoM (3.106) u (3.107) y (3.102) u (1.170), npu demy
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KOpHCTHMO Kopecriogennujy m — it)f. Tako mobujamo
= Z/kw(k)aik,g)aw,o) = VZ/kw(k)Nk,a, w(k) = Dy (3.109)
P = Z/kk azk’g)a(k,g) = VZ/kkavg (3.110)

Omneparop N, Koju ce nojasmyje y (3.109) u (3.110) je nedunucan xao Ni, = Vazkvg)a(kﬁ)
U BUJIIMO J1a OH U y cayd4ajy [lIpeamHrepoBor mojba uMa cMUCa0 OpOja YeCTUIA Y CTaby Ca
nmyicom k. OanocHo, ykynan 0poj kBanata IlIpenmarepoBor mosma je

N:Z/ka?kma(k,a) :VZ/ka’7” Z/ww*(a:,t)w(:v,t)- (3.111)

IIITO 3HAYU JIa OIEPATOP

plx,t) = i (x, t)y(x,t) (3.112)
MOXKEMO TyMaduTH Kao Oleparop rycruHe opoja ekcruranuja peaunreposor nosba. Kao
U y cilydajy KOMILIEKCHOT ToJba, Baxku [N, H]_ = 0 1mro mHTEpupeTupamMo Kao OUyBabe

opoja kBanara Illpenunreposor nosba. Ha ocHOBY popmasiHe CIUYIHOCTH ca pPeIATUBUCTH-
YKUM TeopHujaMa, jacHo je ja ce m y ciay4ajy IlIpennarepoBor mosba MOyKe KOHCTPYHUCATHU
®okoB TPOCTOp, Beh mpeMa TOMe Jia Jiu Cy eJIeMeHTapHe eKCIIUTaIlije OO30HU WIu (dhepMu-
oun. Takobe, uz (3.109) ce Buau jma je MHTEpHpeTalnja MapamMeTrpa m U3 JarpaHKujaHa 3a
kBaHTHO [IIpenuHrepoBo mosba Maca HepeJaTHBUCTUYKE IecTulle Koja je kBaut Illpenmnre-
posor nosba. Bumedectnana depmuoncka crama (3.11) ce Takohe mory msrpagutu momohy
JiejcTBa KpeallmoHUuX U aHUXU/JIAIMOHUX oreparopa. Bymayhu ma Baxku [aL, afl]+ = 0, moryhe
cBojcTBeHE BpeHOCTH 3a oneparop Ny cy camo n(k;) = 0 u n(k;) = 1. Ysumajyhu na je o
cuun pepmuona Koje omnucyje IllpenuarepoBo mosbe, TPON3BO/HHO AHTUCUMETPUIHO CTAHE Ce
nedunnie kao [Altland, A., Simons, B. (2010)].

n(k;,0;)
[n(ki, 1), n(ka, 02), ki, 00) ) = || [azki,oi)]

)

10), (3.113)

rJIe UMILYJIC, 3aj€e/IHO Ca IIPOjEKIINjOM CIINHA, JIedUHHUIIIE jeITHOUeCTHIHO cTambe. JlejcTBO Kpe-
aIMOHNX U aHUXWJIAIIMOHUX OIlepaTopa je JIaTo ca

o | (ki 00) = 0-) = /n(ky,00) + 1 (=1)* | on(k;, 0) = 1--+),
Qo |- ko) = 1) = Vi/nlkso0) (~1)"®)| . n(ky,0;) = 0---) (3.114)

ay CBHM OCTAJIUM CJIydajuMa, OI€PaTOpPU afk, o) 1 Q(k;,0;) AHUXHIINDA]Y BUIIEUECTHIHA CTatba.
1,01 ’
®aszuu dakrop X(k;, 0;) je nedunnca Kao

—_

E(kﬁi,O’i) = S Tl(kﬂi,O'Z') (3115)

1

«

U 1peJIcTaB/ba OPOj MOMYHEHNX CTarba KOoja IpeTxoje cramy |k;, 0;). Y3 oBakse fedununuje
je BuiedepMUOHCKO crame uctnpasao antucumerpusoBano [Negle, J.W., Orland, H. (1998)].
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3.3.3 IllpeamHrepoBO IOJbE Yy CIOJHAIITELEM MMOTEHIINjATY

ITocToju onpebhenn 6poj npumena I[llpeauHrepoBor 1moJ/ba Ha ONMUC CUCTEMa YECTUIA KOje ce
HaJa3e y croJbalimbeM (BpemeHckH HesaucHOM) mnorentmjaty U(x). Taksu momenu ciyxe,
permMo, 3a OIUC eJIEKTPOHA Koju ce Kpehy y morenmumjasy pemierke |[Fetter, A., Walecka, J.
(1971); Mahan, G.D. (2000); Altland, A., Simons, B. (2010)]. ¥ TakBoM ciiy4ajy je mOroHo
JlebIHICATH jeITHOUYEeCTHIHA CTamba MoMOohy da3uca Koju ypadyHasa norerrmjast U(x).

KBajgpaTHu jarpaH>kujaH

I'yctuna marpam:xkujana 3a meunreparyjyhe IllpeaunrepoBo mosbe y crosbanimbeM MOTEHIH)a-
ny je mara ca [[ud, JI. (1968)]

L =iy*(x)dp(x) — %V:ﬂﬁ*(ﬂf) Vatp(z) = Ul®)y* (z)(z) (3.116)

1 38 XaMUJITOHOB OIIEPATOP Ce JI00Mja
1
H = / w*(a:,t)( — 2—V2 + U(w))w(a:,t), (3.117)
- m

npu demy cy ) u 1! omeparopm KojoHe 4mje KOMIIOHEHTe 3aJ10BosbaBajy pestarmje (3.101).
Onrosapajyha jenHaunHa KpeTamba je

109(y,t) = [@b(y,t),HL
-~ L / 0,0, (2, V2 (e t)]_+ / [Vl 1).v @, 1)]_U@)b(a,)

= V) + Uy ), (3.118)

Jeqnauuna (3.118) y ommmrem ciiydajy HeMa pelliema y 00JINKY PABHUX TAJIACA, TAKO JIa Ce He
MOKe JINPEKTHO MIPUMEHUTH PAaHUje ONMUCAHU IIOCTYTIAK TPpaXKema perrierha y Bury Oypujeosor
nHTerpasia. Mnak, mpermoctaBuMoO Jia 3HaAMO pelema ciiejgehe audepeHImjaine jelHaunHe

[MIud, JI. (1968)]

(—ﬁvi + U(:z:)) On(x) = Eon(x), (3.119)

OyHKIH]je ¢, OBJIE MOXKEMO CXBATUTHU KA0 PEIIEHHa je THOYECTHIHOT KBAHTHOMEXaHUIKOT CBOj-
CTBEHOT' MpOdJieMa 33 XaMHUJITOHUjaH —ﬁVQ + U(x). Oxroapajyhiu ket jegHOYECTHIHOD
crama je |n), Tako Ja je ¢, (x) = (x|n). Pemema ¢,(x) unne normynu dasuc u, pajau jemaHo-
CTABHOCTH, IIPETIIOCTaBHNEMO 18 MHIEKC N y3UMa JUCKPETHE BPEIHOCTH (Tj. (n|m) = 0pm).
[IIpeuHrepoBO TOJBE Cala MOKEMO Pa3BUTH 1O dyHKIHjaMa @, ()

(@, t) = ae g (x), Wi t) =) afePier(w), (3.120)

IpU 9YeMy CMO CIUHCKU WHJIEKC ,,VBYKJIH® Yy 7. Y3 OBAKBO PEIIEHbe, XaMUJITOHUJAH IOJha
rmocTaje

H =) E,da,, (3.121)
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rJIe je HCKOPUITeHO OPTOHOPMUPAHE CBOjCTBeHUX (DyHKIM]ja ¢y, (). 3amerom perrera (3.120)
y (3.101) modujaMo eKCIUIUIUTHE U3pa3 3a KOMYTATOP/aHTUKOMYTATOD

e 0.0 (@.0)] =3 |anal,] e (@) ou(y) (3.122)

)

[Torro dyukmmje ¢, (x) 3amoBomanajy yciaos kommrernocru [[Ilud, JI. (1968)]
> (@) duly) =d(x —y), (3.123)
3a KpealuoHe U aHUXUJIAIMOHE OllepaTope Mopajy BaxKuTu ciejelie pesamje
[an, ain] — S (3.124)
:F
Crauvno ce okazyjy u

[an,am] :[al,am] =0. (3.125)
F F

N3 (3.121), (3.124) u (3.125) ce Buam ma Ha CHA3W OCTaje CBE INTO je PEUICHO 3 CIIyYa]
U(x) = 0, ¢ TOM pa3imKoM Jla ce yMeCTO PaBHUX Tajaca KOPUCTH OPTOHOPMHDAHU OA3WC
{pn(x)}, y3 3ameny nenra-bynkimja’ Kponekeposum cumbosmma.

JIaI‘paH)KI/IjaH ca ABOYEeCTUYIHOM I/IHTepaKI_[I/IjOM

[TpermocraBumo cajl 1a YecTuile Koje onucyje xamuaronujad (3.117) unreparyjy mehycoduo
1 HEeKa je IOTEeHIMjaJIHa eHeprija Te MHTepakIje jlaTa ca

1 — 1
W=2o) Wwi—a)=5) Wi—x),  W-z)=W(0)=0 (3126)

7] i,
Ha du dopmaauzmom KTII odyxBaTuin oBaKBy JBOYECTUIHY UHTEPAKITU]Y, MOKEMO MOCTY-

nuTu Ha ciaegehn nauns. [IBoyectuyuna narepakimja u3 (3.126) ce ounrsie;Ho MoKe 3arucaTu
1 Kao

W= / S oa — @)W - y)ily ) = 5 / W yply)  (3127)

Y i,J

IJIe CMO YBeJIU 3allPEMHUHCKY I'YCTUHY Opoja JeCTUIa
plx) =) d(x — ). (3.128)

[Tpuinkom mpestacka Ha KBAaHTHY TeOpH]jy, p(&) mocTaje omepaTop TyCTHHE OpOja YeCTHIIA.
hera cmo Takobhe HamIM IPUIMKOM pasMaTrpara caodoguor penuareposor nosba [Bumern
jemnaqanny (3.112)]

plx) = vl (@)i(@). (3.129)

93ampaso, y3 zameny jgenta dbyHKIuja moMmHOKeHux ca (2 7)3 Kponekeposum cuMbomma.
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Bamena (3.128) u (3.129) y (3.127) maje omepaTop JBOYECTUYHE HHTEPAKI]E HAIIMCAH TIOMONY
oneparopa [lIpenurreposor nospa

W= [ d@@We -yl (3130)

Omneparop mHTepakIje ce OOMIHO THIIe TaKO Ja Cy OMEPATOPHU TOJba HOPMAJHO ypeheHw,
YUMe JIOJIA3UMO JI0 KOHAYHOT OOJIUKA

W= %/my V@) (Y)W (@ - y)d(y Z Wi alal 7k (3.131)

1,7,k

MarpuyHu ejleMeHTH UHTepakIyje Koju ce nojasibyjy y (3.131) cy nedbunucanu ca
Wijk = / i ()95 (Y)W (x — y)du(y)di (). (3.132)
w?y

Hapasno, uspasu (3.130) u (3.131) umajy uctu kjacudau jumec u 'y odba je W epmurcku
OIIepaTop, aju JIPYrH MMa MpeAHOCT na aHuxmiunpa BakyyMm [Mahan, G.D. (2000)]. Onu
ce 3aIpaBO PA3JINKYj]y 70 Ha JUjarOHAJHU TJIAH KOJU Ce MOXKe CMaTpaTH JeJIOM eHepruje
BaKyyMa.

Jlakiie, XxaMUITOHUjaH MHTeparyjyher cucrema HepeJaTHBUCTUYKAX YECTHUIA CE MOKe
3aIIUCaTH Kao

7= [l ———+U<0ww+§ Ui (@) ()W (@ — y)u(y)(e)
= ZE aa, + - Z Wik CL CL Ay (3.133)

IIPU 9eMy BPEMEHCKH apryMeHT KOJ| ollepaTopa Iojba HUje NHUCAaH paju npersegHocta. Ha
Kpajy Tpeda IPUMETHUTH Jia, NaKO OIUCYjy UCTY NHTEPAKIN]y, m3Mehy J1BOYeCcTUYHOr KBAHTHO-
MexaHrIKOr oreparopa (3.126) u omeparopa (3.131) mocroju KoHrenTyasHa pasiuka. Jlok
cy y (3.126) murHamMuvKe IpOMemUBE OIepaTopu KoopiuHare x;, y (3.131) cy To omeparopu

nosba 1 (x).

3.4 BummeyecTndyHu omnepaTropu

Y mperxojiHa JIBa 0je/bKa CMO HABEJIM BUIIE ITPUMEPA OIEPATOPa KOjU Ce T0jaBJbyjy y KBaHT-
HUM Bepaujama ckasjapuor, komiekcnor u Illpesuareposor oneparopa. Ca m3y3eTKOM pu-
Mmepa (3.131), y nuramy cy dwiam T3B. jeJHOUECTHYHH omneparopu. FbuxoBo JejcTBo Ha Bu-
[IeYeCcTUIHA DO30HCKA U (PEPMUOHCKA CTalba ce CBOJM Ha JiejcTBO oneparopa n(k) Ha Buie-
YeCTUYHA CTama. l[puMepn jeHOYeCTUIHUX OMepaTopa Cy, PEIUMO, OIepaTOPH €HEPTHje u
uMITyJIca crodonHux mosba |[Bumern (3.58), (3.91), (3.110) u (3.131)], kao u omeparop HadOja
Q nedunucan y (3.97). Ouu cy, y ommrem ciaydajy, KOHCTPYUCAHU OJ TApOBa KPEAIMOHUX
U /WM aHUXIJIAIIMOHKUX oreparopa. JlBodecTndnn omeparopu onucyjy edekre MHTepakiuje,
OJTHOCHO TIpOTiece y KOjuMa JI0JIa3| J0 Kpealldje U aHuXUJIalnje YeCTUIa U CaJipyKe YeTUpPU
KpealryuoHa U/WjIi aHuXWJIAIMOHa oneparopa. llopesl HaBeIeHUX jeHOYECTHYHUX U JIBOUE-
CTUYHUX OIIEPATOPa, IIOCTOjeé U MHOT'M MOJIEJI Ca OIlepaTOPUMa KOjU CaJIp:Ke DeCKOHAYaH HU3
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WIAHOBA KOjU OIUCY]y MHTEPAKIN]Y U caJipyKe cBe Behu Opoj olepaTopa Kpearyje 1 aHuXUIa-
nuje. [Ipumep 3a oBakBe Teopuje cy oHe 3aCHOBaHe Ha KBAHTHO] BEP3UjU HEJIMHEAPHOT CUTMa
MOJIesIa UM TeopHje Koje OIUCYjy CUCTeMe JIOKaJIn30BaHux cnuHoBa |Bumern Ozxemak 3.7 3a
npumep Xajzendbeprosor mojzenal. ¥ oBoM ojiesbKy hemo auckyrosaru Teopemy [Weinberg, S.
(2008)| koja TBpaM 1A je yBek Morylie KOHCTPYHCATH [TPOM3BOJbHE BUIIEUECTHYIHE OIIEPATODE
KOjU MMajy TPayKeHO JIeJCTBO HA BUIIEYECTUIHA DO30HCKA/(QepMUOHCKA cTama a usrpaheHu
Cy OJl KPEAIMOHUX U aHUXUJIAIMOHUX OIIePATOpa IpemMa

00
0 = Z /dqldqQ.”dQNdpldpQ"'dpMCNM(ql;QQV'WQN; p17p27"‘7pM)
N,M=0
X a:rna:;z o 'aij QApprAppy—y * " Apys (3.134)

rje p (wim ¢) o3HaYaBa CKyI Iapamerapa KOju KapaKTepHINy CTambe (PeruMo, UMILYJIC P U
cuuH o), a [ dp o3Ha"IaBa CyMy 110 CBUM BPeJHOCTHMA TUX Iapamerapa. Perumo, 3a cKaaapHo
nome je p = pu [dp = fp, 3a 0ozoncko S = 0 IllpeauHrepoBO IIOJbE y CIIOJbAIIHHEM
norernujany je [dp = Y . nok je 3a depmuoncko IIpeaunreposo mome p = (p,o) u
J[dp = fp Y o—1o- Alasbe, Kpeammonn u aHuXuJIalionn oneparopn m3 (3.134) sanososbasajy
peJanyje

[apa (IH = 6(]) - q)7 [QIN CL:;] = [ap7 aq] = 0. (3135)
Tako 3a ckamapuo nosee (3.135) mocraje [ap,az.{]_ = (2 m)30(p — q), 1ok je y cayuajy dep-

muonckor HIpenureposor nosma (3.135) ckpahenn 3ammc 3a [ap ., a;U,]Jr = (27)30(p — q)ds0r

ut. JeaHodecTudHa crama cy |k) = aL|0). Axko je jeman oj omeparopa DO30HCKHU a JIPYTU
depMUOHCKH, y3UMaMO J1a YBeK KOMyTHupajy. KoHauHO, aHUXMJIAIIMOHY OIEPATOPH Jeyjy Ha
jeTHOUeCTUYHA CTakha ITpeMa

ap| K = 6(K — k)|0), (3.136)

HITO je ancrpakTHa Bepsuja pesanuje (3.71). IIpyrum peunma, Teopema TBPJU Ja je yBEK MO-
ryhe nzadbparu xkoedwurujenre Cy s (pl, Do, DN q1,q2 - qM> TaKO /I8 MATPUIHU €JIEMEHT
oneparopa O u3mel)y BHINEUYECTUIHUX CTarba MMajy TparkeHe (Tj. yHAIpes 3ajaHe) Bpei-
HoCcTH. 300r KOMyTaMOHUX (aHTUKOMYyTalmonux) penanuja (3.135), koedunujentu Cyys Cy
cUMeTpUYHY (AHTUCUMETPUYHE) Y OJHOCY HA IEepMyTalyje qi,qs,...qn U P1,Pa,...Ppy. Ha
npumep, mocMarpajmo omeparop O Koju caJip:Ku TPOU3BO/IL J1Ba aHUXUJIAIINOHA U JeTHOT Kpe-
AIMOHOT oIepaTopa 3a hepMuoHe

0= / dqdpdp'Cio(g; p, p')abapay. (3.137)

Kopucrehn anuTukomyTaTop Ja 3aMEHHMO MeCTa OIlepaTOpuUMa d, U a,, HAKOH 4era u3-
BPIIIMMO CMEHY HEMHUX IPOMEHUBUX p = p’, BUIUMO Jia C€ OBaj OIEpaTop MOXKe HAIMCATH
Kao

0= —/dqdpdp’C’lg(q;p’,p)agapap/, (3.138)
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onakie modomjamo Cia(q;p,p’) = —Cia(q;p',p). Craenehu npumep omepartopa Koju cajap:Ku
jenan DO30HCKHU U JiBa (DEPMUOHCKA OIEPATOPa jeé 0OJIUKa,

0= / dgdpdp' Cha(g; p, ') abapby, (3.139)

rjue cy a, u ag dbepmmoncku oneparopu a b, je dozoucku oneparop. Ilomro je [a,, by] =0,y
oBoM ciryuajy Baxku Cia(q;p,p') = +Ci2(q; ', p) Oneparopu oBor Tuma ce mojaBibyjy y Teo-
PHUju CyIIEPIPOBOIHOCTH TJIe ajl Kpenpa a a, aHIXUJIUPa eJIEKTPOH J0K b, aHmxuImpa HoHOH
[Abrikosov, A., Gorkov, L., Dzyaloshinski, I. (1963); Feynman, R.P. (1973); Mahan, G.D.
(2000)].

IIpe Hero mTo KpeHemo y J0Ka3 TeopeMe, qoonhemMo Heke rmoMmohHe pe3yarare O JIejCTBY
AHUXUJIAIMOHNX OIlePaTopa Ha CTAba

K1, Ko, ... Ky) = al,al, ...ak, |0). (3.140)

3a mouerak, nmoxkazahemMo ga BaxKu

N
ag|K1, K, . Kn) =Y (£)*76(k — Ko)| -+ Ko =0--+), (3.141)

a=1

IIpU YeMY Ce TOPIbU 3HAK OJHOCU Ha OO30HCKE OlleparTope, JOmU Ha (pepMUOHCKE a
_ _ T T T T
|- Ko=0--)=ay, - g, G, --aKN|0>. (3.142)

[peJICTaB/ba CTame KojeM je y omuocy Ha (3.140) ykjomeHa jeiHa decturia u3 crama |K,).
Kopumihermewm (3.135) aBa myra y3acTOIHO HAJIA3UMO

ay a}l a}Q .. a}N 0) = (5(k - Ky) + a}lak>a}2 e a}N |0)
= O(k— Kl)a}(2 . ~a}<N |0) + aﬁ(lakah . a}(N |0)
= S(k—K))|-- Ky =0--) % al, (5(/<; ~K,) + aj%ak)a}(s -wale, 10)
= S(k—K)| K =0-) % §(k—Ky)|- - Ky=0--)
(£)? al,al,aral, - -al, |0) (3.143)
Hacraspajyhu nomepatme omeparopa ay Ha jecuo, Kopuiihemem (3.135), nodbujamo (3.141).
Caenehu pesynrar koju HaM Tpeda ce Tude jiejcTBa [N aHUXUIAIMOHUX OllepaTopa Ha BU-
mevectnaHo crame (3.140) Pasmorpumo, 3a noverak, ciydaj @epmu-/Iupakose craructuke.
TBpaumo j1a je
A Okp_q -+ + - Qfy Ay ’Kl, Kg, N KN—I; KN> = det [(5(Ka - ]{75)] ‘0> (3144)
= ealag...aN_vad(Kl - kOq)(S(K? - kOéQ) s 5(KN - kOéN)‘O>7
TJI€ €4y0s..ay TPEICTAB/BA TOTAJIHO AHTHCUMETPUYIHN cuMOo y N nuMensnja. Jlokas m3Boau-

Mo uaaykimjom. lomro ce ako mposepasa ja penanuja (3.144) Baxu 3a N =1 u N = 2,
IIPETIIOCTAaBUMO /I je UCHpaBHa 3a IPpou3BoJGHO N U TIOIJIEIajMO IIITa Ce JI00uja KaJia je Opoj
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gectuna N + 1. Taga je morpeduo ogapeantn kKako N + 1 aHUXUJIAIMOHHN OIIepaTop JiesIyje Ha
BUIIIEYECTUIHO CTAHE IIPEMA

akN+1akNakN,1 e Qpy Ay |K1, KQ, N ,KN, KN+1.> (3145)

Kopucrehn anTnkomyranuone penanuje 3a aHuxuanuone oneparope (3.135) ga omeparop
Ay, TTPEOAITMMO CKPO3 Ca JIeCHE CTPaHe y OJIHOCY Ha OCTaJie, TOPIbH M3pa3 CBOJAMMO Ha

(—1)NakNCLkN_1 . akQleakN_H ’Kl, KQ, . ,KN, KN+1> =
N
(—1)N Zé(Ka — kN+1)akNakN_1 . akQak1| cee Ka =0--- KN+1>
a=1

+ (_1)N(_1)(N+1)+16(KN+1 — KN41)Qhp Gl - - - Ay Oy | K1, Koy -+ - Ky, Kny = 0)

rjie cMo uckopuctuan (3.141) 1 mocedbHO CMO U3/IBOjUIIN YIAHOBE Y KOJUMA je y,  , AHUXUIIH-
pao crame |Kyy1). Ako caga uckopucrumo penanyjy (3.144) Koja, o mpeTnocTaBIy, BasKu
3a Mpou3BO/bHO N HAJIA3UMO

akN+1akNakN,1 Ce akQakl |K1, Kg, e ,KN, KN+1>
= 5(KN+1 - k’N+1)€a1a2,..aN5(K1 - /ﬁ) Tt 5(KN - k?N)
N

+ D ()R — k1) pira o1 0(Kp, — k1) -+ 6(K gy — k).
a=1

Kao pesyarar cmo moduiu cymy ox N1+ NIN = (N +1)! wianoBa oJ] KOjux ce CBaKU CacToju
on nmpoussosa N + 1 nenra dyHKIHUja ca pa3jnduTuM apryMmepuTuMa tuna K, — kg. Taxobe,
Ha OCHOBY OCOOMHA AHTUCHUMETPUYHOT TeH30pa U (aKTopa (—1)‘”(]\[ +1) cBe mepmyTamuje
BenmmunHa k, y OJTHOOCY Ha

S(EKy — k1)d(EKy — ko) -+ 8(Ky — kn)8(Ens1 — knin), (3.146)

yjla3e y Kpajibd pe3y/TaT ca IpeJI3HAKOM &+ y 3aBUCHOCTHU OJ TOTA Ja JIU je IepMyTallidja
napHa i He. OBUM je JI0Ka3 3aBPIIEH.
IIIto ce Tnde DO30HCKE CTATUCTUKE, BasKH

A Qfp_q - - akzak1|Kl, Kg, e KN—I; KN> = per[é(Ka — kﬂ)”O) (3147)
= Y (K1~ kay)0(Kz = kay) ... 6(Ky — kay)|0)

1 JI0OKa3yje ce Ha CJIMYaH HadIuH. Y TOPIbO] PEJIAlUjH je ca per O3HavueHa IepMaHeHTa MaTPUILE.
Babenexuhiemo u penanuje koje ce ox (3.144) u (3.147) nodujajy aajyHroBameM. 3a CIyUaj
dbepMroHa TMaMO

(Kn,Kn-1,... Kila}, ---al = (0|det [§(K, — k)], (3.148)
JIOK
(Kn,Kn_1,... Kila}, ---al = (0lper [§(K, — kg)] (3.149)

BasKM 3a OD030HCKE CHCTEME.
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ITpumep 3.3. Iloremajmo kako pemanumja (3.144) riacu y ciydajy TPOUECTHYHOD CTAbA.
JnpeKkTHO HAJIA3UMO

aqga,ak|QPK) = §(K —k)d(P — p)o(
+ O(K —q)6(P — k)i(
— §(K —p)o(P —k)o(

)[0) 4+ 0(K = p)d(P — q)5(Q — k)|0)
)[0) = 6(K — k)6(P — q)0(Q — p)|0)
)[0) = 0(K — q)d(P — p)§(Q — k)|0).
W3 oBe jemHaKOCTH ce JIelo BUAM Ja Cy U JIEBa U JeCHa CTpaHa AaHTHCUMETPUYHE Y OJHOCY Ha
MehycodHe mepmyTaruje k,p 1 ¢, Kao U y ofHOCY Ha HezapucHe nepmyrtaruje K, P u (. W

Q—q
Q-p
Q—q (3.150)

IIpehumo caza ma jg0Ka3 Teopeme, Koju Takohe n3soauMo uHaAyKTuBHO. Heka je omeparop
O zazar kao y (3.134). Ilomro je ax|0) = (0|a£ = 0, aejcrBo oneparopa O Ha BaKyyMCKO
CTarbe je Y MOTIYHOCTH OJipeheHo MaTpuIHuM eJIeMEeHTOM

Coo = (0|0]0). (3.151)

CumaHO, HEeroBo JIejcTBO Ha jegHouecTudHa cramba |K) je ompeheno ca Tpu marpuuna ejre-
MeHTa,

0l0|K) = / dp Con (p){0]a,| ) = / dp Cor (p)S(K — p) = Con (6,
(K|0J0) = / dp Cro(p){K |al[0) = / dp Cro(p)S(K — p) = Con(K),

(Qolp) = /dqdp C11(g; p)(Qlala,| Py = C11(Q; P). (3.152)

[IpernoctaBumo fga cMO Ha OBaj HAYWH (PUKCUpAIA CBe MaTpudHe ejeMmerTe 10 Hekor Cwjy.
Osaj marpudHu ejeMeHT je oapehen ca

<QN>QN717---Q27Q1’O|P1,P2,---PJ\‘/[717PM>
= /qu"'dQIdpl"'dpMCNM(q17q27"'QN17QN;p1,p27"'M1pM>
X QN Q-1+ Q2 Qu|---al ---al ayg---ap|PL, Py,... Py_y, Pyy)
+ ujanosu Koju cazapxke Cyyrca N < Nu M < M. (3.153)

Axo je y muramy cucrem depmmona, Ha ocHOBY (3.144) u (3.148), BumuMoO Ja ce mHTErpaJ
13 TOPH€E JeJJTHAaKOCTU CBOJIM HA

6&1012---04N6,3152---,3MCN]\_/[ (Qaw Qaga <. 7QO¢N; P,BU P,Bz? < 7P,3M)

= NINCxir(Q1, @z, Qi Pr Py Pay), (3.154)

P YeMy CMO HCKOPHUCTHJIN OCOOMHY aHTHcuMerpuje Koedurmjenara Cyps y OXHOCY Ha
nepMyTalyje aprymenara. Jlako je BUIeTH 1a ce WJIEHTUYAH Pe3y/ATaT J00uja U y CIIydajy
gectuna ca 6030HCKOM craructukom |[Weinberg, S. (2008)], kao u y ciaydajy Kaja UMamo
MeraHe 0o30HCcKe u hepmuoncke decturie. Ha taj naunn m1odujamo

<QN,QN717 cee Qz,Q1|O|P1,P2, cee PM717PM>
= NlN!CNM(Ql»Q%---,QN;P1,P2,---PM)
+ uanoBu Koju cazapxke Cyyrca N < Nu M < M. (3.155)
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Haxkite, be3 0b3mpa Ha TO Kako cy paHuje dpukcupanu cBu ocrtajun koedurmjeHTn Chypy,
yBeK MoxkeMmo ogadparu koedurmjenre Cyj; TakKo Ja MaTpUYHU ejieMeHTH oreparopa O
u3mely Buredectnanux cramba (Qx, Qx_1, ... Q2, Q1| u |P1, Py, ... Py_1, Py;) uma Tpaxkeny
BpeaHocT. OBUM je TeopeMa JOKa3aHa.

V kanoHckoM (HOpPMAIN3MY KJbY9HY YJIOI'Y Y OIIMCY CHCTEMa UMa XaMUJITOHUjaH N3PaskeH
noMoly KpealuoHuX U aHUXUJIAIMOHUX oreparopa. Kao 4cTo ¢cMo yrpaso Bujem, Ouio Koju
KJIACHIHU XaMUJITOHUJaH Ce, TIPU MPEeJIacKy Ha KBAHTHY TEOPH]Y, MOXKE U3PA3UTH Y OOJIHKY
(3.134). Jleo xammyIToHAjaHa KOjU je ODJIMKA

H = /dp w(p)a;ap, (3.156)

OIICYje CII0DOIHO TI0Jbe, Tj. cucTeM HemHTeparyjyhnx decrura umja je enepruja w(p) [OBae
U JlaJbe KOPUCTHMO AICTPAKTHY HOTAIM]Y YBEJEHYy Ha MOYeTKYy OBOI moryiaBibal. UmaHoBH
Koju cajpxke Behm Opoj KpearmoHUX U aHUXWJIAIIMOHUX OIepaTOpa OIUCY]Yy WHTEPAKIIU]Y
n3Mehy JecTuria Koja ce orjie/ia Kpo3 pasmydnuTe MIpolece HacTajarmba, HecTajamha YeCTUIA UIN
IbUXOBOI pacejama. Koj cucreMa Koju 1moce/ryjy TpaHCJIATOPHY WHBAPUJAHTHOCT, CTPYKTYPa
MHTEPAKIIMOHOT WIAHA je

[e.9]
Hy = Y /dQId(D -+ dgndprdps - - - dpy hv (ql,cm - N3 P1, P2, - - .pM>
N,M=0
x al -oealay -ap,, (3.157)

Ipu YeMy cy KoedwuimjeHTH hyjy; cajpzke camMo jeJHy jeaTa (pyHKIM]y KOja OCUrypaBa 0dy-
Balbe TPOJUMEH3HOHOT UMILYJICA [CaJIa eKCIUIUIUTHO IUIIEMO TPOJAUMEH3UOHN UMILYJIC U IIPO-
jexknmjy crmHa/,

hNM(QDCD o gN s P1, P2, 'pM> = hNM((hUl,CIzUQ : "QNUN;P101>1920§7 e 'pMU§\4>
= 5<Q1+CI2+"'+qN—p1—P2—"'—PM>

X hy M<QI017 Q202 - qNON; D107, P20y, - - 'pMO'?vf) (3.158)

a KoeUIHjeHTn ﬁNM He caJpxKe jojaarHe JenTta ¢yHknuje. McrmocraBmpa ce J1a oBakas
OOJINK WHTEPaKIMje OCUTypaBa Jia Ce MMILUIEMEHTHPA IPUHIHI JIOKAJHOCTH II0 KOjeM J0-
BOJbHO yJlaJ/b€HE YeCTHUIle He MOry Ja yTudy jeana nHa japyry. OBo je jelaH OJ1 OCHOBHUX
paszjiora ymorpede KpealroHUX U AHUXUJIAIMOHUX OIEePaTopa y PeTaTHBUCTUYKOj KBAHT-
HOj TeOpHju MOJba M HEPEJATUBUCTUYIKO] KBAHTHO] cTaTUCTUIKO] Mmexanunu |[Weinberg, S.
(2008)]. ¥YTumaj naTEpakimje ce OOMYHO ypadyHaBa MepTypOATUBHO U Y TY CBPXY CY Pa3BU-
jene pazsmure texuuke [Abrikosov, A., Gorkov, L., Dzyaloshinski, I. (1963); Mahan, G.D.
(2000); Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995); Ryder, L.H. (1996)].

3.5 duckpetusanuja y TeopHju mojba

Y smTepaTypu ce 4ecTO KOPHCTE JIBa BHUJA JUCKPETUu3alije Teopuje mosba. [Ipsu je T3B. HOp-
MUpakhe Y KYTHjH KOjUM Ce IIOCTHUKEe Ja TaJlaCHH BEKTOPU Y3UMajy JUCKPETHE BPETHOCTHU
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JIOK BEKTOD II0JIOZKaja OCTaje HellpeKuIHa BeJnduna. pyru npmiia3 npeTnocraBiba JUCKPET-
HY CTPYKTYDY M JUPEKTHOT U PEIMIIPOYHOr IIPOCTOpa (T3B. T€OpHja M0J/ba HA PEIIeTKH). Y
HACTaBKY je JIaT KpaTak IperJies 0da Mpuja3a a JUPEeKTHa MpUMeHa TeopHje Mojhba Ha pe-
IIETKU je WIYCTPOBaHA KpPO3 IpuMepe Xaj3eHoepropor epoMarneTa U aHTA(OEpOMarueTa y
Onemmuma 3.7.2 n 3.7.3.

3.5.1 Hopmupamwe y KyTuju

Jeman oy HaumHa m3deraBama HOPMHpamka Ha JeTa PYHKIM]Y je 3aTBapame MOCMaTPAHOT
cucTeMa y KOIKY uBurie L n HaMeTameM nepuojndaux rpannannx yciaosa [[ud, JI. (1968);
[Maskos-Xpsojesuli, M., Illkpuwmap, M., Kanop, /1., Kpcronomuh, I1. (2007)]. To nosomu 10
JINCKPETU3allije BPEIHOCTH TaJacHOT BEKTOPA, TAKO Jla NHTErpaJd OUBajy 3aMEeHmEeHN CyMaMa,

/ — % > (3.159)

Yeiies1 3aMeHe MHTErpaJia CyMOM, MOAUMUKY]jY ce u Heke jeanaqnne. Tako, (aHTH ) KOMYTAIMOHEe
peJsaiyje mocTajy
[ak, aq — A(k—q), (3.160)
q:

q

rie je A(k — q) Kponekepos cumboit, JTIOK XaMHUJITOHUjaH CJIOOOIHOT MOJba MPEJIA3N Yy

H= Z [akak ;} (3.161)

y3 I/ICTOBpeMeHO peCKaJInpabe KPpCaluOHNX U aHUXWJIAIIMOHUX OoIlepaTopa

T
Lk gl ey o, V=L=27)%@p-p) = (27)0). (3.162)

W WV

Takobe, npunKoM n3Bohema jelHaunHa KPeTamha 3a I0/be YMECTO

/eik-(me) = 5(z Fy), /eiw-(kw) =273 (kFq) (3.163)
k x
Tpeda KOPUCTUTH
Zeik-(wa) = VA(zFy), /eiw-(kw) = (27)%0(k F q). (3.164)
k xr

JejcTBa KpearmoHnX U aHUXUJIAIMOHUX orepaTopa y POKOBOM MPOCTOPY MOCTA]Y
al, [n(p)) = /n(p) + 1|n(p) +1
ap In(p)) = V/n(p)n(p) — 1), (3.165)

JIOK je BUIIEYECTUIHO OO30HCKO CTarbe JIe(PUHUCAHO Kao
n(kz)

H
\/_
y3 oAroapajyhy 3ameny u y ciydajy dhepMuoHa.
Pauynarme ca JIuCKpeTHUM BEKTOPUMA P MMa, IIPETHOCTH, jEP Ce IIPE CBera He M0jaBJbyjy ce
"uesrogan” dakropu Tuna 6(k — k), anu je Ha Kpajy padyHama OOMYHO HEONXOAHO npehu Ha
unarerpase npema (3.159) [[Taskos-Xpsojesuh, M., Illkpumap, M., Kamnop, 1., Kpcronomuf,
I1. (2007)].

In(k1),n (3.166)
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3.5.2 Ilosba Ha pemeTrku

IlocToje nBa mpuiaza Teopuju mnospba Ha permeTku. [IpBu npermnocraB/ba JIUCKPETUIAIN]Y
IIeJIOT TTPOCTOP-BPEMEHa & y JIPYTOM ce BPEMEHCKa KOOD/IMHATA OCTaBJ/ha KOHTHHYAJHOM
[Capitani, S. (2003); Kogut, J.B. (1979)]. ITomro je m3narame y OBOM TEKCTy OrpaHUdIe-
HO Ha KAHOHCKO KBaHTOBaibe, JUCKyToBahiemo dopMynalujy y Kojoj ce TUCKPETH3Y]Y CaMo
[IPOCTOPHE KOOP/IMHATE.

Heka je mara D numensmona KyOHa pereTka ca napamerpom a. Ilosoxkaju dBoposa
pemerke cy oapebenu ca [Capitani, S. (2003)]

T =) ane;, i=1,2,...D (3.167)

rjie cy m; mesin opojeBu. BeKTop & 1 uMa yJjIory BeKTOpa MoJIo¥Kaja y OOMIHO] (KOHTUHYAJIHO) )
Teopuju. Kopuctumo ucTy 03HaKy 3a BEKTOpP MOJIOXKAja HA PEMIETKN Kao M 3a KOHTUHYAJHU
pasgujyc BekTop mpema |Capitani, S. (2003)]. 13 konTekcra hie duru jacHo na i ce KOPUCTH
TeopHuja MoJ/ba Y KOHTHHYYMY WJIA Ha PEIIeTKH, TAKO Jia JI0 3a0yHe He MOoyKe JIohu. YMecTo
HHTErpaJia 1o IIeJI0M IIPOCTOPY, Y TEOPUjH Ha PEIIeTKU Ce II0jaBJby]y CyMe II0 CBIM YBOPOBUMA,

/x — "% (3.168)

Hasbe, 300r aucKpeTHU3aInje IpocTopa UMITYJICH CYy OI'PDAHUYEHU Ha IIPBY DpuiyeHoBy 30HY

IBZ:{k: —fgkagf}. a=1,2,...D. (3.169)
a a

Kako ce y Teopmju Ha pemrerkm mojaBibyje KOHA4YHA TOpHa I'DaHUIA, OBaKBa TeOpHja je
ayromarcku peryjaapusosana [Capitani, S. (2003)]. To, HapaBHO, He 3HAYM Jia Ce HE MOT'Y TIO-
jaBuTu uHMpAINpPBEHe IUBEPreHIyje Koje yKasyjy Ha JIolie o1adpaHo OCHOBHO cTambe [Bugern
Onemak 3.7.2].

Hawmeramem meprnogmannx rpannanux ycaosa [[laBkos-Xpsojesuh, M., IIkpumap, M.,
Kanop, /., Kpcronommuh, I1. (2007)|, ummyscu mocrajy auckperHun

o« = , a=——7"+1,..,0,1,...—, 1
k . n 5 + 0 5 (3.170)
Ipu 9eMy je

V:CLDNlNQ"'NDELDE’U(]N (3171)

sanpemuna "kpucrana" (N je ykynan Opoj 4BOpoBa, vy je 3apeMuHa eJeMeHTapHe henmje a
L je upuna xunepkornke; N, je 5poj 4BOpoBa JIyzK jeJHOT MPABHa). YMECTO HHTerpaia 1o k
IIPOCTOPY, I0jaBuhe ce cyMe 10 BEKTOpUMa U3 IpBe BpuiryeHose 30He. Y TPAHUYHOM CJIyYa]y
kaja V — 0o, Te cyme ce Mory 3amenntu naTerpasuMma [[laBkos-Xpsojesuh, M., Illkpumap,
M., Kamnop, /1., Kpcronommuh, I1. (2007); Capitani, S. (2003)]

v Z - H /://C; . /kIBZ . AT

rie kaBZ O3HaYaBa Ja je ped O MHTEerpalyju 10 NIPBOj DpuiyeHOBOj 30HW Koja je Xumep-
korka msuie 27/a. Kaja Hema onacHocTH 0J1 3adyHe, KOPUCTUMO jeIHOCTABHO CHMOOJI fk.
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KymioBame CKaJapHUX [0/ba €€ MOYKE MPEJICTABATH JUCKPETHUM Jariacujadom (2.43), 10K
cy @ypujeose Tpancdopmarmje gedunncane ca [Capitani, S. (2003)]

op) = a”) ePh(x),

o(z) = / drei(p), (3.173)

pu YeMy ce, Kao IITo je Haryaineno y (3.172) moapasymeBa unTerparuja o npsoj bpusyeno-
BOj 30HU y p npoctopy. Henra dyuknuja y ummysicaoMm nu KponekepoB cumM0O0JI ¥ JIUPEKTHOM
upocropy nocrajy [Capitani, S. (2003)]

(2m)Ps(p—q) = d” Z e @P-9) = NaPA(k — q),

Alx—y) = aD/ P (@-y), (3.174)
pIBZ

Konauno, KaHOHCKE KOMyTaIMOHE peJIalije 3a olepaTope moJjba Ha pernerku riace [Kogut, J.B.

(1979)]

M@ﬂm@Jﬂ:a%A@—y% (3.175)

JIOK Cy OCTajii KoMyTaTopu jeaHaku Hymu. [Ipu a — 0 yrnpaBo HaBejieHe jelHAUNHE ITPesia3e
y oduuHe jeHaUYNHE KBaHTHe Teopuje mosba [Weinberg, S. (2008)]. ¥V ciayuajy pererke Koja
HHje IIPOCTa KyOHA, y TOPI-HM pejamujama Tpeba W3BPIIUTH 3aMeHy a’ — vy, Tae je v
sanpemuHa ojrosapajyhe eisemenrapre hemuje. Takobe, nnrerpammja uz (3.172) 3amemyje
ca maTerpanujom 1no I BpuayenoBoj 3onu jare pererke. Y 0BOM (popMau3My KaHOHCKE
KOMYTAIMOHE PeJialyje 3a KPealloHe U aHUXUJIAIMOHe ollepaTope 3a/Ipxkasajy obauk (3.36),
1j. (3.108).

ITpumep 3.4. Jeman o1 OCHOBHUX MOJieJIa Y TEOPUjU UHTeparyjyhux ejekTpoHa je T3B.
XabapsoB Mozen. Y meMy eJIeKTPOHU MOTY Jia OKYIHUPAjy YBOPOBE peIleTKe U IPU TOME
MHTEparyjy caMo aKo ce HaJjia3e Ha UCTOM YBOpPY. ¥y HajjeIHOCTaBHUjOj BEP3UjH je JIOMYIITEHO
Jla Ha 9BOpY OyJ/ly MaKCHMAaJIHO JBa ejekTpoHa. Heka t,, IapameTrap Koju omucyje IpecKa-
Kame eJIeKTPOHA ca YBOpa & Ha 4YBOp Yy u Heka je U muTensurer KysnoHnosor ondomjama JiBa
eJIEKTPOHA KOJU ce HaJla3e Ha MCTOM YBOpY. XaMUJITOHUjaH

H=— tonCh Coo+U Y Ngping |, 3.176
Y-x,o-Y, T +

T,Y,0 £Y

Ipu 9eMy c;p Kpeupa €JIGKTPOH ca IIPOJeKIMJOM CIUHA 0 Ha 4YBOPY &, Mg, = cTw,acﬂC,O' a
o = *1. Kaga je U < |tzy|, €/IeKTPOHE Cce HOHAIIA]Yy K0 CHCTEM CKOPO CJIODOIHHUX YECTUIIA
I MOXKE Ce KODHCTHTH CTaHJap/Ha TeopHja meprypdanuja ca MajuM napaMmerpoM U/ |tz
Axko je KymonoBa nnTepaximja JoMIHaHTHA, HeMoryhe je IPUMEHUTH epTypPOATHBHE PA3BOj
jép He TOCTOju OCHOBHO CTarhe KOje CaunibaBajy HemHTeparyjyhu eleKTpoHu. Jaka KyJIOHOB-
CKa MHTePaKInja Taja (PUKCHpa eJIEKTPOHE Y YBOPOBUMA PEIIETKE, jep je eHepreTCKH MHOTO
ITIOBOJbHU]E JIa Ce Ha YBOPOBHMA HaJIa3e M30Ji0BaHu ejekTponu. [lokazyje ce ma je Koj mory-
IOILYEbeHOI KPUCTAJIA JIMHAMUKY jako Kopesucanor Xabapaosor mozena (U > |ty,|) moryhe
cBecTH Ha ePeKTUBHY aHTH(hEPOMarHeTHY HHTEPAKIIN]y JOKAIN30BaHuX crrHoBa S = 1/2 ca

MHTErpasoM u3MeHe J |tz |?/U [Fradkin, E. (2013); Auerbach, A. (2012)]. [
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3.6 CrooHTaHO Hapylllekhe CUMEeTpuje Yy KBAHTHUM Teo-
pujamMma

Y onemky 1.3.4 je nuckyroBana ['onjcroHoBa TeopeMa y OKBUPY KJIACUYHE TEOPHUje IOJbA.
Tamo je mokazano Jla y CJIydajy CIOHTAHOT Hapyllemha KOHTUHYAJHE TJIOOAJHE CUMETPHje
IIOCTOje pelllerha jeJIHaUYNHa KpeTara Y BUJy PaBHUX Tajaca 4hja JIUCIep3uja 3aI0BOJbaBa
w(k) — 0 mpu |k| — 0. Ca apyre crpane, y OBOM HOIJIAB/bY CMO pa3MaTpaJjii KBAHTHY TEOPU-
jy moJba M BUJIEH CMO Jia KBAHTHO TI0Jbe OIHCYje CHUCTeM decTuria duja je emepruja w(k). Te
yecTuie ce Hasupajy Losacronosum dozonnmal’. Kaxo Gucmo gokazasnu [osacronoBy Teope-
MY U y CJIy4ajy KBaHTHE TeOpHje, HAjIIpe MOPaMoO JIaTH OJIroBapajyhy neduHUAIN]y CIOHTAHOT
HapyIIemha CUMETPHje U BUJIETH KAKO CE€ CUMETPHjCKe TpaHcdOopMaliije UMILJIEMEHTUPAjy Ha
omepaTopuMa IM0J/ba U BAaKyyMCKHUM CcTamnMa. V3iiarame je OrpaHmIeHo Ha T3B. YHYTPAITHhe
cumetrpuje. [Ipu ToMe o1 yHyTpaIimbIM cCUMeTPHjaMa oJipadyMeBaMo TpaHcdopMalmje Koje
He Memajy JIejJCTBO aji Cy TaKBe Jla HU Ha KOjU HAYUH He YKJbY4yjy IPOCTOPHO-BPEMEHCKE
koopunaare |Beekman, A.J., Rademaker, L., van Wezel, J. (2019)].

3.6.1 OcHOBHEe TOCTaBKeE

[IpeTrmocTaBrMO J1a TOCMATPaMO KJIACUIHHU CUCTEM KOJH IOCe/1yje KOHTHHYAIHY TJI00AJHY CH-
MeTpujy y yHyTparmmem npocropy. Ha ocroBy Teopeme Emu Herep [Bugern Onemak 1.3.2]
cJle/i Jia TocToje BeanmunHe (Jy Koje 3a70BosbaBajy yciaoB dQg/dt = 0 u Koje cy mare Kao
Qi(t) = [, JP(x,t), tne cy J) BpeMeHCKe KOMIOHEHTe IyCTHHa cTpyje J!' Koje ce Haase u3
JIArpaHKUjaHa UHBAPUJAHTHOT y OfHOCY Ha TpaHcdopmaruje u3 rpymne G [Bumern (1.174)].
Ha ocroBy (1.190) BuanMo Jia y KJIaCHIHO] BEP3UjU Teopuje BeIndnHe () MpeICTaBibajy OJl-
rosapajyhe remeparope Tpancdopmanumja. 3ancra, kKomounyjyhn (1.190) u (1.221), Hamazumo

(2,0, Q] = (X0 (@), (3.177)
rje uHjeKc k ysuma Bpemnoctu 1,2,...dim(G). Hakon mpenacka Ha KBaHTHY TeOpHUjy, ¢
nocraje orneparop N KOMIIOHEHTHOI CKaJapHOr 1ojba a (3.177) upenasu y

0"(@,1), Q| = (X0, (1), (3.178)
IITO je caMo nHMUHUTE3NMATHA Bep3uja omepaTopcke penarmje [Ryder, L.H. (1996)]
eiekaqba(m?t)e—ieka — [eieka:|ab be(iﬂ,t) (3179)

OpaBre BuauMoO Ja oreparopu (. pernpeseHTyjy ejieMeHTe ajaredpe g y XuaIoepTOBOM IIPO-
CTOpy TeopHje JOK MaTpuie X pelpeseHTyjy remeparope aaredpe g v RY, rme je N 6poj
KOMIIOHEHTH ToJba ¢. Umarunapny jeauuuiy cvo ysesn y (3.179) kako du @y dusm epmuT-
cku oreparopu a X epmurcke Marpurie. Pesamuja (3.179) je camo 3akon TpancdopMmaliuje
omepaTopa ¢ y ojfHOCY Ha JiejcTBO yHuTapHOTr onepatopa U = exp[ie*Qy] n kao Taxsa Basku
Kako 3a (PepMHOHCKa TaKO M 3a OO030HCKAa I0Jba. byayhm ma 3Hamo kKako rpymna G memyje

OTTokazyje ce na um je crmu S = 0, Bugern [Weinberg, S. (2010)].
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Ha olepaTope, 3aK/bydyjeMo jia he Ha BekTope y XuidepToBoM mpocTopy (Tj. Ha cTama),
rpancdopmaryje u3 G 1e10BaTU Kao

@) = e ). (3.180)

3a cajsia heMo MPETIIOCTABUTH Jia UHTErPaInd KOju JAedUHUITY reHepaTope (Jr KOHBEPTHUPAjy,
Tako Ja cy orepanuje (3.179) u (3.180) modpo nedunncane. Ha Ta nurama hiemo ce BpatuTu
y Onemky 3.6.4.

IIpernocraBumo, makse, jga je XaMUJITOHUjaH KOju JeUHUIIE HAIT MOJE] WHBAPUjaHTaH
y omHocy Ha Tpancdopmanuje n3 G. Bynyhu sa cy Q) renepatopu Tux TpancdopMmalumja y
XuadepToBOM IIPOCTOPY TeOopHje, YCI0B NHBAPUJAHTHOCT XaMHUJITOHHjaHA TIOCTaje

R T = | (3.181)

IIITO CE€ MO2Ke U3pa3uTu u KaoO
[H, Qk] — 0. (3.182)

Hasme, neka je |VAC) ocnosro crame momenal', tj. H|VAC) = Fy|VAC), npu uemy je ca FEj
OBHaveHa eHepruja OCHOBHOT cTamal?. 306or pesammje (3.182), Bumnmo na je u explie Q]| VAC)
takohe OCHOBHO cTambe. DEHOMEH CIIOHTAHOT HAPYIIEHha CAMETpPHUje OJroBapa CUTYAIUjH y
KOjOj OCHOBHO CTarb€ Huje MHBAPUjAHTHO Y OJHOCY Ha JIEjCTBO ejeMeHaTta rpyie (G, OIHOCHO

kajia je [Zee, A. (2010); Beekman, A.J., Rademaker, L., van Wezel, J. (2019)]
exp[ie*Q,]|VAC) # const. x [VAC). (3.183)

Hpyrum pednma, 10 CIIOHTAHOT HApPYIIemha CUMETPHje J0Ja3u Kajia HeKH o omeparopa
He aHUXWJINPA]y OCHOBHO CTalbe,

Qr|VAC) # 0, DapeM 3a Heke BpegHOCTH K. (3.184)

Kako je rpyna tpancdopmaruja G, no npernocrasiiy, JlujeBa rpyma, mocroju OeCKOHATHO
MHOT'O OCHOBHHX CTama Koja cy MehycoGHO ToBe3ana JiejcrBoM oneparopa expliefQy]. Ilomrro
CBa TaKBa CTalba MMAa]jy UCTY €HEPTH]jy, JIereHepalinja OCHOBHOT cTama je dbeckonadna. Oadup
jeJTHOT M3 KOHTHHYYMa MOryhmx cTama oJroBapa CIOHTAHOM HApYIIEHY CUMETPHje U TO je
MaTeMaTHIKu u3pazkeHo yciaosoM (3.184). Byayhin na pasmarpamo KBaHTHY Teopujy, u3
JIOCRIAIIILET M3JIaraiba je OCTaJI0 HejacHO 300r dera Om ce cucteM Mopao Hahu y jemHOM
0J] EKBUBAJICHTHUX CTamba (IITO OJroBapa CIIOHTAHOM HapPYIIEHy CUMETPHje), a He y HEKO]
JIMHEapHO] cymneprosuiimju Moryhux crama. OBo nmurame je KpaTko JucKyToBaHO v OmesbKy
3.6.4.

Hapagno, moxe ce goroautu Ja je |[VAC) cBojcTBeHO cTame HEKOr reHepaTopa,
Q:|VAC) = \|VAC). (3.185)
Tana nejecrBo enementa G Kojer renepuiiie (J; Mema da3y OCHOBHOI' CTalba

“QVAQ) = M| VAC), be3 cyme 110 [. (3.186)

1 0znaky |0) hemo KopuCTHTH 3a BAKYYMCKO cTambe LOo/ICTOHOBHX HO30HA.
[Toromamm n350poM KOHCTAHTHOT (haKTopa ¥ XaMIJITOHHjaHy ce yBeK Moxke moctuhn Eg = 0.
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IIpu Tome je A\; € R jep je Q; epmutcku orepaTop. ¥ OBOj CHUTyalldju je
(VAC|Q,|VAC) # 0. (3.187)

Homro je Q = [, JP(x,t), ycnos (3.187) je moryh camo y monesmma koju mucy Jlopenr-
nHnBapujanTau. Hanme, yKOJIMKO OU je/iHa 0/ KOMIIOHEHTH HEKOT KBaJIPUBEKTOPA UMaJIa Ba-
KYYMCKHU OUYeKUBaHY BPEIHOCT PAa3JUIUTy OJ HyJie, TO Ou jgeduHucaI0 mpedepucanu mpaBail
y 1pocTopy MUHKOBCKOT U BOJMJIO OM Ka Hapylemy JIopeHIoBe MHBapUjaHTHOCTU TEOPH-
je |Leutwyler, H. (1994)|. daxie, ycaos (3.187) MOKeMO OYEKUBATH y HEPEJIATHBHCTHIKIM
reopujama u Bujehemo ra sehi ma npumepy Xajzendeprosor dbepomaruera [Ogesmak 3.7.2].
Jpyru npumep Teopuja y Kojuma Baxku (3.187) cy peaTUBHCTUYKE MOJEIN Ca XEMUjCKUM
norennujajgom [Brauner, T. (2010)].

3.6.2 Ilapamerap ypebenoctu

Kao u y kmacu4Hoj Teopuju, CIIOHTAHO HAPYIIEHe CUMeTPHUje Y KBAHTHOM CJIy4ajy Ce MOXKe
omnmcaTu u rnoMohy mapamerpa ypehernoctu. Y KBAHTHO] BEpP3UjH TeOpHje, MapaMeTpOM ype-
benocTn HA3MBAMO OYEKMBAHY BPEIHOCT HEKOT OIlEpATOpa KOJU Ce HETPUBHjATHO TPaHCchOp-
muire y ofnocy Ha eneMente u3 G |[Leutwyler, H. (1994)]. Kao mro hemo Bujern, penarmja
(3.184) mMrutuImpa mocTojame mapamerpa ypehenocru.

Heka ¢* osnadaBa jegny on /N KOMIIOHEHTH CKaJIapHOT 10Jba KOje ce, IPUJIMKOM JIejCTBa
rpymne G Tpancdopmuiiie Kao

¢" = ¢ = e Ugre U = ¢t — ik 6, Q4] + O(e?) = ¢" + i€ (X})", 8" + O(e?). (3.188)

[Tomrro je ¢ # (ZS“, Dap 3a HeKe BPEJIHOCTH MHJIEKCA a, MaKap Heke o1 MaTpuiia X, Mopajy
duTu pasmauTe Of HyJla-MaTpuile. Y3UMameM cpeiibe Bpeanoctu (3.188) 1mo BakyyMCcKOM
CTamy, J00MjaMo

" (VAC| [¢%, Qx] [VAC) = —€"(X})*, (VAC|#’|VAC) = —x. (3.189)

Yrosuko ou crame |VAC) moce1oBaio cuMerpujy XaMuITOHHjaHa (OJHOCHO, KO OM BarKUJIO
Qr|VAC) = 0 3a cBako k, wam ga 3a Heke Q; Baxku Q;|VAC) = )\|VAC)), umanu ducmo
e"(X},)%, (VAC|¢?|VAC) = 0. MeljyTum, yrpaBo cMo 3aK/byuu/u jia dap Heke marpuiie Xj
MOpajy uMaTh ejaemerTe paziamante of Hyie. To snaun na je (VAC|p*|VAC) = 0 kaz rog Qy
aauxuaupa |VAC) [Nair, V.P. (2005)], wmu je |VAC) cBojcrBenu BekTop oz @), [Brauner, T.
(2010)]. OBpuyTo, ako cramwe |VAC) Huje MHBAPHjAHTHO y OJHOCY Ha TpaHCchOpMaIyje U3
rpyue G, duhe (VAC|[¢%, Qr] [VAC) # 0 Sap 3a Heke BpegHocT k 1ITO 3HA4YU Jia je dap 3a
HEKe KOMIIOHEHTE

(VAC|$?|VAC) # 0. (3.190)

OBe ouekuBaHe BPEJIHOCTHU IIPEJICTaB/hajy mmapamerap ypehenoctu y KBaHTHO] TE€OpUju.

Onnoc m3mely yciosa (3.184) m mapamerapa ypeheHOCTH ce MOXKe JUCKYTOBATH U Y
CyIIPOTHOM CMepy. YKOJIMKO TIOCTOj€ OIepPaTOPU KOJU Ce€ HETPUBUJAJHO TPAHCHOPMHUIILY Y
onuocy Ha (G M aKO OHU TOCEYjy BaKyyMCKHA OYEKHBAHE BPEIHOCTU DPA3IUIUTE O HYJIe
(yxosmko mocroju napamerap ypeheHocTn), Taja CBOjCTBEHO CTAle XaMUJITOHUjaHA HE MOCe-
JIyje U HeroBy CUMETPH]Y.
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[Morsieajmo Maso JerabHUje curyanujy y kojoj Baxku (3.187). Kako {Q} npemucrasibajy
dazuc JIujese asredpe g, oHU 33/10BO/bABAjY KOMYTAIIUOHE PeJIallije

[Qi, Qy] = 1 iijk; (3.191)

rjae cy ijk T3B. CTPYKTYpHe KoHcTaHTe Jlujese anredpe g [Weinberg, S. (2008)]. lakie, ako
G uuje AbesioBa rpyna u ako mocroju reaeparop (Q;, uuju je |VAC) cBojcTBeHH BEKTOD, OUe-
KuBaHy BpeaHOCT U3 (3.187) Moxkemo y3eru 3a mapamerap ypehenocru. Ha ocHoBy panmjer
KOMeHTapa, 3HaMO Jia je oBo Moryhe camo y Teopujama Koje He 1ocejyjy JIopeHoBy mHBa-
pujarTHoCT. Vcmocrasrba ce ma je ympaso yciaoB (3.187) oaroBopan 3a HepesaTHBUCTHUKY
JICIIEP3Kjy y BeJMKOM Opojy ciydajeBa. Hamme, ako Baxku (3.187), Taja curypHo mocroje
jomm 1Ba ejleMeHTa U3 @, TAKBU J1a je

(VACI[Q:, Q) [VAC) = if, (VAC|Qi[VAC) # 0. (3.192)

lopmu ycjioB yBoaM OorpaHnder-e Ha JAUHAMEUKY lojacroHoBux 0030Ha umHehn crama Koja
rexepuity (; u (); MehycodHO KOHjyroBaHIM & He HE3aBUCHUM CTeIleHHMa c10001e [Bumeru
Nambu, Y. (2004); Watanabe, H., Murayama, H. (2014, 2012); Brauner, T. (2010)].

3.6.3 ToaacroHoBa Teopema

Y onmroj dopmysnanuju, [osacronoBa Teopema 3a KBaHTHE CHUCTEMe TBPAU Ja Y CIIyUajy
CIIOHTAHOI' HapyIllelha KOHTHHYaJHE TJIODAJHEe CHMeTpHUje IOCTOju dapem jegho crarbe (Tj.
YecTHId) 4Yuja eHepruja 3a/10Bosbasa ycioB w(k = 0) = 0 [Brauner, T. (2010)]. Kao mro
je Beh mamomenyto y Ogmesbky 1.3.4, mperu3Ho Opojarme OBHX YECTHUIA 3aXTeBa J0JATHA
pa3MaTpama 0 IPUpOAX OCHOBHOI crama |Bumern Watanabe, H., Murayama, H. (2014)].
Takobe, orpannunhemMo ce Ha yHyTpaIllibe CUMETPH]E.

3a jokas losicronoBe Teopeme hiemo kpenyTu o jeHadnne Kourunyurera (1.155), oaHO-
cuo (1.157), koja je moceauna reopeme Evu Herep. Tperupajyhin rycrune crpyja y KBaHTHO]
Teopuju J| Kao OIepaTope, MOXKEMO IIHCATH

[or@n.e0] =4 [ [Reo.s0]+ [ dafues.eo

T

= Slew.eo]+ [as [a@n.e0] <o

| IS

(3.193)

Nwmajyhu y sugy na je Jy = —0L/O(V$?)FL, rae je ¢ = e F2, kao u ja Bapujaruja mosba
Ha DECKOHAYHO yJIa/beHOj MOBPINMHNA uirde3asa, ocraje d/dt[Qx(t), *(0)] = 0, oxroCHO

d

ek <VAC‘%[Qk(t>,¢a(0)} ‘VAC> == =0 (3.194)

Heka |n) o3Ha4yaBa jeqHOvYeCTHYIHA CTarba KOja Cy CBOJCTBEHA CTarba OlepaTopa KBaJIPUBEK-
Topa uMmiryica nosba [Nair, V.P. (2005)]

Pln) = py|n), Hn) = E(py)n) = Eyln), (3.195)



156 3. KAHOHCKO KBAHTOBAIHE KJIACUYHUX CUCTEMA

MOMONY KOjUX MOKEMO KOHCTPYHUCATHU JeJUHUIHHU ONEPATOP YUjUM Ce yMETamheM jeTHATIMHA
(3.189) moxke TpancdopMucaT Kao

XZEk/Z [(VAC!J;?(%t)\n><n!¢“(0)!VAC> — (VAC|¢"(0)[n)(n] Ji(, )| VAC) |.  (3.196)

Haspe, kopucrelin oneparop npocropro-spemencke tpancianuje [Weinberg, S. (2008)]
J)(x,t) = exp[—iP - x + iHt]J)(0) exp[iP - & — iH1] (3.197)

3ajesto ca (3.196) 1 MHTErpaHOM pellpe3eHTAIjoM Jera ByHKIje, 101a31MO J10
x = € (2m)%(pn)
x [(VAC|J,8(O)]n><n|¢“(0)|VAC)e*iE”t — (VAC|$%(0)|n) <nyJ,3(0)|VAc>eiEnt} .(3.198)
Ha ocuoBy (3.194) u (3.198) caza cieau
0 = iy (21)*6(p.) E(p)
X [<VAC|J,3(0)|n><n|¢a(0)|VAc>e—iEnt + (VAC|¢“(0)|n><n|J,S(0)|VAC>eiE"1 .(3.199)

[IperniocraBka 0 crioHTAaHO HApyIeHO] cuMmerpuju je npeMma (3.189) ekBuBasienTHa ca x # 0,

a n3 (3.198) ce Buam ma je To moryhe camo axko mocroju dap jegHo cramse |n) = |G) Koje
3a/10BO/baBa
(VACI|.J?(0)|GY{(G|¢“(0)|[VAC) # 0. (3.200)

Axo Baxu (3.200), rama u3 (3.199) cieau yciioB KOju MOpajy HUCIYE-aBaTU €HEPIUje jeHO-
JecTUIHUX crama |G)

(pc)E(pc) =0, (3.201)

wm FE(pg = 0) = 0. Jakne, enepruja crama |G), koje npema (3.200) mopa mocrojaTu
aKO je JIONLJIO JI0 CIIOHTAHOT HapyllaBamba cuMmerpuje, Hectaje upu |p| — 0. Ha taj nauwnn
je nmokas losncronoBe Teopeme kKomiuterupan. IIpumerunhemo mga cMmo 3a JI0Ka3 KOPUCTHIN
caMO OIIIITe IOCTaBKe O IOCTOjarmy HapyIIeHe CUMETPHje U BeJIMYNHA KOje ce HeTPUBU)AJTHO
TpancOpPMUIIy y OJHOCY Ha JiejcTBO rpyre (. 300r Tora MOXKEMO OYEeKUBATH Jla TEOpeMa
Oy/ie 071 KOPUCTHU Y PATUIUTUM CUTYAIHjAMA.

U3 (3.200) Bumumo ja crama |G) Kpenpajy D030HCKE orieparopu ¢*(z), Kao U OlepaTopu
JY(z). Byayhu na ce u ¢ u J° Tpusnjanmo TpanchopMuIIy y oHOCY Ha poTalyje (MHIEKCH a 1
k ce oiHOCE HA YHYTpAIIIEHE CTElleHe CJI0D0E U HEMajy Be3e ca IPOCTOPHUM KOOP/IMHATaAMa, U3
RP: sunern, perumo |[Kampfer, F., Moser, M., Wiese, U.J. (2005)] 3a npumep Xajzendep-
roBor anTudepoMartera), 3aKJbydyjeMo Ja je crame |G), Koje ce jaB/ba IPUINKOM CIIOHTAHOT
HapYIIeha KOHTHHYAJIHE TJI0DaIHe CUMETPHje Y YHYTPaIlbheM IpocTopy, ckaiap [Nair, V.P.
(2005); Watanabe, H., Murayama, H. (2014); Weinberg, S. (2010); Burgess, C.P. (2020)].
[Tomro ckanmapua crama Hoce ciuH S = 0, BujuMo ja crame |G) onroBapa HO30HCKO] eK-
cumranuju. To je 13B. T'onmcronos 6o3on. Vcnocrasma ce ma je y Jlopenn-unBapujanTHM
TeopujaMa Opoj losacToHOBUX DO30HA jegHAK ca OpojeM KJIaCUIHUX [OJIICTOHOBHUX II0Jba U
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msHocn dim(G/H) [Bunern Ogepak 1.3.4], 10K je y HepeslaTHBHCTUYKUM MOJIEJMMA, 300T
ycaosa (3.187) Taj dpoj mamu. Y ommrreM ciydajy, LosacronoBu 6030HU ce MOry Kiacudu-
KOBaTH y JiBe TpyIre: 06030HU Tuna A u 6030Hu Tuna B. Ako y cucremy jgos1a3u 10 CIOHTaAHOT
HapyIIema cuMmerpuje o oopasiy G — H, dpojesu losacronoBux 6o3ona Tuma A (na) u B
(ng) cy martu ca

ny = dim(G/H) — rankp,

1
ng = §rankp (3.202)

IpH 4eMy je MaTpuia p jgeduHncana moMohy KOMIOHEHTH Kao'

pep = TH{VACIQe, Qo] [VAC) (3.203)

a uryekcuma C, D cy o3HadeHn reHeparopu Koju npunajajy npocropy g/h [Bugern Opemax
1.3.4], mrro 3nauu ma oneparopu Qc u Qp 3am0BosbaBajy ycios (3.184). Ykyman 6poj Tom-
CTOHOBUX To/ba je yBeK jeaHak ca dim(G/H). dpyrum pednma, 3a MOTIYHH OIUC JUHAMIKE
TlosacronoBux H030HA y HEPEJATUBUCTUIKNAM CUCTEMUMA HHUje JIOBOJbAH 00pa3all HapyIIeHha
cumerpuje G — H Beh cy norpedre nonarue nrbopmanuje o ocHoBHoM cramy |VAC). Tom-
cTOHOBU D0O30HM TUIa A 00MYHO MMajy JuHeapHy a losacronoBn 6030HM THNa B KBajapaTHy
mucnepaujy. Mehyrum, moryhu cy usysenu [Buumern Watanabe, H., Murayama, H. (2014,
2012)].

Yumwenuna ga je J2(0)|VAC) « |G) mam maje camkosut omuc Losacronosux do3zona. Ha-
ume, u3 (3.178) u (3.179) Bummumo na omeparopu (Qy TeHepHILy ryodasHe TpaHcdopMaluje
KOje Cy CHMeTpHje XaMUJITOHHjaHa, aJu U MPeBojie MOr'yha OCHOBHA CTama jEJIHO y JAPYTO
[Buzern (3.184)]. Takobe, 36or tora mro je Q, = [ J(z), Bumumo ma Tommeronos Goson
ofiroBapa CTamy KoOje Hacraje Kao JokajgHa Tpancdopmanmja Bakyyma |VAC) [Yoopemuru
ca (1.225) u3 kmacuune teopuje|. Kako ce enepruja [osmcronoBux Do30HA cMambyje, OBIM
ekcripranyjama ojrosapa cse eha u Beha tanmacua ayxuna. Konauwno, y smmecy |k| — 0,
JIoKaJiHa TpancdopMmalmja Koja nnaykyje [osacronoBe H030He MPAKTUYIHO MTOCTaje TJI00ATHA
tpanchopmarmja u crama Jp(0)[VAC) mocrajy jenanm on sakyyma |[Burgess, C.P. (2020)].
[Tomrro Mory mmaTu mpou3BOJHFHO MaJty eHeprujy, l'osjictonoBu O030HN UTpajy JTOMUHAHTHY
YJIOTY Y OIKMCY BEJIMKOT OpOja CHCTeMa Kao IITO Cy MarHeTH, CyHMePIPOBOIHUIINA WJIN HUCKOe-
HEepreTCKu CEKTOP KBaHTHE XPOMOJIWNHaMUKE. Kao IIoJIa3Ha Ta4dKa, Y KOHCTPpYUCalkhby KBaHTHE
Teopuje loscTonoBuxX 0030HA, y3UMa Ce KJIACUIHA TeOphja 3aCHOBaHA Ha ePEKTHUBHOM Jia-
rpamkKujany y KojeM Cy CTelleHH ¢ji0doje Kiacudna ['osicronosa nosba. Hakon kBanToBama
[karonckuM mocrynkoM mim PajumanoBuM mpuiaazoMm|, jgoduja ce kBaHTHa Teopuja [os-
CTOHOBHX TI0Jba y KOjoj je ocHOBHO crame |0) Bakyym losmcronoBux dozona. Ilopen Tora
mTo ce modyhyjy ca MaJiuM eHeprujama, UCIIOCTaB/ba ce ja LoyacTonoBu do30HM €1adbo WH-
reparyjy mehycobno [Weinberg, S. (2010); Brauner, T., Jakobsen, M.F. (2018)] Tako na
ce 3a padyHarbe TePMOJIMHAMHYKUX BEJIUYUNHA MOYKE KOPUCTHUTHU TOTOHO Pa3BUjeHa TEOpPH-
ja meprypdarmja [Watanabe, H., Murayama, H. (2014); Brauner, T. (2010); Burgess, C.P.
(2020); Weinberg, S. (2010); Hofmann, C.P. (2011, 1999)].

13Y cayuajy Momena medpHHICAHIX HA PEIMIETKH, MATPHYHHI CJIEMEHTH CE OOpPAdyHABAjy IO OPOjy UBOPOBA
YMECTO TI0 jeJIMHUITN 3aIlpEMUHE; BUJIETH OJe/bakK 3.7.2.
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3.6.4 T'eneparopmu TpaHcdopMalja 1 JIHHeApHAa CyHepIio3ullija

3a Kpaj AUCKycHje O CIIOHTAHOM HapyIlelkhy CAMETpHje Y KBAHTHUM TeOpHjaMa CMO OCTaBUJIN
HEKe TIOTEHIjaJIHO OCET/bUBE JIeTajbe U3 MPETXO/IHA TPH OJesbKa.

[Morsenajmo, 3a noverak, cramba Qx| VAC). Ako npermnocTaBuMo J1a je BAKYyMCKO CTabe
[VAC) TpaHc/iaTopHO MHBapUjaHTHO, OHJjia TO Mopa dutn u crame Qi|VAC). Tana je (paau
[PErJIeIHOCTH, Y HACTABKY NleMO M3IlyCTUTH UHJEKC k Koju mpedpojaBa ejeMenTe ajredpe ¢)

J(x,t)Q(t)|VAC) = e P2 J(0,1)e P *Q(t)|[VAC) = e F=J(0,1)Q(t)[VAC)  (3.204)
IIa HaJIa3UMO

(VAC|QQIVAC) — / (VAC|J (m, )Q(£)[VAC) = / (VAC|J(0,)Q()[VAC).  (3.205)
X €T

Kako nopuaTerpanna dynkimja u3 (3.205) e 3aBucu oj| &, ropwmu unTerpan Hehe quBepru-
paru camo y caydajy Q(t)|VAC) = 0. dpyrum peunma, crame Q(t)|VAC) nema nedunucany
HopMmy. Bynyhu na ce ycmos Q(t)|VAC) = 0 xocu ca HaIlleM MIPETIIOCTABKOM O IIOCTOjarby
CIIOHTAHO HapYyIIeHe CUMeTPHje, 3aKJ/bydyjeMo Ja CBAKHU IIyT KaJl ce jaBJba CIIOHTAHO HapyIIe-
e CuMeTpHje, oreparopu () HUCY ;100po jeduHUCaHN. Je1aH o HATMHA JIa Ce 0Baj MPOoOJIeM
3ao0ubhe jecre ja ce ymecTo Iiejie 00JIaCTH IIpocTopa V' mocMmaTpa caMo jeJaH Heros Jieo ().
leneparopu Tpancdopmanmje ce Tajia Mory jedunucatu Ha TOj odyactu, Qg = fQ JO(z),
qnMe ce auBeprennuja ryou. Ha kpajy mpopatyHna je Taja moTpedHO y3eTu IpaHuvHy BPE]I-
voct 2 — V. Ha cpehy, nmpodiemu oBe BpcTe ce y mpakcu perko cpehy jep ce omeparopu ()
OOMYHO HaJla3e yHyTap HEKOI' KOMyTaTopa. ¥ KOJIUKO Ce IMpe padyHama WHTerpaja 1Mo Ipo-
CTOPHUM KOOp/JMHATaMa M3PadyHa]y CBU KOMYTATOPH y KOjUMa Ce II0jaBJbyjy TeHepaTopu
rpancdopmaryje, guseprennuje ce velie japuru [Brauner, T. (2010)].

Camaan koMmeHTap ce ofgHocn u Ha omeparop U = expliQe]. Ilaxspusuja ananmsa 1mo-
Ka3yje Ja y TepMOJIMHAMUYIKOM JIUMeCy, 3a cBe reneparope Jlujere anredpe g, Baxku ycjioB
(VAC| exp[iQ€]|VAC) = 0, Tako na cy BaKyyMcKa cTamba (hOPMAJIHO MOBE3aHa JI€jCTBOM OIle-
paropa U mehycobro oproronasina. Buso koje KiacudHo crarme (KJIaCUIHI BaAKyyM) ce MOXKe
KOPUCTHUTH JIa Ce HaJI ’bUM KOHCTPYHUIlle XUJI0epPTOB MPOoCcTOp KBaunTHe Teopuje. CBu oBu Xuii-
depToBu TIpocTOpU Cy MelycOOHO eKBUBAJHEHTH M M3DOp HEKOT OJ WX HE yTUYe Ha OIUC
dusnukor cucrema [Brauner, T. (2010); Nair, V.P. (2005)].

Cnenehu Outan jera/b ce THUMAO IOCTOjarba JIMHEAPHE CYIEpIIO3ullije MOrynux Baky-
YMCKHX CTama y KBAHTHO] TEOPHjU. YKOJIUKO OM Ce OCHOBHO CTame 3aMCTa JaBUJIO Y OBOj
dopmu, OHO O JETMJIO CUMETPHUjy XaMUJITOHUjaHa W CIOHTAHOI HapyIllemha CUMEeTPHje He
ou dmsto. Mcriocrassba ce j1a IpOU3BOJ/LHO MaJia MepTypdaluja IpeBou CUCTEM U3 JIMHEapHe
CyIIepIO3nIlije Y je/laH O BaKyyMa KOju HUje MHBapHjaHTaH y OJHOCY Ha JejcTBO rpyie G.
Bynyhu na dusunyaku cucremu HuCy mjaealiHu, YBEeK je Moryhe ojadpaTu IepTypoalujy Koja
eJIMMUHUINE JInHeapHy cyneprosumjy'?. Kama ce cucrem nHabie y jeasom o/ eKBUBAJICHTHHX
BaKyyMa, BepoBaTHOha 1a mpebhe y crarme JuHeapHe CyNepIIO3UIlfje je MPOIOPINOHATHA Ca
exp[—CV], rue je C' nosuruBHa KoHCTaHTa a V 3anpeMuna cucreMa. 11omTo oBa BepoBaT-
HOha WITYe3aBa y TEPMOIMHAMUYKOM JIMMECY, KBAHTHA Teopuja u3rpaheHa HaJi OMJIO KOjeMm
Ol eKBUBAJICHTHUAX BaKyyMa je 100po Jedunncana [3a merame sugern Weinberg, S. (2010);
Anderson, P.W. (1984)].

140paj mocTymak je oumrienHa TeHepaIH3aIija oJadupa jeJHOr o7 aBa Moryha OCHOBHA cTama V3mHroBOr
MOJIeJIa TTOMONY CIIOJballliber MarHeTHOT moJba; BugeTtn Onempax 2.2.1.
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3.7 KsanTtHm Xaj3eHOeproB MojeJI

Y oBOM 0/1e/bKy heMmo BujieTH HeKe IpuMeHe (popMau3Ma TeopHje 1MoJ/ba Ha Xaj3eHOeproB Mo-
nest. To je edpbeKTUBHE MOJIE/T KOjU Ce KOPUCTH 3a OIMC MOHAIIAa CUCTEMa JIOKAJTU30BAHIX
CIIMHOBA, OJHOCHO 3a OIMC MarHEeTHUX HU30J/IaTopa. ¥ 3aBUCHOCTU OJ] BPEIHOCTU WHTErDaA-
Jla m3MeHe J U TeOMeTpHje pelreTKe, Xaj3eHOeproB MOJIeJ MOXKEe Jia OIUIINEe BEJUKH OpOj
Bpcra MarHeTHor ypebema u Tunosa ekcumrarmja [Wen, X. G. (2007); Fradkin, E. (2013);
Tsvelik, A.M. (2003); Auerbach, A. (2012); Nolting, W., Ramakanth, A. (2009)|. ¥ nacras-
Ky hemo ce CKOHIIEHTpUCATH Ha JiBeé OCHOBHE BPCTe JyrogomerHor ypehema (dbepoMarHeTHo
u antudepoMarseTro) y ciaydajy O(3) (Tj. M30TPOIHOr) MOjea ca WHTEPAKINjoM u3Mely
HajOIMKUX CYCe/Ia.

3.7.1 O(3) cumerpuja XajseHOeproBor xaMuJITOHIjaHA

MN3zorponan Xaj3eHOEpProB Mojiesl je NUPEeKTHa IeHepasn3alija KJIaCHYHOr Mojesna n3 llpu-
Mepa 1.16. ledpunucan je momohy xamumironujana Ha [) JIMMEH3MOHO] PEIIETKH

H=-J) Su-Soix (3.206)

x,A

e je S, omeparop crnmHa S Ha YBOPY &, JOK A O3HaAYaBa BEKTOP KOJjH CIiaja IBOP &
ca meropuM HajomkuM cycenuma |Bugern ITpumep 2.1]. Beanuuna J onmcyje KyIoBarbe
u3mel)y cycemHux cnimHOBa U Ha3uBa ce uurerpasoMm usmene [Bugeru Co. 3.1]. Kaga je J > 0,
xamuirorrjad (3.206) dbopcupa mapasesiHy OpUjeHTalnjy CyCeJHUX CIIMHOBA IITO BOIM HA
JnyrogoMeHTHO ypeheme depomarunernor tuma. 3a J < 0, cycegnan cnmHOBU he TEKUTH 1A
ce OpHjeHTHINY aHTHIApasesHo u XamuaroHujan (3.206) raga omwucyje anTudeEpOMarHer.
CrmHCcKY orlepaTopu 3a/10BoJbaBajy KomyTarmone pejaanuje [Altland, A., Simons, B. (2010)]

o, By =1,2,3 (3.207)

152,50] =A@ - y)eas 3,
a bazuc Xunbeprosor npoctop H koju omrosapa xammirronujany (3.206) je uspazken momohy
TEH30PCKUX MPOU3BOJIA DA3UCHUX eJleMeHATa XUJIOePTOBUX IPOCTOPA CIHMHCKUX OIEepaTopa
ca T0jeIMHAYHUX YBOPOBa

{(X) S, m>m} , (3.208)

T

rae cy |S,m), cBojerBenn BekTopu o Sz u S3 [[ud, JI. (1968); Weinberg, S. (2012)]
S21S,m)y = A(x — y)S(S +1)|S,m)4, S21S,m)y, = Az — y)m|S,m)z.  (3.209)

V kontekcry Xaj3eHOeproBor Mojena ce Kazke Jia olepaTopu S, 4mje CBOjCTBeHe BEKTODE
KOPHUCTHUMO 33 OIHUC CTarba CUCTeMa, JIe(PUHUITY OCYy KBaHTH3aInje. AKO IPeTIoCTaBUMO /1A
Cy Ha CBaKOM YBOPY peIleTKe JOKAJU30BAHU CIUHCKH OIEpaTOPU MCTOT KBaHTHOI Opoja S,
crama Xaj3endeprosor mojesna MelycodHO pasiuKyjemMo 1o BpeaHocTuMma OpojeBa m. Ko-
MmyTamuone pejamuje (3.207), Kao u cTpyKTypa XujIdepToBOI MPOCTOpa, YnHe Xaj3eHOepros
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Cauka 3.1: Illemarcku npuka3 Xaj3eHOEProBOr MoO/jie/a Ha jeTHOINMEH3MOHO] PEIIeTKH 3a
S = 1/2. Unycrpanuja je npeysera u3 [Radosevié, S.M. (2015)].

MOJIEJT JIOCTa KOMILTMKOBAHUM U €r3aKTHA Pellerba Cy, 3a CaJl, IO3HATa caMo y CJIydajy jes-
HommMmensunonux perrerku |[Fradkin, E. (2013)]. Ocum mro cy npuapy»enn oarosapajyhem
YBOPY &, CIIHCKHI OIepaTopu S, HU Ha KOjU JPYTH HAYIH He 3aBICE 07 KOOpaumHaTa n3 R,
Jpyrum pednmMa, cMaTpaMo & CIMHCKH OIEPATOPH OINCYjy yHYTPAllihe CTEIeHe CJI0D0Ie
[Leutwyler, H. (1994); Kampfer, F., Moser, M., Wiese, U.J. (2005)]. 3a cuenujanan ciy-
4aj M30TPOITHOT MOJIeJIa KOju OBJie padMarpamo, xamuironujan (3.206) je maBapujaHTaH y
omurocy Ha O(3) Tpancdopmarmje y yHyTpalimbeM TpocTopy. Kako SucMo 0BO €KCIUIAIITHO
oKa3aJn, AeUHUIIIMO OIIEPATOP YKYIIHOT CIIMHA,

S=> 5. (3.210)

Kowmmnonente oneparopa S 3a/10Bo/baBajy KOMYTAINIOHE peJialuje
[Sa, SB] = ieap, S (3.211)

oJlaKJIe BUJIUMO Jla OHM pelpe3eHTyjy rereparope ajredpe o(3) y npocropy H. Taxobe, mu-
PEKTHO ce yBepaBaMmo Jia S KOMyTHpPa Ca XaMUJITOHU]AHOM

[S,HL — 0, (3.212)

mTo 3uaun ja Tpu Beqmuune {S1, 5% 53} npencrasbajy remeparope Q y ciydajy Xajzen-
Geprosor Mogzena. Y omHOcy Ha porammje oapeherne BekTopoM!® @, Koje TeHepuIle yKyIIHH
crimH (3.210), IpoU3BOJBHE OIIEPATOD HA YBOPY & ce TpaHcdopmuiie npeMa [Bumern 3.179)

85— PS5ie S — g1 [i0-8,85] +0(6?)
= 5% 4i0%.5,51 + O(6?) (3.213)

a oBa TpancdopMalja He Mema xamuaronujan (3.206). Saucra, samenom (3.213) ymecro S
y Xaj3eHdbepros XaMUJITOHUjaH, JOOUjaMO, 0 WIAHOBA JIMTHEAPHUX 110 6

H = H+10"Y (asy 3800+ €asr 05000 ) = H (3.214)

x,A\

1Qca porammje je ompehena npasnem u cmepom BexTopa @ a yrao potamnuje je |6)].
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rJie CMO MIPBO 3aMEHWIN WHieKce 3 = 7y, 3aTUM UCKOPUCTUJIN UHH-EHUILY Ja CIHUHCKH OIle-
paTopu ca paz/IMINuTUX YBOPOBA KOMYTHUPA]y y3 ocoduny antucumerpuje Jlesu-Husura cum-
bosa. akse, uzorporau Xajzeudepros xamuironujad (3.206) je nHBapujaHTaH y OJHOCY Ha
G = O(3) rpymy riobaiHux TpanchOpMaIija Ipu 9eMy TPH KOMIIOHEHTE OllepaTopa, YKYITHOT
crimHa (3.210) npejicraBibajy 0UyBaHe BeJUUUHE U TeHepHILy oJroBapajyhe rpancdopmarnuje.

ITpumernhemo ma cy anredpe rpyma O(3) u SO(3) ucroBerHe, Tako Jia ce y OKOJMHU
jeIMHUYIHOT eJIeMEeHTa OBe JiBe IpyIie He pa3iuky]jy. Unak, rpyma O(3) ykibyuyje u uasepauje,
Sy — —Sz, Ve, xoje Takohe He Memajy xamwmironujas (3.206). 36or Topa roBOpHUMO O
O(3) cumerpuju Xajzendbeprosor mozena. MehyTum, y HacraBky hemo JUCKyTOBATH CIIOHTAHO
Hapyleme cuMeTpuje Xaj3eHoeprosor mojena u oarosapajyhe Lomacronose 6o3one. oo
TlonicronoBu 6030HN OIMKCYjy MaJia OJICTyIIamba OJ1 PABHOTEXKHOI' CTalba, 3a KacHUje IIpUMeHe
HaMm pasimke u3Mmehy O(3) u SO(3) 3anpaBo Hucy ourHe.

IIpumep 3.5. Yecro je noromuo ma ce ymecro S u S2 omepartopa yBejy HEEPMUTCKH OITe-

partopu Si

SE =8 +i52, Sl = M, S2 = M (3.215)

2 2i

KOJH 33/10BO/baBajy KOMYTAIMOHE PeIallije

[S5.5,] =2S:A(x —y), [S5.50] =FA(x—y)S, (3.216)
u 4nje je (HeTpuBHjaJIHO) JejcTBO Ha ejeMenTe basuca H momohy

SEIS,mYy, = A(x —y)/S(S+1) —m(m+1)|S,m+1),, (3.217)
y3

SFS,S)y =S, 1S, —S), = 0. (3.218)
Uspazken nmomohy HOBUX omepaTopa, xamuiaronujas (3.206) riacu

<H::—J§:{%(S;S;A—FS;$;A>+EQSQM], (3.219)

@\

YV 0BaKO 3aIMCAaHOM XaMHUJITOHHjaHy (GUTYpHITY omepaTopu Si dumje je 1ejCTBO Ha eeMeHTe
XunbepToBor nmpocTopa jeHOCTaBHUje Hero JejcTBo omeparopa S. u S2 anu My je MaHa ja
O(3) cumerpuja Buie HUje OYUIIIEIHA. |

IIpumep 3.6. Ilopes jepHocTaBHEjer jejcTBa Ha crama |S,m), jom jemna npemnoct S+
OIlepaTopa je Ta MITO ce MOTy M3pas3uTu noMohy 5030HCKUX (U (DEPMUOHCKUX) ONEPAToOpa,
[Nolting, W., Ramakanth, A. (2009); Auerbach, A. (2012); Tsvelik, A.M. (2003); Utkarsh B.,
Suresh, A., Nikoli¢, B.K. (2021)], y ckiaxy ca ommrum tBphembem n3 Ozxepka 3.4. Ha npu-
Mep, MaTpUYHU ejleMeHTH onepaTopa S+, 5% uamely crama |S,m), a Koju cy pazmuauT o
HyJIe, JaTh cy ca (He MUIIEeMO WHIEKC YBOpa PEeIIeTKe PaJiU [IPErjieHOCTH )

(S;m —1|S7|S,m) = /S(S+1)—(m-—1),

(S,m +1|S*[S,m) = /S(S+1)~ (m+1),
(S,m|S%S,m) = m.
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AKo yBesieM0O KBaHTHHU Opoj n. = S — m, KOju MepH OJICTYIakhe 0] MAKCHMAJIHE BPEIHOCTH S,
ropibe MaTpUIHE eJIeMeHTe MOXKEMO 3aIliCcaTh Kao

(S,m—1|S7|S,m) = V25Vn+1 1—%,

n—1

(S,m|S%S,m) = S —n,

Ipy YeMy MOXKeMO U3BPHINTH uieHTudbuKamjy |S,S) — [n =0), |S,5 —1) — |n = 1) urx.
cBe 710 |S, —S) — |n = 25), cmarpajyhu ga cy |n) do3oHcka crama. Caza je Jako BUAETH 118
oreparopu

- T - T -
ST = VQSCLT\Il—C;—av ST =+28 1—2—;a, 5% =S —ala, (3.221)

re cy a u a' GO30HCKHU OIepaTopH, NMajy TparkeHe MaTPUUHE eJIeMeHTe, HABeIeHe y (3.220),
u3mely 6030HCKUX cTama

(n+187n) = V2Svn+1 1—%:<S,m—1|5_|5,m>,

n—1

(n—1|8%n) = V2Syny/1 - 55
(n|S*|n) = S —n= (S m|S%S,m).

Takobhe, BuauMoO a8 omepaTopu S'i, 3ajeTHO ca §3, 3a/I0BOJbaBajy KOMYTAITMOHE DPeJIaIlije
anaJsiorte ca (3.216)

= (S,m +1|S"|S,m),

[St S—} — 238, [S‘i, 5*3] — 5 (3.222)
Omneparopu nedunucanu y (3.221) caunmasajy Xoumraju-Ilpumakos (HP) penpesenraiujy
CIIMHCKHX OIIepaTOpa U OHA C€ YeCTO KOPUCTH 3a TPeTMaH Xaj3eHOeproBor Moje/ a. 3aMEeHOM
omeparopa (3.221) y (3.219) nobujamo Xaj3endbepros XaMUITOHUjaH U3paxkeH momoly Oo-
30HCKHX orepaTopa. TakaB XaMUJITOHUjaH ce Hajdelihe TpeTupa IMepTypOaTUBHO: pPa3BojeM
KopeHe byHKIHje y pej 1mo crernennma 1/S, mobujaMo diaHOBE KOjU ONUCYjy MHTEPAKIIU]Y
u3mel)y Sozonckux wectuna [Bumeru, peruvo Zhitomirsky, M.E., Chernyshev, A.L. (2013)
U TaMO HaBeJleHe pedepeHIie].

Ucnocrasmpa ce ja je Xommraju-Ilpumakos perpesenranyja crernujajian ciydaj jaeduHu-
mja |Garbaczewski, P. (1978)]

11—z T
S5- =284 <1 — @> , St =128 (1 — @> a, S* =S8 —a'a, (3.223)
25 25
rie je 0 < x < 1. Oneparopu (3.223) caunmaBajy OO30HCKY PEIPE3EHTAIN]y CIIUHCKUAX OIle-
paropa y CMECIY Jia 3aJI0BO/baBajy KomyTarmone pesaruje (3.216). Pempesenranuja koja
ce noduja 3a x = 0 je mosHara Kao penpesenranuja lajcon-Masmejea (DM), mok ce HP
perpesenTaija qoduja 3a x = 1/2. Y ciaydajy penpesentanuje DM cy cnmHCKE omepaTo-
pU M3parkeHu MOMONY KOHAYHOI Opoja OO30HCKUX OIepaTopa, aju ce JUPEKTHOM 3aMEHOM
noduja xamuiaronnjan Koju auje epmurcku. Mnak, DM pemnpesenraruja ce 1ecTo KOpuUCTH y
nepTypOATHBHUM padyHHMa Builer peja [Syromyatnikov, A.V. (2010)]. [ |
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IIpumep 3.7. Ilonazehn on KomyTarnmonnx pesamuja 3a cnuHcke oreparope (3.210) u BCH
dopmye [Bugeru Pagomesuli, C., Mauu, I1. (2020)], moryhie je modutn u exciuinnuran uspas
3a KOHAYHY pOTaIlNjy COMHCKHUX oneparopa. Heka je a # [ u Heka je ¢ € [0,27]. Tana je
(MH/IEKC YBOpA HE MUIIEMO PaJi TPErJIeHOCTH )

—ipSP qa ipSP _ oo = (_lgo)n B8 B B Qo
o ie5? gagies” _ g +Z% - [s[s[ss]_]_}_ (3.224)
" n ;)Tlta

[Tomrro je

[S7,5% = iegasS7, (3.225)
ouhe u

[SB [55, Sa} } = i€gay [S7, 9] =1*€sar€suS"  (Be3 cyme o B). (3.226)
Kako je, mo mpernocrasiiu, « # 3, HAJIA3UMO

[sﬁ [sﬂ, sa} } — s°. (3.227)
Casa je 1ako BuUzIeTH ja je

B B B o . iE[ga’yS’Y, n:2k—i—1
o] ] =g s
n ;Tlta

Kopucrehu (3.228), nodujamo pesarujy

e 97 GaeieS” — g0 e 5 ST, a# (3.229)
kojy hemo kpouctutu y Omenbky 3.7.3. |

Ipumep 3.8. ¥ mocebHo BaxkHOM caydajy S = 1/2 je moryhie jako nahu Besy usmehy S° u
S* oneparopa. Ako ocMaTpaMmo JiejcTBo Ha cTamba |S,m), oneparop S? je eKBUBaJeHTaH ca
S(S+1). Pactiucyjyhn ckanapuu npoussos nomolhy komnonentu St S? u S? u nzpakasamem
S u S? nomohy S* npewma (3.215), modujamo

(5%)° + %(S*S‘ +875t) =52+5. (3.230)
MebhyTum, 3a S = 1/2 je (5?)? = S?, Tako na ce noduja

StS™ 4+ 8785t =25 (3.231)
Oueparop STS~ ce moxe esmmuHECcaTH oMoy KomyTaTopa u3 (3.222) Tako ja ce KOHAYHO

Joouja

1
§P=8-95"8t= o S-St (3.232)
Penamuja (3.232) ce gecro xopucru y aHasu3u Xaj3eHOoeproBor Mojiesa AepUHICAHOT 3a S =
1/2 [Manojlovié¢, M., Pavkov, M., Skrinjar, M., Panti¢, M., Kapor, D., Stojanovié¢, S.
(2003)]. [ |
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Ha ocuoBy Mepmun-Baruepose Teopeme |Bugern Omemak 2.5.1], odekyjemo ja jayro-
JloMeTHO ypebeme Koje ce TOCTUKEe CIOHTAHUM HapylemeMm cuMmerpuje wa 1° > 0 uuje
Moryhe 3a Mopese meduHHCAHE HA jeTHOIUMEH3UOHUM U JIBOJIMMEH3UOHUM perrerkamMa. ¥
cieneha jBa oJiesbka hemMo BHUJETH Jia JIyTOJOMETHO ypebherme y ciydajy jeJIHOINMEH3UO-
HOT (bepomarnera nocroju Ha 1 = 0, 10K y ciaydajy antudepomarsera mnocroju Ha 1T' = 0
camo ako je D > 2. OBaj 3ak/by4ak O IOCTOjarby JIyrojiloMeTHOT ypehema ce moxke mpo-
MEHUTH aKO C€ Yy XaMWJITOHHjaH YKJbyde UJIAHOBU KOjU EKCIUIUIUTHO Hapymasajy O(3)
cumerpujy. Ha mpumep, crosbaiime MarHeTHO IOJbe WM CIMHCKa aHum3orpornuja |Bume-
T, pertumo Radosevié, S., Pavkov — Hrvojevi¢, M., Panti¢, M., Rutonjski, M., Kapor, D.,
Skrinjar, M. (2009); RutOIlJSkl M., Radogevié, S., Skrinjar, M PaVkOV—HI‘VOJeVIC M.,
Kapor, D., Panti¢, M. (2007), kao u Kpaj cnegeher o7leJbKal.

3.7.2 XajzendbeproB pepomaruer
OcHoOBHO cTame

Xajzenbepros xamuarornjan (3.206) omucyje dpepomaruer axo je J > 0. Y Tom ciydajy je mo-
TOJIHO U3BPIIUTH cKajupamwe J — J/2, Kako du ce u3deryio ABOCTPYKO Opojarbe KyILIOBaAHUX
CIIMHOBA (CBU YBOPOBU Cy €KBUBAJIEHTHN )

J
H=-3 > 8. Sain. (3.233)

Uurerpan uzmene J > 0 dhopcupa napaJsesiHy OpujeHTalnjy CITHOBA U OCHOBHO crame |VAC)
KBaHTHOI' Xaj3eHOeprosor depoMartera je

IFM) = )5, S)a- (3.234)

Kako ducmo nokazanm ja je cramwe |[FM) 3ancra cBojcTBeHO crame xamuitoHujaHa (3.233),
uckopuctuhemo dopmy xamuitonujama ca ST omeparopuma [Bugeru (3.219)]. ITomro je
S8, S)e = 0, HANA3UMO

HIFM) = —Z ZS3S3M® 1S, S), ‘]NZI 7 IFM) (3.235)

riae je N Opoj uBoposa y pemerku a Z; 0poj Hajosmxkux cycema [Bumern ITpumep 2.1].
Haxute, enepruja ocaoBror crama O(3) depomarnera ca comHOM S U WHTEPAKIMjoM u3Mehy
HajO/IMKUX cycesa, odpadyHaTa 10 IYBOPY, U3HOCH

EQ 1 J52Z1
= e EMIH(EM) =~

Perumo, 3a Xajsenbepros depomarser ca S = 1/2 ma mpocroj KybHOj pemerku (e je
Zy = 6), umamo Ey/N = —3J/4.

Kao mrro cmo Beh npumeTmiv, pas3janduTa CTara KBAHTHOTI Xaj3eHOeproBOI MOJIesa ce
MelycodHo paziukyjy 1mo BpemHOCTHMAa KBaHTHUX OpojeBa m. Ha ocmoy (3.215) u (3.217)
BUIMMO J[a 332 KOMIIOHEHTE OIepaTopa YKYITHOT CIIUHA BaXKU

(3.236)

SHFM) £ 0, S%FM) # 0 (3.237)
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JIOK je
S?FM) = N'S|FM). (3.238)

To 3naun Ja oneparopu explipS?|, rue je ¢ peanan napamerap, He Memajy crambe |[FM) jep
He Memajy KBanTHe opojese m. Kako oneparopu explipS?] penpesenryjy rpymy U(1), g0k je
U(1) = SO(2) [Hall, B. (2015)], 3aksbydyjemo ma je odpasall HapyIiemba CUMETPHje Y CIydajy
kBanTHor Xajszendeprosor mozena gar ca O(3) — O(2). Takobe, na ocHoBy muckycuje n3
Opemara 3.6.1 u 3.6.2, Buaumo Ja 3a mapamerap ypehenoctn Moxkemo y3ern

M = (FM|S?|FM) = N'S. (3.239)

Baxkno je npumerntu ja je pesyarar (3.239) ersakran. Takobe, jacuo je ma (3.239) Baxku
Kako 3a TpoaumMensuone (D = 3), Tako u 3a Huckoaumensunone (D = 1,2) pemerke. To Huje
y cynporaoctu ca Mepmun-BaraepoBom teopemom jep je ocHoBHO crambe |FM) medununcano
na T = 0K. Bynyhu na cmo Tpu kommonenTe omeparopa S nIeHTH(UKOBAIN Ca TeHEePATOPH-
ma {Q;}, kpeanuja [oscroHoBux 5030HA, KOjU Ce y CJIydajy MAHETHUX CHCTEMa HA3UBAjY
MATHOHUMG, DITACKO je ToBe3aHa ca jejecrBoM omnepartopa S' u S? na crame |[FM). Ca apyre
cTpaHe, YnmbeHHIA Ja je crame [FM) cojerseno crame'® on S, ouekyjemo ja ce y crekTpy
dbepomarnera jase Losgcronosu 6o3omu tumna B. Kako je dim{O(3)] = 3 u dim[O(2)] = 1, upu
oBOM obpacity HapyIiema cumerpuje nocroje dim[O(3)] — dim[O(2)] = 2 ToxacroHoBa MOMBA.
Mebyrum, marpuna p uz (3.203) je gara ca

1 0 M 0o
L[ )= 8T a2
Jlako je mokasarm na je rankp = 2 ma, Ha ocuoBy (3.202), Bumumo ma je 6poj losacrono-
Bux 0030Ha Tuma B jeanak ng = 1, gok ce [osacronosu 5030HU Thna A He TOjaBIbY]y.

[Tomrro TosncronoBu 6030uM THa B y nmpuHIMIy KapaKTepUITy HEPEJATUBUCTUIKE CUCTEME,
odeKyjeMo Jia je mucriepsuja depomaruneTHux Maruona w(k) oc k2.

®epomaraeru marHonu kao l'oszmcroHoBu 6030HM Tuna B

[Tornyna kapakrepusanuja ejgementapuux ekcnuraruja y O(3) depomaruery mojpasymesa
Jla, TOpeJl IbUXOBOT THUIIA U OpOja PA3JIHINTUX YECTHUIIA, OJIPEIUMO U IHUXOBY JIUCIEP3UO-
HY peJIaliujy 3a IPOU3BOJbHE BPEJIHOCTU TajacHOr BeKTopa. llocToju BuIle HaumHa Jia ce TO
ypaju. Crangap/iHu MeTo 1 mojpasymena Kopuiiiheme HP perpesenrtariuje y HajHU2KO] alrpoK-
CHMAIIJU TaKO J1a ce 3aMeHoM y (3.233) moduja KBaJapaTHU XaMuiToHujaH |[Bumern, permo,
Nolting, W., Ramakanth, A. (2009); Auerbach, A. (2012)]. Mu hiemo oBae nparuru m3sobe-
e u3 [Radosevié, S.M., Panti¢ M.R., Pavkov — Hrvojevi¢, M.V., Kapor, D.V. (2013)] jep
OHO Haramasa anajioruje ca ciodogunm [pesunreposum nosbem |[Bugern Opemax 3.3.2).

[Mostazehin ox1 nedbunummje nuckperHor Janacujana u3 (2.43), XaMUJITOHUjAH U30TPOITHOT
Xajzendeprosor depomaruera (3.233) MOXKEMO IPENUcaTh Kao

C LJZAP S S, VS, - JS(S + 1) ZN

5 30 5 (3.241)

16y Onemky 3.6.4 cmo npumernm f1a onepatopu Q; u crama Q;|[VAC) mucy 106po nedunncann Kajia go/1a3u
JIO CIIOHTAHOT HAPYIIemha cuMeTpuje. ¥ caydajy depoMartera ce To OCJINKaBa KPO3 JIMBEPreHIin]y JECHE CTPaHe
jemnakocru (3.238) y TepMOIUHAMUYIKOM JILMECY.
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npu demy je Z; 0poj Hajbmmkux cycena, a |A| je pacrojame usmely Hajbmmkux cycena
Ha pemerku. Kopucrehn (3.20), Hama3uMo jeHAYMHY KpeTama 3a JIOKAJIU30BAHE CIIMHOBE
Xajzendeprosor epomaruera (BpeMEHCKU apryMeHT He MHIIEMO PAJiU IIPEerJieHOCTH )

: 2
10,8, = [smH} _ _LJZAF [(v2sm) X Sy — 8, x W28, . (3.242)
- 2 2D

Ogo je jemnaunna Jlannay-Jludmmna 3a omeparop Sy (t), perynmapuzoBaHa Ha MPOCTOPHO]
perrieTku. Y OIINTEM CJIydajy, jenHadnta (3.242) ce He MOXKe peluTH. JeJHa Ol CTBapu Koje
JIOHEKJIe KOMILIMKYjy aHaJm3y Xaj3eHOeproBor ¢epoMarteTa je JBOCTPYKA IPUPOIA jeTHa-
yune (3.242). OHa UCTOBPEMEHO MPEJICTaB/ba 3aKOH OJIpKarba YKYIHOT CMHa!l! 1 jeHaduny
kperama |Guralnik, G., Hagen, R., Kibble, T. (1968)]. 11 mopes Tora, 1ako ce HAJIA3K PEIIeHhe
JITHEapU30BaHe jeTHAYMHE.

ITox npernocTaBKOM JyrojioMeTHOr ypeherma, onepaTop S3 (1) MOrKeMO 3aMEHUTH CPeIHOM
speanomiy (3.239) obpauynarom 1o usopy pemerke, So(t) — M/N = S. 36or Mepmun-
BaruepoBe Teopeme, ouekyjemMo Jia alrpoKCHMAIlFje OBOT TUIIa Oy 1y KOpeKTHe camo 3a D > 3
ako je T > 0. Tpebda BomuTH padyHa Hda Cce alIPOKCHMUPAHmEM oleparopa S* ca CpeamboM
BpemHOMINY KOja He 3aBHUCH O] YBOPA PeIIeTKe Y KPajlheM Pe3yJITary ryoe cBu edeKTH KOju
Cy TIOCJIe/ NI MArHOH-MArHOH WHTEPakKIiija. 300r Tora ce J00ujajy pe3ysiTaTu KOju ce MOTY
NpUMEHNUTH caMo Ha jesnan jieo ypehene daze [Bugern Cir. 3.3 Huxkel.

JIuneapuszosana jennadnna (3.242) 3a oneparop S = S.+152 nmonpuma ok IIlpeunre-
pOBe je/lHaYNHE HA TPOCTOPHO] PEIeTKN

i0,5) = ———v2S}H (3.243)
2mysw
e cMo aedpuHUCATT
2D
= — 3.244
e YTV APNE (3:244)

Cuomuna jegHaqdusa ce joduja u 3a S, (t). McroBpemeno, komyramnuone penarmje (3.216) 3a
S* oneparope mocrajy

ST@) ST _ A
[m, \/ﬁ} =A(x —y). (3.245)

[Mopenehin (3.245) ca komyTanuonum pesnanujama 3a [IIpeuHrepoBo nosbe Ha pererku,

Vet )] = Aw-y) (3.216)

Koje ce s00mjajy Ha ocHoBy (3.175) m Bese m = iY*, npm uyemy vy O3HAUABA 3AINPEMUHY
eJleMeHTapHe hejrje, BUIUMO Ja je y 0BOj allpOKCUMAIjH Xaj3eHOeproB (hepoMarteT OmncaH
oozonckuM IIpeanarepoBuM O/bEM Ha PENIETKH

St (x,t) S™(x,t)
w(m7t) - W, W

"0OBo ce Moxe jeHOCTABHO TIOKA3aTH CyMHPAEM 110 CBUM YBOPOBHMa eleTke, y3 Kopumiheme gedunurmje
JuicKperHor samiacujana (2.43). Tako nodujena jeanadnna ce csoau Ha (3.212).

Yi(x,t) = (3.247)
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Jla ducmo komruternpasu ciuky HIpeauHrepoBor moJba, eKCIIMIUTHO iemo Halin oneparope
Y(x,7) u ' (x,T) 1 KOHCTPyHCATH JMjArOHATHN XaMUJITOHUjaH.
Jeanaunna (3.243) noceyje pererma y BULY PABHUX TAJIACA

Y(x,t) = / ay, k@it (3.248)
k IBZ

IpU 9eMy je

7.2

2mysw

JIOK WHTerpaluja fk gz BAe mo I bpuyenosoj 3omn oarosapajyhe pemerke, o3Haka k2 je
yBeqena y Ilpumepy 2.3 a vp(k) je reomerpujcku darrop gedbunucan y (2.51). Umajyhin y
BHTy anpokcumarmjy So &~ S u Bese (3.247), xamuaronujan (3.241) ce MoxkKe 3anmcaT Kao

WAL

Hysw = —5 Svo Y [wLV% + w%}

_JS(S+ 1) 2N
2 2D ‘

2

(3.250)

Konauno, kopurrhemem jepuHuUIMje JTUCKPETHOT JIAILIACAjaHA W KOMYTAIIMOHUX PeJIaliija
(3.247) HasA3UMO IMjArOHATHUA XaMUJITOHUjAH

1
Hisw = — v T w2, — B :V/ w(k)n(k) — Elsw, 3.251
LSW ST— ;lb (U LSW g (k)n(k) — Ergw ( )
e je Vn(k) = alay, a
IN 7,52
By = _INZS (3.252)

2

je panuje nodujena ersaxiina BpeaHocT eHepruje ocuoHor crama |[FM) [Bunern (3.236)].

VY ckaay ca cTaHZAPIHOM TeOpHjoM KBaHTHOT 1IpeuHrepoBor nmosba u3jioxkenoj y Omern-
Ky 3.3, BUmIMO na omepaTop ¢! (x) xpempa marson esepruje wisw(k) Ha usopy x. OBH
maraonu cy losicronoBu 6030HM THNa B KOju mpare CHOHTAHO HAPYIIEHE CUMETPHje IO
mevu O(3) — O(2) mpu yemy remeparop S° MMa OUeKMBAHY BPEIHOCT MO OCHOBHOM CTarby
pasymunty on Hyse. Ciaudno, aL Kpeupa jeJHOUYEeCTUYHO MArHOHCKO cTame |k) = CLL|O>,
rae je |0) Bakyym marmoma. Oueparopu ap ¥ af cy CraHIapiHu GO30HCKH OIEDATOPH,
lag,al]—- = (2m)Pé(k — q), a jennouecrmuna crama cy HOpMupana mpema |[Leutwyler, H.
(1994)] kao (p|q) = (27)P6(p — q). Bumemarnoncka crama ce Haja3e JUPEKTHOM TPHMEHOM
CTaHJIAP/IHUX MPOIE/Iypa 3a BUIEUYECTHYIHA CTarmba 0030HCKUX mosba |[Bumern Onemax 3.2.5).
Yupaso J00ujeHn pe3ysITaTi Cy IO3HATH I0J] HA3MBOM JIMHEAPHA TEOPHja CIUHCKUX Tajaca
(LSW) koja onmcyje KBaHTHU Xaj3eHOEpProB (hepoMarHeT y HajHUzKOj (JIMHeapHO]) arpOKCH-

MaIju y Kojoj je mHTepakimja m3Mehy marHona y mormyHocTH 3aHeMapena |[Auerbach, A.
(2012); Nolting, W., Ramakanth, A. (2009)].
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4
=3
3
1
0
(0,0,0) (r,m,0)  (m,0,0) (0,0,0)
a) b)

Cinka 3.2: Marnoncka qucnepsuja (3.249) 3a Xajzenbepros dprepomaruer Ha MpoCTOj KyOHO]
pemerkn ca mapamerpuma S = 1/2) J = 1 u |A|] = a = 1: a) Tponumensnonn upukas
dbyuxmmje w(k,, k,,0) y 2 = 0 upeceky npse Bpiyenose 3one. 5) Marnoncka aucrepsuja
JIy2K ojipehenux mpasalia y BpuiyenoBoj 30HU.

MarHoHcKe eHepruje

[Morsreajmo cama mMaso JeraibHUje MarHoHCKe eHepruje (3.249). Ilomro y rpaHunu KOHTH-
nyyma Baxku k? = k? + O(k'), Bunmumo sa ce y JIyrorasacHoj alpOKCHMAIMU MArHOHCKA
eHepruja CBOIU Ha

k2

k) —
w(k) 2mysw

+ O(k*) (3.253)

IIITO je CTAHJAP/HU OOJIMK €HEPruje HepeJATUBUCTUYKE YECTUIE Mace Mrsw. Y TOM CMUCITY
Tpeda MHTEPIPETUPATHA U BEJIUIUHY MW -

Ha (3.2) je maT npuka3 MarHOHCKUX eHepruja jpooujeHux y (3.249) 3a ciydaj npocre KyoHe
pemerke. JleBa crpana mokasyje dyukiujy w(k,,ky,0) momolly KOHTypa 1 IBOAMMEH3HOHE
noBpiHe y bpuiayenosoj 3ouu. OmaBie ce Jieno BUIM MEPHOIMIHOCT JIHMCIIEp3Uje Koja je
ITOCJIETUIIA INFH-EHUTIE J1a je Mojes jAedunncan Ha pererku. CandHo, gecHa crpana Ha Cr.
3.2 mpokasyje MarHoHCKY eHeprujy nayzk ojpehenux mpasara y Bpuiyenosoj 3ouu. Ilormro
CMO MHTEPAKINjy n3Meh)y MarHona y mMOTIyHOCTH 3aHEMAPUJIU, JIOOUjeHe eHepruje He 3aBUCE
OJ1 TEMIIEPATYPE.

VYHyTpalnma eHepruja doepomaraera

Y ckaamy ca goomjeHum pesynraruma, XPM y JmMHeapHO] alpOKCHMAIUjU MOXKEMO CXBa-
TUTH Kao cucreM (hepOMArHETHUX MArHOHA KOjU ONMHUCYjy crama usHam Fy (kojem omrosapa
Maraocku Bakyym |0)) u koju mehycodno ne nureparyjy. ITomro cmo HamIm MarHoHCKe ore-
parope W JIMjaroHaJIHA XaMUJITOHUjaH, OMONY HUX MOKEMO U3padyHATH TEPMOJIUHAMUIKE
BEJIMUMHE U IIPOBEPUTHU KOJIUKO j€ JIMHeapHa AllPOKCUMAIlAja OlPaBIaHA.

Kao mrro je mosmaro [Huang, K. (1987); Abrikosov, A., Gorkov, L., Dzyaloshinski, I.
(1963); Fetter, A., Walecka, J. (1971)|, cpeama BpeanocT oneparopa n(k) Ha Temneparypu
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_os] MC-QWL

-06sf LSW

0.0 0.2 0.4 T 0.6 0.8 1.0

Cinka 3.3: Yuyrpammba enepruja Tpojumensuonor S = 1/2 Xajzendeprosor dpepomaruera
ca J = 1 obpauynara mo uBopy modujena momohy smueapue Teopuje |[Bumeru (3.255)] u
kBanTHe MonTte Kapio cumynaruja.

T je nara ca

(n(k)) = ——

o [2B] 1

(3.254)

TaKo JIa CPEJIbY BPEIHOCT eHepruje (pepoMaruneTa oOpadyHaTy 110 9BOPY pelieTke, Kao (pyHK-
ujy TeMmeparype, nooujamo u3 (3.2)

# - _52‘2721 B ,UO/k;IBZ<n(k)>W(k)’ (3:255)

r7e je vy 3alpeMuHa ejieMeHTapHe hesuje.

Bassanoct pesynrara (3.255) hemo mposepuru nmomohy kantHe Monte Kapio cumya-
muje 3acHoBaHe Ha Banr-Jlammayosom amropurmy [Bumern wianke Bauer, B. et al. (2011);
Wang, F., Landau, D.P. (2001); Troyer, M., Wessel, S., Alet, F. (2003)|. Onadpan je Xaj-
3endepros depomarter 3a S = 1/2 u J = 1 ma npocroj Kyduoj pemerku oz 10 x 10 x 10
yBopoBa. 3a mapamerap cumysamuje (cutoff) je ysero 5 x 10* mTo 3a momenyTy penieTky
naje noysmane pesyarare npu 1T 2 0.05. Bpoj Baur-Jlangay kopaka mo cumysamuju je 18,
Tako J1a je yKymaH opoj sweep-osa 10'° mTo maje rpemky Koja je MHOTO Mamba O JIMHH-
je Koja mpukasyje pesyiarare cuMysanuje. Pesynratu cumysiamyje u OHM JI0OMjeHH ITOMOhy
(3.255) cy npukasanu na Ci. 3.3. Ilpumehyjemo ma je ciarame usmel)y smaeaphe teopuje
u cuMmysanuja cse jo Hekux 1' =~ 0.5. Byayhu jga je xpuTtudna TemiepaTrypa OBOT MOJEJIA
Te ~ 0.839(1) [Bumern Wessel, S. (2010)], Buaumo ja guHeapHa TeopHja naje mpesuharba
Koja cy BeoMa j00pa y Behem jeny ypehene daze. Hakon T ~ 0.5 ojcrynama juHeapHe
TeopHje OJl CUMYyJIallija MOCTajy 3HaTHA. ¥ padyHaBambe IIOIPaBKe KOjy YBOJE MarHOH-MarHOH
MHTEPaKIje 3HAYAjHO MODO0JbINABAjy pe3yiarare Teopuje. Ha HUBOY MarHoHCKuUX eHepruja,
UHTEPaKIMja JOBOJU JI0 peHopMaJn3anuje muxose "mace" nmpema mpsw — m(7), Tako ja
HOBU TapameTap 3aBucu oj temmeparype. OBaj edekar ce ociimKaBa KpO3 TEMIIEPATYPCKY
3aBUCHOCT PA3IUINTUX TEPMOINHAMUIKIX BEJININHA TAKO J[a C€ TEOPUjCKU JO00UjeHe BPETHO-
cTu HoJbe ClIaXKy ca eKcrepuMmeHToM u cumysarnujama |[Bumern Nolting, W., Ramakanth, A.
(2009); Radosevié, S.M., Panti¢ M.R., Pavkov — Hrvojevi¢, M.V., Kapor, D.V. (2013);
Radosevié, S.M. (2015) u Tamo HaBejieHe pedepeHrie].
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Mepmuna-Barueposa Teopema

3a kpaj oBor ojesbKa mocBehieHOr KBaHTHOM Xaj3eHOeproBoM (repoMarHeTy CMO OCTaBHJIN
muckycujy o Mepmun-Barneposoj Teopemu. Kao u y ciydajy Teopeme 3a KJIacHUiHe MOJIENE,
npoBepulieMo J1a Jid je IpeTIocTaBKa O MOCTOjarby MAaJIMX OJICTyIama of crama |[FM) yBek
ompapjiaHa. Y KOHTEKCTY KBAHTHOI' MOJIeJIa OBO 3HAYU Jla MOpPaMO MPOBEPUTH Ja JU je, Y
OKBUDY JINHEApHE TeOpHje, CPeIbu OPOj MArHOHA IO YBOPY MAJIH.

Ha ocrosy (3.129) u (3.248) Bujumo 1a je cpe/iibi OpOj MarHoHa, [0 YBOPY JAT Ca

<n>::vojﬁﬁm<n(k)y (3.256)

IIo y3opy Ha Onemax 2.5.1, ucnurahemo moHalIambe TOPHEr MHTErpasia 3a MaJie BPEeTHOCTH
TaJaCHUX BeKTopa. Taja Bayku amnpokcumanuja (3.253) u noguaTerpasna dbyHKIuja y (n)
3aBHCH caMo of1 k = |k| ma MOyKeMO pa3IBOjUTH WHTErpaJse MO YIJIOBHMa Ol HHTerpaJa 110
Moy ty Bektopa k. IIpeocrasra marerparuja o k ume o 0 10 A. Kako ducmo perymnapusoBasn
nH(MPAIPBEHY JIUBEPTEHIN]y, 3aMeHHNeMO IOy T'paHuily ca Ag W mocMarpard IpaHUYIHY
Bpemnoct Ag — 0. Ca apyre crpane, uarerpamujy ox Ay mo A hemo pasznpojutu Ha gBE —
upsy ox Ay 10 A a apyry on A mo A. Bpemmocr A Supamo Tako aa BazKnm w([\) /T < 1
[Auerbach, A. (2012)]. ITox oBum yciaoBuma ce ekcrioHeHIjaaaa dynkmja Bose-pacmozere
y mHTerpasy ox Ay 1o A Moxe pasBuTH y PeJi 1 33JIp:KaTh Ha IIPBa JABa wWiaHa. Tako j10dujamo
[Vopeauru ca (2.257)]

(3.257)

A D-1 A D=2
dkk dkk
—9 TveS Q '
(n) = 2mrswTvg D/Ao 1.2 + v D/A explw(k)/(2mLswT)] — 1

[IpBu waTerpan muje m00po nedbunnucan 3a D =1 u D = 2. V ciy4dajy jeTHOTUMEH3UOHOT
depomarnera, muBeprupa kao 1'/Ag, a y apyrom kao T'In Ag mpu Ay - 0u T # 0. Kao u y
KJIACHIHOM CJIy9ajy, Jo0mIm cMO nH(MPAIPBEeHy JIUBEPTeHIjy Koja cyrepurie ja, npu 1’ # 0,
nyronomerHo ypebeme nuje moryhe. Hapasuo, oBo je y ckiagy ca Mepmun-Barneposom
reopeMoM. OcHoBHO crame Ha T = 0 cmo manuin panuje [Bumeru (3.234)] u ono je 106po
nedbUHICAHO 3a H30TPOITHE (hepoMarHeT Ha perteTkaMa cBux guMensnja D > 1 [Auerbach, A.
(2012)]. Ca apyre crane, 3a D > 3, Ha HUCKUM TeMIeparypama MoxkeMo Bose-pacmojesry
anpokcumupatu ca exp[—k?/(2mpswT)] na mobujamo

A 2
k
~ 0 dkkP1 I 3.258
(n) =~ Qp /0 exp{ 2mLSWT} ( )

Veohemem cmene k?/(2mpswT’) = y, HaTa3UMO

A?/(2macaT) Do 00 Do
(n) o TD/Z/ dyy 2z e ~, TD/Q/ dyy 2z e V. (3.259)
0 0

T—

Onasze BuauMo j1a je 3a D = 3 Hocehn 4iaH y HICKOTEMIIepaTyPCKOM Pa3Bojy CIIOHTAHEe Mar-
HeTusauje mporoprmonanan ca 7°/2, To je 3. Bioxos 3axon [Nolting, W., Ramakanth, A.
(2009); Iaskos-Xpsojesuh, M., Illkpuwmap, M., Kanop, /1., Kpcronomuh, I1. (2007); Paso-
mesuh, C., Masm, I1. (2020)].
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Cauka 3.4: Kantaa Moure Kapso cumymamnuja Xajzemdeprosor ¢gpepoMaruera Ha KBaIpaT-
HOj peleTKy y crosbarimeM nosby. [lapamerpu momena cy S =1/2,J =1u h =0.2.

EKCHJ’II/IHI/ITHO Hapyuieme CI/IMeTpI/Ije

VY ckaaay ca guckycujom u3d Omerpaka 3.6.4 m 2.2.1, moryhe je CHUBUTH CHUMETPHU]Y XaMUJI-
TOHHjaHa TaKO Jla Ce OHA IIOKJAIa Ca CUMETPHjOM OCHOBHOI' CTama. 10 MOYKeMO HocTHhu
yBohemeM crio/banimer nojba'®. MaTepakiujy gpepoMaraeTa ca Io/beM OIUCYyje T3B. 3eMaHOB
wian [Nolting, W., Ramakanth, A. (2009); Auerbach, A. (2012)] xoju je obauka —h - S, rue
je S ykymuu crimu (3.210) a h je cnospanibe nosbe [Bugern (2.3)]. [omrro cimacku oneparopu
OINCY]y YHYTPAIIIbe CTEleHe CJI000/e, 3eMAaHOB UJIaH MOYXKEMO MCKOPUCTHUTHU Ja geduruiie-
MO Z OCy y yHyTpallmkeM mpoctopy. Ha Taj HaumH yKyITHEU XaMHUJITOHHjaH Xaj3eHOeproBOr
depomaruera mocraje

J 3
H, = —ag;sw-smﬂ—hgsm. (3.260)

3a oBako jeduHNCAH XaMIJITOHUjaH He Baxku pesnarmja (3.212) Beh je camo
[Hy,,S°] =0 (3.261)

na je cumerpuja xammirronnjana O(2). Takobe, crame (3.234) je u Jajbe OCHOBHO CTarbe Ia
He JI0J1a3u JI0 Hapymewma cumerpuje. Enepruja crama |[FM) y oBoMm ciaydajy usHnocu

E, 1 JS*Z,
— = —(FM|H,[FM) = —
N = 7 FMIH[EM)

IIITO Cce JIAKO TOKa3yje.

— hS. (3.262)

18 Jomr jeman maumn 3a cHUXKaBambe CHMeTpHja Xaj3enbeproBor Mojesa je yBoheme CIMHCKe WM jeIHOjOHCKEe
aamsorporuje. Bumern, penmmo [Radosevié, S., Rutonjski, M., Panti¢, M., Pavkov-Hrvojevié, M., Kapor, D.,
Skrinjar, M.G. (2011); Manojlovi¢, M., Pavkov, M., Skrinjar, M., Panti¢, M., Kapor, D., Stojanovié, S.
(2003); Radogevié, S., Pavkov — Hrvojevié, M., Pantié, M., Rutonjski, M., Kapor, D., Skrinjar, M. (2009)]
32 KOHKPETHE ITpUMeEpE.
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Marnoncke enepruje MoxkKeMoO Hahm Kao W y CJIydajy M30TPOIHOT Mojesa. Paszimka ce
nojassbyje y jeauaunun (3.243) Koja caza riacu

1
——v2St + hSt. (3.263)

1052 =  2misw

U3 oBe jeHaumne HAJIA3MMO MArHOHCKE eHepTrHje 3a hepoMarHeT y CIOJbAIEM TOJBY,

L2

[Tomro KoO1 MOJIE/IA Ca CHOJBAIITELUM TIOJHEM He JI0JIa3U JI0 CIIOHTAHOT HAPYIIEHha CUMETPHje,
MarfoHcke enepruje umajy rem wy(0) = h. OBakBe ekcruTalyje Cy mMO3HATE IO HA3HMBOM
macuenu Tomcronosu 6o3ouu [Watanabe, H., Brauner, T., Murayama, H. (2013)].

IIpucycrBo rema He Mema CYIITHHCKE KapaKTepucThke MacuBHuX [ojiicToHOBUX DO30HA.
HBbuxos 6poj ocraje uctu u mnrepaknuje mehy mwuma cy ciaade. Mehyrum, ren peryrapusyje
undparpsere ausepreniyje. Juseprearan naTerpast u3 (3.257) mocraje

A D-1
dkk
T —_ 2
() ox /o k? + 2miswh (3-265)

n KoHavuaH je 3a D = 1 uw D = 2. /lakile, y IpHUCYCTBY IOJba, JIyroJIOMeTHO ypeheme Ha
KOHAYHUM TeMIIepaTypaMa mocraje moryhe u 3a HucKogumensuone depomaruere. Ha mpumep,
Ha Cun. 3.4 cy npukazanu pedysnraru kBantue Monre Kapio cmynanuje 3acnoBane na SSE
(Stochastic Series Expansion) ajropurmy [Bumern osie kao n wianak Alet, F., Wessel, S.,
Troyer, M. (2005)]. Cumynanuja je mymrena 3a Xaj3eHdepros depoMartHerT Ha KBaJIPATHO]
pemerku ca S = 1/2, J = 1 u h = 0.2. Pemerka je numensuje 4 X 4, 65poj Tepmain3anmja
je 10000 a 6poj sweep-oBa je 500000 Taxo Ja je Ipelrka Ko cBake IIpKasaHe Tadke ~ 1075,
Cuomann pesyiraru cy npukaszanu u 'y [Frobrich, P., Kuntz, P.J. (2006)] rue je onucan joun
jeJlaH TPUOJIMKHI METOJ] 38 ypadyHaBabhe MarHOH-MarHOH WHTEPaKIIije.

3.7.3 XajzeHdbeproB anTudepomMartHer
HenoBo crame

Xajzendepros anrudepomarter je gedunucan 3a HeratusHe BpeaHoctu J y (3.206). Orpa-
HUYaBajyhu pasmarpare Ha (XUIllep)KyOHE pelleTke, OBaKBa BPEJIHOCT UHTErPAJIA U3MEHE
JIOBOJIU /IO TOTa Ja je CBaKU CIIUH OKPYXKEH HAjO/IMKUM CyceIrMa KOju Cy JTOMUHAHTHO OpH-
jenrucanu y cynporaom cmepy |Bugeru Ci. 3.5]. Ha ksantnom nusoy oo smaun ja he
9BOD ca cTameM |S,m) OUTH OKPYKeH YBOPOBUMA KOjU YIJIAaBHOM HOCe cTamba |S, —m).
Cxyn IBOpOBa peIeTKe Ha KOjuMa Ce Hajla3e CIIMHOBH KOjU Cy MPETeKHO YCMEPEHU JIyK
nosutusHOT cMepa’ z oce hemo o3HauuTH Kao mompemerky A u oarosapajyhe crmmcke ore-

)

h s ¢ SP x '
paTope EeMO IIncaTm!u Kao x - JII/ILIHO, Cca T €MO O3HaYUTU CIIMHCKE onepaTope KOJI/I

Maxo y oBOM 0eJ/bKY JHCKYTyjeMO O KBAHTHOM MOJIENy, T€CTO je JaKIe FOBOPHTH O OPHjeHTANN]! CIIHHA
Ka0 y CJIy4ajy KJIACHYHOI CHCTEMA.

2Opxe jom jesHOM HArJIAIIABAMO Ja CBAKU IyT KaJa TOBOPHMO O OPHjE€HTAIIN]U CIIHHA, MUCJIHMO Ha IIPABIE
y T3B. YHYTPAIEM IPOCTOPY KOjU HEMa Be3e Ca PENIeTKOM U H€HOM OPUjEHTAITH]OM.


http://alps.comp-phys.org/mediawiki/index.php/ALPS_2_Tutorials:MC-03_Magnetization
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Y

)

Cauka 3.5: Illemarcku nmpuKa3 KJIACHIHOT OCHOBHOT CTarba Xaj3eHOeproBOr aHTH@epoMar-
HeTa Ha KBaJIPaTHO] PEIIeTKH.

[IPUTIA Ay ToJApeneTkn B ca CIMHOBMMA JOMUHAHTHO opujeHTHcaHuM "Ha jose’. Ilpuxsa-
Tajyhu oBe KOHBEHIWje, XaMUJITOHUjaH Xaj3eHOeprosor anTudepomarnera hemo 3amucaTu
Kao0

H=JY 8».88, (3.266)
TEAN

rze je cax J > 0. Xamwrronujan pedununemo de3 dakropa 1/2 nomro cyma 1mo & mnpedbpo-
jaBa camo uBopoBe mojpemnterke A, kojux 1o kousenrmju uma Ny = N /2. Taxobe, N = Nya.
OCHOBHO cTame, KOoje OM 0/Ir0BapaJio KJIACHIHOM aHTH(pEpOMartHeTy, nMa MaKCHUMAJIHE ITPO-
jekruje crimHOBa U Ha3wBa ce HesioBo crame

INEL) = X) 1S, S)e X) |, —S)a- (3.267)

xEA xeB

Kopucrehn (3.217), Bugumo ja je u y caydajy Hemosor crama
S'NEL) # 0, S%NEL) # 0, (3.268)

rie cy S' u S? komnonente ykynnor cnmna (3.210). 3a pasmuky o ¢epoMarHeTHOr CTamba,
caJia HAJIa3uMO
N N

S?INEL) = S (5 -5 INEL) = 0. (3.269)
To smaun ja ou ce, y ciayuajy kaga ou |[NEL) dusno ocHOBHO crame aHTHdEpOMarHera,
CIIOHTAHO Hapylleme cuMmerpuje onsujaso mo obpaciy O(3) — O(2). Ilpu Tome ce Bemm-
yuna (NEL|S3|NEL) ne moxke kopuctutu Kao nmapamerap ypebenocru. Taxobe, momro je
(NEL|S?|NEL) = 0, y cHekTpy ejleMeHTapHUX eKCIUTaIija anTudepoMarnera 09eKyjeMo
Tonacronose 5030He THIIA A, KOju Cy MHAYE KAPAKTEPUCTUYHU 38 PEJIATUBUCTUIKE CHCTEME.
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A > A >
kona¢no N N — o0

JAEO(J//\/ _ —

_T StOl Stol,

a) b)

Cauka 3.6: CTpyKTypa IpBUX HEKOJIMKO €HEPIreTCKUX HUBOA aHTH(EepOMarHera Ha OUIapTH-
TUBHOj PEIIETKI: &) pPellleTka KOHAYHUX JTMMEH31ja; O) peleTka y TepMOAMHAMUIIKOM JINMECY

[mpema Greiter, M. (2005)].

OcuoBHO crame O(3) anTudepomaruera

[Tox mpernocraBgom Ja je |NEL) ocroBHO crame anTHbepoMaraera, odbpasal; HapyIIeHa
cumerpuje Koj antudepomartera je O(3) — O(2). Mebhyrum, |NEL) nuje ocHOBHO crame
xamuiTonnjana (3.266). To ce Hajmakime BUJIM aKo XaMHUJITOHHjaH 3anuiieMo rmomohy S+
oneparopa yBejsienux y IIpumepy 3.5. Tako modujamo

H=1J ) { (S;V‘ U S;fi) + 534 Smfg} : (3.270)
TEA A
Uaxo wram Sy Smfi) annxuaupa [NEL) a [NEL) je cBojcTrBern BeKTOp 01 Si(A)Si(Jiz, npe-
ocrasm cadupak umuu na je H|NEL) # const x |[NEL). /lakie, OCHOBHO cTame KBAHTHOTL
O(3) anTudepomaruera ce pasnukyje o7 |[NEL). Be3 063upa na to, crame |NEL) oxrosapa
OCHOBHOM CTarby KJIACHIHOI MOJIEeJIa U 300 TOra ce 4ecTO y3uMa Kao MOJIA3UIINTE MPUINKOM
HUCIIUTHBaba KBAHTHOT aHTH(EPOMATHETHOT MOJIEIA.
3arpaBo, ICTUHCKO OCHOBHO CTalbe aHTH(epOMAarHeTa Ha IIPOU3BOJHHO] PEIIETKHU jOII YBEK
auje mo3uato [Beekman, A.J., Rademaker, L., van Wezel, J. (2019)]. Ca npyre crpane,
OCHOBHO CTambe anTHdepoMarneTa Ha OHIIAPTUTHBHOj PENICTKH’' ca KOHAMHUM OpOjeM UBO-
posa N je CHHHCKH CHHIJIET — OKapaKTepucano je BpeaHonihy?? Sy, = 0 omepaTopa yKyIIHOT
cumna (3.210). OBaj pesynrar je nozuar 1o HasuBoMm Mapmanosa teopema [Auerbach, A.
(2012)]. Kako je Sioy = 0 crame jeIMHCTBEHO W POTAIIMOHO WHBAPUjAHTHO, JIO HAPYIIEHA
CHMETPHje Y OBOM ciyd4ajy He moaasu. CuTyalmja ce UIIaK Memba aKo IMOCMATPAMO PEIIeTKY
y TepMoAMHAMIYIKOM Jumecy N — oo.
CTpyKTypa eHepreTcKnxX HUBOA aHTH(EpOMarHeTa Ha KOHAYHO] OMIAPTUTUBHO] PEIIETKN
je ckunupana Ha Ci. 3.6 moj a). HakoH OCHOBHOT cTarba OKapakTepucaHor ca Sy = 0,
Jo1a3u Hu3 HuBoa®® koju cy ompehenn ca Sy = 1, Sior = 2,... IPHU UeMy je pa3Mak H3Me-
hy cycennux mmsoa AFE o« J/N [Beekman, A.J., Rademaker, L., van Wezel, J. (2019);

2Tlox GHIAPTUTUBHOM PEIIETKOM Ce II0Ipa3yMeBa OHa KOJ KOje je CBAK! YBOp U3 HOJpelneTKe A OKpy»KeH
HajOMKAM CyceanMa U3 MoaperneTke B u oOpHyTO.

22K ako 61cMo U30erm eBeHTyasHy 3a0yHy, CBOjCTBeHe BpeHocTH o7 S2 cMo osHadImmH ca Siot(Stot + 1), 0K
je ca S o3HaveHa MaKCHMaJIHa BPEIHOCT IIPOjeKIrje oneparopa Sy.

20Ba cTpyKkTypa HEBOAa je TozHATa Toj HasuboM "tower of states "[sumern, penmmo Beekman, A.J.,
Rademaker, L., van Wezel, J. (2019)].
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Tasaki, H. (2019)]. ¥V TepMOJuHAMHYKOM JIMMECY CTamba Ca BPEIHOCTHMA YKYIIHOL CIIHHA
Stot > 0 (oBa cTarma HHUCY POTAIMOHO WHBAPUjAHTA) IIOCTAjy JIEM€HEPUCAHA Ca OCHOBHUM CTa-
weM Sy = 0 [Bugern Ca. 3.6 mog 6)|. OcHoBHaA cTama, Koja ce MODYCOOHO Da3/IUKYjy IO
IpaBIly Oce KBAaHTU3AIMje y YHYTpPAIIkheM IIPOCTOPY U Koja Maio oxctynajy of [NEL), cana
ce MOTY M3rPajJuTH Kao CyNePIO3UINja OBUX JIET€HEPHCAHNX CTama Ca PA3IMIUTHM BPE-
HOCTHMA YKyIHOr cumHa Sty [Anderson, P.W. (1984)]. Konauno, Kao mro je AUCKYTOBAHO
y cayuajy Wsunrosor mogena [Oxemak 2.2.1] u Tonmgcronose Teopeme [Onemak 3.6.4|, un-
dbuHITE3NMATHA TIEPTypOaIlija U3/1Baja jeJIHO 0/ OBUX €KBUBAJIEHTHUX CTalba UUME J0JIa3’
o Hapymasama O(3) cumerpuje Xajsenbepropor antudepomaruera. Iurbenura ja hemo
pa3Marpame KBaHTHOr Mojena 3anoderu on |NEL), Koje HHje OCHOBHO CTare XaMUJITOHU-
jana (3.266), oruiemalie ce kpo3 nocrojame T3B. KBaHTHUX duykTyaimja. Kao onpasamme
3a OBAKBO TOJIA3UINTE leMO JIaTh YHYTPAIlhy KOH3UCTEHTHOCT Npuia3a (KBaHTHE (DIIyKTY-
alyje yHOCEe PEeJATUBHO MaJje IMONPAaBKE a JOOUjeHU pe3y/aTaTu Ccy y CKjaaay ca MepmuH-
BarnepoBoM TeopeMOM ¥ TPETHOCTAB/HEHHM OOpaCleM HapyIllermha CHUMETPHje) U CJIarabe
ca Mounre Kapso cumynanujama. HapaBruo, y autepatypu ce Moxke Hahm u myHO mpumepa
IJie Cy BPEJIHOCTH JI00UjeHe Ha OCHOBY IpopadyHa 3acHoBaHOT Ha HesioBom cramy mopehena
ca ekcriepumentuMa [Bugeru, penumo, Radosevié, S., Pavkov — Hrvojevié, M., Pantié, M.,
Rutonjski, M., Kapor, D., Skrinjar, M. (2009); Radosevié,S., Rutonjski, M., Panti¢, M.,
Pavkov-Hrvojevié, M., Kapor,D., Skrinjar, M.G. (2011) u Tamo nasezene pedepentie].

ITapamerap ypehenoctu

Bynyhu na odekuBana Bpeanoct ykymHor S uimde3aBa y HemoBoMm cramby, mapamerap ype-
henoctn hemo nedbunucatn kao ogekusany spegnocT T3B. Hesosor extopa’! |Greiter, M.
(2005); Burgess, C.P. (2000)]

N=) sM->"s®. (3.271)
xrcA xeB

Bektop IN ce y onnocy Ha TpancdopMalidje Koje reHepullle YKYITHU CIUH TpaHC(OPMUIIIe
pema

[S“,Nﬁ] — ey N7, a,f,7=1,23. (3.272)

mma je jgodap m300p 3a KOHCTpyucame napamerpa ypehenoctu. Ilpenmsuuje, 3a mapamerap
ypebhenoctu y3umamo

N = (AFM|N?AFM) = N'S. (3.273)

jep CMO TPETHOCTaBUJIA JIa C€ CIIMHOBU OPUJEHTUINY Jy?K 2z OCe Y YHYTPAIIHEM ITPOCTOPY.
Osze cvo ca |[AFM) osHavymim OCHOBHO cTame KBAHTHOI Xaj3eHOeprosor mojesa (3.266).
ITomro je |[AFM) # |NEL), duhe N/N < S u pasmuxa umsmehy S u N ce osnadasa Kao
rojaBa KBAHTHUX (PJIYKTYaIlnja.

Ha mojaBy xBanTHEUX (pyIyKTyalmja MoOXKeMo TyejaTu u u3 jpyror yriaa. [lonazehu on
KOMYTaTopa

[N, H} =2 ) S K sY (3.274)

rEA N

2Kao u ykynnu ciun S, Besmanna N je BEKTOP y YHYTPAIIEEM IIPOCTOPY.
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BUIUMO ja oniepaTop N He JieJil CBOjCTBEHE BEKTOPE Ca XaMUJITOHUJAHOM M HUje KOHCTAaHTA
Kperama. KKako ocHoBHO crame cucrema |[AMF) npejcraBiba jeian 07 CBOjCTBEHUX BEKTOPa
omeparopa H, mopa Baxkutu (NEL|N3|NEL) # (AFM|N?|AFM). Takobe,

(AFM|S|AFM) = 0 (3.275)

jep, 6e3 0dsupa mro je |AFM) # |NEL), unrepakimja usmene dopcupa "aHTHnapasenta
crama" Ha CyceIHUM YBOPOBHMA.

Yuurapua rpancdopmanuja craba [NEL) u xamuaronujana

[Morogunm uzbopom yuurTapue Tpancdopmarmje je moryhie npesecru Hesoso crame (3.267)
y cTame KojeM oJropapajy BekTopu | S, S) Ha cBUM uBOpOBMMa, Te ce MoK/Iamna’ ca depomar-
HerHUM crambeM [Altland, A., Simons, B. (2010)]

INEL) — UINEL) = (X) |5, 5)2 Q) |5, S)o = [FM). (3.276)
xzcA xeB

OBaxBy TpaHCGOpPMAII]y MOKEMO U3BPIIUTH IIOMONY oreparopa

U=T]exp [ . in§<B>] (3.277)

KOJI BPIIH IVI00AJIHY POTaIjy COUHCKHX CTarba U OIepaTopa ca IIojApenieTke B 3a yrao m oko
oce S* mpema |S, M), — U|S, M), u 5P — USgP Ut = 59(P). Opaxsa Tpancdopmanyja
ouyBaBa KomyTarmone penamuje (3.207). Kako ducmo To nokasasu, npBo fiemMo mpuMeTuTu
Jla OIEPATOPHU Ca PA3IUYUTUX IOJPEIIeTKA YBEK KOMYyTHpajy. 300I TOra je JOBOJHHO JIa
[OCMaTpaMo KOMYTaIlMOHe peJjalje 3a omneparope ca mnojpemerke B. Omneparop koju ce
HAJIA3U Ca JIeCHE CTPaHe (3.207) ce TpancdOpMUIIe Kao

S1B) 5 UsiBlyt = 5B (3.278)
JIOK KOMYTaTOp KOjH ce HaJa3’ ca JieBe CTpaHe MpeJla3n y
(5ot 8B — U [SeB) 58P Ut = UssPUtusiPIut — UsiPutusyPut
— [S;(B), 55(3)}_’ (3.279)
Ha OCHOBY 4Yera BUJIUMO Ja TPAaHC(OPMHUCAHU OIIEPATOPHU 3aJ0BOJHABA]Y PeJIalluje
[S2B) SOB)] = iA (@ — y)easy So P, (3.280)

Komyrammone pesanuje nsmel)y omeparopa ca mozapemnierke A ocrajy HempoMemeHe a OHe
penanuje y Kojuma (GUrypylry olepaTopy ca Pa3induTUX MMOJAPENIeTKH ce Takohe He Membajy.
Kopucrehu (3.229), Bugumo j1a je mejerso ox U Ha CHMHCKE €KCIUAIUTHO JIATO Ca S;(B) —
SI(B) . Sl(B)
Y -~y ) Y3
2(B) B), B 3(B B
SoB) — §2(B) = _g2(P) S3B) 5 G3B) = _gi®B) (3.281)

Yy

%3amnpaso, nokIamajy ce g0 Ha a3 haKTop; BUACTH HUKE.
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JIOK je

+(B +(B) _ B
SEB) — gHEB) — gFHB), (3.282)

Ha oBaj maunn nodujamo u TpaHcOpMUCAHA XaMUJITOHU]aH

1 .
H-URU =T Y {5 (52@55R + 8, 95,1%) - SZ(A)SZ(B)] . (3.283)

x T+
TEAN

Kako dmcmo mokazasu Jia ce BEKTOpPU y XMJIOEPTOBOM IIPOCTOPY TPAHC(MOPMHUIITY IIpeMa
(3.276), mohu hiemo o1 cBOjcTBEHOr MpPOdIIEMA OlIEpaTOpa Sg(B):

SHBNS, M)y = m|S, M), (3.284)

Henyjyhn ma oy pemanujy omepaTtopoM U ca sese cTpane n ymetameMm I = UTU ma 1eBoj
CTpPaHU jeTHAKOCTH, JIOOMjaMO

53(8) [U|S, m>y] - —m[U|S, m>y}, (3.285)

omakie Bumumo ga je U|S,m), o |S,—m),. Hpyrum peunma, Baxkulie jegHakocr m =
(S, m|S3P)| S, m) = [(S,m|U]S*B)[U|S, m)], jep yrurapna Tpanchopmaiuja oqyBaBa BpeI-
HOCTH MaTPHYHUX eJIeMeHaTa.

Haxue, omeparop U u3 (3.277) npesogu Hesoso crame |[NEL) y crame Koje usriesma
kao depomarueTro crame |FM). Vcrospemeno, TpancdopMUCAHN XaMUJITOHU]aH j€ ODJIMKA

(3.283) u 3dor unamHa S;(A)S;J(g), (3.276) Huje cBojcTBEHO crame XaMuITOHHjaHa (3.283).
Paznor 3a Tpancdopmalyjy crama n XaMIJITOHUjAHA je Taj MITO Ce MPOPAIYHHU BPIIE JAKIIE
KaJla He MOpaMO BOJWUTH PadyHa O OpHjeHTaIldjaMa CTama Ha YBOPOBUMA KOjU IIPOMAIAjy
passimauTuM nozapererkama. NMako [FM) Huje cBojecrBeno crame xamuironnjana (3.283), og-
HocHO cratbe |NEL) Huje cBojcTBeHO crame xammiroHujana (3.266), morogHo je crame ca
MaKCHMAJTHOM IIPOjEKIIjOM y3eTU Kao MOJIA3UIITe IpH oipehuBamby CreKTpa eJleMeHTapHUX
eKCIUTAIja U TEPMOANHAMUYKIX KapaKTepUCTHKa aHTHdepoMarHera. YHUTapHA TPaHC-

dopmarja yTude m Ha IPaBO OCHOBHO cTame aHTudepomarnera. Popmajno hemo mucaru

|AFM) — U|AFM) = |AFM) (3.286)

6e3 003upa 1mTO He 3HAMO npaBo crambe |[AFM). ¥V nacraBky fiemo Bujeru ja y JMHEApHO]
anpokcumanuju cramwy |[AFM) onroBapa MarHOHCKH BakyyM.

Jemnauynne Kperama

Bpoj u tun losiacronoBux do3ona y crekTpy anTudepomMartera je onpehen odpaciieM HAPY-
IIeba, CUMETPHje U KapaKTepPUCTHKaMa OCHOBHOI crama. Ako 3a nosasurire y3memo |[NEL),
cumerpuja ce peaykyje npema O(3) — O(2), 1ok ykymHu ciouH (KOjU [PEICTaB/ba OIyBaHY
esimanny u3 teopeme Emu Herep) mmmrgesasa, (NEL|S|NEL) = 0. Ha ochoBy muckycuje
u3 Ogxerpka 3.6.3 ciaequ ma ce y ciydajy anTudepoMarmera japibajy JBa losacTtonoBa Oo-
zona tuna A. Kako ducMo ofpeuin BUXOBY IIyHY JUCIEP3UOHY peJarujy, mohu hemo o
xaMmITOHUjaHa (3.283) U pemuTu JinHeapu30BaHe jeJIHAYNHe KPeTatba.
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[Monazehn ox xammiaronmjana (3.283), Hama3uMO (BPEMEHCKY KOODMHATY HE IIHIIEMO
pai IIPeryieTHOCTH)

19,514 = [S;<A>, } = J S ZS (B) 4 7 8+ Zsm, (3.287)
0,5, = [, 0] =-7 55 ZS+(A J 5,8 Zsy
[Tpernocrasipajyhin na je ocaoBHO crame |FM) = U|NEL), y jeqnaunne kperama hemo yBecTu

AIIPOKCUMAIIA]Y S (t) = S3EB) (t) = S, 3a Kojy o4ekyjeMo jia Ou MOIJIa OMTH OIPABJIAHA
npu BeJMKAM Bpeanoctuma S. Ha Taj maumn jrorazumo 10

10,57 = JSZSH,\ + JZ,SSHA (3.288)
10,5, % = —JSZS;f;) J 7,85,

lcroBpeMeHo, KOMyTaIFOHe pesanyje 3a ST oneparope mocrajy

Se ) S, 5P 5,0
V25 T ves | | VRS VRS

JIOK Cy ocTajim KoMmyTaTopu jeaHaku Hyiu. Komyranmone pemanuje (3.289) ommcyjy cucrem
KO/JT KOjer ce T0jaBJbyjy JIBe BPCTE DO30HCKUX €KCITUTAINja U OBY UUFH-EHUILY MOPAMO y3€TH Y

=A(x —y), (3.289)

003up npumKoM nucama Dypujeosor passoja 3a Sy (A) (t) HUKE y TEKCTY.
Hobdujenu cucrem of e jennadmbe (3.288) ce MOKe PENIUTU TPETACKOM Y HMITYJICHH
IPOCTOP:

SEA (1) = ST SeW ) ek sEB(1) = ! >S5 P ) e (3.290)
VNa VNE 5

rie je Na = N = N /2 6poj usoposa noapemerke. [lomro je

1 . . Z ~
S;E(A) _ Si(A)eﬂzlkm oEik A _ e v (k>e:t1k:~:c Si(A) (3_291)
25 = 2 Yrp® )

rie je vp(k) medbunrncano y (2.51) a Z; npejcrasiba 6poj HajOmkux cycena, cucrem (3.288)
ce CBOJIM Ha

10,50 = JSZivp(k)S P + 752,85,

i0,5.'7 = —JSZiyp(k)SF — 152,57 (3.292)
OnanocHo,

S = —iSJ(k)S, P —iesi ™, (3.293)

8,5, P = 19J(k)S™ +ies P, (3.294)

pu "eMy cy yBeJieHe cranmapane o3nake [Radosevié, S., Pavkov — Hrvojevié¢, M., Pantié¢, M.,
Rutonjski, M., Kapor, D., Skrinjar, M. (2009)|

J(k) = JZivp(k), e=JZ8S. (3.295)
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Hudepennupamem (3.293) 110 BpeMeHy HAJIA3UMO

25 = —S5J(k)i9,5,"P — €i0,5
— _SJ(k) [—SJ(k:)S,j(A) - es,;“ﬂ . [SJ(k:)S,;(B) + eS,j<A>]
= {[J(k)S]? — &2} S, (3.296)

Jemqnaunna (3.296) npescraBiba 100PO MO3HATY jeIHAYUHY XapPMOHHUjCKOT OCIMJIATOPA. Y KO-
JINKO PeIllerba TPAXKUMO Y OOJIUKY S,':(A) (t) x exp|—iwt], HATAZUMO JUCTIEP3UOHY peJIaliujy

w? =& — [J(k)S)? = w(k) = (JSZ:)* [1 —vp(K)] (3.297)
w(k) = £JSZ11/1 —~% (k). (3.298)

[To anasoruju ca CIMYHUM jeTHAYMHAMA KOje CMO CYCPEJIH OJIeJbIINMa ITOCBeheHNM KJIACHIHOM
u xkBautaoM Kiaju-Topgonosom nmosby [Bugern 1.1.3; 3.2 kao u 3.3.1], pemieme TpaxKumo y
Buty PypujeoBor mHTErpasa

1 o om—i
Sty = > / dw ST (K, w) e* ==t § (w? — wF) (3.299)
V : ;A k —00
_ 1 S+(A)(k;wk:) eik-wfiw(k:)t + S+(A)(_k7 _wk) e—ik-eriw(k)t
VNI 4 2wy, 2wy, 7

V nacraBky hemo ymecro ®@ypumjeosux ammmryna ST (k,w(k)) excrummurHo ysectn Go-
30HCKE OTIepaTope
ST (k, w(k)) ST (—k, —w(k))
= Upa
2w(k) Rk 2w(k)
JIOK CYy Uk U U 3a caJia Heogpehene, anu peasine u nmapHe pyHkImje BekTopa k, 10K oreparopu
ay by 3a710BO/bABAjy KOMYTAIMOHE peJsialiuje

= upbl (3.300)

[akvafr:|7 = [bkabj]:|7 :A(k_q)7 |:ak;aq:|7 = |:bkabq:|7 == |:aTk:7bj]:|7 :Oa (3301)
Jluneapusosano pememse (3.299) ce cajla MOXKe 3aIICATH KaO
1 . . . .

S:(A)(t) _ <ukak elk~x—lw(k)t + 'Uk:b]:k e—lk.a:—l—lw(k:)t) , (3302)

VNG 2

OJJaKJle JUPEKTHO HaJIa3WMMO U

S_(A)(t) — [S'*‘(“U(t)]T — Z (ukaT e—1k~w+1w(k)t + ’Ukb,k elk~:c—1w(k)t) ) (3303)

[Torro oneparopu Sy (B) (t) Takobe 3a0BO/baBajy jeaHaqdnny (3.296), oMax MOXKEMO MUCATH
peocTasIa JIBa PeIerha

S-i—(B)(t) — <'Ukaft e—lk-y+1w(k)t + ukbk elk~y—1w(k)t> : (3304)
Y \/NZ zk; k

SoB() = [sE®@)]f =

4

1
VN4 k

(vka,k ik y—iw(k)t | ukbL e—ik~y+iw(k)t> ‘
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Kako ducmo Ha mcrpaBaH HaYMH WHTEPIPETUPAJIE CMUCAO PeIleha JIOOUjeHUuX y JINHEapHO]
AIIPOKCUMAIIN]U, MOPAMO OJIPE/INTU Hemo3Hare (DYHKIIje Ug U VU U KOHCTPYHUCATHU Ujaro-
HAJIHA XaMUJITOHUjaH.

KomyTanmone peJsanuje m AujaroHaJIHU XaMUJITOHUjaH

Henosnare dynkmmje ug u v, hemo oapemntn nameramem jBa ycjiosa. IIpsu je Taj ja
oneparopu (3.302), (3.303) u (3.304) 3am0Bo/baBajy KomyTanuone penanuje (3.289). HIpyru
YCJIOB je Jla XaMUJITOHWjaH HAIMCAH MOMONY OIeparopa y JIMHEAPHO] AllPOKCUMAIUH MMa
mujaronasnny dopmy (3.156) [Weinberg, S. (2010)].

Bamenom peresa (3.302) u (3.304) y komyrarop (3.289) mobdujamo

1 . . . .
SFHA(@), Sy_(A) (t)] v Z {ukuq [ak, afl} ) MY 4 g0, [bj,, bk] ) e_‘k'”lq'y}
k,q
1 ik-(x—
= N Z (up — vip) e* @Y — 95A(x — y), (3.305)

k

Opy YeMy CMO KOpUCTHIN CKpalieHy O3HaKy 3a cKajapHu mnpousBon k -z = k- x — w(k)t u
6ozoHcke KomyTanuoHe penarje (3.301). IIpema Tome, npBu ycsoB Koju Tpeda Ja 3a70BOJbe

dbyHKIHIje ug U Vg je
uj — vy = 28. (3.306)
Hcra pesamuja ce Haja3u U3 JAPYyror KOMYTAaTOPCKOL IIapa S5 ®) (t),S;(B)(t) , JIOK Cy

OCTaJII KOMYTATOPHU ayTOMATCKU jeTHAKU HYJIH.
Ha ducmo sraxie HaNLIM JAUjaroHAIHY Bep3ujy xamuiaToHujaHa (3.266), omgaocHo (3.283),
nofenunhemo ra Ha Tpu Jena. [Ipsu je

= TSI = g S S s ehesatesd
x, A A k, q
JZ
- Tl ZSI:(A)S—ELB)’YD(’{)’ (3.307)
k

IpH YeMy CMO IpeNLIn y uMIiryJacau npoctop npema (3.290). 3amenom PypujeoBux amiuim-
tyga u3 (3.302) u (3.304) y (3.307) mamasumo

JZ . .
Hlow = Tl Z vp (k) {ukvk (akaL + b} by, > 4 ul e 2R g by + vE 2R aLbT_k} .(3.308)
3
Ha ciaugan mauun modujamo u

J _
Higw = 52 S V5.8 (3.309)
x, A

JZ . :
= Tl 'yD(k:) {ukvk (aLak + bkbL > + ul2c ei2w(k)t aLbT_k + Ui o i2w(k)t akb,k} ‘
k
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Ocrauta je jom na ce nahe @ypujeoBa Tpancdopmalmja 3a

0 = gy $iWgih. (3.310)

Mebhytuwm, y H? durypumry omneparopu S5 4 5 i(f))\ KOjU jOIIl yBEK HUCY U3PAXKEHU ITOMONy
Gozonckux oneparopa A n B. Taj mpod/eM MoxKeMo pemmuTH Tako mto hemo Hip, HanmcaTn
nomolhiy S* oneparopa u To Tako ja Oyy 3a/0BoJbeHe jeJHaunHe KpeTama (3.288). Ipyrum
pednMa, y JIMHeapHOj anpokcuManmjn, Higy, je oneparop 3a Koju BaxKu

[SEO. Hlgy] = ISTHSIO = e 5E (3311)

[5 (B) Hicﬂ} = —eS5;®

[Tomrro je y suHeapHO] anpoOKCUMAIUjU [S$(A),S;(A)} = [S;(B),S;(B)} = 25A(x — y),

jemnaunHa (3.311) he BaskUTH aKO CTABIMO

_ A A) € —(B B
Higyw = 2525 () g+ ﬁZSQ} ) 5B, (3.312)

xrcA yeB

Ha oBom mecTy hemo mpuMeTuTH 1a ce ucTa jeJHaunHa, KpeTama JI00hja U ako oneparopu S+
u S” y (3.312) 3amene mecra. Takobhe, y kiracuanoM jumuTy 0ba n3dopa BoJjie Ha HUCTU PE3YJI-
tat. OHO IMITO WX pa3/UKYyje je KOHCTAHTHU (aKTOP KOjU Ce TojaB/byje y U3pa3dy 3a yKYIIHY
eneprujy antudepomartera. M300p Koju cMo 0BIe yCBOjUIN BOJAM Ha PE3YJITAT KOjU Ce CIarxKe
ca CTaHJAPHOM JIMHEAPHOM TEOPUjoM CIHHCKHX Tasgaca |[Beekman, A.J., Rademaker, L.,
van Wezel, J. (2019)] u Monre Kapno cumynanujama. [Ipema Tome, anHeapuzoBaHa Bep3uja
on H? rnacu,

HESW = QSZ —Jrl)k (akak bTbk>

€ 12w (k)t T —i2w(k)t € 2
+ o Xk:zukuk ( albl, +e akb_k> + 53 Ek:zvk (3.313)

IpU 9eMy je KOHCTAHTHH (aKTOp MOCIeIUIa CBODema OO30HCKHUX OllepaTropa Ha HOPMAaJ-
HO ypebheme. /lakie, yKyImHI XaMUJITOHHjaH Xaj3eHOEeproBor anTudepoMarueTa JOOUjeH Ha
OCHOBY JIMHeAapu3allfje jeITHaINHa KpeTama je

- €
k
ulzc + UIQc UkUE € 2w(k)t 12t —i2w(k)t
+ Y 4 2 (20" afpl, +e axb_k)
k
€
T 55 Y2 [Uk +vp(k ukvk]-
k

IIPU YeMy JIOJIATHU KOHCTAHTHHU (PKTOP J10J1a3u 0/ HOpMaJHOT ypehema oneparopa u3 Hﬁsw
u H?
LSW*
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Ja ou Hygw mpejicraB/bao XaMUJITOHUjaH HEMHTeparyjyher MarHoHCKOI' CUCTeMa, ITOTPed-
HO je Ja KoeUIMjeHTH Uy U Uk Oy/y TaKBHU Jia jeé UCIIYE-E€H YCJIOB

2 2
Uy + Vi UgUg €
2 S

J(k) =0. (3.315)

Penarnuje (3.306) u (3.315) y normynoctu oapehyjy dyukiumje ug u vg. Pemema Tor cucrema
cy

1
= V28 EVOYHY —— 3.316
2w(k) 2 ( )
Bamena pemema (3.316) y (3.314) naje MArHOHCKY XaMUJITOHUjAH KOJU PEIPOYKYje jeTHaun-

HE KpeTama y JII/IHeapHQ] arrpokcumMarnuju. MehyTum, momro cMo pasmMaTparme 3aCHOBAIN HA
nocrojamy Kiaacuaaor (HesoBor) crama, Tako Ja JIMHEAPHM30BaHE jeJHATIHE OIHUCYjy MaJia
oncrymama o [NEL), mopamo y 063up y3ern u eneprujy oe kouduwurypaimuje. [lomro ona
usnocu —JZ; 52N, yKylHE XaMUJITOHHjaHa CJIOOOIHOT MarHoHckor nosba y O(3) antude-
pOMAarHeTy TJacu

Hisw = —JZ:S(S+ DN+ > w(k) + > w(k) [aLak + bLbk} . (3.317)
k k

[Tpumeruhemo fa je kiacuuanu Jjeo o (3.317) nponoprmonasiana ca S, JOK Cy KOPEKITH-
je ycnen nmueapue KBanTHe Teopuje o S. o pesynarara (3.317) ce oduunOo mostasu 1o-
mohy HP penpesenranuje crimHckux ormeparopa [Buierw, perwmo, yrioenuke Auerbach, A.
(2012); Beekman, A.J., Rademaker, L., van Wezel, J. (2019); Nolting, W., Ramakanth, A.
(2009)]. N3Bobheme koje je oBje mpukasano omoryhasa jacHuje TymMaderme JUCIEep3UOHe peJia-
Iyje Ha OCHOBY aHAJIOIHMja ca KBAHTOBameM cKajiapHor nosba [Bugeru Oxemke 3.2 u 3.3.1].

OcHOBHO cTame M MarHOHCKe eHepruje

U3z (3.317) Bugumo ja ce y smueapsoj anpokcumanuju O(3) antudepoMartser onucyje Kao
cucteM HemHTeparyjyhmx marasona. Ha ocHOBY paHmjux pasmarpama 3HaAMO Ja cy To Losma-
cronosn 6ozonu Tuna A% u jaBmajy ce y aBa 'yKyca' — MArmHoHH Koje KPEHpajy ONepaTopH

aL U OHU KOje Kpenpa bL. Enepruje marnona oba ykyca cy

w(k) = JSZi\/1 — 3 (k) (3.318)

u 3a mux Baxn w(k) > 0 3a cBe Bpeanoctu k u3 upse Bpmiyenose 3ome [Kapor,D.,
Panti¢, M., Skrinjar, M., Pavkov, M., Radosevi¢,S., Rutonjski, M. (2007)]. Mnax, ucrpassa
Bep3Uja XaMUJITOHUMjaHa ce JoOUja ako ce y3Mmy y ob3up 0da KopeHa u3 jejanaunte (3.298).
Kao mro cmo Beh muckyroaau y Onesbiuma 1.1.3 u 3.2.3, TO je mociieuda IuibeHUIE A
je jenHaunHa KpeTrarma JPyror pejia 10 BPEMEHCKO] KOOPAMHATU — jeJIMHO Ce Y3MMAarbeM 00a
KOpeHa HaJia3u MOTIYHO perieibe rmomohy DypujeoBor muTerpasia. /lucrnep3nona pesiamuja

XMarpuna p us (3.202) u (3.203) HAEHTHIKE WITIE3ABA.
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(0,0) (m,0) (w/2,7/2) (m,m)

a) b)

Cumka 3.7: Marnoncka qucriepsuja (3.249) 3a Xajzendbepros antudepoMartser Ha KBaJIPATHO]
pererkn ca mapamerpuma S = 1/2, J =1 u a = 1: a) Tponumensuonn npukas byHKIHje
w(ks, ky) y permupounom mpocropy. 6) Marmnoncka gucnepsnja gy oxpehennx mpasara y
bpunyenosoj 3oum.

3a JBOAUMEH3NOHN aHTHdepoMarter je npukaszana Ha Cia. 3.7. [Ipumernhemo u 1a je 0d0auK
xamuaTonujasa (3.317) dopMasiHO caryYaH ca XaMUITOHMjaHOM KOMIIJIEKCHOT CKAJIapHOT 10~
ma (3.91) y Toj Mepu na, mopes JBe BPCTEe OlepaTopa, 00a MOCeyjy W MCTH KOHCTAHTHH
wIaH |, . wW(k). IlomTo je anTucdbepomarner peduHmCan Ha PENIETKH, OBaj CabUPaK He CaIpKu
DecKOHAYHU JIONPUHOC y OBOM ciiy4ajy. Takohe, oba xamuiaronujana cy U(1) urBapujanTHA.
Y caydajy anTtudepoMartsera oBa CUMETPHja NOBOPU JIa je OpOj MArHoHa 0da yKyca HCTH.
Ogaj zakspydak Hehie BayKUTHU aKO Ce CUCTEM CMECTHU Y CIIOJbAIllEbe MArHeTHO moJbe. KoHawHo,
MarHOHCKH BaKyyM je cajia JeUHUCAH 110 y30PYy Ha KOMILIEKCHO CKaJIapHO I0Jbe

0) = [n?(k) = 0)|n” (k) = 0). (3.319)
Jennouyectuvuna crarma cy
|kAY = al |0y, k) =l 0) (3.320)

u Hopmupana cy kao (kW|qP)) = 6,5(27)35(k — q).

Ha ocHoBy pernema JinHeapn30BaHUX jeJHaunHa Kperamwa, (3.302) u (3.303), Buaumo j1a ce
Ha YBOPOBHMMa Hojpemerke A Kpenpajy Maraonu oda ykyca. 1o MOXKa HUje O9eKUBAHO, AJII
je mocsresuIa IME-EHAIE 18 Cy MArHOHU KOJIEKTHBHa nodyhersa mesnor cucrema |Fazekas, P.
(1999)]. Coimano Bayku U 3a YBOPOBE MOApeEIIeTKe B.

ITomrro cmo HaILIN TUjaroHaTHA OO30HCKU XaMUJITOHUjaH, OCHOBHO CTambe aHTudepoMar-
HeTa y JIMHEapHO] allPOKCUMAITUjH je

|AFM) ~ |0), (3.321)

rie je |0) Bakyym [osmcronoBux So3oHa (MarHoHCKM BakyyM). Kako Sucmo mokasanim jia
crame |0) Hapymasa cumerpujy Xaj3eMOeproBor XaMUJITOHUjAHA, JTOBOJHHO j€ IMOKAXKEMO JIa
jemHa o1 KoMroHeHTH HesoBor BekTOpa Iocemyje o4eKHMBaHy BPETHOCT PA3INYUTY OJf HYyJe
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y oBoM cramy [Bugeru auckycujy u3 Ozepka 3.6.2]. ¥V HajHu)K0j (HY/ITOj) AnpOKCUMAIIU)H,

. . . . a3(A) _ o3(B)
KOJy CMO KOPHUCTHJIU 33 JI00Wjarhe JTMHEAPU30BAHUX jeJIHAYNHA KpeTamwa je Sy = = Sz = =5

1 3a mapamerap ypehenoctu

Z S3A) 4 Z S3(B)

xrEA yeB

N = <AFM

AFM> ~ (0|NaS + NpS|0) = NS (3.322)

mITo je y ckiaafy ca (3.273) u mpermoctaB/beHIM 0DpaciieM Hapylema cumerpuje. Bospy ore-
HYy 3& BPEJIHOCT mapaMeTpa ypeleHOCTH y OCHOBHOM CTarmy MOYKEMO JOOUTH aKO OIlepaTope

S 4 3B U3Pa3nuMo IIOMOLy ollepaTopcKe peJaluje

(S2)"+ (S20)" + (539)" = 82, (3:323)

KOja allpOKCUMAaTHBHO BaxKu 3a BeJsinKe BpegHoctu S. [lomro muneapHn XxaMuITOHUjaH mOCe-
nyje U(1) cumerpujy, ipu padyHamy mapamerpa ypeheHocTu HaM je JI0BOJBHO Jia TOCMATPaMO
nogperiietky A. VI3 ropme Be3e mamel)y CIMHCKUX OmepaTopa HAJIA3UMO

) \/52 _ ((Siw))Q n (si(A>>2> _ S_%<(S;(A))2+(S§(A))2>+O (%) . (3.324)

V nacraBky hemo ofdanuBaTh cBe 4iaHoBe nporopunuonasne ca 1/S,1/58% urn jep cmo y mor-
[IyHOCTH UTHOCpUca/ nHTepaknujy uamely marnona. Hanme, ncriocrassba ce [Manousakis, E.
(1991)] ma npBu JOOPUHOCH KOjU J10J1a3e 0] MArHOH-MArHOH HHTepakiyje numajy dgakrop 1/S.
30or Tora dm OMJIO0 HEKOH3UCTEHTHO J1a X OBJie 3aap2KaBamo. Ha ocnoy Ilpumepa 3.5 3Hamo

Ja je

(SLY? 4 (52)? = l<5+(A>S—(A) i 5—<A>5+<A>> _ G- gHA) 4 gB(4) (3.325)
€T €T 2 €T €T €T €T €T €T €T
TAKO JIa MOYKEMO IUCATH IPUOIIZKAH U3Pa3 33 OIIepaTop’’
1 1
S: =g —g-WgtD Lo = ). 3.326
@ 53 »  TOlg ( )

3a napameTtap ypeheHOCTH cajia HAJIA3MMO

1
B AFM ) — _
> s3 AFM> NaS = 5 <0

xrEA
IIpH YeMy KOPUCTHMO allpOKCHMaTHBHa OO30HCKa pelerba 3a ST oneparope gara y (3.302) u
(3.303). Tako Hasa3zuMO

1
2 —(4) g+(4)
55 <0 ) S, WS

xcA
23 (3.302),(3.303) u (3.316) 3HaMO j1a je y JUHEAPHO] allPOKCUMAITHH Sy

Z S (W gHA)

xreA

N = <AFM

0> (3.327)

1 1 )
- T iz-(k—q)
0> T 25N, qu Vg (0]b_b! g|0) D ek

xrEA

1
= ﬁzuimu + bl bi|0), (3.328)
k

)Si(A) o S. Takobhe, oneparop

534 /S Mopamo saremaputh y onmocy na Sa ‘Y. Konawno, mpmvernhenmo na ce anpokcnvaTusim n3pas (3.326)
CBOJIM Ha er3akTHU pe3ynrar (3.232) mpu S = 1/2.
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npu yeMMmy cMmo uckopucruian (3.174). Hakure,

N/Ny=S — %/\% g lﬁ%(k) - 1] (3.329)

PEJICTaB/ba BPEJIHOCT IapMeTpa ypeheHnocTu, odpadyHaTor 1o 4BOpy peleTKe, y JUHeapHO]
reopuju [Manousakis, E. (1991)].

Ca Ciu. 3.7 ce Buau ma je Be3a mamel)y eHepruje m MOIyJia TaJaCHOI BEKTOpa JIMHEAPHA
y osmsunu nenrpa Bpuiyenose 3ome. 3amcra, pasBojeM dyukimje yp(k), y caydajy (xu-
nep)KyOHe pelerke, HAJIA3UMO

w(k) = c|k| + O(k*), (3.330)

rze je ¢ = 2JSav/D Spsuma marnona. OSIMK MATHOHCKE [IUCIED3HjE y ILyTOTATACHO] AIIPOK-
cumaruju cyrepuie ja ce O(3) aaTudepomMarser y anpoKCUMAaIju KOHTHHYYMa OIUCYje Te-
opujom Koja nocejyje Jlopennosy naBapujaaTHoCT (¢’ TUM J1a je Op3UHA CBETIIOCTH 3aMEHEHA
opsunom maruona). Oarospajyhu reopuja je O(3) HesmHEApHU CUTMa MOJIEN, KOJer CMO CPeJin
y Onebky 2.5.2, MmoauduKoBaH Tako Jia cajpKu u BpeMencke uzsoje |Leutwyler, H. (1994);
Watanabe, H., Murayama, H. (2012)]. [Ipesazak na rpaHuily KOHTHHyyMa Yy JTUPEKTHOM
IIPOCTOPY y CJIydajy aHnTudepoMarteTa je HeTpUBHjaJaH mpodjeM ca m3HeHahyjyhum pesysi-
TaTOM 3a jeTHOJIVMMeH3MOoHM cucteM. Hamme, mcnocraBsba ce Jia ojrosapajyhm curma Mojes
CaJIP2KM U T3B. TOIOJIONIKY YJIaH KOjU yTUYe Ha PA3JINKYy Y IMOHAIIAY aHTH(depoOMarueTa Ko/l
Kojux je crmH S 1e0 Opoj y ofHOCY Ha OHE KOJI Kojux je S moutyiieo O0poj. Konkperno, y ciy-
4Jajy IOJIYIIEJIOOPOJHOT CITMHA CEe Y CUCTEMY jaBJbajy €KCIIUTaIlnje Koje He TOCEe Y]y I'ell JIOK ce
KO/T jeTHOMMEH3NOHNX aHTU(EpPOMArHeTa 3a IeJIOOPOJHO S jaBibajy eKCIUTAIMje Ca IelroM
[r3B. Xanmejuos remn|. Hasenenu pesyirar nuje y cynporaoctu ca [osicronoBom nu MepmuH-
BaruepoBoMm TeopeMoMm jep y ciydajy jeIHOIUMEH3UOHUX aHTHdepOoMarfHeTa He T0Ja3H 0
CIIOHTAHOI' HApyIelkha CAMeTpUje U CIOMEHYTe eKCIuTaluje Hucy marnonu |[Auerbach, A.
(2012); Altland, A., Simons, B. (2010); Fradkin, E. (2013)].

Penaruja (3.329) nam omoryhasa u Jja IpOBEPHMO OIPABIAHOCT IPETIOCTABKE O TIOCTOja-
wy myrogomersor ypehema va T = 0K. ¥V ayroramacuoj anpokcumanujn je /1 — 73 (k) o< |k,
1 HAJIA3MMO

A D—1
1 Z 1 ~ / dkk ‘
NA E V 1 _7%)(k) 0 k
OmaBzie BUINMO, Jia 3a PA3jIvKy o1 (bepoMartera, CIIOHTAHO Hapyleme cumerpuje ko O(3)
anTudepomarnera uuje moryhe 3a D =1 na T' = 0K.

(3.331)

Mepmuna-BaraepoBa Teopema

a ducMo ucnuTaau mocTojame JIyroJIoMeTHOT ypehema Ha KOHAUYHUM TeMIlepaTypaMa, ITOHO-
Bo fiemo kpenyTu o7 (3.326) u pemema auHeapuux jennadnsa (3.302) u (3.303). Kako caza
HE yCpemaBaMoO 110 BaKyyMCKOM CTaiby, UMaMO

1 1 1 . .
29 <Z S;(A)S+(A)> ~ 59 Z A [Ukuq<al];aq>em(k_q) + Ukvq<bkbl;)e_m(k_q)]
k.q

xTEA

= 5o 3 () + ik [+ ] (3.332)
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: A B
[Tormro je y 0JCyCTBY CIOJBAIIERET MTOJbA <n§c )> = <n§c )), KOHAIHO HAJIA3UMO

B 1 € wk) 1
N(T)/Ns= S — N ; [m(k:) coth === — 5} : (3.333)

npu yemy cmo uckopucruyu 1+ 2[e* — 1]~ = coth[z/2].
Ha ducmo ucnurann nonamamwe N (T') KOI HUCKOJAUMEH3MOHUX CHCTEMA, IOCTYIHNeMo
CJIMYHO Kao u 'y ciaydajy depomartera. Hajupe hemo npermcaru (3.333) kao

1 1 1 1 1 (4)
N(T)/Na= =5+ 57 Ek: N V. Ek: W(nk ). (3.334)
WnrepecanTan HaM je nocyeamu nuterpasi. Ha nuckum Temneparypama ce modyhyjy MarHoHu
HUCKUX eHepruja 3a koje je w(k) = c|k|, e je ¢ dp3una marHona. Murerpuujy mo Bpuy-
€HOBOj 30HU TaJla MOYKEMO aIlPOKCUMHUPATH UHTErPAIjoM 1o [ JAUMEeH3MOHUM CcepHUM
Koop/mHaTaMma. AKo yBejeMo mH(ppAIpBeHH peryaarop Ag u mHTerpamnujy mo k mogemmo
Ha 1eo ox Ag 110 A rJie je, 3a JaTy TeMIepaTypy, cA /T < 1, TeMIiepaTypcKu MHTErpas je
MIPOIIOPITUOHAJIAH Ca

A
T / dkkP—3 (3.335)
Ao
u queprupa mpu Ay — 03a D =1 u D = 2. Jlakje, Ha KOHAYHUM TeMIleparypama, He
MoKe Jiohn 10 crionTaHor Hapyiemna cumerpuje kox O(3) antudepomartera y jeIHOj U B
npocropue gumensuje [Auerbach, A. (2012)].

IIpu D > 3 u T — 0, MmoxKeMO THCATU coth% ~ 1+ 2e“®/T VY3 oBy anmpoxcuma-
ujy, BUAMMO Jia ce mHTerpas u3 (3.333) cBoam Ha nBa jonpuHoca. [IpBu je mHTErpas Koju

dburypurre y (3.329). Ca apyre crpaHe, TeMIIEpaTyPCKH 3aBUCAH JIE0 je MPOIOPIMOHAJIAH Ca

A oT\ Pt rer
/ dkkP—2eck/CT) = (—) dyyP e, (3.336)
0 c 0

rjie je ¢ Op3uHa MarHoHa. V3 ropmer u3pasa HaJa3UMoO J1a je KOJ, TPOIUMEH3HOHOT aHTHde-

poMarteTa NpBU 9IaH y HUCKOTEMIIEPATyPCKOM pa3Bojy HMapameTpa ypehenocTu npomopriu-
onasan ca T2 |Oguchi, T. (1960); Hofmann, C.P. (19995)].

Hywmepuuke BpegHoctu Ha 1T = (

[Toryterajmo cajta KOJIMKO Cy IpeJBUbhamma JIMHeapHe Teopuje moys/ana. la ducmo dmnmu KoH-
kpernu, yehemo Xajzenbepros anrudepomaruer 3a S = 1/2 na kBajparuo] pererku. OBaj
MOJIeJI UMa U3BeCTaH TEOPHjCKU 3Ha4aj jep ce MarueTHe ocoomue jeaumerma La,CuQy, koje
HAKOH JIONMPamha Mpeia3u y CynepupoBonny dazy, y ojpehenoj mepu Mory omnucaru momohy
mera [Manousakis, E. (1991)].
la ducmo mojeTHOCTaBUIIA padyHalbe HHTerpaJja 1mo bpuiayeHoBoj 3ouu, n3adpahemo ko-
OPJIMHATHU CHCTEM Kao ITo je npukaszano Ha Ci. 3.8. 3a cTraHmapHy KBaJIPATHY PEIIeTKY
je enemenTtapna hesmja KBaJIpaT UBUIE ¢ U T€OMETPHUjCKU TAKTOP je
S(k) = cos(aky) + COS(G/{,’Q).

5 (3.337)
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A y

b=av2
[~ o

Cauka 3.8: AuTudepomaruer Ha KBaJIpATHOj PENIETKN UBUIIE (: HAPAHIIACTE U 3€/I€HE KYTJIN-
Ile PEIpPe3eHTyjy YBOPOBE PA3/IMYUTUX HojiperieTKu. KiaemenTapua hesmja y KOOpJIMHATHOM
CHCTEMY T — Y je KBaJpaT WUBUIE a. Y TeMeHHMa OBOI' KBaJipaTa ce HaJjla3e JBa YBOPa W3
nojiperiietke A u jiBa u3 nogperietke B. Y KOOPAMHATHOM CHCTEMY T — Y, KOJH ce JIo0uja
porarmjom 3a /4, 3a ereMenTapHy hesmjy y3uMamo KBaJpatT uBuie b = av/2. Y remennma
OBOT' KBaJIpaTa Cy UYeTHUPHU YBOpaA W3 mojperieTke B a y MeHTpy je jejan u3 mojpernterke A.

Ca npyre crpaHe, akO KOODJMHATHU CHCTEM POTHpaMO 3a 7 /4, Kao eseMeHTapHy hesujy
y3UMaMO KBaJIpaT UBHUIE b = a\/2 Tako Ja ce y MeHTpy KBaJpaTa HAJIA3W YBOP IIOIPEIIeTKe
A a'y TemenuMa cy uBopoBu nojperierke B (uau 0dpuyTo). ['eomerpujcku dakTop y oBako
0/Ia0PAHOM CHUCTEMY je

v(k) = cos (%) cos (%) . (3.338)

Oba oBa m3d0pa Cy MOTILYHO €eKBUBAJIEHTHA I IPeIa3aK ca CyMe Ha HHTerpaJ 1o BpuiyeHoBoj
30HM Ce MOKE€ U3BPIIUTH TIpema (3.172)

2
NA“ / dk, / NAb / dk, / (3.339)
—r/a —7/b

I/IHaK, padyHame mHTerpaJia je JIocTa jeTHOCTaBHH]je Y JIPYTOM CJIydajy.

IIpumep 3.9. IlocmaTpajmo mHTErpas

I(a) = % / 7;/; dk, / ://l; dk2<1 - ﬂk))a, (3.340)

rae je « € R y3 a > —1/2, nok je (k) nedunucano y (3.338). YBohewem cmene bk /2 =
x,bky/2 = y, uHTErpaAJI Ce CBOIM Ha

4 @
Ia) = — dx/ dy [1 — cos® z cos? y}
™ Jo 0
4 T /2 o
= - dx/ dy [1 — a2 cos? y} . (3.341)
™ Jo 0
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Kopucrehu nosuaru passoj [Bumeru Panormesuli, C., Mamu, II. (2020) u tamo HaBejeHe
pedepenrie]

(1 - t2>a = WP (—en 11582 (3.342)
rIe je
Py (o, 1 18%) =) (_n(j!)mtm (3.343)
m=0

xuriepreoMeTpujcka MyHKIMja a

I'(a+m)

(@)m = W (3.344)

npejictaB/ba T3B. [loxamepos cumbout, uaTerpas mo y u3 (3.341) ce moxe 3amnucaTu Kao

/2 o S (—Oé) /2
dy (1 — a2 cos? y) = T (ag )™ / dy cos®™ y
/ > ot |

& () (12
- 3 e (3.345)

Y ropmoj jeJHAKOCTH CMO MCKOPUCTHUIN MHTETPaJl

7T/2 \/_7(P(m+1/2)
2m . .34
/0 dycos™y = S Tt D) (3.346)

Bamenom (3.345) y (3.341) modujamo

T —Q) /2 ® (_a
I(Oj) = ﬂ_ia Z - 1/2 /0 dz COSme — Z ( )m (1/2)m(1/2)m

)m m]! (D) (1)

— m=0

11
Z.21.1:1) . 3.347
72727 7 7 ) ( )

OBre 3F, o3HadaBa YOIIITEHY XUIIEPreOMETPHUjCKY (PYHKIM]Y Koja je geduHucana mIoMo-
hy maror pema koju KoHBeprupa 3a « > —1/2. Bume meraba 0 yONIITEHO] XHUIIEPreo-
MeTPHjCKOj (hYHKIMjU, Ka0 W HE€HO] IpMeHH Ha Xaj3eHOeproB MOJiesI, MOxKe ce Hahwm y
[Radosevi¢, S., Panti¢, M., Kapor, D., Pavkov — Hrvojevié¢, M., Skrinjar, M. (2010); Paso-
mesuli, C., Masm, I1. (2020); Radosevié, S., Rutonjski, M., Pantié¢, M., Pavkov-Hrvojevié, M.,
Kapor, D., Skrinjar, M.G. (2011)] u Tamo HaBegermM pedepennama. [ |

Bamemyjyhu unrerpas uz Ipumepa 3.9 y (3.317), Hajma3uMo eHeprujy OCHOBHOI CTaba
Xajzenbepropor anTudgepoMarneTa Ha KBaJpPaTHO] pelleTKd, odpadyHaror 1o usopy N =
2N, y uHeapHoj alnpOKCUMAIIU)H.

_ (AFM|H|AFM) — (0[Hpsw|0) <l)
Foo = R VR O

 JZS(S+1)  JZS 111 1
= - 9 +t— 3F (—57575;171,1>+(’)(—>. (3.348)
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Cauka 3.9: YHyTparima eHepruja Xaj3eHOeproBor anTugepoMariera odpadyHaTa 10 YBOPY
perierke jooujena momoly Jsimaeapue Teopuje (myna jmuuja) u Moure Kapio cumynanuje
(Tavxke).

Crenujanno, 3a S = 1/2, J = 1 Mozen Ha KBaJIpaTHO] pereTku, Hajga3uMmo, Fy = —0.657947.
Ca apyre crpane, Monte Kapso cumynanuja 6azupana na SSE anropurmy?® 3a 8 x 8 uBo-
poBa, naje BpemHoct Fyc = —0.6736(1). Pesynrarn cumymanuja ma Behum permerkama

[Sandvik, A.W. (1997)| najy ciuvan pesynrar E = —0.669437(5). Hdakne, enepruja odpady-
HaTa 10 YBOPY Yy JIMHEeApHO] Teopuju ce oj pesysrara Monrte KapJsio cumysianuja pasiukyjy
3a mambe of1 2%. Ca snpyre cTpane, 3a BPEIHOCT IapaMerpa ypehenoctn HaaazuMo

- N(0) B 1 11 . B
NO — NA — S 5 |:3F2 <§7§7§717171) ]-:| . (3349)

Ba kBajparHy pemerky ca S = 1/2 u J = 1, nanasumo Ny = 0.3033. Monre Kapso SSE
cumysaimja 3a pemetrky 4 x 4 (5 x 10® repmamuzamuja u 5 x 10° sweep-osa) gaje Ny =
0.30354(28), mrTo je HIKMCKO ca BpeIHOCTHMA Koje ce Hajaze y jmreparypu [Sandvik, A.W.

(1997)|. 3a oneny BpesHocTH napameTpa ypeheHocTn y cuMysanuju je kopuinheHa BeJnauHa
[Manousakis, E. (1991)]

VN -N
N

npu yemy je N nedbwunucano y (3.271). Jakie, Bugaumo ga KBanTHe BIIYKTyaluje peayKyjy
BpesiHOCT mapamerpa ypehenoctu ca 0.5 ma npudmxkuao 0.3, MITO je oJCTylame O CKOPO
40%. Ommru pesyarar je ma ce ca nosehamem S n auMensuje cucreMa D yTHUNA] KBAHTHUX
daykryamnmja cmamyje [Anderson, P.W. (1952)]. Omnocho, ca mopactom D u S cy crama |0),
|AFM) u |FM) cBe bmzka jenma Jpyrom.

(3.350)

BSSE asnropuraMm je medunucan 3a T # 0. Unax, onene ¢usmuxux BenmuuHa medpunucannx #a T = 0 ce
MOr'y JOOUTH CHUZKaBarbeM BpejaHocTH mnapamerpa 1y cumysnanuju [Sandvik, A.W. (1997)].
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Hywmepuuke Bpennoctu Ha T # 0

Ha Cu. 3.9 je npukasana yuyrpainma erepruja O(3) anrudepmarsera Ha TpocToj Kyo-
HOj perreTku JodujeHa momohy smHeapHe Teopuje (myHa Jjuauja) u kBantae Monrte Kapio
cumysanuje 3acHoBane Ha SSE asropurmy (kpyxkuhu). Mogen je medunucan ca J = 1
u S = 1/2 a cumynanuja je Bpmena na pemerku 10 x 10 x 10 y3 10° repmanuzanuja u
105 sweep-oBa. ['pemmke BpegHOCTH JOOHjEHUX y CHMYJAIMJH Cy Mambe o7 cuMOOJa KOjuMa
cy mupejictaB/beHe Ha rpacduky. Kao u y ciydajy depomaruera, npumehyje ce gocrta J100po
cinarame u3Mehy cumysanuja u JuHeapHe Teopuje. Perumo, pesaTtuBHO ojicTyname nsmehy
JIBa pesysiTaTa Ha HUCKAM Temiieparypama je mame of 1%. Takobe, pesynararu jgodujenn
y OBOj CHMYJAIMjU Ce jaKo JI0OPO CJIaxKy ca OHUMAa JOOMjeHUM IIoMohy paBoja oko M3uH-
rogor smmurta [Oitmaa, J., Hamer, C.J., Zheng, W. (1994)|. Ekcrpanonanuja SSE Monte
Kapiso pesynrara na T = 0 gaje Eo/N = —0.90246(6) a passoj oxko M3sunrosor smmMura
Eo/N = —0.90246(5). 3narnuje pasmuke usmely SSE Monre Kapso cumymnanuje u npeasu-
hama JuHeapHe Teopuje ce mojaBsbyjy TeK 1npu 1" = 0.6, mTo je HJIMCKO MOJIOBUHYU BPEIHOCTH
KpUTH9IHe TeMueparype Koja msnocu Tc = 0.946 £+ 0.001 [Sandvik, A.W. (1998)].

Ananuza pesyJsarara

VY npeTxojiHa JBa 0JieJbKa CMO BHUJIE/IN IPUMEHY CIIMHCKUX TaJjaca, kao Manudectanujy Losi-
cTOHOBe Teopeme, Ha Xaj3endbepros depomaruer u antudepomaruer. [lopes Tora mro je
obpazar HapyIema cuMeTpuje y oda ciaydaja ucru, O(3) — O(2), mocroje 3navdajHe pazim-
Ke y TOHAIamy OBa JiBa cucreMa. lIpe cBera, y crekTpy depoMarnera ce mojaBsbyje je/IaH
lonncronos 6030 Tuma B, 10k ce Kox anTudgepomartHera IojaBsbyjy JgBa O0030Ha THita A.
Pazjior 3a 0BO je jquHAMUYKN — MHTEpPaKIja U3MeHe y aHTHdepoMarteTy (Gpopcupa yCJIoB
(AFM|S?|AFM) = 0 ycsen wera je marpuna p u3 (3.203) miaenrtnuku umvesasa. OBo 3a
MIOCJIEIUITY UMa PA3JINKy y HUCKOTEMIIEPATYPCKOj TepMOIUHAMUIIN j1Ba cucTteMa. [lomro cy
eHepruje MarHoHa KoJ dpepomartera < k2, Bomehn 4maH y TemMepaTypCKOj 3aBHCHOCTH IIa-
pamerpa, ypehenocru je oc TP/2, rne je D > 2 mpocropHa auMensuja cucreMa. Y CIydajy
anTudgepoMaruera, KoJl Kojer cy MarHoHncke enepruje o |k|, obaj Hocehn unan je TP~1. Ana-
JIOTHE PA3JIMKe CE jaB/hajy U KOJ HUCKOTEMIIEPATYPCKUX PA3BOja OCTAINX TEPMOTUHAMUIKNAX
esmanna [Hofmann, C.P. (2011, 19995)].

Takobe, Bujen cMo j1a je ciaarame namely npeapubarma Teopuje HemuTeparyjyhux Lom-
croroBux bozona u Monre Kapsio cumynanuja usyserHo j100po, 4ak u Kaja je S = 1/2.
Y tom caydjy 1/S Huje masu Opoj U He MOXKe Ce aUpuopu ONPABIATH 3aHEMAPUBAE UJIa-
HOBa& KOjW OINCY]y MarHOH-MarHoH mHTepaknujy [Bumern xomenrap u3 Ilpmmepa 3.6]. Ha
usnenalyjyhe modpe pesysrare smHeapHe Teopuje y ciydajy S = 1/2 cucrema ce MOxKe riie-
JIaTH Ha BUIle HaYWHA. JemaH ox wux [Manousakis, E. (1991)] cyrepuie jga Bummm 4iaHoBH
KOju ce sodujajy nupu paspojy omeparopa (3.223) no crenenuma 1/S 3ampaBo jodujajy y
pa3Bojy IO CBE BUIIKMM CTeleHnMa Bejudnte (ng)/S. Ha osaj maumn Ou ce ciadocT uHTEp-
akiyje (OJHOCHO, MaJIO OJCTYIAHEe CIMHCKHUX OIEPATOpPA OJ YMCTUX DO30HCKUX) OOjACHIIIO
YULEHUIIOM Jla je Ha HUCKUM TeMieparypama (n,) Mamum Opoj. Vmak, oBo je y cymTuHH
ApTYMEHT 3aCHOBaH Ha AIllPOKCHMAITAJH CPe/Her T0Jba (3aMeHa OTlepaTopa aldy, Ca FHeroBoM
cpeiboM BpeHOMIy) 3a Kojy ce 3Ha ja y oapehenum curyrmjama npejsuba pesyiarare y
cynporaoctu ca Mepmun-Baraeposom [Frobrich, P., Kuntz, P.J. (2006)] uau TongcronoBom
[Wen, X. G. (2007)] reopemom. 13 HaBeieHUX pasJiora ce OBAKBO OOjallliberbe He O Tpedasio
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cmarpatn KoHadHuMm. Ca Japyre crpane, ciadocT nuntepakiuje udmehy LonmcronoBux 6030HA
je ommTa KapaKTEPHUCTUKA CHCTeMa y KOjuMa ce OHU jaBsbajy. Hamme, ucriocraBiba ce fa je
HHUCKOeHepreTcKa JuHaMuka ['oyacroroBux 0030Ha ofapeheHa T3B. e(peKTUBHUM JIarpaHKI]ja-
HoM |[Weinberg, S. (2010); Brauner, T. (2010); Watanabe, H., Murayama, H. (2014)] koju
y CyIITUHH TIpejicTaB/ba renpeasusarmjy O(N) HemumneapHor o mojena ysegenor y Ogelb-
Ky 2.5.2. YnaHoBu y jarpamKujany Koju onucyjy marepaknujy msmehy [osacronoBux mosba
YBEK ca/JIpyKe U U3BOJIe CaMUX 1oJba. Perumo, y ciaydajy anudepomMaraera, 1mojasjbyje ce wiaH
obmuka m(x,t) - w(x, t)V3[m(x,t) - w(x,t)], rue cy 7' (z) u 7*(xr) nBa marnoncka mosba |Bu-
neru Ozesbak 3.8]. AKo MOMEHyTH |jIaH IIOCMATPaMO y UMITYJICHOM IpocTopy, dakrop V2 he
nocratu p°. 30or Tora he Ha HECKNM eHeprujaMa e(OeKTH MAarHOH-MArHOH HHTEPAKITHje OUTH
pejaTUBHO Masn Yak u Kaja je S = 1/2 [Radosevié¢, S.M. (2015)].

OBo onaxkame miycTpyje Kako ce y losacroHoBu DO30HU y KBAHTHOj TEOPUjU KOPHUCTE
Kao TOTOJHU CTEMeHN CJI000JIe 3a OIMNC HUCKOEHEPreTCKOr (HICKOTEMIIEPATYPCKOT) CEKTOPa
MoJIeJIa KO KOjer JI0oJIa3u JIO CIIOHTAHOT Hapyllema cuMerpuje. Pentumo, y ciydajy Xaj3en-
Oeprosor anTudepoMartsera, puU3NIKe 0COOMHE MarHeTa Cy y CyHITHHU ojpeheHe Ha OCHOBY
KYJIOHOBCKE MHTEPAKIIMja HeClapeHUX eJeKTPOHA KOju MOrY Jia Ipeckady u3Mmehy dIBopoBa
pemtetke u llaynujeBor npunmuna. Jegan oji OCHOBXUX MOJIEJIa KOjU OIKCYje OBAKBE CUCTEME
je Xabapmos mozen ca mpomuHaHTHOM KynoroBom mHTepakimjom [Bugern ITpumep 3.4]. Ko-
JINKO TOJ MHTEepakIimje n3Mely OBUX eJIeKTPOHA Omjie KOMILUITMKOBAHE W jaKe, MArHOHU CE Y
Hajseliem nesty ypelhene daze nonamajy kao ciodoane (memnreparyjyhe) gecrure. 350r Tora
ce TepMOJMHAMUYKE KapPaKTEPUCTHKe Xaj3eHOeprosor anTudepoMartera J0cTa eDUKACHO
padyHajy nmomohy (aemnreparyjyhnx) marnona.

3.8 EdekTuBum jgarpuxkmjanu 3a ¢pepomMarHeT M aHTH-
dbepomaruer

Y Ogemky 2.5.2 cMo BuJean Kako je Moryhe KoHcTpyucatu edeKTHBHO JejcTBo 3a [osi-
cronoBa nojba y O(N) HenumHeapHOM o MoOzesdy Koju ce kopuctu y JlawmayoBoj reopuju
dazuux npenaza. EdekTuBHn marpankujaH, KOju Onucyje Kiaacudny guHamury 1oaacTono-
BUX 110Jba CE MOXKe JIOOUTH Ha cjandaH HaduH. [ [puMemyjyhu npaBu/ia KAHOHCKOT KBAHTOBAHA
Ha e(PEeKTUBHU JArPAHKUjaH, JIOOMjaMO YUCTH MArHOHCKU XaMUJITOHUjaH y KOjeM ce OJ ca-
MOT' ITOYeTKa HaJjla3e MarHOHCKH omneparopu. VHTepakinuja n3meh)y MarHona je ayTOMATCKU
YKJbydeHa KPO3 WIAHOBE KOjU CaJIpKe IMPOU3BOJIE O] YeTUPU U BHIIE oreparopa. Marnoncku
JIATPAHKHUjaHU CYy KOMIAKTHO 3aIlllCAHU MOMONY jeIMHIYHOT BEKTOPCKOL T10/ba jep ce Ha Taj
HAYWH JIAKIE TOBJIAYH IMapaJjesa ca MPUIa30M U3 TPeTXOoIHOT oje/bKa. OBU pe3yiaraTtu cy y
MOTIYHOCTH eKBUBaHeTHH ca ctargapaauM CCWZ jarpanKujanom KOju ce MOXKe HAIMCATH
nomohy Mope-Kapranose dopme [Watanabe, H., Murayama, H. (2014)].

3.8.1 Amntudepomaruer

[Ipe cBera, y Ozesbky 2.5.2 cMo Buzen jia npu Hapyinewy cumerpuje o memu O(3) — O(2),
noctroje apa [oyjcToHoBa To/ba T U m2 U TO Tako Ja ce BpegHoctu mi(x) m w3 (x) yBeK
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o/iroBapajy TadkaMa Ha jeAuHndHOj cdepr. Y OIHOCY Ha TPOU3BOJbHY HHMDUHUTEIUMAIHY
O(3) rpancdopmanujy, noba ' u w2 ce noHamajy Kao 74 — 7l + 614, upu yemy je [Bunern
(2.282)]

ot = 04V1 — w2 + 03(Y) 5, A,B=1,2 (3.351)

rae je Y remepatop om O(2) a 64 cy yriosu xoju medununty tpancdopmanujy. Ha ocrosy
pesynarara u3 Onpespbka 2.5.2, 3HAMO 112 je u3pas

/ O, G 450,78 (3.352)

TJIe MHJIEKC 7 IIpedpojaBa IMPOCTOPHE KOOP/IUHATE a

TTATRB

Gap(m) =dap + 1 o

(3.353)

IpeJicTaB/ba KOMIIOHEHTe MeTPUYKOr TeH3opa Ha S?, MHBapujaHTaH y OIHOCY Ha TpaHcdop-
maruje u3 (3.351). Tlomro y ciyuajy yuyrpammmsux crerneru cyiodoge O(3) rpancdopmaruje
He 3aBUCe HU OJI TPOCTOPHUX HU U BPEMEHCKHX KOOpJIMHATA, OAMaX MOYKEMO HAIMCATH Jia-
rpamxkujan O(3) nHBapUjaHTHOr 0 MOJeJIa KOjU ONuCYyje KiaacuaHa [0JIcToHOBa TT0Jba THIIA
A ka0 TUHAMUYKU €HTHUTET,

F3

Yo 4 B
L= 781571' GAB(TI')@tT(' - 7

Vit Gup(m)VrP, (3.354)
npu demy cy Fy m F, npoum3BojbHE KOHCTaHTe. AKO KOMIIOHEHTEe TpajiujeHTa jieUHUIIEMO
momohy

D 10
0=> ¢, = {E@’ v} (3.355)
pn=1

rje je ¢ Op3uHa MarHoHa yBejieHa yBejeHa KoJ jeauaunbe (3.330), rycTuHa JarpaHzKujaHa
KOja OIHUCYje HUCKOEHEPreTCKy (Tj. JyrorajacHy) AUHAMUKY [OJIZICTOHOBUX MOJ/bA Y CIIyYajy
O(3) anrudepomarnera Ha KyOHO] PEIIETKH je

_E

£=3

0, G ap(m) "7, c=Fy/F. (3.356)
OBaj JjarpaH:kKujaH ce 4eCcTO 3ammcyje u y Japyrom obiauky koj kKojer je O(3) cumerpuja
ounryiegaa. To cmo Takohe cycpenun y Omebky 2.5.2. Ako neduHUIIEMO jeIMHUTIHU BEKTOPD
U = [w,U3], rze je U3 onpebeno ca U? = /1 — w2, narpamxujan (3.354) nonpuma jejHo-
craBHU]Y hopMy
F2

L= 728NU - 0'U, U?=1. (3.357)
Jlarpamzkujan (3.357) gesyje jeanocraBHEje, amn caapKu GUTKUBHO nojbe U Koje ce Mopa
eJINMUHUCATH y CBUM TpopadyHuMa. Nako nenyje na (3.354) u (3.357) umajy jeiHOCTABHU]Y

BT pancdopmarmja je TpOU3BO/bHA y CMUCTY Jla HEje orpanmdena nHa moarpyny O(2) mmm tpancdopmarmje
u3 O(3)/0(2). Ono mro Tpancdopmaryjy dnnn nHOUHATEINMATHOM je BPeIHOCT Iapamerpa 04,
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cTpyKTypy o Xajsenbeprosor xamuiaToHujana (3.266) jep He y3umajy y 003Up HOCTOjarbe
pelIeTKe, OBH JIarPaHKHUjaHd Ha UCIpaBaH HAuYMH ypadyHaBajy CTPYKTYpPy MarHOH-MarHOH
uHTepakiuja y Hajumkem peiay [Leutwyler, H. (1994)]. Uuarepakmumja ce y (3.354) manudbde-
CTyje Kpo3 HeTpUBHjaJHN MeTprdku Ter3op G a y (3.357) je mocseuna (bUKTUBHOD MM0JbA
U3 |onnocno, nemuueapnor yciosa |U| = 1|. OBo mpejicTaB/ba omTap KOHTPACT y OJHOCY
Ha Xajzenbepros xamuironujan (3.266) y Kojem ce MArHOH-MAIHOH WHTEPAKIMja MOjaBJby-
jé Kao 1ocJieuIa HeTPUBHUjATHOT XUJIOEPTOBOI MPOCTOPA U KOMYTAIIMOHUX peJiallija Koje
3a/10BOJbABajy CIIUHCKH OIIEPATOPH.

Jlako je BumeTnm 1a y JMHEApHO] TeOpHju, Koja omroBapa ampokcuManuju Gap = dap
y (3.356) wmu zamemapubameM kKomnonente U3 y (3.357), Xamuaronos QyHKIMOHAT je
[Gongyo, S., Kikuchi, Y., Hyodo, T., Kunihiro, T. (2016)]

2
1 1
Ho =3 > j/ [ﬁni + F2vnt. WA} : (3.358)
A:1 X 1

rae je cvo ca II4 = 9Ly /74 = F*## osmaummm oxrosapajyhe kKamomcke mmiyice. Haxon
KBaHTOBamba, 0OBa] XaMUJITOHUJaH IIOCTaje

Hy = F? / w(k) [a;rcak + bLbk] (3.359)
k

710 Ha KoHCTHTHH wian. Marmomncke enepruje cy w(k) = c|k| mox al, u bl kpenpajy marsome
nBa ykyca Kao y Ozespky 3.7.3. MarnoHcku orepaTopu Cy OYHUIJIEIHO JATH U3Pa3uMa KOju
cy amasoram ca oHmMa u3 (3.88), rue je KOMILUIEKCHO MarHOHCKO TI0Jbe JjiepuHuCcano® ca
7= (7' +in?)/V2.

[Tomohy xamuironujana (3.359) je moryhe penpojykoBaTu HEKe OCHOBHE pe3yJiTare U3
IIPeTXO/IHOT ojle/bKa. Perumo, apamerap ypehenoctu je N = (U3), npu uemy je

/wUf“’(.r) :/wmz - %/mﬂ'(ac) (@) :V—/wWT(:C)W(a:). (3.360)

OnHocHO,
N/V~1- / m(n“(k)), (3.361)

e je (k) = d(k — k)aLak = VaJ,;ak a (n(k)) je omrosapajyha Bosze-pacmonena. Paayna-
HeM MHTerpaJia HAJa3uMO 14 je HOCceln 4jIaH y HUCKOTEeMIepaTypCKOM Pa3Bo]jy IIPOIOPINO-
nanan ca TP~ y cknany ca (3.336).

OcnoBHO npenMyhcTBO MeToma ePEKTUBHUX JIArPAHKHU]aHa je IITO Ce CUCTEMATCKU MOI'Y
ypadyHaTH W IIOIPAaBKe BUIIEr Pela TaKo Ja Ce JUPEKTHO I00HMjajy HUCKOTeMIIepaTypPCKN
Pa3BOjU PA3IUYUTUX TEPMOJIMHAMUYKUX BEJIUYNHA O€3 HEKOHTPOJMCAHUX AITPOKCUMAIIN]ja
[Hofmann, C.P. (1999a, 2010)|. OBo ce mocTuzke ypadyHaBAHEM CBUX WIAHOBA €A MPETIIO-
craB/beHUM cuMerpujama Mojena [Weinberg, S. (2010)]. Ha npumep, anpokcumupamem Gap
ca dap + TATp BOJAYM HA MHTEPAKIIMOHK YJIaH OOJIMKA

F‘l2 A Bau, B P112 2;1,2F12 2au,.2 1222
EintZT(T‘—Aauﬂ' ) (P o' ):?8,;&'877 :§3“(7r87r)—§7787r. (3.362)

300 marsoHmMa Kao decTHraMma Tpeba PasMHILBATH TeK HAKOH KBAHTOBAIbA, KJACHUIHE TeOpUje.
3LO6parnTn naxmy ma je y Omemky 3.88 ca cumbosom 7(x) o3HAaUEH KAHOHCKM WMITYJIC KOjE CMO y OBOM
Jery TekcTta o3Hadyman ca II.
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[IpBu cadbupaxk je obyimka JAUBEpreHIje BeKTopa U He JOIPUHOCH JiejcTBY. Ipyru wian Bojan
Ha 00/iMK wmHTepakiuje HasedeH y Omgespbky 3.7.3. VHTepaKIMOHU JONPUHOCH BHUIIEr pPeaa
ce mo0mjajy Kajia ce y edeKTUBHHU JarpaHKujaH YKJ/byde CBU YJAHOBU KOjU Cy Y CKJAJIy
ca npernocrasibeHoM O(3) cumerpujom mozena. To cy, va npumep |[Hofmann, C.P. (1999a,
2010)]

Dy (8,U -9"U) (8,U - 0"U), Dy (3,U - 3,U) (9"U - 8"U), (3.363)

rae cy D u Dy npousBosbHE KOHCTaHTE. Y ONINTEM CJIy4ajy, KiaacuduKaiumja pasimaInTuX
4JIaHOBA Ce BPIIHU IIpeMa Opojy M3BOJIa KOjH JIEyjy Ha MarHOHCKAa I10Jha U OPOjy MHTErpallv-
ja mo yayrpammuMm guanjama Pajumanosux aujarpama [Weinberg, S. (2010)]. IIpoussossae
KOHCTaHTe Koje (purypyiry y edpeKTUBHOM JIarpaHKHUjaHy ce MOry (DUKCUPATHU mopehermeM ca
MUKDOCKOIICKUM TIpujia3uMa (CIIMHCKE Tajack), ca pesyiararuma Monre Kapio cumynanuja
wim nopehemem ca ekcnepumentoM [Hofmann, C.P. (2011)]. Kazga ce cBe koncranre Qux-
cupajy, Teopuja 3acHOBaHa Ha e(MEKTUBHOM JIArPDAHYKUjAHY CE€ MOYXKE KOPUCTHUTU 33 JeTaJbHE
npopadyne Ha kpajy HarmoMumeMo Jia ce JlarpaHKujad u3 OBOT' OJIe/bKa JUPEKTHO YOIIITaBa
Ha ciaydaj O(N) antudepomarnera [Hofmann, C.P. (1999a, 2010)].

3.8.2 depomarHer

Y oBoMm ojzesbky hemo gohm m 10 edeKTUBHOr JlarpaHKujaHa KOjU y HAJHUKO) aIPOKCH-
MaMIju onucyje maraone tumna B y depomarnery. Kao mro hemo Bumern, modujame oBor
JlarpaHzKHjaHa je JI0CTa KOMILITMKOBAHUje HEro y Cjaydajy anTudepoMartera a pasJjior TOMe
je mocTojame napamerpa ypehenoctu nmosesanor 3a reopemom Emu Herep.

KunnaroBa BeKTOpcka moJba

Ba mouerak hiemo dukcuparu Sazuce y o(3) u 0(2). 3a pasnuky ox Ilpumepa 1.15 wm
mckycuje u3 Onepka 2.5.2, yzehemo®

00 0 001 0 -1 0
X;=[00 -1|, Xo=| 000/, X;=|1 00]|=Y, (3.364)
01 0 ~1 0 0 0 00

Tako nma Y penpesentyje reneparop ox 0(2) a X; u X, remeparope ox 0(3)/0(2) = R?* y R3,
1ok hiemo 3a reneparope of 0(3) yseru ckyn {Xi, Xy, X3 = Y'}. Kao u j0 caja, unmekcu
i,7,... he npedpojasaru dasucue ejnemente oj 0(3) nok hemo ca A, B, ... Hymepucaru pas-
amanre eyeMente u3 dasuca npocropa 0(3)/0(2). Marpune X; cy m3zadpane tako ja Oyje

(Xi)jr = —€iji- (3.365)

PaszJior 3a jipyraunjy napamerpusanujy jgejctsa o(3) Ha S? je Taj mro xeaumo ja eeKTUBHO
JejeTBo 3a epomarteT u3paszumMo nomolhy jeauamanor nosba U, |U|? = 1.

[Mosrazehin oz (2.269) moxkemo mumcaTu (He TPABAMO PA3JMKy W3Mely rOPEHBUX M JOjHUX
uHjiekca Kog nosba U)

SU; = 07(X;)" Uy = —0 €Uy, = einU6F tj. SU=U x 0. (3.366)

$2Marpune { X1, X2, X3 = Y} oarosapajy T3B. aJjyHroBaHo]j penpeseHTaImjm.
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, T
Axko ospe U mapaMeTpusyjemo Kao [7r1 72 V1 —w?| | u3 (3.366) HAIa3UMO U 3aKOHE TPAHC-

dopmarmje TomgacronoBux nospa [Ynopeauru ca (3.351)!]
Sl = —0*V1 — w2 + 07, o = 0'V1 — w2 — Pr. (3.367)

Penanujy (3.367) koja medunuine rpancdopmanujy [oicToHOBUX TI0Jba Y OJHOCY HA J1€jCTBO
esilemenata u3 0(3) hemo 3anucaru kao [Watanabe, H., Murayama, H. (2014)]

at — 7 4 8, St = 0'hi () (3.368)
rie cy {h}, h?} xomnonente Tpu T38. Kusmnrosa BekTopcka nosba by, hy u by [Leutwyler, H.
(1994); Leutwyler, H. (1994)], rae je h; = hi'e4. Kommonenre Kummnrosux sekropa 3a G —
H naro ca O(3) — O(2) ce mupexrHo nodujajy mopehemem (3.368) u (3.351) [Bugern u
Watanabe, H., Murayama, H. (2012)]

hi =0, hi=+V1-— =2 hy = —V1—m2 h5=0, hy =7, h; = —7'. (3.369)

Y ommrreM ciaydajy, Kuaunrosa BeKTOpCKa 1osba OMUCY]y MHGMUHUTE3UMAJHO JI€jCTBO IPyIIe
G ua upocrop G/H [Arvanitoyeorgos, A. (2003); Fecko, M. (2006)].

Y macraBky NemMo KOPHCTHTH duibeHHILy Jia ce moMoly KuIMHroBHX BEKTOPCKHUX IOJba
MOK€ KOHCTPYHUCATU WHBEP3HU METPUYKU TEH30pP Kao

3 3
G'=) hi®h;, Tj. GAP =Y "n'n?. (3.370)
i=1 i=1
Kopucrehn xkomnonenre Knimarosux Bekropa u3 (3.369), kao u meduHUIM]Y KOMIOHEHTH
MeTpuYKor Tensopa (3.353), Hanazumo®

1)2 1.2
[ T ——
e B e (3.37)

Ha, OCHOBY dera ce jiako nokasyje GG~ = G71G = L.

ITapameTrpuzanuja MeTpuke ca jeJUHUYHUM BEKTOPCKUM mnosbem U

KowmmonenTe MeTpuykor Ten3opa je moryhe Ha KOMIIAKTaH HAYWH U3PA3UTU U MOMONKY KOM-
norenTH nosba U. 3ancra, momTo je (kopuctumo ckpahero osnauapame 04 = 0/014)

3 2
N 0aU0pU; = Y 04nC 0 + 04V1 — 720pV1 — 2 = Sap + 1“7”32 (3.372)
— T
i=1 Cc=1
BUJIUMO Ja C€ METPUYKHU TEH30pP MOXKE 3alluCaTHu 1 Kao
3
G = Z BUZ X 8UZ = 8AUZ»83UZ»6*A X B*B, (3373)

=1

33 ymennma 1a cMO Ha JIpyraunju HauuH napaMerpusosain aejerso ox O(3) va S 2. mITo ce oriena y paziu-
quTuM 3akoHMMa Tpancdopmaimje [osacronosux mosba marum y (3.351) u (3.367), He yTude HA KOMIIOHEHTE
MeTPHYIKOr TeH30pa Ha S2.
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MeTpuyaku TeH30p MOXKEMO UCKOPUCTUTH 3a CITYIITalbe NHIEKCA, OJJTHOCHO 3a TPUJIPYKIUBAHE
JyaaHux BekTopa nosbuma h; [Bugeru ITpumor A

h; = G(hi,—) = 8U; (0aU;h}) . (3.374)
Perumo, 3a ¢ = 1, Haja3uM0O KOMIIOHEHTE JyaJITHOT BEKTOPA

BlB — 8BU1 (81U1hi + (92U1h%) + (9BU2 (81U2h1 + (92U2h§) + aBUg (alUgh% + angh%)
- UgaBUQ - U283U3 (3375)

[MTonasspajyhin padyn 3a mpeocrajie BpeJIHOCTH UHJEKCa i, HanazuMmo |Leutwyler, H. (1994)]
h; = €;,0,U U e (3.376)

Kopucrehn U;04U; = £04|U* = 0, MOzKeMO NOKa3aTH Ja Ce METPUYKI TEH30D MOXKE HAIIN-
catu u Kao |Leutwyler, H. (1994)]

3

Yupaso he nam 00K MeTprIKOr TeH30pa u3 (3.377) duTu 0j] KOPUCTHU MIPUIMKOM HAJIAYKEHa
edeKTUBHOT Jlarpandurjana 3a dhepoMarter.

NuBapujautau tensopu Ha G/H

Kao mro cmo Busesn Ha npumepy antudepomaruera, wim O(N) o momena, edekTuBHE Jia-
IPaHKUjaH je n3pazkeH moMohy KOMIOHEHTH MeTPUIKOr TeH3opa Ha mpocropy G/ H. Paznor
3a TO je IITO ce KOMIIOHEHTEe METPUYKOT TeH30pa U [0JIICTOHOBUX MO/ha TPAHCHOPMHUIITY Ha
Takap HauuH Ja je Beauuuna Gupd,m0#mA unsapujanTHa y onHocy Ha jejcrso rpyne G
nato ca ™ — 74 + 814, Gap — Gap + 6Gap 1 Kao TakBa npejcTaBba (G UHBAPUjAHTHY
dyuruujy va G/H. Onasze je jacHo ma he edekTuBHE JIarpaHKUjaH y IPUHIUILY MOPa-
TH J1a CaJpXKU cee UIaHOBe Koju cy mddpabenn on G uwuBapujanTaux dysknuja na G/H
[Weinberg, S. (2010); Andersen, J.O., Brauner, T., Hofmann, C.P., Vuorinen, A. (2014);
Watanabe, H., Murayama, H. (2014)]. Perumo, neku moryhin cabupnm koju cajprxke de-
tupu Loscronosa moba Ha S? = O(3)/0(2) cy masenenn y (3.363). Ykoamko je moges
Jlopenr-unBapujanTas, CBAKU OJI HaBeJleHUX cadupaka Mopa outu u JlopeHron ckasap. ¥
OITITIITEM CJIY4ajy, OBaj IOCJEIIbU YCJIOB HE MOPAa Jla BayKH.

Ha ocnoBy nmneapre ananuse Xajsenbeprosor depomaruera [Bugern Opemax 3.7.2] Mo-
JKEMO 3aKJbYIUTH JIa Ce y HAJHUKO] anpokcuMarmju edekrusnn jarpamxkujan 3a O(3) depo-
MarfHeT MOpa CBeCTH Ha Jarpamkujan 3a [IIpeauHrepoBo moJbe a 0Baj CUTYPHO CAJIPIKUA IJIaH
ca jeIHIM BpeMeHCKuUM u3BojioM. [Ipema Tome, edekTHBHU JarpamKujaH MOpa CaprKaTh
cadbupak 0OJImKa

L0V = ¢ ()7 (3.378)

rie notanmja LY cyrepume ma je ped o cabupKy 63 IPOCTOPHUX W Ca jeTHIM BPEMEHCKIM
u3BOJIOM a 4 () cy kommonente O(3) nuBapujanTHOr TeH30pCKOT Mosba Ha S2. Kao mro hiemo
BUJIETH HIKe, OBaj cabupak je MOBe3aH ca OIyBaHOM BeJudnHOM u3 Teopeme Envu Herep u
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Ka0 TaKaB Ce MOXKe [I0jaBUTH CaMo y HepesaruBucTudkuM cucremuMa [Leutwyler, H. (1994);
Watanabe, H., Murayama, H. (2014)]. OBaxBu g0npuHOCH y JIArPAHZKUjAHY Cy TOZHATH MO
nasuBoM bepujesa daza [Wen, X. G. (2007); Zee, A. (2010); Watanabe, H., Murayama, H.
(2014)| wmm Bec-3ymunos (WZ) wrnan [Leutwyler, H. (1994); Fradkin, E. (2013)]. ¥Y3umajyhu
y 003up WZ dnaH, edpeKTUBHU JarpaHKujaH 3a pepoMarteT Mmocraje

F? 1
L(m) = ca(m)7’ + TGAB(TF)&:WA&:WB - §GAB(7T)V7TA VP (3.379)

rie je F' npomsBosbHa KoHcTaHTa. IIpumernhemo na y edeKTUBHN JArpaHKUjaH He y/Ia3u
4IaH ca jeJHNM H3BOJOM TIO IIPOCTOPHOj KOOPAMHATH C4(7) - V¥ mam MemosuTH uiam o
VB .G AB JEP OHU HAPYIIaBajy MIPETIIOCTaB/baHy POTAIIMOHY CUMETPU]Y TeOpHje Y OTHOCY
Ha TIpocTOopHe Koop;mHaTe. Mmak, oBakBM cadUPIM ce MOTY IIOjaBUTHU Yy JIAarPDAHXKHUjaHUMa
KOju onwcyjy jeaHonumensuone cucreme |[Watanabe, H., Murayama, H. (2014)].

Hudepennujanna jeqnaunHa 3a dyHkmuje cq(m)

Oyuximje ca(7) hemo ogpeauT Tako 1a aejctBo S[mw) = fx L OyJie UHBAPUjAHTHO y OJIHOCY
na Tpancdopmanmje 7 — 7 + 874, e je d74 = h0; a KommonenTe KummHrosux BeKTOpa
cy HagesieHe y (3.369). Kao mrro je muckyroBano y OmesbKy 1.3.2; YKOIHMKO ce IPH HABEJEHO]
TpaHcdOpMAaIju TYCTUHA JarPaHKUjaHa IPOMEHHU 3a MMapIujaJ Hi U3BOJ HeKe (PYHKIHje 110
Bpemeny, L(w) — L(m) + 0ié(m), To he unmaykoaru npomeny JlarpHxkeBor ¢yHKIHOHAIA
L{r] = [ L(=), naty ca

dé(m)
dt -

u To nehe mpomenutu oarosapajyhe Ojmep-Jlarpamkese jennauune. Ipyrum peunma, Kiia-
cmana teopuja he ocraTm HempoMerbeHa y OBOM ciayd4ajy. Vcmocrasiba ce j1a OBO BaXKd U
y kBantHoj Teopuju [Weinberg, S. (2008)]. Kako cy w@wranoBu ca aBa HpOCTOPHA WM J1Ba
BPEMEHCKa M3BOJIa MHBAPUjAHTHU y OJHOCY Ha oBe TpaHcdopmanuje [Bugern nuckycujy ns
Onermka 2.5.2|, y macrapky hemo ce ckonmenTpucarn na gomnpuroce u3 L0V (7).

[Tommro je §(74) = 9,(874) = 0'0ph7B, manasumo

L[w| — L[m| +

(3.380)

SLOY = dpe dnPat + c 574 (3.381)
TaKO Jla yCJIOB MHBAPUJAHTHOCTH JI€]CTBA TJIaCH
, 0¢
5LOD = 658 (hA0acs + cadphl) = a—:. (3.382)

Hobujeny pesanujy hemo jornr masio tpancdopmucaru. Ilpe csera, nedunucahemo é(mw) =
0¢; (). Taxobe, momro je

HiﬁBCAth? = 0i7'r383 (h;ACA) — Gi#BhfchA
-0 )
= 92a (hitca) — 0'wPhi0pca, (3.383)

ycsioB (3.382) MoxKeMO 3amucaTi Kao

giiB A (aAcB - chA> - ei% (e - h{‘cA). (3.384)
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OnanocHo, neduHICaAkHEM
&i(m) = e;(m) + b (m)ca(m) (3.385)
HAJIA3MMO ndepeHIjalHy jeJHAInHY KOjy 3a/10BO/baBajy QyHKIUje C4 ()

hA (aAcB . chA> = Opes. (3.386)

Ha ducmo Ha ocHOBY jemHaunHe (3.386) ompemmin dyHKIMje C4(7) Hajupe MOPAMO CIIEIT-
dbunmparn tpu byskimje e; ().

Y Ogemky 1.3.2 cMo TIOKa3a/In J1a CBaKa IJI00aJHa CUMETPHja JIejCTBA 33 MOCIEINILY UMa,
3aKOH O/iprKamba. Takobe, HAIUIM CMO M eKCILIMIUTAH u3pas 3a crpyje J! Kajua je rycruHa
narpaHkujana waBapujanTHa (1.174) mwam Kajga ce Mema JI0 HA JUBEPreHIN]y BEKTOPCKOD
no/ba (1.183). Ha ocuosy (1.183) ce ynako Hanaze u Bejmuune p; = JP y clydajy Kaja ce
IyCTHHA JIATDAHXKHUjAHA MEHa 10 Ha MAPIHjaJHH 4IaH odiuka 0.é(m)6’ [pamm morogHocTwH,
OBJle BUPAMO CyIIPOTaH IPEeJI3HAK 3a BeauwduHe J!'|,

o 0L

pi =€ = oo gl (3.387)

Ba rycruny Jjarpankujapa HasemeHy y (3.379), mamazmo [Watanabe, H., Murayama, H.
(2014); Leutwyler, H. (1994)]

~ 0 A - B F2 .C-D
Pi = €; — a?hz (CBT(' + 7GCD7T ™ > (3388)

Onnocuo, kopurihemewm nedununuje (3.385), modujamo

pi(m) = e;(mw) — F2h ()G ap(m)7?. (3.389)

VY KBaHTHO] Bep3uju Teopuje Xaj3eHOeproBor (epoMarteTa 1ospa

napamerap ypehenocru je [Bumern (3.239)]

M= <0 /wpi(ac)

rje je S KBaHTHHU OpOj JIOKAJIM30BaHOI crnuHa, |0) O3HAUYaBa MATHOHCKH BaKyyM JIOK CMO,
[0 00MYajy, 3a OCy MarHeTu3alluje y3eJil IIpaBall 3 yHyTpallliber npocropa. Byayhu ma je
S koncranra kperama |Bumeru (3.212)], M ne cme 3aBucutn ox Bpemena. Tako mgodujamo
yCJIOB

1I0CTajy OIleppaTopu a

0> = V{0|p;(0)|0) = N'S6? (3.390)

NS
Olpi0)10) =325 = ei(0) (3.301)
Ca spyre crpame, 07 = U;(m = 0) na, Oyayhu na ce U; u e; TpaHcdOpMUILy Kao KOM-
HOHEHTe TPOJMMEH3MOHUX BEKTOpPa, MOpajy OUTH IPONOPIMOHAJIHM jelaH JapyroM. Jlaxie
[Leutwyler, H. (1994)]

e;(m) = XU;(m), Y= (3.392)
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oW

Cauka 3.10: Bekropu 0. W, 0, W u 0,W ce Haia3e y TAHT€HTHOj PaBHU Yy OJIHOCY Ha chepy
TeHEepPUCAHY jeIMHUIHIUM BeKTOpoM W.

Benuuuna Y. ounrseiHoO 1pejicTaB/ba 3allPEMUHCKY T'YCTHHY MarHeTH3alllje Y OCHOBHOM CTa-
my. IIpema Tome, jegnaqaunna (3.386) ce cBomu Ha

hA (aAcB - chA) — 205U (3.393)

Muozkemem 0de cTpaHe oBe jeaHadune ca h?” u cymupamem 1o i, y3 kopumheme sese (3.370)
u u3pasa (3.376), konauno nasasumo |Leutwyler, H. (1994)]

BACB — 830,4 = —EEijkaAUiaBUjUk = -YU- (6AU X 8BU) (3394)

IITO je TpakeHa AudepeHIjajiHa je THAInHA.

Pemnterse nomohy W7 unTerpasa

Ha ducmo 3anucanu pememme jegnadnne (3.394) y komnakTaoj O(3) unBapujanTHOj dbopmu,
ysemhemo momarnu mapamerap A € [0,1] u gedunucarn dbynxuuje o’ (w, ), Tako ma je
o4(mw,0) = 0 u o?(m,1) = 7 [Leutwyler, H. (1994)]. Cana hemo nokaszatu ja ce dbyHKIHTje
CA MOI'Yy U3pa3uTu MOMONy MHTerpaJa 1mo HOBOM IapamMeTpy A

ca(m) =% /0 oW (aAW X aAw) (3.395)

rie je W = U(o(mw,)\)) a 91 kao u jio caja osHauasa 0/01". Moxe ce mokazatu ja
KJACUYHA TEOPHja II0J/ba KOja ce KOHCTPYWHIIEe IToMONy OBako AedUHUCAHUX MHTErpaja He
sasucu o7, Bpeaaoctu 0 < A\ < 1 [Heramu ce mory uahu y Pajgomesuh, C., Majmu, IT. (2020)].
ITpe mero mro ce yBepumo ga umaTerpas (3.395) 3amoBosbaBa jennaumny (3.394) u ycios
(3.382), mpumernhemo na 36or |U|? = |W|? = 1, Baxkn

W W =W - 0,W =W -0W =0 (3.396)
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Tako ja Tpu Bekropa AW ,0,W u O\W Jexe y TaHI'€HTHO] PaBHU Ha JeJHUHUYIHY chepy
[Bumern Cur. 3.10]. 36or Tora je

HW - <8AW x atw) —0. (3.397)
Ha ocuoBy (3.395) u yciosa (3.397) moxkeMo mucaTu
1 1
Opca = 2/ AAW - (8jBW x EAW) + 2/ AW - (aAW X aiBW) (3.398)
0 0
TaxKo Ja je
1
Bacy — Opea = 2/ AU - <6BW x 02, W — 9, W x 6§BW)
0

— _y /OldAW-aA <8AW X aBW)
1

- _YW. <8AW X 8BW>

A=0

- _U- <8AU X aBU) (3.399)

[Py YeMy CMO jorir jeaHoMm uckopuctmwiu (3.397), kao u unmbenuity ja je W(o) = e33a A =0
u W =U 3a A = 1. [lakie, unrerpan (3.395) 3aucra 3a/10B0/baBa jegnaduny (3.394).
[orpazkumo caza maay npomeny ox L0V kama je cy(m) m3paxeno momohy (3.395).
Tpaucdopmarmja (3.366) unmykyje rpancdhopmaiujy mobsa W npema
W (o (m)) = W(a(m)) x 0 = 0, W (a(m))on? = 0'h} (m)0W (o (7). (3.400)
[Torro je |W| = 1, Mmopa Baxkutu u

W - 0W = oW - (W x 8AW> ~0. (3.401)

Kako je

1

LOY = ¢ (m)rt = E/

- aow (6AW x 8AW>7'TA > /01 AW - (W X 8AW>, (3.402)

HaJIa3uMO
1 . 1 .
5LO = 3 / AW - <5W X 5’AW> > / AW - (W x 8A5W>. (3.403)
0 0
36or (3.401) ce apyru uHTErpaj MOXKE MPEIUCATH Kao
1 . 1 _ 1 )
/ DW - (W x 0,0W) = / a0, (oW - (W x W) —/ DOW - (W x W)
0 0 0

1
= §U-(UxU)+ / AW - (5W X ataAW). (3.404)
0
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Bamenom (3.404) y (3.403) mobujamo
1
SLOD = YU (U x U) + 29, / AW - <6W x aAW)
1 0 . . .
— %9, [U 0+ / AAW - (8AW x 8AW>hiA91} =9, (9%,@:)) (3.405)
0
y ckaagy ca (3.382) u (3.385).

Je,u;Haqllea KpeTama

EdexTusnn narpamxkujan 3a depoMareHT MOKEMO H3PA3UTH IIOMONY je IMHIYIHOT BEKTOPCKOT
noba U kao

1 X F2
Lo = / AW - <W x 8AW> - 50U -0U (3.406)
0

IpU UMY CMO 3aHEMapW/IN YJIaH KOJU CAJIPXKU JIBA BPEMEHCKA M3BOJIA M E€KCIJIUIIUTHO CMO
yBesan koucrauty F'. Takobe, nngekc r npedpojaBa mpocropue Koopaunare. Koncranre F' u
> MOXKEMO OJIpEJIUTHU TAKO IITO NEeMO YCIIOCTABUTHU BE3y Ca JITHEAPHOM TE€OPUjOM CITMHCKUX
rajaca n3 Ouemka 3.7.2.

Bapupame nejcTba fm Ly BOAM Ha jenHaunHy Kperama [[leramn ce mory mahu y Pajto-
mesuhi, C., Masm, I1. (2020)]

. F?
YU x U + 7v2U =0, (3.407)

KOja ce MOXKe 3aITMcaTh 1 Kao

2
U+ % (V’U) x U = 0. (3.408)

To je mosnara Jlannay-JIudmurosa jeiHaumHa U IpeICTaB/ba KJIACHIHI aHAJOTOH jeTHAYNHE
(3.242) koja onucyje AMHAMUKY CIIUHCKHUX OlepaTropa y ciay4ajy Xajsenbeprosor depoMarte-
ta. [Ipe cBera, va ocuoBy (3.392), Bummmo 1a je X = S/vg, rae je S BPeIHOCT CIMHA JIOKAJIU-
30BaHOI HA YBOPY PEIIETKE a vy 3alpeMuHa ejieMenTapue hemmje. Kopucrehn kopecniosienimjy
S — SU y jenuaunnu (3.242) u npesazelin na kontunyym ca ¥2 — V2 npxkehu koncrante

dbukcanm bukcanm, nobujamo cienehy miaenrudukanujy [Radosevié, S.M., Panti¢ M.R.,
Pavkov — Hrvojevié, M.V., Kapor, D.V. (2013)]

JS2Z,| A2 S
= Y=—. 3.409
2DU0 ’ Vo ( )

F2

oJlaKJjIe BUJIIMO Jia KOHCTaHTe F'? u Y 3aBuce 071 BPEJHOCTH JOKAIM30BAHOT CIIIHA M TeOMe-
Tpuje perierke. Takohe, CJIMIHUM MTOCTYIIKOM je Moryhe Jo0uTH U e(peKTUBHU JIarpaHKUjaH
KOju ypadyHaBa edeKTe Cro/ballliber MaraeTHor nosba [Leutwyler, H. (1994)].



202 3. KAHOHCKO KBAHTOBAIHE KJIACUYHUX CUCTEMA

IIIpeaunrepoBo nmoJbe y JIMHEAPHO] alIPOKCUMAIIHjU

Panwuje je Beh maryameno ja edpeKTUBHO J1€jCTBO KOje OmNHUCYyje JAUHAMUKY [OJIICTOHOBHX
0o30Ha y (pbepoMarmeTy He 3aBHUCH OJI HaUMHA Ha KOjuU cMO ca mosba U npentin na mojbe W.
To nHam octaB/ba c/1000/1y j1a n3adepeMo jeaHy jeJIHOCTaBHY IMapaMeTPHU3aINjy U U3PATyHaAMO
WZ nnrerpasn. Bupajyhn [Leutwyler, H. (1994)]

W' =\U", W? = \U?, W3 = /1 - X2[(UY)2 4+ (U?)2] (3.410)
Hasasumo |deraspu padyna cy maru y Pamomesuh, C., Mamu, I1. (2020)]

Uz - Uty? g

Lo =S — 50U - 9,U, (3.411)

upn yemy je U? = /1 — [(U")? + (U?)?]. Jluneapna anpokcuMalija ce ca/ia Jo01ja HOTILY HUM
pesakcupameM yciosa |U| = 1, oanocro cramajyhu U? =~ 1. Taga ce narpamxujan (3.411)
cBoiu Ha jarpamkujan 3a [Ipenuareposo moske (1.36), mpu gemy je

B X1 .o _ by

1ok ¢y F? u Y naru y (3.409). Umajyhin na pacronarany JIMHeapHU JIArDAHKUjaH, MOXKEMO
npehn Ha KBAHTHY TEOPHUjy TPUMEHOM IIpaBUJIa KAHOHCKE KBaHTHU3AIMje Kao ITO c¢MO Beh
JINCKYTOBAJIM y OBOM Oie/bKy. [laxk/puBumM Tperupamem yciosa |U| = 1 ce modujajy «iano-
BU Koju omnucyjy uaTepaknujy usmehy LosacronoBux So3ona (MarHona). IIpegroct meroma
epeKTUBHUX JIarpaHKUjaHa Y OJHOCY Ha OIMEPATOPCKHA TPETMAaH Xaj3eHOepPTrOBOI XaMUJITO-
HUjaHa Cce Orjiejla y TOME IITO Ce HMePTypOATUBHU PAIyH MOXKE CHCTEMATCKH OPTaHM30BATH
TAKo JIa He 3aBucu oj] mMajior napamerpa 1/S. Takobe, y mMeTony edbeKTUBHUX JIarpaHKUja-
Ha ce O] MOYeTKA pajid ca DO30HCKUM OIEPATOPUM U CTAbUMa I1a Ce He jaB/bajy KOMILIH-
Kaljje y3poKoBaHe XUJIOePTOBUM IIPOCTOpOoM cruHcKux oreparopa [Hofmann, C.P. (1999,
2011); Radosevié¢, S.M. (2015); Radosevi¢, S.M., Panti¢ M.R., Pavkov — Hrvojevié¢, M.V,
Kapor, D.V. (2013)].
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JMomarak A

PeaarTuBucruyka HoTanuja m
dypujeoBa Tpancdopmalja

Nako ce y oBoM TeKcTy pasmarpa Behu Opoj Mojesia Oa3upaHUX Ha TeopujaMa I10Jba Koje
uucy Jlopenr-uaBapujantre (omyT Teopuja 3acuoBanux Ha Illpenunreposom mosby nim M3-
MHIOBOI MOJIeJIa KOju je JedbUHICAH HA TPOCTOPHO] PEIEeTKN), PeJIATUBIUCTUIKA HOTAIMjA je
YeCcTO BeoMa KopucHa. 300T Tora hemo Ha OBOM MECTy HaBECTU OCHOBHE JedUHUIMje U Pesia-
1je Koje ce mpoBJjade Kpo3 TeKcT. IlocToju BuIle pa3jmnduTux KOHBEHIMja 38 JAeduHUuCAIbE
BeJIMYMHA Y IIpocTOopy MUHKOBCKOL, a My heMo OBJie MpaTUTU HOTaIU]y Koja mpeoBJahyje y
yuoenurnmma [[Tarruh, M. (2005); Mumuh, B. (2002); Ryder, L.H. (1996); Xudm T. (2011)].

KBajipuBekTope moHeka 1 03HaIaBaMO BEJTUKAM CJIOBUMA M KOPUCTUMO CTAHJIAPIHU OA3UC

{ea} vy R%:

3 XO
. X! X0
X =3 X% =| y le}, (A.1)
a=0 X3

npu gemy ca X 0O3HaYaBaMO TPH IPOCTOpHE KOMIIOHEHTe KBajpusekTopa'. KsaapusekTopn
ce cadupajy m MHOXKE CKaJapoM Ha CTaHJAap Hu HaduH. Takohe, oOmaHO HEheMO eKCIIMITUT-
HO THUCATU 3HAK 3a CyMHUPAmbe U TAKO Ja TPUYKU UHJEKCH y cyMama, «, [, (i, V, ..., Y3UMajy
Bpeauoctu o 0 10 3, a JJaTUHUYIHUA WHJIEKCH 1, ], k, [, ... y3uMajy BpeHOCTH OJ1 1 710 3. VY u3-
Y3eTHUM CHUTYyalljaMa je HarJallleHO KOje BPEeIHOCTU y3UMajy WHJIEKCU WU Jla ce CyMUPaHhe
He To/pa3yMeBa. JlyanHu basuc caunmabajy BeKTOpH BpcTe {e€**} Tako ja je

e**(ep) = 3. (A.2)

CkaJrapHu TpOU3BO/I JIBa KBaIPUBEKTOPA JIe(DUHUIIIEMO KA0 IbUXOBY KOHTPAKIIAjy Ca METPU-
YKUM TEH30POM, KOj ce TI0 KOHBEHIIMjU O3Ha4dYaBa ca 1):

1= nape’® @ e, (A.3)
Hake,
XY :=n(X,Y) = nosXYP. (A.4)

ITpeba obpaTuTn maxKmby ja ce mpocTop MHUHKOBCKOT, ca CKaJapHUM HPOM3BOIOM yBegenuMm y (A.4), pa-
3JHKyje of mpocTopa R* ca cTammapAHuM CKaJapHIM IIPOU3BOIOM.
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Nako merpuuku TeHsop wuje Tenzop rtuma (1,1) seh remsop tuna (0,2), npema pacupo-
CTabEHO] 3JIOYIIOTPEOM HOTAl}je, HeroBe KOMIIOHEHTE Ce 4YecTO NpHuKasy]y pacuopehene y
KBaIpaTHO] MaTpuiin. KoHkKpeTHO, y ciIy4ajy MeTpuke npocropa MUHKOBCKOT, MaMO

+1 0 0 O

0O -1 0 0 (A.5)

1 1

Ha ocnoBy (A.5) je maxo suzern ma je n~' = 1. KommonenTe ox n~! osmauasamo ca 7.
MNmajyhu y By KOMIIOHEHTE METPUYKOL TEH30pa, BUAMMO Ja Ce CKAJApHU IIPOU3BOJL JIBa
KBaJIPUBEKTOPA MOXKE 3aIlCATH U Kao

X V=XY-X.Y, (A.6)

rae X - Y o3HauaBa cTaHJap/IHU CKAJapHHU Ipoussos y R3.

Kao mrro je 106po nozuaro [Musomesuhi, 1. (1997)], y npocropuMa ca CKaJapHUM IIPOU-
3BOJIOM TIOCTOjU IIPUBUJIETOBAHN U30MOP@U3aM KOjU MOBe3yje BEKTOPE U BEJIUIUHE U3 OJrO0-
Bapajyher gyaJiHor mpocropa. ¥ peslaTUBUCTUYKOj TEPMUHOJIOTHjH CE OBa OIEPAIja OOMIHO
O3HAUABA KAO CIIyIITarbe/TI0/u3amke HHeKca a ojrosapajyhia JlyajHa BeJIMUYNHA Ce O3HAYABA
UCTUM cUMOOJIOM. Permmo, kBajpuBekTopy X je Ha 0Baj HAYWH HMPUIPYKEH JyaJHU BEKTOP

X =n(X,) =n(—, X) u merore KOMIOHEHTE Cy
X, = naBXﬁ, odnosno Xy, = X", X,=-X'= —(X);. (A7)

Omneparnuje moau3ama U CIIYIITakHa WHIEKCA Ce MOT'Y MPUMEHUTH W Ha TE€H30pe MPOU3BOJHHOT
panra. Tako je, pernumo,

Gop' = Napn " G" . (A.8)

Iloneka,t je moTebHO MPUMEHUTHU OBY OIlepaIljy caMO Ha IIPOCTOPHE mHjekce. Taja je

Foi = noanigF*® = noon;; F¥ = —F", (A.9)
jep je

Nij = —0ij- (A.10)
Canano,

Fij = 0ianipF*? = nanjm F"™ = FY9. (A.11)

Jlopenmose Tpancdopmalje cy, mo aedUHHUIN]H, CBe TpaHcdOpMaIlije Koje He Memajy
unrepsai 1,5dz*dz’. Ako ce koopmunare  Tpancdopmurry ca Marpuiom A, nHBapujanT-
HOCT WHTEpBaJa HaM Jaje YCJIOB KOju MaTpulia A MOpa 3aI0BO/BUTH Jla OU PEIpPEe3eHTOBAIA
JlopennoBy Tpancdopmarujy

N = AauAﬁynaﬁ- (A12)
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MHuoxkemeM Tocye/iibe pesalnyje ca KOMIOHeHTaMa 7)°° 1 KOHTPAKIIIjOM II0 jeJTHOM HH/IEKCY,
y3 xopumlierbe dumenure aa je 7.,n"" = 03, nodujamo A FAY, = *. Ilakie, marpuna A~}
je onpehena ca KOMIIOHEHTaMa

(AT, = A = A naun™. (A.13)

Y 3aBUCHOCTH O] TOra KaKO Ce IOHAIa]y HUXOBe KOMIIOHEHTe y ojHocy Ha Jlopenrose
Tpancdopmalije, pa3nKyjeMo TeH30pcKa 1mosba pasanauror tuna. [Ipumukom npumene Jlo-
PEHIOBUX TpaHcdopMalifja Ha TEH30PCKa IM0Jba Tpeda BOJMTH padyHa o Tome Jia Jlopenmona
TpaHcdopMalyja Ieayje Kako Ha IPOCTOPHO-BPEMEHCKEe KOOP/MHATE & (HE3aBUCHO TPOMEHU-
Be), TAKO U Ha KOMIIOHEHTe TeH30pa (3aBucHe npomemuse). OBO ABOCTPYKO jejcTBO JIopeH-
1oBe TpancdopMalje ce IperjegHo MOXKe MPEeJICTABUTU rpadudKu a Ha OBOM MecTy hemo
pasMaTpame OrPaHMYUTH Ha CKaJapHa U BEKTOPCKa 1ojba. Pajm mpersiemnoctn, ca A hiemo
o3HAYUTH TpaHcdopMaIujy KoopJanuaTta a ca A Tpancdopmaliyjy 3aBUCHO TPOMEHUBUX.

V cirydajy ckajapHOT T10Jba, He3aBUCHO TPOMebIBa ce Tparcdopmume kKao A : z — A(x),
a 3aBUCHO TpoMersrBa Kao A : ¢( ) — ¢( ). Ako ca ¢’ o3HAUNMO TPaHCHOPMUCAHO TOJbeE,
nejctBo A Ha x U ¢ ce MOXKe IPEJICTABUTH JIHjarpaMoOM

o(x) —D s 4(z) = ¢/ (A(x))

é & (A.14)

x A y A(z)

koju 3ampaso gedumnme ¢'. Ilomro mopa &utu ¢(z) = ¢'(A(z)), Bummmo ma je ¢'(x) =
#(A~Y(x)), mTo je Tpaskenm 3axkoH TpanchoOpMaIHje 33 CKATapHO MOJbe. AJITepHATHBHO, Ca
JMjarpamMa ce JUPEKTHO MOXKE IIPOYHTATH U KoMuosunuja ¢’ = Aogpo A~ = ¢po A7, jep je
Ao ¢ =¢.

VY caydajy BEKTOPCKHX 110Jba, JlopeHmoBa Tpancdopmalimja jgeyje Ha 3aBUCHO ITPOMEHhH-
Be ka0 A : V() — AV( ), tme je AV( ) Bekropcko ca kommornertama A V. IIpema Tome,
Yy OBOM CJIy4ajy UMaMo JTHujarpam

V(z) —A s (AV) (2) = V(

=1
&

(A.15)

X A > A(x)

rze je V() Bekrop (Bpemuoct nosba V() y Tauku x) a ca V' cMo o3Haumim TpancdopMuca-
HO TI0Jb€ YHUjy BPEIHOCT y TAYKH & KeJauMo Ja oxapeanmo. Ca aujarpama JTUPEKTHO IUTAMO
V'=AoVoA™' = (AV)oA™!, mro je eKBUBAIEHTHO CTAHIADHOM 3aKOHY TpaHchopMaImja
KOMIIOHEHTHU BeKTOpCcKor Tosba VH(x) — A* VY(A~1(z)). Ha cimyan HauwH ce MOTY JUCKY-
TOBATU POTallfje cKajapa W BeKTopa, kKao u Jlopennose Tpancdopmaliije TEH30PCKAX MOJba

BUIIIET PeJia.
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ITo ce Tnae PypujeoBe Tpanchopmalimje 1 paBHUX Tajaca, KOPUCTUMO JTeDUHUIN]Y
(x|k) = =, (A.16)

@ypujeoB pa3Boj BeJuInHE f, y O3HAIN f, neduHuCcaH je ca

f@zéﬁwﬂ@ (A17)

npu yemy je k- = wt —k-x a fk npejsictaB/ba ckpaheny osnaky 3a D + 1 jauMeH3suonu
UHTETrpaI

‘A=/%%/Z%EL/Z%- (A.18)

Wuepsna Tpanchopmarimja je

f(k):/wei’“'xf(x), /x::/d%/:dtz/w/:dt. (A.19)

VY nojeuauM caydajeBuma cy Kopuiihenu u D JTUMEH3UOHU UHTETPAJIA U OHU CY Jie(DUHUCAHT
y Opesprmva 2.2.4 u 3.5. Konawyno, KOHBeHIIMja 0 HOpMUpay crama |k) je

(klg) = (2m)"5(k — q). (A.20)
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JlomaTtak b

Bapujanmmonu Vi3Boa

Ha oBoM MmecTy cy mpukasaHe OCHOBe Ju(epeHInja HOr padyHa ca (PyHKIHOHAMMA. V13-
Jarame HHje CTPOro W yryiaBHOM mpaTu jauckycujy u3 [Altland, A., Simons, B. (2010);
Greiner, W. (1996); Peskin, M.E., Schroeder, D.V. (1995)]. Bume npumepa ce moxe Ha-
hu y [Pagomesuli, C., Masu, I1. (2020)].

Kako ducmo miro Jiakiie JIonuin JI0 OepaTUBHOr U3pa3a 33 BAPUjAIlMOHU W3BOJ (KOjU ce
Ha3uBa ¥ (DYHKIMOHAJHUM M3BOJIOM) U KOJU Ce€ YeCTO KOPUCTH y (hU3NIaPCKO]j JTUTEPATYPH,
KOPHUCHO je Jia ce MOJACEeTHMO HEKUX JepUHUIMja U3 Teopuje (DYHKIUja BUIIE TPOMEHHUBUX.
Pasn jemroctaBHOCT, yBOJIHO M3J1arame heMo orpaHnduTu Ha peaJtHe mpoctope. Heka je marta
dysrnuja f wa R". To smaun ga f : R” — R,z — f(x). Kao mro je modpo mosuaro,
nudepennujan yaknuje f je mar u3pasom

"9
df:zzla;;dxo‘. (B.1)

Ca gpyre crpane, MOXKe ce JIaTH W HEIITO ONINTHja JebUHUITja JudepeHnnjana GyHKIN-
je Koja je 3rojHUja 3a pasmarparmbe Ipejacka Ha dyHkmuonamze. Axko x,y € R”, taga ce
mudepennujan dyakunuje f : R” — R medunure momohy

f(x+ey) — f(x) = edfa(y) + O(€) (B.2)

npu deMmy je € Maju mapamerap a df, je quHeapHa (DyHKIMja 110 KOMIIOHEHTaMa BEKTOPa
Y U, Yy OHINTEM CJIy4ajy, 3aBUCH O] KOMIIOHEHTH BeKTOpa x. Jlako je BuaeTn nma cy mspas3u
(B.1) u (B.2) 3ampaso ekBuBasenTaun. Ako y (B.2) y3memo rpanmuanu ciaydaj € — 0, mro je
IPaKTUIHO eKBUBAJEHTHO 3aMeHn ey ca dx, nodujamo (B.1). Hakme, nudepennujan df, je
3aIpaBo JIyaJTHU BEKTOP jep BEKTOPY Y MPUJIPYXKYje peasiaH Opoj TAKO Ja je MPEeCTUKaBahe

y — dfz(y) = (dfz, y) (B.3)

muaeapuo. [llra Burre, va ocuoBy (B.1) u (B.2) Bumumo sa je mejero myasnor Bekropa dfy
Ha BEKTOpP Y JAaTo ca

n 6f N

<dfa:;y> = yat %y )

(B.4)
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TaKO Ja Cy Iberobe KOMIIOHEHTE

(dfy), = 2Ly [@ F ca) = J(@) (B.5)

Oz =0 €

Y (B.5) durypuie BekTop €, Koju je jeman oj oproBa BeKTOpcKOr mpocropa R™. ITomrro je
y R" nedunucan crangap Hu CKaJapHU MPOU3BOM X - Y = ToY”, JE€jCTBO €, Ha T je YBeK
Moryhe 3aMEHUTH JI€jCTBOM eJIeMEHTa JIyaJHor da3uca

e, = (e x)=7a" (B.6)

ITorstenajmo cajia mra ce jgoraba y caydajy kiaa ca R™ mpehemo Ha OeCKOHAYHO-TUMEH-
3uoHU IIpocTop dyHKIwmMja. BekTopu y HOBOM mpocTopy cy dyHKIHje f,g,... Ha R, quje je
cadupare 1 MHOXKEHe KOHCTAHTOM JIe(pUHUCAHO HA CTAHIAD/IHU HAYMNH, & CKAJapHU ITPOU3BO/I
je JaT ca

(f.9) = / dof(2)g(x). (B.7)

QOyukImoHaa caja JedUHAIEMO Kao IPeC/JNKaBambe ca HOPMHUPAHOT JIMHEAPHOT IMIPOCTOPA
dyukimja wa mosbe peannux opojesa F' i f — F[f] € R. Kox dopmynucama Bapujamm-
OHOI' IPUHITUIIA KJBYUYaH je IojaM IMpoMeHe JejcTBa npuinkoMm '"wmase npomene dyHkImje
f(x) = f(x)+0f(x), rue je 6 f(z) "undunuresumanno” masa DyHKIMja Koja UITIe3aBa HA
rpanunama uaTerparyje, 0 f(a) = 0f(b) = 0. Camvno Kao u y anagusu u3 R”, moHamarme
dyHKIIMOHAIA TTPUJINKOM MaJie IPOMEHE HHerOBOI' apryMeHTa je ojpeheHo m3BojoM GyHKIHU-
onana. ITo anamnoruju ca (B.2), kaxe ce 1a je dyuxiuonan F' gudepeniujadbuian ako BazKu

F(f + eg] = F[f] = e DFf[g] + O(¢*), (B.8)
rje je € Maiu napamerap a DFy je muneapan pyHKIHOHA
DFflon g1 + g g2) = a1 DF¢[g1] + aaDFy[ga], a1, iy = const. (B.9)

Ba dyuknmonan F[f] ce kaxe Ja je crarpoHapaH y OJHOCY Ha IIPOMEHY apryMeHTa f ako u
camo ako je DFy = 0. ¥ ciydajy deckoHauHO JUMEH3HOHOI' IIpocTopa (MyHKIH]ja, jeIHAKOCT
(B.6) mpenasu y

f(e) = (6., f) = / d 8(x — &) f(z), (5.10)

upu yemy je d(x — a) 3B. [upakosa 0—dyHnkuuja a J, je o3Haka 3a Iupakos (yHKIHOHAI.
Comrano, jenmakoct (B.4) mpenasn y

OF[f]
of(z)

npu umy, o anagoruju ca (B.5), yBoaumo Bapujaruonn usBos

SFLf] _ . Flf+cd) FlJ] )
) 1_}0 ; ) y € (a,b) (B.12)

b
DFylg) = (DFy.g) = [ do 5 2ig(o) (B.11)
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Hedununujy BapujanoHor u3Bojia Tpeda JOMyHUTH jOII YCJIOBOM JIa C€ TPAHUYHA BPEIHOCT
e — 0 y3uma mpe CBHUX JAPYIUX KOje ce MOry IIOjaBUTH Yy TOCMATPAHOM HM3pal3y jep ce Ha
Taj HAYMH OCUTyDPaBa OJICYCTBO IPOOJEMATHIHIX WIAHOBA KOju cajpxke [d(z — y)|™, m > 1.
Y nedunnnuju (B.12) je Bapujanmja dbynkuumje f ounmrienHo nara ca €, U HIIIe3aBamE
BapHjalyje Ha TpaHuliama uHTerpaiyje pediekryje Kpo3 ycio d(z — y) = 0 cBaku myT
KaJla Tadka & OPUIaJa IpaHuiiaMa uaTerparmjue (r = a,b) a y ce 0JHOCH HA HEKY TauKy
U3 yHYTPAIIBOCTH TOr JoMeHa, Y € (a,b). Y mpobiemuma o1 GU3MUKOr MHTEPECA je 9eCcT U
cilydaj KaJla je rpaHulia mHTErpammje ojgpehena ca x — +oo. Taza je monoso §(z —y) = 0
3a cBe Tauke —o0 < Yy < 0o. Takobe, cBe jmedunmITje ce TUPEKTHO IIPEHOCE HA CIy4aj Kaja
ymecto dynkmmja Ha R mocmarpamo dbymkmuje na RF. Tama ce ymecro mmrepsana (a,b)
mojasJsbyje odsacT uuarerparyje M u Bapujaiuja mKde3aBa Ha CBUM Tadkama rpanute OM.

IIpumep B.1. Heka je dyukimonan F' nart ca

(e 9]

f s FIf) = / da (£(2))?. (5.13)

—00

Tana nedununmja uz (5.12) naje

Lt [ | () + e - ) - (@)
= g [ @U@+ 260 - @) + 0@ - ()
= 2 [ dabe ) f0) = 20(0)
) [
Mpumep B.2. Tlocmarpjno cana byukmuonan G aar ca
froolfl= [ de () (5.14)

Y ommrem uspasy 3a dyakiuonaauan u3Bo (b.12) durypume Bapujanuja dbyukimje f, 1j.
f + €d,. Mebhytum, dynknnonan G je neduHucan Tako ga My je apryMeHT U3BOJ (DyHKIHje.
Tana ce ymecro Bapujanuje dyHKIHje, y AedUHUINAH DYHKIIMOHATHOT U3BOIA €KCILIHITUTHO
nojasspyje (f + €d,)’ u namasmvo

ol =g [ ae|(r0 + - 0) - @) (5.1

rje ' o3HauaBa judeperimpame 1mo . Caja, CIMIHO Kao y IIPETXOIHOM IIPUMEPY, HAJa3uMO

6G[f] / =

— = dz2f'(x)d' (x —y) = 2(8., f'). (B.16)

0f(y)  Jow !
Ako cajia IpUMEHNMO TAPIHjaJHy WHTEIPAIM]Y U UCKOPUCTUMO JHHLEHUILY J1a Bapujallnja
MOpa WIYe3aBaTU HA TPaHUIAMa WHTErpallije, IMTo ce y oBoM ciy4ajy csomu Ha f'(x)d(x —
y)|°, = 0, KOHAIHO JOOHjaMO

6G[f]

W = —2f"(y). (B.17)
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Hamomomemo j1a ce mocsieiib pe3yaTaT Morao JOOWTH W KOpHUIThemeM pesalje <5;, f)y =
—(dy, f'); Bunern, perumo [Pajomesuli, C., Masmn, I1. (2020)]. |

3a omeparujy n3Boga GyHKIMOHAJIA Bake HEKa JT00PO ITO3HATA IIPABMIA OOMTHOT KAJIKY-

nyca. Ha nmpumep, ako je F[f] = G[f|H|f], Tana je nu3Box dbyHKInoHATA 2 ca

5P 5G[f
57(0) ~ of(w) T Sy (5.18)

IITO ce JIaKo mokasyje Kopurhemem nedunnimje (5.12).
ITonekas ce nu3Box byHKIMOHAA JiepUHUIIE U TTOMONY TTPOMEUBE, OJITHOCHO (DYHKITHjE:

SH[f]

0f(x)
=d0(x —y), b.19
5F) (z —y) (B.19)
Kao ojiroBapajyiinn KOHTUHYyaJTHI aHAJIOIOH pesialnje:
Ox o

Ha du nokazanu kako je (B.19) y ckmany ca (B.12), moxe ce yBectu momohuu (byHKIHOHAT

Flf] = /d:z:’ 5z —2') f(a') = f(x). (B.21)
[Tpumena (B.12) wa (B.21) maje

% _ 1%% {/dx' §(x — ") <f(£13/)+65(:13/—y)> —/dxl 6(x —a') f(2)

= /dx' S(x—a")o(z' —y)=0d(x—y)

. (B.22)

Takobe, jeaHa KapakTepucTHKa (DYHKIIMOHATHOT M3BO/a je mokaszana y (1.140)

Vb)) _ g 5z —y). (B.23)

6¢(x)

ITomTo je

59 (y)
Vy <5¢<x)> =V, é(x —y), (B.24)
JecTo ce Kaxke Jla (DyHKIMOHAJIHU W TapIHjaTHu U3BOAN KOMYTHPA]y.

Nako je nedununuja (B.12) noromsa 3a npakTudyHe NpUMeHe jep, y KOMOWHAIMH Ca
o/iroBapajyhuM BapHjallMiOHUM IPUHIIAIIOM, JIMPEKTHO Jaje jeJHadYnHe KpeTabha U Kao TaKBa
ce 9ecTo KOpHCTH y (pU3MUapCKoj Jimreparypu (BUJIETH KIbUTe HaBEJEHE HA IOYETKY OBOD
norsasiba win Tekct). Mehyrum, momrro f u §, He nmpunanajy ncroM BEKTOPCKOM IIPOCTODY,
oepanuja f + J, Huje m00po meduHnCcaHA T caMUM THM U JeduHHUNHUja QYHKITOHATIHOT
M3BOJIa HUje cacBUM KopekTHa. OBaj mpodJsem ce, HapaBHO, Moxke 3a00uhu. Taaauje, moryhe je
JIATU KOPEKTHY JIepUHUIIN]Y BapujaIllnoHOT U3BOIa y K0joj He dhurypurtie Jupakosa pyHKIH]ja
[Olver, P. (2000)]

212


http://qtpcenter.ff.bg.ac.rs/voja/path-int-1214.pdf

Hedbuunnmja B.1. Heka je F[f] dyuxnunonan nedunncan 3a HeKy Kiacy IIaTKux (BhyHK-
muja f wa M C RF. ®yuxkuuonasnu ussosn, y osnamu 0F/f(x), onpeben je ca

) F[f +en] = /Md’“wmn(:c), (B.25)

d
de 5f ()

a 7 je rarka yHKIMja Koja uirde3asa Ha rpaHuim OM .

Hapagno, /ledununuja B.1 naje ucre pesynrare kao u jeanaunsa (5.12). Osme hemo To
JIeMOHCTPHUpATH Ha Bell pasMaTpaHuM IPUMEpUMA.

ITpumep B.3. Ilokaxkumo na je, 3a dyuknuonase us I[Ipumepa B.1 u B.2, Jledpununuja B.1
expuBasiedTHa ca (B.12). 3a dyuakunonan F u3 [Ipumepa B.1 nmamo

T rrral= [Tat] (@) = [ 2n@n. (5.20)

[Topehewem ropmwe jennaunte u dedununmje B.1 aupekrro wuramo IF/f(z) = 2f(x).
IIpr Tome cMO, y IPBOM KOpaKy, 3aMEHIIN PEIOCIe]] HHTerpanyje 1Mo T U AudepeHIupamba
no e. Ilox npernocraBrkoM a cy QpyHKIHje Koje ce yaase y u3pas 3a (PyHKIUOHAJ TJIATKE,
ose omeparje KomyTupajy |[Olver, P. (2000)]. Cauuno, 3a dynkumonan u3 IIpumepa 5.2
HAJIA3IMO

2

d (r@+ai@) = [ 2r@ma), (5.2

de

< d
0G[f+677] = /_mdx&

€= e=0

npu yeMmy ' o3Hav9aBa AudEpPEHIIPAHE 110 L. Y MPEOCTATIOM HHTETPATY MOPAMO eJIMMUHUCATH
7' (x) y kopuct n(z). To moxkemo nocTuhu mapiyjagsHOM HWHTETDAIH]OM

| 2rem@ = [ L rene] - [

- o0 —00

= M| - [ ren) (5.28)

[Tomrro je n npodbua dyHKIMja KOja UIe3aBa Ha IpaHUIIAMa WHTErpaliuje, IpBu cadupak y
(B.28) ormaja u ocraje

o0

de

Gl el = |

) | [-27@)|nt@), (5.29)
omakie antamo 0G/df(z) = —2f"(x). |

BabesieKuMO Ha Kpajy Ja ce, y3 MOMON eKCIUIMIUTHOr IIHCAaha BAapHUjallMoOHOT U3BOJIA,
jemnakoct (B.8) Moxke 3ammcarn u Kao

OF[f]
0f(x)

g9(z) + O(?), (B.30)

b
F[f+eg] =F[f]+¢ / dx
a f(=)
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IIITO je aHAJIOTOH allpoKcuMaliije pyHKIMje IpBUM daaHoM u3 Tejmoposor pena. Hapasho, y
ropmu pa3soj je Moryhe yK/byduTH U 4jaaHoBe Buller pejaa. Penumo, ciegehu je [Altland, A.,
Simons, B. (2010)]

21 O*F[f]
‘ /m,af( 3£ (y)
IIpu 9eMy je

R[] Flftad +ed)] - FIf +adl] - FIf + eby] + F[f]
Sf(@)3f(y)  ereamo €162 '

9(@)9(y), (B.31)
1)

(B.32)
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JlomaTak L1

Nuarerpanau I'aycoBor tuma

Nurerpamm l'aycoBor tuma mpeacTaB/bajy pas3/IMunTe TeHepaJm3alirje OCHOBHOI [aycosor
(nm TloaconoBor) nHTErpaa

/ dze™" = \/g, a€RT (IL.1)

rJie je a TO3UTUBHA peasiHa KOHCTaHTa. ['eHepam3alnuje yK/bydyjy HHTerpaJje Koj KOjuX je
G YIUCTO MMAarvHapHO, KOMILIEKCHO, Ka0 W BUINEINMEH3MOHE WHTErpaJje ca ojronapajyhum
MaTpuaHuM Koedunujentuma. Juckyrosahemo ux pegom. IIpe Hero miro jetapHuIje pa3zmMo-
TPUMO CJIOXKEeHHje UHTerpaJie, npumernhemo Ja je

> a 2w 2
/ dze 77700 — Ugegfa. a€R". (I1.2)

Osmaj unrerpas ce moxke jjoouru u3 (I1.1) cBohermem aprymenTa eKcroHeHImjaiHe QyHKIH]je
Ha MOTIYHU KBaJIpaT

Sz —bx—(\[x——\/;> (IL.3)

u yBohemem cmene xv/a/2 — by/1/(2a) = y. Jdame usnarame yriaasaom npatu [Altland, A.,
Simons, B. (2010); Nakahara, M. (2003); Kanonep, H. (1987); Kopietz, P., Bartosh, L.,
Schiitz, B. (2010)].

1.1 T'aycoB mHTerpaJj ca uMarmHapHUM Koe(@UuII1jeHTOM

3a moverak, MocMaTpajMo WHTErpaul

I, = / dze i7" a € R*. (I1.4)

—00

Bynyhu na je y oBoM ciiy4ajy €KCIOHEHT YHCTO MMAarwHapaH, WHTerpaJj Ha IIPBU IOIJIE]] He
kouBeprupa. Urmak, moryhe ra je nzpadyHaru pa3MarpambeM KOMILIEKCHOT WHTerpaJsa

7{ dze ", aeR" (1L.5)
vy
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Uh 1 R L

Cmuka I1.1: Konrypa y xomiutekcuoj paun Cimmka I1.2: Konrypa y KomIiekcHoj paBHH
KopuIltheHa MPUJINKOM padyHamha MHTerpaja KopullheHa MPUJINKOM padyHalba WHTErpaJa

(I1.5) (I1.15)

rie je v koutypa upeacraBbera na Ci. I1.1. Tlomro dyuknumja e % Hema CHUHTYyJapuTe-

Te YHyTap IocMarTpaHe KOHType, HUTU OWJIO Tje Jpyro, Ha ocHoBy KormmjeBe mnrerpaJme

dopmye je [Nakahara, M. (2003); Kasonep, H. (1987)]

]£:/1+/2+/3=0, (11.6)

IJIe CMO KOPUCTWIM CKpaheHM 3ammc 3a MHTErpaJjie Mo OJIroBapajyhuM JejioBUMa KPUBE 7.
Jleo KpuBe KOju cMO O3HAYMUIN ca 1 ce TIOKJama ca £—O0COM TaKo Jia ce TPOMEbUBA 2 Ha TOM
JIeJIy MOXKe TTapaMeTpHu30BaTi Kao z = x. 10 jasbe 3Haun ja je dz = dr ma nmamo

/1 = /O Rdxe—w? (1L.7)

Hasbe, 3a Apyru geo KOHType yauMmamo 2z = Re'?, 1j. dz = idype!?. [TomTo je cama 22 = R?e%%,
HAJIA3IMO

w/4 ) ) w/4 ]
/ = / dpiRe'¥ exp [—aR’e”¥] = iR/ dpe'? exp [—aR® (cos 2¢ +isin2¢)] . (I1.8)
2 Jo 0

[Tomro kocuuycHa QyHKIMja y3uMa MO3UTUBHE BpejgHocTu Ha unrepsasy (0,7/4), npu Be-
—aR?

JMKUM BpegHocTuMa R he ce moamaTerpasHa GyHKIMja TOHAITATH ~ Re ma BaXkKu
lim [ =0. (I1.9)
R—o0 [o
Konauno, na Tpehem siery KoHType craBbaMo 2z = pe™* u dz = dpe™/* nma modujamo
0 . . . R . 2
/ = / dpel™* exp [—ap2e”r/2} = —e”r/4/ dpe ", (I1.10)
3 R 0

Kako jeanakoct (I1.6) Baxku u ipu R — oo, ua ocuony (I11.7), (I1.9) u (I1.10)
. & 2 R s 02
Ve—m/2/ dre ™™ = / dpe ", (I1.11)
0 0
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Bynyhu na cy u © u p peanne BenuduHe, yBohemeM CMeHe & — —X y UHTErPaJl ca JIEBE
U CMeHe p — —p Yy HHTErpaJ Ca JecHe CTpaHe U cabuparbeM TaKO J00MjeHUX MHTerpaJia
J1001jamMo (y3 CMeHy IIPOMEFbUBE P — )

I, = / dxe_i‘m2 = i, a € R+, (]_[.12)

—00

IIITO je TpayKeHa BPEITHOCT.

I1.2 TI'aycoB mHTerpaJ ca KOMILJIEKCHUM KoedUulinjeHTU-
Ma

Y mpeTxoIHOM 0/IeJbKY CMO HaIlLI! BpeIHOCT ['aycoBor mHTerpaJia 3a UMaruHapHy BPEIHOCT
nmapamerpa y ekcronenty. Iloryiemajmo cajia Kako M3rJiejia OIIITH CJIyYaj, Tj. KaJia je rmapa-
MeTap a KomiuiekcaH. Vcrocrasiba ce J1a je mHTerpa Moryhe u3padyHaTu U y OBOM CJIy4ajy
aKoO je peasiHU Je0 KOMILTEKCHOr rmapamMeTpa a Behu o myse. lloctynmak padynama je jpocta
CJIMYAH ITPETXOTHO OIUCAHOM, CaMo je u300p KOHType Jpyraunju. Hamme, KOHTYypYy je moTpe-
HO M3a0paTh TaKO Jla WHTErpaJl Mo KPY>KHOM JIYKY HITYe3He Y TPAHUYIHOM caydajy R — oo
Tako Jia m300p yriia Koju Tpehn j1eo KOHType 3aKJiala ca £—O0COM 3aBUCH OJ BPEIHOCTH KOM-
wiekcHor napamerpa a. OBae he dutn pasmarpan ciaydaj Kaja ce KOMILIEKCHU TTapamMerap
HaJIa3u y IPBOM KBaJIPAHTY, a OCTaJle CUTyalllje ce MOTY aHAJTU3UPATU CJUIHUM TTOCTYITKOM.
Hedbunucahemo

a = be"” = b(cosV +isind), 0<v<m/2, (I1.13)

rie je b > 0 dynyhu j1a mpejictaB/ba MOIYO KOMILIEKCHOT Opoja a. IIpumerunhemo s1a cran-
napaau aycoB maTerpas onrosapa speanoctu ¥ = 0 a ['aycoB mHTerpas ca mMarnHapHUM
eKCIIOHEHTOM ce j100mja 3a ¥ = /2.

HHaxkite, j1a ducMo M3padyHa U UHTErPaJl

L= / h dze ", Re(a) > 0 (11.14)

—00

nocMarpaheMo KOHTYPHU WHTErpaJjl y KOMILIEKCHO] paBHI
%dze‘”z, Re(a) > 0 (I1.15)
r
rae je I' kourypa ca Ci. 1.2. Yrao ¢ hemo kacHuje m3adpatu Tako Jia JO00UjEMO YKEJHEHU

naTerpaJsi. [loguaTerpaian GpyHKIMja TOHOBO HEMa CUHTYJIAPUTETE y OOJACTU OTPAHUYIEHO)]
KOHTypoM ', Tako na BazKm

]§=/1+/2+/3:0, (11.16)

[Iomrro je mpBUM J1€0 KOHTYpE UCTU KAO y MPETXOIHOM CJIY4a]jy, OJMaX MOYKEMO IUCATH

R 2
/ = / dze™"” (I1.17)
1 0
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pu 4YeMy je cajia b KOMILJIEKCHH OpOj ca MO3UTHUBHUM DPEAJIHUM JIeJIOM. 3a JIe0 KOHTYpe
O3HAYEH Ca 2 IMOHOBO OMpamo napamerpusanujy z = Re'Y ma namazumo

¥ . .
/ = / dpiRe'” exp [—aR2e12‘p}
2 0

¥ :
= iR/ dpe'? exp [—bR2 < cos(¥ + 2¢) +isin(d + 2@))} . (I1.18)
0
Yrao 1) caja MOXKEMO OJIPE/INTU HAMETAHEM YCJIOBA
T ™ 0
9+ 29 = 5 odnosno Y = 177 (I1.19)
Ca oBakBUM U3DOPOM UMAaMO
19<19+2g0<g (I1.20)

Tako Ja je cos(¥ + 2p) > 0 ma apyrom ey KoHType (mojcehiamo ja cMo m3adpasiu Tauky a
U3 npBor KBajpanTa) na nonoso saxku (I11.9). 3a Tpehu jeo kKonType ysumamo z = pe'¥ ma
UMAaMO

0 R
/ = / dpeiw exp [—aeriw} — _el¥ / dpexp [—ibp261(9+2w)}
3 R 0

R
_ei7r/4ei19/2/ dpe*ipr, (11.21)
0

npu demy cmo uckopuctmwian (11.19). ITymrajyhu sumec R — oo u nonassbajyhu mporeypy
ca Kpaja mpeTXoHOT Ojie/bKa, HaJIa3uMO

/ dz exp [— bewa] = ’/l)(a%’ 0<d<m/2. (I1.22)

Omnmcann HOCTyIaK ce MO¥Ke HMOHOBUTH W y CIydajy Kaja a = be'V me JexXu y IpBOM KBa-
JIDAHTY Ca TOM PA3JIUKOM Ja je TIOTPeOHO IMazK/bUBO O/IadpaTH KOHTYPY MHTerparuje. Tako
3a MIPOM3BOJHPHO KOMIIJIEKCHO @ BaXKM, Y ONIIITEM CJIYUajy,

> o 2 w2
/ dze 25 H0e = \/geg*a, Re(a) > 0, (I.23)

npu demy b MOXKe OUTH M KOMILIEKCAH HapameTap (mapamerpu ¢ u b U3 ropmer mHTerpaJa
nucy mosesarn ycaosom (11.13)).

Konauno, jupekTHa reapeanusaruja uarerpasia (11.2) Ha cydaj KOMIIEKCHUX HHTETPAJIA
ce 9ecTo 3alncyje Kao

I; = /d(z, z)e  FATIEY — ge%, Re(w) >0 (I1.24)

rJe Z 03avaBa KOMILJIEKCHO-KOH]YTOBaHU OpOj 3a z a mHTerpaimje je redpuHmucana Kao

/ d(z, 2)e " = /_ " dRe(2) /_ " dim(2), (1L.25)

OpH 4YeMy Cy % U U JIBa IPOU3BOJbHA KOMILIEKCHa Opoja. VHTerpaam ca KOMILIEKCHH IIPO-
MELMBHUM Ce KOPUCTe MPHJIMKOM padyHarba HHTerpasa aycoBor Twia m3pazkeHnx momohy
®ypujeosux ammmryiaa [Wilson, K.G. (1975); Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010);
Ma, S.K. (2018)].
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1.3 BunneauMeH3UMOHU peajlHU MHTerpaJjm

[IpBu BUIIEeMMEH3UOHN UHTErPAJI KOju heMo padyHaTu je

I, = / e 3T AT (11.26)

opu 9eMy CMO yBe€JIn CKpaheHO O3Ha4aBalbe I/IHTeraHI/Ije II0 KOMIIOHEHTaMa BEKTOpa I:

/mz/:da:l/:dx?--/:dva (1L.27)

a A je CHUMETPpHUYIHa HECHHI'YJIapHa MaTpuUlla Ca IIO3UTUBHUM KOHCTaHTHHUM KOG(’bI/IHI/IjeHTHMa
Aag :Aﬁa, CY,B: 1,2,N (H28)

OcnoBHa nzeja padyHarba uarerpana (11.26) je ma ce on Hammire y 0OIMKY TPOU3BOJIA He-
3aBUCHUX jeJIHOMMEH3NOHNX ['aycoBux nHTErpasa u ja ce 3atuMm uckopucru pesyiarar (I1.1).
Y ToMm 1msby hemo ce MOJCETUTU CTaHJIAP/IHOr Pe3yJITaTa Mo KOjeM je CUMeTPUYHA MaTpPHIR
(ca peasHuM KoedUIMjeHTUMA) HA KOHATHOIMMEH3UOHOM [IPOCTOPY YBEK JIMjarOHATN3a0uIHa
oproronayinoMm Tpanchopmarjom [Munomesuh, 1. (1997)]. To 3naun ma mocroju oproro-
nasna Mmarpuna OT = O7! 3a kojy Bazku OAO~! = D, rae je D amjaronasna marpura.
KoukpeTHo, HeKa je je cBojcTBeHU mpoOseM MaTpuile A far ca

AX @ =d, X (6e3 cyme no «) (I1.29)

rzie cy d,, cBojcTBene BpeanocTn a X (@) cBojersenu BekTopu MaTpue A; ckyt Bekropa { X (41
caunmana jesan opronopmupann dazuc y RY (X@ . X0 = (X@|X0O)) = §,5) a {e,} je
crangapaan 6azuc y RY (1j. (e4)s = dap). Marpura O ce caja MoxKe HanumcaTu Kao

0= e ®@X® =" le (X, (11.30)

TaKO J1a je
D=0A0" =) |ea)(XIAIXP)(eg] = dalea)(eal- (11.31)
a,f «

Hpyram peunma, Dyg = dn0,5. Taxobe, maxo je Bumern ga je O oproronaiana MaTpuIa jep je

070 = 3~ leah(XIX @) (5] = 3 Jew) feal = (11.32)
a,B

«

omakJte ciemau ja je |detO] = 1.
Bparumo ce caja padynawy unrerpasa Iy. Kopucrehu (I1.32), aprymeHT ekcrioHeHIInjaI-
He dyuknuje u3 (11.24) moxkemo 3amucatu Kao

' Az =2'0"-OAQO"Oxz=y' Dy = Z(yo‘)Qda (I1.33)

07

219



IPU Y€MY CMO YBEJIHM O3HAKY.
y:= 0z (I1.34)

Bampaso, penarmja (11.34) ce moxe y3eru u 3a cMmeHy npomemuBux y uarerpaiy (11.24).
Byayhu na je |detO| = 1, elemenT 3anpemune ce He Mema 1IpU YBODEHY HOBUX IIPOMEHUBUX.
[Ipema tome, kopucrehu (11.33), nmamo

N N
1 1 o y)%dq 2
13 = /eng'Aaz = /e2yT~Dy = H |:/ dyo‘ e,( )2d ‘| — H |: d—ﬂ-‘| . (]_[35)
T Y a=1 —© a=1 «

Caza iemo ce nojiceruru ja ce jerepmunanTa marpuie tuna N X N jpedbunuine kao [Paso-
mesuh, C., Masm, I1. (2020)]

detM = Ealag...aNMlalMQng e MNO&]\H (H36)
TaKo Ja y Caydajy aujaroHajHe marpuie D Hasrazmmo
detD = €4 05,0y 1010, d2020, - - ANONay = €12 .Ndida - - - dy = didy - - - dy. (I1.37)

[Tpema Tome, pesysrar (I1.35) ce KOMIAKTHO MOYKE 3AIMCATH KAO

1.7 27T)N/2
I — e—§:13 Az = (—7 38
! /m VdetA (H:38)

IITO je TpakeHu pe3yiarar. [Ipu Tome cMO UCKOpUCTHIHN A je
detD = det [OAO™"| = detO detA detO" = detA. (11.39)

[Tpumeruliemo na je, 350r npernocraBbeHe HecuHTyIapHocTn Marpuie A, m3pas (11.38) 106po
JeduHICAH.
Ha cianvan HaunH ce MoXKe M3padyHATH U WHTEIPAJT

I = / e 32 Aztbl e (I1.40)

upu yemy je b mpousBosbaH (KOHCTAHTHM) BEKTOD W3 RY. Hajupe yBoauMO HOBE IPOMEILHBE
OPOTOHAJIHOM TPaHCHOPMAIIIjOM

1 1
in-Aw—bT-wzin~Dy—BT~y, (I1.41)
rie je B=0b a y u D cy nedpunucanu panuje. [Ipema Tome
N
I — /e_2yT.Dy+BT-y _ |:/ du® e_%.ysay } _ ( ex Pa 49
5 y aUl . Yy \/m p ; 2da (L[ )

rie cmo uckopuctusm u (11.2) u (11.38). MehyTum,
> Ba _ > B*(ds)'6.sB°=B"-D'B (11.43)
da — « af — .
« a,fB
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jep ¢y (do) '8ap emementn marpune D' (momro je marpuma A HeCHHTYIApHA, HEHE CBOj-
CTBEHe BpemHOCTU cy pazimuanre ox Hyse. Camum tuMm je u marpuna D nodpo gedunucana).
Kako nu3 OAO~! = D caenu D! = OA~10~!, manasumo

Z 3 B=b"-0"'0A'0'Ob=0b"-A"'b, (11.44)

tako Ja (11.42) KOHAYHO MOXKEMO 3ammucaTu Kao

) 2m)N/? 1
I5 — /e—QmT.Am+bT.m _ %GXP |:§bT . A_lb:| ) (I—[45)

Uspasz (11.45) je mobpo medunucan jep je A HecHHryYIapHA MATPHIIA.

Konauno, npeocrasa je jomr m reHepau3aliija BUIIEINMEH3MOHUX WHTErpaJia Ha CJIy-
Yaj MaTpUIA ca KOMILIEKCHHM eJIeMeHTHMA. 1akKo, y CJIydajy epMUTCKe MaTpuile A nmmamo
UHTETrpaJI

N
Is = /d(zT, z)e—zT-Az+uT~z+zT-v _ dzj euT~A*1v (]—[46)

rae ¢y z, u u v N —IMMEH3MOH! BEKTOPH Ca KOMILIEKCHUM KOeMUIMjeHTUMa a NWHTErPalln]ja
je meduHMCaHA KAO

/ H/ dRe(z / dim(z*). (I1.47)

Hoxkaz pemanuje (11.46), koju ce 3acHUBa Ha YMIEHUIM 14 j€é €PMUTCKA MATPUIA JIHjaroHa-
JU3adMIIHA YHUTAPHOM TpaHCchOpPMAIIjoM, BPJIO je ciandaH Joka3y pemea (11.45), omHocHO

(IL.38).
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1.4 BwukoBa Teopema

I1.4.1 Cpeamwe BpeJHOCTU U MOMEHTHU PAaCIIOdeja

Y mpeTxoHOM OfIe/bKY CMO BHJIEJIM KAaKO Ce €r3aKTHO padyHajy ojapehenn maTerpasn [a-
ycoBor tuma. Cajia hemo BujeTn mpuMeHy TUX WHTErpaja Ha CJIydaj Kaja MOIUHTErDAJIHA
dyukimja 'aycoBor Tuna ommcyje paciojiesry BeKTopcke mpomersuse. Vcnocrasipa ce f1a je y
TOM CJIy4ajy, KOjU IPEJICTaB/ba JIMPEKTHY NeHepaJin3alyjy 100po mo3Hare ['aycose pacrose-
ste, moryhe Hahm ersakTHa pelema WHTErpaia KOju MPeCTaB/bajy MPOU3BO/E KOMIIOHEHTH
caydajuor Bekropa. OBaj pe3y/rart, Ho3HAT 110/ Ha3uBOM BuKOBa TeopeMma, 1mpe/icTaB/ba OCHO-
By 3a Teopujy neprypodarnuja y Jlarpamxkesoj, ognocao PajumanoBoj, dopmysianuju pusnke
MHOIITBa nHTeparyjyhux gecrurna. [Ipe Hero mro dopmysumemo BukoBy Teopemy, mojcern-
hiemo ce mekux ocHoBHEHX pe3ysrara [Zinn — Justin, J. (2007)].

Heka je © : RV — R dynkmuja pacnosere, Tj. rycruna seposaruohe. Taa ce, 3a HeKy
BesimanHy F'(x), cpeitba BPEJIHOCT padyHa Kao

(F) = / F(z)Q(x). (IL.48)

Crernjasnno, 3a F'(x) = 1, modujamo T3B. yCJIOB HOPMUPAha

_ / Q) = 1. (I1.49)

Cpenmy BpemHOoCT (DYHKIHjE €XP [bT . :1:], rie je b KOHCTaHTHU BEKTOP, HA3WBAMO I'€Hepa-
TpucoM MoMmenaTa pacrogesie 2. Konkperno, Heka je

Z(b) = (V") = / " O (). (I1.50)

xr

Hudepennupamenm (11.50) mo kommoHeHTaMa BeKTOpa b, HAIA3MMO MOMEHTE PacIojiesie

o 0 0

Dbo. T, B ()

= /:z:alaz:a2 T, x)e"®
xr

= (TayTay - - - Tay,-)  (1.51)

b=0 b=0

[TosnaBamwe c6ur MOMEHATA (Ta, T, - - - Lo, ) OMOryhaBa ga ce, y HPUHIUILY, OJPEIH CPEIHba
BpeIHOCT TTpou3BosbHe Bennunue F. Ako je dynkmuja I oapehena TejaopoBum pegom

G 1 g,
F(x+ a) ; . (a-V)" Z oy aza 5’37a1 3£Ca2 P anF’(a:)aal%2 el
(I152)
TaJ/la MOXKEMO [HCATH U

Zn' Z Foiag..an®TaiTay -+ - Tan (I1.53)

Q..
re cy KoedulnjeHTu U3 pa3Boja JeUHUCAHU Kao

0 0 0

0Ty, 0o,  Oza,

F(x) (I1.54)

Falaz...an —

x=0



Ha ocnosy (I1.53) Bujumo s1a ce cpeitba BpeaHocT o1 F'(x) Moxke uzpasuru momMohy MoMeHaTa
pacmogese {2

<F(w))22% S Fureoon (o Tas - T (IL55)

aq,...q

Cana u3 (11.51) u (I1.55) mamazumo

1 o 0 0
(F(z)) = ZE > Forosongp 35" 3 kZ(b)
n=0 n a1 a2 ag

ag,..«

- (220

npu demy F(0/0b) tymadnmo Kao maudepeHIujag i Oneparop, KOju je y OINIITeM CIIydajy
necduHIcaH OeCKOHAYHUM peJioM ca Koedurmjertuma (11.54).

(I1.56)

b=0

IMpumep I1.1. Heka je dbynkmuja F mata ca F(x) = 3(x;1)? + 6(z1)?(x3)*. Taga umamo

|: 62 86 bT
= 355 + 6—] / e’ Qx)
b0 b3 ob3obs | /., b0

. /Q(m) [3(21)? 4 6(x1)%(23)"] = 3((21)*) + 6((x1)*(x3)"),

(Fe) = F(g) 20

npu yemy cMo uckopucrmwin jgedununmjy (I11.50). [

Jlakse, BUIUMO Jia ce M y jegHOCTaBHOM ciy4dajy dynkimje u3 [Ilpumepa 1.1 mojaBiby-
je wran ((x1)?(w3)?) Koju casp:Ku cpejby BPEJHOCT TPOU3BOJIA 6 KOMIIOHEHTH BEKTODA .
BukoBa Teopema HaMm, y ciy4dajy Kaja je dyHKIHja pactogese ['aycoBor Tuma, gaje pernent
3a M3pakaBaibeé OBAKBHUX CPEJIbUX BPEIHOCTU CAMO MOMONY CpeIIbUX BPEIHOCTH I1apOoBa
KOMIIOHEHTH BEKTOpPa .

I1.4.2 T'enepanucana I'aycoBa pacrioaesa

[Tornenajmo cajia mak/buBHje ciydaj y KojeM je dyHKIMja pacrojese ['aycosor Tuma:

QA @) = Z(lA)e_émT'Aw (IL.57)

r7e je A cuMeTpuYHa HECHHTYJIApHA MATPHUIIA Ca IO3UTUBHUM KOHCTAHTHUM KOEe(DUITHjEeHTUMA
a Z(A) dakrop koju 0de3dehyje nopmuparme. 3uajyhn 3a pesysnrar (11.38), umamo

_ —%wT~Aw o (27T)N/2
Z(A) = /m e - (IL58)

Cama Mmoxkemo yBecTu u (DYHKIN]Y T€HEpATPUCY KOja 3aBUCU O] IPOU3BOJ/HHOI BeKTOpa b u
KOMIIOHEHTH CUMeTPUuIHe MaTpuie A

1 1 1
Z(A, b) — m / e—ng-AiB-FbTm = exp {EbT . A_lb:| , (H59)
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npu yemy cmo uckopuctusu (11.45) u (I1.58). Hakie, y ciaydajy pacuogese aycosor Tuia,
padyHame MOMEHATa Ce CBOAW Ha JudepeHIUpamhe eKCIOHeHIjaIHe (DyHKIN]e

0o 0 0 1
(Tay Ty - - Ty ) = exp [—bT : Alb} (I1.60)
* Ob,, Ob,,  Ob,, 2 b—0
Konkperto,

_ 0 Lt A 190 -1 [

(To) = b, exp [Qb A b] T 3am, [Z(A ),Wb#bl,] exp [2b A™'b -
v
1
= > (A D uabuexp [ibT-A—lb] =0, (I1.61)
b=0

m

IIPU Y€MYy CMO KOPHCTIJIM Ja je MHBepP3Ha MaTPHIA CUMETPHIHE MaTPHUIE U CaMa CHMETPH-
gma'. Camdno,

0 0 1 0
(xaxp) = ————exp [—bT : A_lb} =— > (A™h),.b
0b,, Obg 2 p—o Obs ; Sl P
+ ) (AT b iexp LIRS
- HEE Obg 2 b0
= (A_l)a57 (H62)

jep cabupak Koju caJp:Ky 4jaH JuHeapaH 1o b, umdesasa npu b = 0.
Nmajyhu y Buy mperxoHo jgodujene pesyiarare, MoxkeMo dopMmyaucatu 1 BuKoBy Teo-
pemy

Teopema I1.1. Hexa je ca (I11.57) gedpurucara pactiogesa I'aycosot wuta, wako ga je dyr-
yuja TEenepatpuce Momenatta pacuogese gatwa ca (11.59). Taga cy og nyse passuvuitiu camo
MOMENHTU TAPHOT PEJA U OHU CE CBOGE HA CYMY TUPOU3BOJA CBUT MOTYRUT cpegrouxr 6pegrociiu
(zaz5) = (A )ap wWj.

(TonTay -+ Tay,) = Z <xailma¢2><xai3 Iai4> T <xain,1mam>~ (I1.63)

U0 CUM UAPOBUMA
u3 cxyta {iy,ig,...in }

Jlokas. Jloxkasz npartu [Kopietz, P., Bartosh, L., Schiitz, B. (2010)] u merosa ocroBHa ueja
je Jla ce TaXJbUBO M30aIle CBH CAOWPIIM KOjU HAKOH JudepeHInpama M0 KOMIIOHEHTaMa
BeKTOpa b nMmajy uianose nponopiuonasne b, jep onu unrdesasajy upu b = 0. Ilosmazehn o
(I1.60), moxkemo Hajupe audepenimparu 10 b,,. Tako godujamo

9 90 %) Ly
(ToyTay -+ - Ta,) = b b Ob exp [Zb A b] -
g 0 0 1
= (A7) 0, by exp [—bT-A‘lb} . (11.64)
Oba, Obs, " Ob,, {Z;; o by 5 -

'Hexa je A cumerpuana matpuma, AT = A. Ako je A~!A = |, mmamo (A7IA)T = AT(A-HT = AA-H)T = 1.
U3 nmocnemmwe jemmakoctn cremn (A~H)T = A~! mro snaun ga je m A~! cumerpmama MaTpua.
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Cpaku oJ1 mpeocTaanx U3BOJA JieJIyje Ha NPOU3BOJ (PYHKIMja: IPBa je JIMHeapHa M0 KOM-
noHeHTama BekTopa b a spyra je ekcrnonennujaiana dyuxmnuja. MehyTum, cBu 4iaHoBU KO/I
KOjUX M3BOJIM JIeJTYjy Ha eKCIOHeHNujaHy dyHKIujy uirdesasajy npu b = 0. OnaBae Bum-
MO JIa Ce CPeJlha BPETHOCT (Tq, Ty - - - Lo, ) CACTOJU OF N — 1 YIaHOBA O KOJUX CBAKH MMa
10 N — 2 omepaTopa H3BOJA

o 0 0 1
_ -1 Iy N 't
<xa1$o¢2 te xOén> - (A )041042 8ba3 6ba4 e 6ban exXp |:2b A b:| b0
o 0 0 1
71 —_— T . 71 DEIY
+ (A )asas Dbo. O, Db exp {2b A b] . +
o 0 0 1
-1 “pT . A1
T A e GG B, O {2” A b} - (H.65)

CkoHIIeHTpHUIIUMO ce cajia Ha cabupak y3 (A7), q, U 03HAIHUMO Ta ca Sy, 4, Jdeayjyhu npso

ca 0/0bg,, HATAZUMO

o 0 ) —
Sy as Dbu. Do, Db exp l b -A b} .
o 0 0
= AL .
e, Doy " D, ;( Jospbu oD [2 } - (169)

Kao u y cayuajy (I1.65), monpunoce paszjmdure O HyJl€ HAJA3UMO CAMO Kaja U3BOJU IO
KOMIIOHEHTaMa BeKTopa b jienyjy ma wian npomnoprmonasan ca b,. Tako mamasumo jga ce
Sayas CaCTOju 011 N — 3 cabupka

o 0 d 1
— -1 Y i ’ -
Sarar = (A s —gp = = exp {21) A b} b0
o 0 9 1
. LT A1
T A o gy Gy P [21) A bl o |
o 0 )

+ (A™h exp BbT : A‘lb} (11.67)

asam .
0by, Obs,  Ob,, b0
OgBaj mocrymnak moHaB/haMO CBe JOK He "morpormumo" cBe M3BOJIe M TAKO HAJA3UMO & CE
Seyay cactoju o (n —3)(n —5)(n—7)---3---1 cabupaka
Soqozg -

(A_l)a:sou; (A_l)asae T (A_1>04n7104n + (A_l)a:sou; (A_l)ascw (A_l)aeaG o (A_l)anqan

JIaHOBU Ca CBUM OCTaJIUM CIIapHUBalbUMa HH,ZLGKC&)
) an}
JIaHOBU Ca CBUM CIIapHUBalbUIMa I/IH,ILeKca)

Al X
-+ ( >a3a4 3 CKylla {Oé5, Qg, - -

7an}

9JIaHOBHU Ca CBUM CIIapUBalbHMa HH,ZLGKC&)

) an—l}

u3 ckyna {oy, as, ag, - -

+ (A agan X (I1.68)

(
+ (A agas X (
(

u3 ckymna {ay, as, ag, -« - -
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Cabupaka tuna Sy,q, y (I1.65) uma (n — 1) u muxos 30up naje

(ToyTay - Ta,) = (A Dgjan X (

YJIaHOBU Ca CBHUM CIIapHUBalbUMa I/IH,ZLGKCH,)

u3 ckyna {ag, Qg, s, -+, )

+ (A Y agas X (

(Ail) (‘{HaHOBI/I Ca CBUM CIlapuUBalbHMa HMHJIEKCa
ajam

YJIaHOBU Ca CBHUM CIIapHUBalbUMa HHLLGKC&)

u3 ckyna {ag, aq, s, -+, 0}

+ > . (11.69)

Yrymnan opoj cadupaxka je (n—1)(n—3)(n—5)(n—7)---3-1 = (n—1)!! mrro je dam jeanako
YKYITHOM OpOjy CBUX MOryhmx criapuBarba 1 odjekara. Ipyrum pedmma,

(ToarTay -+ Tay,) = Z (A_l)ailazg (A_l)ai3ai4 T (A_l)ain,laina (IT1.70)

10 CBUM ITapOBUMa
u3 ckyna {i1,i9,...in }

u3 ckyna {g, Az, Ay, -+, 01}

quMe je JI0Ka3 3aBPIIeH. |
ITornemajmo cajia 1Ba OCHOBHA IIpuMepa IpuMeHe BukoBe Teopeme

ITpumep I1.2. Cpenmpa BpeJHOCT KOja e CACTOjU OJI IPOU3BOIA IeTHPH KOMIIOHEHTE BEKTOPA,
x ce bakTOpHUIIE KAO

(o s,25) = (o) (2,25) + (o) wps) + (w0ws) (w5, (1.71)
[Tpu Tome, Tpu cadupka gomasze ox (4—1)!! = 3.V cayuajy npoussoja 6 KOMIIOHEHTH BEKTOPA
x, umamo (6 — 1)!! = 15 cabupaka. Onu ce popMaHO MOI'Y HAIUCATH KO
(T12973747576) = (T172) <<$3$4><$5I6> + (2375) (T46) + (I3$6><9€49€5>>
(i) ((@awa) (25s) + (w2m5) (was) + (w236) (24z5) )
(i) ((xg.rg)(xg,xﬁ} + (295 (wa6) + <x2$6><x3x5>)
+  (2125) ((I2$3><$4$6> + (2m4) (T376) + <$2$6><$49€5>>
+ () <($21‘3>(:L'4:1:5> + (zoma) (z325) + (x2x5><x4x6>>, (1L.72)
IIPU Y€MY CMO, PaJIU IIPEIrJIeIHOCTH, KOPUCTUIN CKpaheHu 3aI1uc T,, = ;. [

Joxka3s 3a cirydaj ['aycoBe pacmojese ca epMUTCKOM MaTpuiioM A mmpeckadeMo U HaBOIUMO
kpajmu pesyarar [Altland, A., Simons, B. (2010)]

Teopema I1.2. Hexa je ca pactiogera Iaycosor wuta gattia ca

1 N
Q(A) = Z(A) exp [z - Az], Z(A) = /d(zT,z) exp [z - Az] = dZﬁ’ (I1.73)
79€ je A epmutticka MaTpuya ¢ TeHePtipuce MOMEHATIG PacTogene je
1 -
Z(A,’U,T,’U) = m/d(zT’z)ezT-Aeru‘L-erzT-v — eu*-A 11). (]—[74)
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Taga je

<2a1 Zag - Zan 2B 3By - - - Zﬁn) = Z <2ai1 ZB; > <2a¢2 Zﬁj2> e <2a¢n Zﬁjn>' (]—[75)
U0 C8UM UAPOBUMA
us cxyta {i1,49,...in,J1,J2---Jn }

IIpu wome je

(Zazp) = (A_l)aﬁ- (I1.76)
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JlomaTak /1

JInjeBe rpymne u ajreope

Teopuja JImjeBux rpyna urpa BaKHY yJOry y KJIaCH4YHO] W KBaHTHOj Teopuju mosba. Ha
OBOM MECTY JIajeMO CaMO HEKe OCHOBHE YHIHLEHUIIE MOTPedHE 3a jI0Ka3 [0JcTOHOBE TeopeMe.
Bure neraba u npumepa ce moxke nahu y [Isham, C. (1999); Arvanitoyeorgos, A. (2003);
Fecko, M. (2006); Hilgert, J., Neeb, K.H. (2011); Sternberg, S. (1964); Hall, B. (2015);
Pagomesuh, C., Mamu, I1. (2020)]. ¥V ommrem ciay4uajy, JlujeBa rpyna je mudepenimjabuina
MHOTOCTPYKOCT KOja UMa JIOJIATHY CTPYKTypy rpyme. Unak, na oBom mecty Hehemo ynasutu y
Jerajbe Teopuje Beh he uzjrarame OuTn orpanndeHo Ha marpudate Jlujese rpyme. 3a moderax,
Jajemo neduHUIM]y renepaJsie jguHeapue rpyie uaj [lomem F.

Hedbununnmja [.1. 'enepanna (wim ommmra) JmHeapHa Ipyla Haj mosbeM [F, y o3nanm,
GL(N,F), npecras/ba cKyn WHBePTHOWIHUX MaTpulla Tuna N X N TakBUX J1a Cy MATPUIHA
ejleMeHTH u3 noJba .

Takobe, o Huzom y GL(N, C) nogpasymesamo au3 marpura { A,, }, oapehen Husom ojro-
Bapajyhux marpuanux eixemenara {(A,,)qs} e a, f = 1,2... N. Cazna MoxkeMmo redbuHICATH
u marpuuny JIujeBy rpymy:

Hedbunnnnmja 1.2. Marpuuna Jlujesa rpyna G je noarpyna ox GL(N, C) tako ja Baxku
cieznehe: ako je {Ax} vuz marpuna y G u

k—o0

raga A € G win A Huje uaseprudmina Marpuna. IIpu ToMe je rpaHmdHa BPEIHOCT MATPUILIE
onpebena momoly rpanmdie BpeAHOCTH MATpUIHUX exeMenata limy o (Ax)as = Aug-

IMox (peanmnom) mumensujom JlujeBe rpyme moapasymeBaMoO OpOj HE3ABUCHUX DPEATHUX
nmapameTrapa Koju y mnormyHoctu ogapelyjy gary marpuiy. Pemumo, dim[GL(N,R)] = N? u
dim[GL(N, C)] = 2N2,

OcuoBuu npumepu MaTpudHux JlujeBux rpyna cy:

1. CrnenmjaHa JTuHEapHa rpyma

SL(N,R) = {A € GL(N,R)| detA =1},  dim[SL(N,R)] = N? — 1 (I1.2)

2. YHuTapHa rpyiua

U(N)={A € GL(N,C)| ATA = AA" =T}, dim[U(N)] = N? (11.3)
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3. OproronaJjna rpyia
O(N)={A € GL(N,R)| ATA= AAT = I}, dim[O(N)] = ———= (11.4)

4. CrenujaJina yHUTApHA IPyma

SU(N) = {4 € U(N)| detA = 1}, dim[SU(N)] = N? — 1 (11.5)

5. Cuernujasna OpTOroHAJIHA TPYTIa

N(N —1)

SO(N) = {A € O(N)| detA =1}, dim[SO(N)] = ——

Cnenehn duran nojam je Jlujesa anredpa:

Hedbunuunmja [.3. Jlujea anredpa je Bekropcku npocrtop (y osHaim g) Haj nobem F oy
KOjeM je yBeJleHa JIoJIaTHa onepanuja |, | 1 g X g — g Koja 3a10Bo/baBa Tpu yciosa (a, 3 € )

1. [, ] je dunmunueapna, 1j. [ X + Y, Z] = o[X, Z] + B[Y, Z], VX,Y,Z € g. Ciiuuna

peJlalija BaXKu U 3a JIMHEApHY KOMOWHAIM]Y HA MECTY JpyTe MPOMeHUBe
2. [, ] je anrucumerpuuna, 1j. [X,Y] = —-[Y, X], VX, Y €g

3. Baxu Jakodujes unenturer: (X, [Y, Z]|+[Z,[X,Y]]+]Y,[X,Z]]=0, VX,Y,Z¢€

g.
Humensuja JIujese anredpe je mumensuja ogrosapajyher BeKTOpCKOr mpocropa. Besa u3-
meby Jlujese rpyne G u oaroapajyhe anredpe g je j1ata eKCIOHEHIIMjAJTHUM TPECTUKABAHEM

(Bumern [Hall, B. (2015); Papomesuh, C., Masu, I1. (2020)] 3a ocobune maTpudHe eKCITO-
HeHIjastHe (DYHKIMje U IpuMepe Be3aHe 3a KOHKpPeTHe IpyIlie U ajaredpe):

Hedbununuja .4. Heka je G marpuuna Jlujea rpyna. Tama Jlujey anredpy Jlujese
Ipyne G, y o3namnu g, nedunuinemMo kao cKyn csux Marpuria X taksux jga exp (tX) € G 3a
peajiaH mapamerap t.

Ha ocnoBy oBe necdunuimje ce moxkasyje jza je
1. gl(N,F) = M(N,F), dim[gl(N,F)] = dim[GL(N, )],
2. sI(N,R) ={X € M(V,R)| TrX =0}, dim[sl(N,R)] = dim[SL(N,R)] = N*? — 1,

3. 0(N) = {X e M(N.R)| X" =-X}, dimlo(N)] = dim[O(N)] = 5=,
4. u(N)={X e My(R)| X'=-X}, dim[u(N)] = dim[U(N)] = N?
5. s0(N) =o(N),

6. su(N) = {X € M(N,R)| XI = —-XATrX =0}, dim[su(N)] = dim[SU(N)] =
N%_1,
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rie je M(N,R) ckyn marpuna tunia N X N Haj nosbem R. 3a Hasenene npumepe je dim[G] =
dim[g] a ucnocras/ba ce ja Ta pejanuja BaXkKW u y ommrreM ciaydajy JlujeBe rpyme m og-
rosapajyhe JlujeBe anredope. Hekasa je kopucuo nedpunucatu Besy usmely JlujeBe rpyne u
onrosapajyhe ajsredpe Tako Jia Cy NeHEpaTOpPU PEIpPEe3eHTOBAHU €PMUTCKUM OI€PaTOPUMA.
VY Tom caygajy je exp (itX) € G, 3a X' = X u peanan mapamerap t [Bumern, permo
Payomesuhi, C., Mamu, I1. (2020)].

Konauno, HaBognMo 1 ocHOBHe pe3yJiTaTe Be3aHe 3a JIujeBe moarpyre u mojaaredpe.

Teopema [.1. Hexa je G Jlujesa pyua (ca Jlujesom antebpom g) u nexa je H zatueoperu
uogekyt (y emucay gudeperyujadbuare muotoctipyrocwu) og G Koju je y ariedbapckom cmucay
uogtpyua. Taga H uma cuupyktaypy Jujese pyue (wy. H je Jlujesa togipyua tpyte G). Axo
je b Jlujesa antedpa tpyte H, waga je b Gogasrtedpa og g.

3a npumeny JlujeBux rpyna u ajredpu Ha pasjHInTe MOJese KOji ce KOpucTe y pUu3uIH,
BayKHY YJIOTY MMa TeOpHja penpe3eHTalIln]ja.

Hedbunnunuja [1.5. Penpesenramnuja rpyne G je xomomopduzam ca rpyne G Ha TPyILy
JINHEAPHUX OIlepaTopa KOjU JIeJIyjy Ha HEKOM BEKTOPCKOM IIpocTopy V.

[IpakTuuno, penpesenraruja rpymne G 0de3dehyje ckyn marTpuiia Koje UMILJIEMEHTUDA)Y
oxrosapajyhe Tpancdopmalje Ha IIPOCTOPY BEKTOPCKUX BeJIMYUHA (KOje Cy YeCTO JIMHAMU-
9KH esleMeHTH (hu3ndkux reopuja). Permmo, y [imasu 2 je nuckyrosan O(N) Mozest Ko/ Kojer
Cy CTeIleHH CJI0007e KOMIOHeHTe N JTNMEH3MOHOT BEKTOPCKOT Io/ba. llako ce BEeKTOpCKH ITpo-
CTOPH Y€CTO TI0jaBJ/byjy Kao MPOCTOPH y KOjuMa (pU3MUKe BeJUIUHE Y3UMAjy BPEIHOCTHU, TO
Huje jequna moryhuoct. Ha npumep, y ciiydajy HemHeapHOT 0 MOJIeJa je TPpOCTOp Moryhmx
cratwa G/H [Weinberg, S. (2010)]. ITo pedununuju, G/H je upocrop Tadaka

G/H = {gH|g € G} (1.7)
y3
gH ={g~gohlhe H}, (1.8)

cuMOO0JI o je dunapHa onepanuja y G a ~ o3HaYaBa UAeHTUGUKAIN]Y J1Ba ejeMenTa y G Koju
ce passmKyjy J10 Ha MHOXKeme ejaemeHToM u3 H C G. Axo je G Jlujesa rpymna a H 3aTBOpeHa
noarpyna o H, npocropy G/H (kKoju ce Ha3nBa XOMOT€HH IPOCTOP) €€ MOXKE MPHUJIPYKUTH
CTPYKTypa JudepeHIujaduine MEOTOCTPYKOCTH

Hedbuuunmja 1.6. ejerso (ca sese crpane) Jlujee rpyne G Ha audepeHujaduiny MHO-
roctpykoct M je npecimkaBamwe o : G X M — M Koje 3a710Bo/baBa

1. o(e,p) =p,¥p € M,

2. 0(g1,0(g2,p)) = (g1 © g2, D)

r7e je e jequHuynu ejieMenT y G.

ITpy6o rosopehn, mudepenujaduiaa MEOTOCTPYKOCT je IPOCTOp KOjH JIOKasHo m3riena kao RY. Jleramu
ce mory Halim y Kburama HaBeJeHUM y oBoM llpumory.
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Cmuxa JI.1: IIlemaTcku npukas Kiaace ckpubanennuje A + U, rae je U nornrpocrop ox R3
renepucan optom e,: A, = A+ zie, 3a1=1,2,3,4.

VKOJIMKO ce 3a CBake JBe Taduke P, ps € M moke mpoHahu g € G TaKO Ha BaxKu Py =
o(g,p1), Kaxkemo 11a je mejcrBo TpanHsuTuBHO. [lokasyje ce ma y ciydajy TpaH3UTHBHOL JIEBOT
nejersa Jlujese rpyne G Ha muorocrpykoct M saxku M = G/H, rne H npejcrasba Tpyiry
TpaHcdopmalja Koje octaBibajy p € M unapujantHum. [lo3nar npumep je TpaH3UTUBHO
nejerso rpyne O(N) ma S = O(N)/O(N — 1) [Bugeru Nakahara, M. (2003); Isham, C.
(1999); Fecko, M. (2006)].

Hexa cy u” koopmunarae dbynknuje na G/H. Taga je 7 = u o m KommonenTHa perpe-
senraruja [osnmcronosor noswa, m : M — G/H, npu demy je M o3HaKa 3a MpOCTOPBPEME
nate Teopuje. Kmmmarosa BeKTOpCKa mosba Ha G/ H ce Taja mory sarmmcaTn Kao h; = hiley,
rae je {e4 = 0/0u”} noxkanmnu 6azuc BEKTOPCKUX Mosba. CAMYHO, METPIYKH TEH30D Ce MOYKe
sarmcatn Kao G 4pdu? @ du®?, npu wemy je {du?} myanmu Sasuc y evuery du(9/0uf) = 64
[Buneru, perumo Isham, C. (1999); Fecko, M. (2006); Nakahara, M. (2003)].

Ha canuan waunn ce moxke nedunucaru u npocrop V/U, rae je V BeKTOpCKH mpPOCTOp &
U meros moTipocrop. 3a modeTak, JMeUHANIEMO KJIaCy eKBUBAJIEHIIN]e

r4+U:={z+ulueU} (1.9)

Kao CKyIl BeKTopa mu3 V' KOju KOju ce pas3JiMKyjy J0 Ha ITPOU3BOJHHU €JIEMEHT IOTIIPOCTOPA
U. Ipocrop V/U je ckyn

V/U :={x+Ulx € U}. (11.10)

[Tpema Tome, mpoctop V/U ce edbekrusHo moduja ox V' tako mro ce 1eo mormpocrop U
3aMeHN HyJsa-BeKTopoM. Vcnocrasba ce na V/U uma CTPyKTYpPy BEKTOPCKOT IIPOCTOPA TAKO
na je R /R™ = R™ |sugern, perumo, Axler, S. (2015)].

Kao mpumep oBe KoHCTpyKImje ysmumo mpocrop R? u mormpocrop R koju je remepucan
oprom e,. Ha Cn. .1 cy npukazanu Bektopu A, A;,... A, Koju nmpunajajy jeJHoj Kjiacu
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eKBUBAaJIEHIIN]e, jep Ce Pa3JIuKyjy JI0 Ha BEKTOD OOJIMKa Zz;e,. 3a IPeJICTAaBHUKA OBE KJjace
ysumMaMo A Koju JieKu y  — y paBH: Tako ja je R3/R = R2. ITomTo Baske uzomMopduzMu
I

BeKTOpCKUX mpocTopa 0(3) = R3 u 0(2) = R, suaumo 1a je 0(3)/0(2) = R?, mro je kopurheno
Ha BUIIE MECTA, Y TEKCTY.
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